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RESUMEN

El dinero siempre estd ahi;
solo cambian los bolsillos.
Gertrude Stein

La Econofisica recurre a métodos de Mecanica Estadistica y a la Fisica de sistemas complejos
para modelizar los sistemas econdmicos. Los modelos de tipo gas (KWEM) intentan explicar
las propiedades mas relevante de las transacciones econémicas en una sociedad partiendo de
la Teoria Cinética de los Gases, que describe las interacciones entre las particulas de un gas. Se
definen asi los llamados modelos basados en agentes. Si en estos modelos se introducen
restricciones que limitan el intercambio econdmico, los sistemas convergen a estados de
equilibrio estadistico caracterizados por una importante desigualdad en el reparto de la
riqueza. Por otra parte, lo anterior permite dotar de un significado econémico a un pardmetro

fundamental en toda esta teoria como es de temperatura econémica.



1. Introduccidn

Analogias entre la Economia y la Mecanica Estadistica. Econofisica. [1]

Un buen numero de fendmenos econdmicos responden a lo que en Fisica se conoce bajo el
nombre de dinamica no lineal o de sistemas complejos: sistemas cuyo comportamiento
colectivo no se puede explicar a partir de la simple superposicidn de sus partes constituyentes.
Por ejemplo, son de este tipo aquellos que describen situaciones muy alejadas del equilibrio o
los que exhiben comportamientos cadticos. Cabe preguntarse, por tanto, si seria posible
emplear métodos de Fisica Estadistica para desarrollar modelos econdémicos realistas y
eficientes.

En los ultimos anos, este novedoso enfoque interdisciplinar, al que se ha dado en llamar
Econofisica [2,3], ha mejorado de manera considerable nuestra comprensiéon de numerosos

procesos econdmicos.

Propiedades termodinamicas del dinero: Modelos tipo gas (KWEM).
Este trabajo se centrard en los denominados modelos de tipo gas (conocidos en la literatura

como Kinetic Wealth Exchange Models o KWEM). Estos modelos intentan describir las
interacciones econdmicas a partir de su analogia con uno de los sistemas fisicos mads sencillos
gue se conocen: un gas de particulas.

La idea seminal proviene de los trabajos de Mandelbrot [4] y se fundamenta en que las leyes
de la Mecdnica Estadistica gobiernan el comportamiento de una inmenso numero de
interacciones individuales, tales como las colisiones dentro de un gas contenido en un
volumen cerrado. Desde esta perspectiva, la teoria clasica de gases homogéneos es facilmente
adaptable al esquema de un modelo econdmico: en este caso las moléculas y sus velocidades
son reemplazadas por agentes (individuos y/o empresas) y su dinero, y en lugar de colisiones
binarias se consideran intercambios entre dos agentes econdmicos. Al igual que los diferentes
modelos de interacciones en un gas determinan sus propiedades macroscépicas (presion,
temperatura, entalpia etc.), al considerarse diversos tipos de transacciones econdmicas se
deberian de recuperar distribuciones de dinero distintas y parametros macroscopicos
diferentes. En el caso que nos ocupa, tanto la Mecanica Estadistica como la Economia,
estudian grandes conjuntos de elementos, atomos en un caso y agentes econdmicos en el

otro, siendo por ello que el concepto de “equilibrio estadistico” jugara un papel determinante.



Tabla 1. Analogia entre modelo cinético y multi-agente.

Modelo fisico Modelo econémico
Cantidades intercambiadas K=energia cinética m=dinero
Unidades N Particulas N Agentes
Interaccién Colisiones Transacciones

Diferencias entre dinero y riqueza. [5]
Es muy importante puntualizar que el dinero no se corresponde de una manera univoca con la

riqueza. El dinero es sélo una parte de misma, siendo la otra, la riqueza material (o inmaterial,
pero no monetaria, piénsese en los derechos de una patente a modo de ejemplo). Los
productos materiales no tienen porque verificar una ley de conservacion ya que se pueden
fabricar, destruir, ser consumidos, etc. Por otra parte, la politica monetaria puede operar
alterando el valor de los productos materiales (su expresidn monetaria, esto es, su precio) y
por ello hacer que éste no sea constante. La mismo se puede aplicar a acciones, bonos y a
otros productos financieros y que los textos de economia de forma explicita excluyen de la
definicion formal de dinero. A efectos de lo que sigue siempre se entenderd que el dinero
hace mencidn al papel moneda o en su caso a activos bancarios, o de otro tipo, pero de

liqguidez inmediata.

Modelos tipo Boltzmann-Gibbs: origen, campo de aplicacion y limitaciones.
Considérese un sistema formado por muchos agentes econdmicos, N>>1, los cuales se pueden

considerar como individuos o corporaciones. Se parte del supuesto de que N es un nimero
constante. Cada agente j tiene una cantidad de dinero m; que puede intercambiar con
cualquier otro agente. Lo que subyace a dicha interaccidon es algun tipo de actividad
econdmica, tal como la compra de algin bien o servicio, sin embargo este detalle no es
importante en el dmbito de este trabajo. En lo que atafie a éste lo Unico relevante es el
resultado de la interaccion entre los agentes i y j en la cual alguna cantidad de dinero Ap
cambia de manos:

[m,m] — [m;,m;]=[m-dp,m+Ap].

Como se deduce de la expresion anterior la cantidad total de dinero se mantiene constante en
cada transaccién m#+m;= m,-'+m,-'.

Esta regla de conservacion local de la cantidad de dinero es andloga a la conservacion de la
energia entre atomos en colisién. Se asume que no existe ningun flujo externo de dinero que
pueda alterar al sistema, ya que éste es por definicidn un sistema aislado, de tal manera que la

cantidad total de dinero M permaneces constante.



Sea P(m) la funcidn de distribucién de la probabilidad del dinero, definida como que el nimero
de agentes con dinero entre m y m+dm es igual a NP(m)dm. Estamos interesados en la
distribucion P(m) estacionaria correspondiente a un estado de equilibrio termodinamico. En

esta situacidn la posicion de cualquier agente puede fluctuar abruptamente en una interaccién

dP(m) _ 0

con otro agente pero la distribucidn de probabilidad no cambia

La distribucion de equilibrio P(m) se puede derivar de la misma manera que se obtiene la
distribucidn de equilibrio de la energia P(g) en mecanica estadistica. Considérese la division del
sistema global en dos subsistemas 1 y 2. Como la cantidad total de dinero se mantiene
constante se cumple que m=m;+m,, por tanto se tiene que P=P,*P, con lo que se concluye que
P(m)=P(my+my)= P(m3)+P(m).

La solucion de esta ecuacién es P (m) = C*exp (-M / T ), por lo que la probabilidad de equilibrio
distribucidn del dinero tiene la forma de Boltzmann-Gibbs.

De las condiciones de normalizacién [~_P(m)dm =1y [~_mP(m)dm = M/N se obtiene
que C=1/T y que T=M/N. Por lo tanto, la “temperatura monetaria” T es el promedio de

cantidad de dinero por cada agente.

La distribucion de Boltzmann-Gibbs puede ser también deriva por la maximizacion de la
entropia de la distribucién de dinero S=— fOMP(m)lnP(m)dm bajo la restriccién de la
conservacion de la cantidad de dinero. Siguiendo argumento original de Boltzmann, dividamos
el dinero eje 0 £ m < oo en pequeios intervalos de tamafio dm y a estos intervalos se los
numero de manera consecutiva con el indiceb=1,2, ...

Denotemos el nimero de agentes en un contenedor de b como N,, el nimero total es de N
=),—1 Np. Los agentes en la intervalo b tienen la cantidad m, de dinero, y el dinero total es M
=) ,—1 My Np. La probabilidad de realizacién de un cierto conjunto de la ocupacién nimeros
{ Ny} es proporcional al numero formas diferentes en que N agentes pueden ser distribuido
entre los contenedores que preservan el conjunto {Nj}.Este numero es N/ /N1 I N2 ! ... El
logaritmo de la probabilidad es la entropia InN-),;_; InN;, ! Cuando los nimeros de N, son
grande y la formula de Stirling InN I = N InN - N se puede aplicar, la entropia por agente es S =
(N InN -Y5_1 NyInN,)/N=-Y;_; P,In P, es la probabilidad de que un agente tenga la cantidad
de dinero m, . Usando el método de los multiplicadores de Lagrange para maximizar la
entropia S con respecto a la ocupacién ndmeros { N, } con las restricciones en el dinero total M

y el nimero total de agentes N generan la distribucién de Boltzmann-Gibbs para P (m).



En la literatura sobre el tema se proponen multiples reglas de interaccidn; el intercambio de
una cantidad Ap constante, el de un fraccién aleatoria 0 < v <1 de la media de dinero del par
Ap=v(mi+mj)/2 oelde unafraccidn aleatoria a de la media de dinero en el sistema Ap =
af(M / N). En este trabajo se partird, como modelo inicial, de aquel en el que en cada
interaccion se determina una cantidad a intercambiar aleatoria: Ap ~Unif[1,100]/ p€&Z
(~ significa “distribuido como”).

Asi, en cada iteracidn se elegiran, al azar, dos agentes y una cantidad Ap para intercambiar
entre ellos, siempre y cuando el donante tenga dinero suficiente para realizar el intercambio.
Sin pérdida de generalidad se toman precios enteros (p €Z).

El vector de dinero inicial Vj,iq sera uniforme, m=100 Vi =1,...,N y donde N es el tamafio
del colectivo simulado. En todas las simulaciones que se desarrollan en este trabajo, N=10.000
y M=10° es la cantidad total de dinero del sistema. Por tanto, la distribucién de probabilidad
inicial viene dada por Piyicies (Mm ) =6 ( m - 100).

La figura 1., muestra la distribucion equilibrio conseguida después de 10° iteraciones, lo que
significa que, en promedio, cada agente ha participado en unas 100 transacciones ya fuese

como perdedor o ganador.

Figura 1. Histograma: distribucion estacionaria de probabilidad del dinero P(m). Curva sélida ajuste de una
distribucion de Boltzmann-Gibbs.
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Como se puede observar, figura 2., en el proceso la Entropia S del sistema aumenta en el

tiempo hasta saturarse en el valor maximo para la distribucién de Boltzmann-Gibbs.

Figura 2. Evolucion temporal de la entropia para el modelo anterior. El tiempo se mide en ciclos de iteracion.
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El resultado anterior se obtiene partiendo de la distribucion de dinero V.., no obstante, la
distribucidn estacionaria final se encontrara que es el misma si se parte de otra inicial distinta
y/o se aplican otras reglas de intercambio diferentes, siempre que se respete la conservacién
del dinero y, como veremos, la simetria temporal, es decir que el modelo sea aditivo.

Como se afirma en [6] la distribucion final es universal, dentro de los condiciones impuestas,

aunque la distribucion de partida (y/o las reglas de intercambio) propuestas sean diferentes.

Modelo con posibilidad de endeudamiento.
En este apartado se discutira lo que sucede cuando se permite a los agentes endeudarse. La

deuda puede ser vista como dinero negativo. Ahora, cuando un donante no tiene suficiente
dinero para pagar la cantidad Ap, se le permite pedir prestada la cantidad necesaria de un
depdsito, y su equilibrio se convierte en negativo. La ley de conservacién no se viola: la suma
de dinero positivo del ganador y de dinero negativo del perdedor permanece constante.
Cuando un agente con un saldo negativo recibe el dinero como ganador, utiliza este dinero
para pagar la deuda hasta que el equilibrio se vuelva positivo.

Suponemos, por simplicidad, que los cargos de depdsito por el dinero prestado son sin
intereses. Sin embargo, debido a que no es sensato permitir un endeudamiento ilimitado, se
impone un limite, my, al maximo de la deuda de un agente, esto es, m>-m,. Esta nueva
condicidn de frontera P(m <-my) = 0 reemplaza la antigua P(m <0 ) = 0.

El resultado de una simulacién por ordenador con m,; = 100 se muestra en la figura 3. P( m)

viene de nuevo dada por la ley de Boltzmann-Gibbs, pero ahora con la temperatura mas alta



T=M/N + my debido a que las condiciones de normalizacién necesitan ser mantenidas

incluyendo a aquella parte del colectivo que tienen dinero negativo (deudas)
oo (o]

J 4 Pmydm =1y [ mP(m)dm = M/N.

La temperatura mds alta hace la distribucion de dinero esté mds extendida lo que significa que

el aumento de la deuda incrementa la desigualdad entre los agentes.

Figura 3. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero con y sin deuda. Curva sélida: ajuste

de una distribucion de Boltzmann-Gibbs P(m)=C * e_% con T=200,26
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En general, la temperatura queda completamente determinada por el promedio de dinero por
agente <m>= M /N y por las condiciones limite impuestas en el modelo. Por ejemplo, si a los

agentes se les impone que no pueden tener menos dinero que una cantidad m; ni mas que

una cantidad m,: m;<< m < m, En este caso la condiciéon de normalizacion f;:l P(m)dm =1

m
y L;nlz mP(m)dm =< m > con P(m)=C * e T dan lugar a la siguiente ecuacién para T:

T

donde m = (m; + m,)/2 y Am = (my —m,)/2. De la ecuacion anterior se puede concluir

que la temperatura serd positiva cuando m> < m > negativa cuando m < < m > e infinita
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(P(m)=const) cuando m=< m > En particular si el dinero de los agentes esta limitado por

arriba pero no por abajo -eo K m < m, la temperatura es negativa.

La imposicidn de un corte abrupto m,; puede ser no del todo realista. En la practica, el punto
de corte se puede extender sobre algln intervalo dependiente de las reglas exactas de quiebra
[7]. Durante este intervalo, la distribucion de Boltzmann-Gibbs podria verse difuminada. Por lo
tanto se espera ver la ley de Boltzmann—Gibbs sélo lo suficientemente lejos de la region de
corte. Ademas, en el extremo superior de las distribuciones, para valores altos de dinero el
numero de agentes presentes se vuelve pequefio y las estadisticas pobres, por lo que la ley de
Boltzmann-Gibbs pierde aplicabilidad. Hay demasiados pocos elementos como para que sean
estadisticamente significativos. Por ello, lo que se espera es que la ley de Boltzmann—Gibbs se
manifieste sélo para rangos intermedios de dinero, no demasiado cerca ni del limite inferior
ni del extremo superior. Sin embargo, este rango intermedio es el mas relevante,

estadisticamente hablando, ya que cubre a la gran mayoria de la poblacion.

Los préstamos suponen la creacidn de una cantidad igual de dinero positivo (activo) y negativo
(pasivo). Cuando los textos de economia financiera describen el proceso por el cual "los bancos
crean dinero" o " la deuda crea dinero “, no consideran a los pasivos (negativos) como dinero,
y por lo tanto éste no se conserva.

En la definicidn operativa de dinero que se ha manejado en este trabajo, se pueden considerar
incluidos todos los instrumentos financieros con denominacion fija, tales como moneda,
pagarés y bonos, pero no el material, riqueza o acciones, y se contabilizan tanto los activos y
pasivos. Con esta definicion el dinero se conserva, y se espera ver una distribucién de
Boltzmann-Gibbs en equilibrio.

Desafortunadamente, ya que esta definicidn tan general del “dinero” difiere de las definiciones
de los economistas sobre los agregados monetarios (M1, M2, M3,...), no es facil encontrar el
estadisticas adecuadas para cotejar los modelos tedricos.

Por supuesto, el dinero puede ser también emitido por un banco central o el gobierno. Esto es
andlogo a una afluencia externa de energia en un sistema fisico. Sin embargo, si este proceso
es lo suficientemente lento, el sistema econdmico puede ser capaz de mantenerse en un

estado de cuasi-equilibrio que se caracterizaria por un cambio lento de la temperatura.
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Modelo con parametro de ahorro. Analisis de la equidad.
Como ya se ha indicado si la simetria de inversidn temporal se rompe, el sistema puede tener

una distribucién estacionaria que no sea de Boltzmann-Gibbs o incluso no alcanzar una
distribucion estacionaria [véase 7].

Un ejemplo de esta clase es aquel en que los agentes presentes en el modelo ahorran una
fraccion A de su dinero (la conocida en Economia como Propension marginal al ahorro), de tal
forma que en cada iteracién el donante se reserva una parte Am y sélo pone en juego una
fraccion (1- Am) de su dinero total. De esta manera el agente i, que juega el papel de donante,
efectuard la transaccion siy sélo si (1- A;m;)> Ap en caso contrario los agentes no intercambian
la cantidad Ap.

La introduccién del parametro de ahorro A supone introducir la posibilidad de individualizar a
los agentes. Si A es igual para todos ellos, el modelo se dice que es homogéneo. Si los agentes
asumen diferentes valores de A (A;) estamos antes modelos llamados heterogéneos.

Para mayor generalidad supondremos que A es una variable aleatoria que se distribuye
uniformemente entre 0 y 1, A~Unif[0,1] que se determina para cada intercambio de manera

que la regla de intercambio viene dada por:

,_{mi—Apsi(l—/limi)ZAp ,_{mj'l'ApSi(l_Aimi)ZAp
m) = m} =

m; sim; <Ap m; sim; < Ap

Este modelo, asi simulado, con A;~Unif[0,1] determinado para cada agente en cada
interaccion, es una generalizacion de los modelos heterogéneos. Se asume que cada agente en
cada transaccion decide de manera independiente (e idénticamente distribuida) qué

proporcién del dinero del que dispone se reserva.

Con respecto al modelo inicial, el Unico cambio que se ha producido es plantear una condiciéon
previa para que se dé el intercambio mas restrictiva, sin embargo, la introduccidon de este
cambio provoca que una vez efectuada la transaccion ésta no pueda, en general, deshacerse

para recuperar la configuracidn original. (Hay ruptura de la simetria temporal).

12



Figura 5. Histograma: distribucion estacionaria de probabilidad del dinero en un modelo multiplicativo
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A la vista de la simulaciones realizadas, cabe destacar que la distribucion de equilibrio tampoco
depende en este caso ni de la inicial ni del nUmero de agentes implicados (siempre que sea lo
suficientemente grande N>100) Este modelo conduce a una distribuciéon de equilibrio
cualitativamente diferente a las que se han obtenido en los modelos aditivos.

En particular, tiene presenta una moda x,, > 0 y un limite cero para valores de m pequefios, es
decir, lim,_, f(x) = 0.

En [1] se propone un modelo de ajuste a una funcién tipo Gamma dada por: P(m)=C * m# «
e‘% Esta ultima difiere de la de Boltzmann-Gibbs por el prefactor mP. Si se ejecuta una

simulacién ajustando la distribucién obtenida en este apartado se obtiene un ajuste casi

perfecto. La figura 6., muestra el ajuste de los datos del modelo y el ajuste correspondiente.

Figura 6. Histograma: distribucién estacionaria de probabilidad. Linea sélida, ajuste con distribucion tipo Gamma

P(m)=C +mF x e 7.
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Este modelo representa un paso adelante en una definicion mas realista del modelo basico
inicial. Parece una opcion muy légica la definicidn de un criterio de ahorro que esté presente
en las transacciones entre agentes. De hecho, en una operacidon econdmica corriente, los
agentes, en general, no suelen disponer de todo su dinero en una unica interaccién,
arriesgandose asi a la posibilidad de perderlo todo, por lo que se ahorra una cantidad

determinada.

Dado que las distribuciones de ambos modelos son tan diferentes cabe preguntarse sobre los
efectos econdmicos de que se pueden deducir de esa diferencia. Desde ese punto de vista se
puede plantear una comparacién entre este modelo con tasas de ahorro y el que no las tiene
en funcién de la equidad en las distribuciones de equilibrio.
¢éLa introduccidn de un coeficiente de ahorro, en las condiciones del modelo aqui planteado,
genera una distribucién de dinero mas equitativa o no? En general, ise podria decir a las
distribuciones potenciales de dinero son mas o menos equitativas que las exponenciales?
En Economia la aproximacidon mas usual al nivel de desigualdad personal se obtiene mediante
la curva de Lorenz que, partiendo de la distribucion ordenada de ingresos, representa
conjuntamente las proporciones acumuladas de perceptores de rentas (p, en el eje horizontal)
y las correspondientes proporciones acumuladas de rentas percibidas (g, en el eje vertical).
Esta curva lleva ademds asociada una medida de la desigualdad, construida por comparacion
entre la situacidn observada en cada caso y la correspondiente a un reparto igualitario, que
vendria representado por la recta de equidistribucién. [8]
Mds concretamente, denotando respectivamente por p y g las proporciones acumuladas de
agentes y de dinero (una vez que éstas han sido dispuestas en orden creciente), el nivel de
desigualdad puede ser aproximado a través del indice de Lorenz, que viene dado por la
expresion:
[ = i —

L n—-1

i=1 Pi

cuyos valores se encuentran acotados entre Oy 1.
A pesar de ser una herramienta muy habitual en los andlisis distributivos, conviene tener
presente que la curva de Lorenz adolece de algunas limitaciones, ya que Unicamente permite
comparar dos situaciones cuando existe una clara dominacion, es decir, cuando el trazado de
una curva se encuentra en todo el recorrido mas cercano a la recta de equidistribucion.
Si en cambio las curvas de Lorenz que comparamos se cortan en algun punto de su trayectoria,

no es posible obtener ningun resultado concluyente en términos de dominacion de Lorenz.
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Dada una distribucion de rentas que denotamos por Y; con frecuencias relativas f;, la expresion
mas habitualmente utilizada para medir la desigualdad es el indice de Gini [9], que puede ser

aproximado a partir de distintas expresiones. Aqui se usa la siguiente expresién:

=) Y G- Ylfi
J

i

En el caso continuo I; proporcionaria un resultado coincidente con el indice de Lorenz.

Las figura. muestra las curvas de Lorenz para ambos casos. El indice de Gini para el caso
general alcanza un valor I; = 0,82 mientras que si se introduce un coeficiente de ahorro
A~Unif[0,1], este valor pasa a ser I; = 0,77. De aqui se deduce que la distribucion de
equilibrio con tasas de ahorro no nulas da lugar a un reparto mas equitativo de la masa

monetaria.

Figura 7. Distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero en un modelo aditivo (linea roja) vs un modelo
multiplicativo (linea negra) con tasa de ahorro A;, A;~Unif[0,1])
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Figura 8. Curva de Lorenz para las dos distribuciones anteriores. Se mantiene el c6digo de colores.
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Modelos aditivos versus modelos multiplicativos.
La distribucion de Boltzmann-Gibbs puede ser también ser derivada de la ecuacién de

Boltzmann [10] que describe la evolucién en el tiempo de la funcién de distribucion

P(m)debido a las interacciones de pares:

dP :
d(z_/n) = ff{_f[m,mr]—)[m—Ap,m}Ap] P(m)P (m)

+ f[m—Ap,m'+Ap]—>[m,m']P(m - Ap)Py(m, + AP)}dm’dAp

Donde el término f[m'mr] ] es la probabilidad de transferencia de la cantidad Ap

->[m-apm'+ap
de un agente con dinero m a otro con dinero m’ por unidad de tiempo. Esta probabilidad
multiplicada por los numeros de ocupacion de P (m) y P (m’), da la velocidad de las
transiciones de estado [m, m’] para el estado [ m -Ap , m’+Ap]. El primer término de la
ecuacién da la tasa de despoblacién del estado m. El segundo describe el proceso inverso,
donde el nimero de ocupacién P (m) se incrementa. Cuando los dos términos son iguales, las
transiciones directas e inversas se anulan entre si estadisticamente y la distribucién de
probabilidad es estacionaria: $= 0.

Este es el principio del balance detallado. En fisica las ecuaciones microscépicas fundamentales
del movimiento obedecen a la simetria de la inversién temporal. Este significa que las

probabilidades de los procesos directos e inversos son exactamente iguales:

f[m,m']—>[m—Ap,m'+Ap] = f[m—Ap,m'+Ap]—>[m,m’]

Cuando la ecuacion anterior se cumple, la condicion de balance detallado se reduce a la

P(m)P'(m) = P(m — Ap)P'(m' + Ap) porque los factores f se cancelan.

m
La Unica solucion de esta ecuacidn es la funcidon exponencial P(m)=C *e T, por lo que la
distribucidn de Boltzmann—Gibbs es la solucidn estacionaria de la ecuacidn cinética de
Boltzmann.

Tenga en cuenta que las probabilidades de transicion, f[m,m’]—»[ estdn

m—Ap,m'+Ap)’
determinados por las reglas dinamicas que definen el modelo, pero el equilibrio de la
distribucidn de Boltzmann-Gibbs no depende en modo alguno de las anteriores.

Este es el origen de la universalidad de la distribucién de Boltzmann-Gibbs. Como vemos es
posible encontrar el distribucién estacionaria sin conocer los detalles de la interacciones a

nivel microscépico (que son pocas veces son bien conocidas), mientras la condicidon de

simetria sea satisfecha.
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En los modelo considerados en las secciones precedentes el dinero intercambiado tiene las
mismas probabilidades de transferencia desde un agente con el equilibrio m a un agente con
el equilibrio m’ y viceversa. Esto también es cierto aun cuando la cantidad intercambiada sea
aleatoria siempre y cuando la distribucion de probabilidad de Ap sea independiente de my m’
Por lo tanto la distribucién estacionaria P (m) es siempre exponencial en estos modelos.

Sin embargo, no hay ninguna razén fundamental para esperar que la simetria de inversion
temporal esté siempre presente en economia. En este caso, el sistema puede tener una
distribucidn estacionaria no exponencial o no alcanzar una distribucién estacionaria en
absoluto.

Veamos un ejemplo de esto tomando Ap=(1/3)m..

En este caso la cantidad transferida es una fraccion del dinero del que dispone el donante.
Como se comprueba, este modelo no se ajusta a la distribucidon de Boltzmann—Gibbs.

Aqui la simetria de la inversién del tiempo se rompe. De hecho cuando un agente i da una
fraccién fija y de su dinero m; a un agente con un balance monetario mj, sus saldos se
convierten en (1-y)m;y (mg#y m)). Si tratamos de revertir este proceso y designar al agente j
como el deudor para dar la fraccién y de su dinero, y(m; + y m;) al agente i, el sistema no vuelve
a la configuracién original (m;, m,).

El deudor paga una fraccion determinista de su dinero, pero el receptor recibe una cantidad
aleatoria de un agente de azar, por lo que sus funciones no son intercambiables. Debido a que
las reglas de proporcionalidad normalmente violan la simetria de inversion temporal, la

distribucidn estacionaria P(m) en modelos multiplicativos tipicamente no es exponencial.

Figura 9. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero con Ap=(1/3)m;. Curva sélida: ajuste
de una distribucién de Boltzmann-Gibbs.

Frobabilidad, Pim)
0.04
|

Q.00
|

0 100 200 300 400 200

Cantidad de dinero, m



Este ejemplo demuestra que la distribucion de Boltzmann—Gibbs no necesariamente se
sostiene para cualquier sistema conservativo. Sin embargo, dicha distribucién es universal en
un sentido limitado para una amplia clase de modelos que mantienen la simetria de inversién
temporal, en tal caso la distribucidn estacionaria es exponencial y no depende de los detalles
de un modelo [11,12]. A la inversa, cuando la simetria de inversién temporal se rompe, la
distribucidn puede depender de los detalles de un modelo. La diferencia entre estas dos clases
de modelos puede llegar a ser bastante sutil.

Pueden producirse desviaciones de la ley de Boltzmann—Gibbs sélo si las tasas de transicion f
dependen de forma explicita del dinero m o m’ de los agentes en una manera asimétrica.

En ausencia de un conocimiento microscépico detallado de la dinamica de los intercambios
econdémicos, la semiuniversalidad de la distribucién de Boltzmann-Gibbs es un punto de

partida natural.

Transacciones posibles frente a transacciones efectivas. Motivacién para su estudio.
Cada vez que dos agentes se enfrentan a una posible transaccion, el que ésta se lleve a cabo o

no va a depender de que el donante tenga una cantidad de dinero (m; 6 ((1- A;)m;) ) que por lo
menos sea igual al precio marcado para la operacion (Ap). De esto se infiere que légicamente
no todas las transacciones posibles se convertiran en transacciones efectivas, entendiéndose
que estas ultimas modifican la distribucién previa del dinero (dos agentes han cambiado de
posicion). Parece por ello interesante diferenciar entre ambos tipos de situaciones.

Considérese un sistema en estado estacionario, en el que se han producido T transacciones
(potenciales o posibles) de las cuales Unicamente @ han derivado en un acuerdo (efectivas).

Tiene entonces sentido la siguiente probabilidad:

®=T,/T (1)

Dada una transaccion escogida al azar, definida por los parametros (m;, m,Ap), ® indicaria cual
es la posibilidad de que alcance un acuerdo.

En términos computacionales, cada iteracién que realiza en una simulacion numérica se puede
considerar como una transaccion posible. En las efectuadas en el marco de este estudio, para
sistemas de Boltzmann-Gibbs (sin deuda y sin ahorro), una vez alcanzado el equilibrio
termodinamico, @ es del orden del 63%.

Si en cambio se introduce un parametro de ahorro en el modelo (A;~Unif[0,1]), una vez

alcanzado el correspondiente equilibrio, @ se reduce a un 43%.
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La introduccidn de A, reduce la probabilidad de que se produzcan transacciones efectivas. Los
agentes econdmicos no disponen de todo su dinero y ello se refleja, como cabria esperar, en
una reduccion de @.

Dado que el modelo (inicial) de Boltzmann-Gibbs plantea el minimo posible de limitaciones a
las transacciones entre agentes, de hecho que se produzca o no sélo va a depender de m;y Ap,
es de esperar que @ sea maximo. Obsérvese que el receptor (con dinero m;) no juega en estos
modelos ningun papel, la transaccidon se dara, o no, independientemente de él.

Las consecuencias de todo lo anterior quedan reflejadas en la velocidad de convergencia al
equilibrio de los sistemas. Aunque @ Unicamente cobre sentido en estado estacionario, se
puede pensar que cuanto menor sea su valor mayor habra sido el tiempo que al sistema le
habrd llevado alcanzar el equilibrio. De hecho, los modelos con ahorro convergen al equilibrio

mas lentamente que el modelo sin ahorro.

2. Objetivos

Todos los modelos anteriores seleccionan a los agentes que intercambian dinero de manera
aleatoria, resultando en distribuciones de Boltzmann-Gibss y en ciertos limites en
distribuciones de tipo potencial. Estos modelos no consideran la posibilidad de que no se den
todas las posibles transacciones, aun cuando no hubiese impedimento alguno desde un punto
de vista estrictamente econédmico. En particular, no se considera la relacién que pueda existir
entre la cantidad de dinero que poseen los (dos) agentes y la probabilidad de que éstos
interactuen entre si. En términos econdmicos, los agentes son neutrales ante la cantidad de
dinero que poseen en cada momento (sélo es relevante si se puede dar la transaccion o no).
Una manera de introducir restricciones en el esquema de intercambio consiste en suponer que
agentes con riquezas semejantes tienden a interactuar entre ellos con mayor probabilidad.

De esta manera se puede plantear un modelo de relaciones econémicas estratificadas, donde
los agentes econdmicos interactien con mds probabilidad en el caso de que formen parte del
mismo estrato econémico.

Dado que en realidad sélo se maneja una variable (la cantidad de dinero) Unicamente se puede
discriminar en funcidn de ella, pero aun asi el efecto puede ser equivalente a introducir una
desagregacion espacial (o de otro tipo). Por ejemplo, personas que viven en barrios de una
clase determinada pueden rehuir el intercambio comercial, o tenerlo prohibido de alguna
manera, con otras que habitan en barrios mas (o menos) acomodados aun cuando se cumpla

que m>Ap.
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El objetivo de este trabajo es definir, simular y estudiar un modelo de transacciones
econdmicas estratificado, esto es, cudl es el efecto que tiene sobre un modelo de tipo

Boltzmann-Gibbs la introduccion de restricciones adicionales al intercambio entre agentes

3. Métodos

Hipotesis de trabajo y supuestos previos.
El modelo de intercambio esta conformado, como en los casos antes vistos, por N agentes,

donde el agente i-ésimo posee una cantidad de dinero m;, De nuevo se supone que la
cantidad total de dinero, M, se conserva en todas las transacciones ya que es una economia
aislada. No existe ningun flujo externo de dinero que pueda alterar al sistema.

En cada transaccién dos agentes elegidos al azar intercambiaran una cantidad Ap (aleatoria)
siempre y cuando ademas de que el donante cumpla que m; =Ap se verifique que la diferencia

de riqueza entre ellos no sobrepase un limite U establecido previamente. Si los agentes
escogidos no resultan ser de la misma clase econdmica (definida por {), entonces no se
produce la transaccion permaneciendo en su estado inicial. Asi pues, el parametro {/medira la

“anchura” de la clase econdmica.

Modelo matematico.
El modelo selecciona dos agentes al azar, i y j, ambos intercambian una cantidad Ap

(Ap ~Unif[0,1] )/ p€Z) siempre y cuando ademads de que el donante cumpla que m; =Ap se
verifique que [m;-m;| < U
El modelo de transacciones econdmicas estratificado queda definido matematicamente segun

las siguientes reglas de interaccion:

( m; < Ap m; < Ap
(m; — Ap) si y (m] + Ap) si y
|ml— m]|S U ml—m]|< U
m=4q-—-———""—"—"—"—————= mJ =4y -~ -~ -~ - - - - -—-——-=--= (2)
m; > Ap m; > Ap
m; St 0 m; St 0
\ |ml—m]|>U \ |ml—m]|>U

A diferencia de los modelos anteriores, en este el agente receptor deja de ser neutral en cada
transaccion.
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Diagrama 1. Proceso de interaccion para un modelo basado en agentes. Dos individuos, con dinero (m; my), en el
momento t, interactuan de alguna manera, para acabar con un reparto (m;, m;) en t+1. La cantidad total de
dinero se conserva en el proceso.

Notese que la interaccion sélo se puede dar entre agentes que pertenezcan al mismo estrato
econdmico. Parece evidente que la introduccion del parametro U supone que se pierdan
potenciales intercambios entre agentes que si se darian si no se hubiesen levantado barreras
externas a la mera dinamica econdmica. Se pone asi de manifiesto la importancia de
diferenciar entre transacciones potenciales y efectivas.

En principio se puede arglir que cuanto mayor sea el parametro U (y por tanto menor las
restricciones al intercambio entre dos agentes cualquiera) tanto mas debera de parecerse al
sistema sin restriccidn alguna.

En términos promedio, podemos suponer que una vez transcurridas las N primeras iteraciones
N/2 agentes habran ganado lo que la otra mitad habra perdido. Se habran formado dos
estratos econémicos con riquezas diferentes. En esas condiciones, la probabilidad de que un
agente de uno de los dos grupos realice una transaccién con uno perteneciente al otro estrato
es del 50%. Dependiendo del tamafio asignado a U, esta relacién puede no llegar darse, con lo
cual la mitad de las posible ocasiones de llegar a un acuerdo econémico correrian el riesgo de
no concretarse, independientemente de cudl fuese el valor efectivo de Ap. Eso forzara a los
agentes a relacionarse preferentemente con los de su mismo estrato econémico, lo que hace
pensar en un empobrecimiento de los que estan en el mas desfavorecido y un aumento de la

riqueza de aquellos que pertenecen al mas elevado.
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Necesidad de las simulaciones numéricas.
La investigacion en ciencias sociales ha estado tradicionalmente dominada por los dos

enfoques de investigacién mas comuinmente aceptados: el método de induccién y el de
deduccidn. Del primero se derivan principios generales de casos particulares, con el segundo,
en cambio, se define un conjunto de axiomas y se comprueban las consecuencias derivadas de
estos supuestos.

La mayoria de las teorias econdmicas aplican los métodos de induccion y / o deduccién de una
manera estatica. La teoria de juegos, por ejemplo, estudia equilibrios estaticos. Ahora bien, no
siempre es posible extender estos métodos a todos los sistemas o a todos los problemas
planteados. Este es el punto de partida de la llamada Economia Computacional. Esta nueva
rama de la investigacién econdmica esta especialmente interesada en la dindmica de los
sistemas y en los procesos que conducen a fendmenos los observados, mediante la realizacién
de simulaciones [13].

Una de las razones para la aplicacion de simulaciones es la complejidad de los modelos que se
investigan. Los enfoques matemadticos y experimentales son factibles para el andlisis de los
modelos mas o menos simples, sin embargo la adicién de mdas detalles buscando refinarlos
aumenta la complejidad de los mismos, y por lo tanto, la dificultad encontrar soluciones
analiticas.

Aqui, es donde las técnicas computacionales pueden ayudar a los investigadores a encontrar
mejores soluciones, y explicaciones, en el estudio de sistemas complejos. En ese sentido, "la
economia computacional puede ayudar a estudiar los efectos cualitativos, cuantitativamente"
[14].

En general, la simulacién en Economia no se diferencia de la realizada en otros campos. Se
entiende como una forma particular de modelar el mundo real. Los modelos simulados
representan el sistema a estudio con menos detalles y menos complejidad, describiéndolo
mediante ciertas variables y por determinados estados al sistema. Se genera asi una historia
artificial en el curso de la simulacién. Esta se utiliza para la observacién y para sacar
conclusiones relativas al objetivo del estudio. Las simulaciones se suele entender como un
enfoque alternativo de hacer investigacion en las ciencias sociales, como un tercer pilar

metodolégico, aparte de los deduccidn e induccidn.
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Los beneficios de la simulacion
La ventaja de simulaciones en comparacion con otros métodos de investigacién es

principalmente el hecho de que el disefiador de la simulacidn retiene el control de cualquier
pardmetro para adaptarlo a las circunstancias especificas de problemas.

Un sistema de simulacidn bien disefiado puede ayudar a comprender y a explicar los sistemas
del mundo real y a describir ciertos fendmenos observados mediante la comparacién de las
diferentes configuraciones de la simulacién. Ademas, permite realizar cambios de uno (o
varios) parametro en particular y el estudio de las consecuencias para el desarrollo del
sistema.

Por otra parte, la velocidad de la simulacion se puede variar (de hecho, esto permite
comprimir / expandir el tiempo) lo que permite el estudio de las actividades de movimiento

lento, asi como el estudio de largos periodos de tiempo.

Desventajas de las simulaciones
La principal desventaja de este método es que en muchas ocasiones es dificil construir

modelos apropiados que reflejen con fidelidad los sistemas reales. Por lo tanto, es esencial
demostrar la exactitud del modelo de simulacién. En algunos casos, también puede ser
complicado identificar los errores en un modelo de simulacidn lo que conlleva que se deriven
conclusiones erréneas del mismo. Por lo tanto, la calidad y la exactitud de los resultados de
simulacidn es un tema delicado. También en ocasiones puede hacerse dificil interpretar los

datos recogidos del modelo.

Uno de los problemas mas dificiles en el desarrollo de modelos de simulacién es decidir qué
enfoque metodoldgico a seguir. Hay una variedad de métodos disponibles; como la dindmica
de sistemas, modelos de colas, simulacién basada en agentes, o modelos estocasticos, aunque
solo algunos de ellos produciran resultados adecuados aplicados a un problema especifico.

La llamada Economia Computacional basada en Agentes es una rama especifica dentro de la

Economia Computacional, definida como el estudio computacional de las economias
modeladas como sistemas en evolucion formadas por agentes que interactuan
autonomamente" [15]. Este enfoque de investigacion se basa en la comprension de la
Economia no desde la perspectiva de nivel macro de un sistema de demanda agregada y
oferta, sino desde un nivel micro, como el resultado de la interaccion de numerosos individuos
independientes.

A su vez existen diversas formas practicas de implantar un modelo basado en agentes, aqui

solo se comentara el método de Montecarlo.
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En general, el término de Montecarlo (MC) [16] engloba aquellos métodos desarrollados para
experimentacién matemadtica usando numeros aleatorios. Los problemas estudiados por
métodos MC se pueden clasificar en probabilisticos y deterministas. Problemas probabilisticos
serian aquellos en los que se utilizan variables aleatorias para modelar procesos estocasticos
reales, por ejemplo, en la teoria de colas. Se habla de MC deterministas si existen modelos
tedricos formales que resultan imposibles o dificiles de resolver numéricamente. En estos
casos, el método MC ayuda a encontrar soluciones que aplican al azar, por ejemplo, en el
calculo del numero m.

En las ciencias sociales, el método MC se aplica a diferentes estructuras problematicas. En la
Investigacion Operativa se utilizan distribuciones de probabilidad, por ejemplo, en la Teoria de
Colas, en Finanzas, los procesos estocasticos se utilizan para simular los flujos de los mercados
bursatiles.

En la mayor parte de la simulacién basada en agentes se aplican MC probabilisticos, por
ejemplo, para asignar valoraciones a agentes, o para simular ruido estocastico.

La versién determinista también se utiliza para abordar problemas que estd mas alld de la
capacidad de los algoritmos actuales, como por ejemplo resolver los equilibrios de “Bayes-
Nash". Como se explicd anteriormente, este es un enfoque adecuado para utilizar si el

problema es dificil, o no es posible resolverlo numéricamente.

Esquema de programacion
Para obtener el comportamiento del modelo estratificado se han ejecutado una serie de

simulaciones de MC. El proceso de iteracion planteado en este trabajo es conocido en la
literatura como Simulacion Directa de Montecarlo (DSMC, en sus siglas inglesas) o también
como esquema de Bird. Se trata de seleccionar pares de agentes al azar, con repeticion, para
colisiones binarias e intercambio de dinero segln una determinada regla de transaccién, las
ecuaciones (2) en este caso.

El proceso de iteracion planteado en este trabajo sigue el siguiente algoritmo:

1. Se escoge aleatoriamente un agentei, i(1,2,...,N) /i ~Unif[1,N]. Agente donante

2. ldénticamente se escoge a otro agente j (j&(1,2,...,N) /i ~Unif[1,N]). Agente receptor.

3. Sean (m;my) las cantidades de dinero puestas en juego por ambos agentes. Los valores
iniciales antes de que se produzca la transaccion entre ellos.

4. Se define el parametro UW. Anchura de la clase econémica.

5. Se escoge aleatoriamente la cantidad 4p , Ap ~Unif[1,100]/ p&Z. Precio vigente en la

iteracion.
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6. Si m; < Ap el donante no tiene suficiente dinero para entregar al receptor. La
transaccidon no se lleva a cabo en ningln caso. Los agentes se quedan tal y como
estaban y se procede a elegir a otro par de ellos diferentes. El resultado de la iteracion
serd por tanto (m,m;). Se vuelve a paso 1.

7. Sim;>Apy |m; — mj| > el donante tiene suficiente dinero para entregar al receptor
pero no se cumple la condicion de pertenencia a la misma clase econdmica. La
transaccidon no se lleva a cabo y los agentes no intercambian dinero entre ellos. El
resultado de la iteracion sera (m;, m;). Se vuelve a paso 1.

8. Sim;>Apy |m; — mj| < el donante tiene suficiente dinero para entregar al receptory
se cumple la condicién de pertenencia a la misma clase econdmica. La transaccion se
lleva a cabo y los agentes intercambian dinero entre ellos. El resultado de la iteracion
serd (m-Ap,m+Ap).

9. Sevuelve a paso 1.

10. En cualquier de los tres casos posibles el resultado de la iteracién se guarda, y con

dichos valores los agentes anteriores entraran en juego si vuelven a ser seleccionados.

Cada uno de los recorridos de este esquema (empezando en el punto 1y acabando donde le
corresponda) es una iteracion y por tanto una transaccion posible, que sera efectiva cuando el
ciclo sea completo (1-9-1).

Como anteriormente, el vector de dinero inicial Vi, sera uniforme, m=100 Vvi=1,..,Ny
donde N es el tamafio del colectivo simulado. Se tomara para el andlisis los siguientes valores
del parametro U={1000, 100, 10}, es decir, diez, uno y un décimo del valor inicial asignado a

cada uno de los agentes.
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4. Resultados

Modelos sin y con parametro de ahorro.
Si {1000 el modelo se ajusta perfectamente a una distribuciones de Boltzmann-Gibss, como

en el caso general, de hecho las distribuciones empiricas simuladas en ambos casos son casi
idénticas.

Figura 10. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=1000. Curva sélida: ajuste de

una distribucién de Boltzmann-Gibbs P(m)=C * e 7 con T=101,3
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Para U =100 una tentativa de ajuste a una distribucion de Boltzmann-Gibss se da con
pardmetros de ajuste C=0,3913 y T=15,51 que ajusta bien los niveles de ocupacién de dinero

muy bajos, pero mucho peor a los grupos de renta mas altos.

Figura 11. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=100. Curva sélida: ajuste de una

distribucién de Boltzmann-Gibbs P(m)=C * e T con T=16,77
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Para un caso todavia mas extremo Z£10 el ajuste de la distribucién de Boltzmann-Gibss es

C=0,550y T=4,02.

Figura 12. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=10. Curva sélida: ajuste de una

distribucion de Boltzmann-Gibbs P(m)=C * e 7 con T=4,0
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Figura 13. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U=1000. Curva sélida: para
U =500 (rojo), U =100 (verde) y U =10 (azul)
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Cuadro 1. Resumen de algunas medidas de posicidn (cuantiles y primer intervalo) y parametros de ajuste para
los escalones estudiados. Se comparan con s/r modelo sin restricciones al intercambio.

Escalén P. ajuste Medidas de posicion
u C T 9%][0,10) g0=min 925 g50=Mediana  q75  ql00=Max
sir 0,0943 100,1 9,36% 0 29 69 139 1.221
1000 0,0946 100,3| 10,00% 0 28 69 141 1.625
100 0,366 16,77| 38,75% 0 5 14 37 1.123
10 0,55 4,02 54,80% 0 1 3 131 784

Se parte ahora del modelo con tasas de ahorro distribuidas, A;~Unif[0,1].

Figura 14. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U =1000. Curva sélida: ajuste de
una distribucién de Boltzmann-Gibbs (P(m)=C * e 7*m® con T=55,84 § > 0)
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Figura 15. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U =100. Curva sélida: ajuste de
una distribucién de Boltzmann-Gibbs P(m)=C * e 7*m’ con T=19,64 8 > 0)
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Figura 16. Histograma: distribuciones estacionarias de probabilidad del dinero U =10. Curva sélida: ajuste de una
distribucién de Boltzmann-Gibbs P(m)=C * e 7*m® con T=291,57 (8 < 0)
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Obsérvese que en este caso cambia la estructura de la distribucién, rompiendo con la forma de
las anteriores. Ahora el pardmetro B es negativo, mientras que en los casos anteriores tenia

un valor positivo. B es el parametro que caracteriza la forma de la distribucién.

Cuadro 2. Resumen de algunas medidas de posicidn (cuantiles y primer intervalo) y parametros de ajuste para
los escalones estudiados. Se comparan con s/r modelo sin restricciones al intercambio.

Escalon Parametros de ajuste Medidas de posicion
u C T B %] 0,10) g0=min g25 g50=Mediana 75 ql00=Max
sir 0,0102 57,52 0,7224 1,84% 1 47 84 135 553
1000 | 0,0092 55,84 0,757 1,97% 1 48 84 136 614
100 0,146 19,65 0,3877 | 14,13% 1 16 29 58 999
10 (*) 0,329 251,97 -0,5287 | 32,58% 1 7 31 157 594

(*)Realmente estamos ante un caso patoldgico; el modelo ajustado diverge para m=0, lo que va contra
las reglas de la simulacion. Ademds, la temperatura seria mds alta, lo que parece una incongruencia en
el conjunto de los resultados obtenidos. Se puede concluir, por tanto, que es producto de un mal ajuste,
al no haber incluido como restriccion que P(m=0)=0.
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5. Interpretacion econdmica de los resultados

Consecuencias de la introduccion de limitaciones a las transacciones entre agentes en un
esquema de Boltzmann-Gibbs. Comparacion entre un modelo sin limitaciones y otro con
restricciones (estratificado), con o sin parametro de ahorro.

A la vista de lo anterior se puede concluir que la distribucién de Boltzmann-Gibbs ajusta

correctamente los valores monetarios pequeinos, que son los de la mayoria de los agentes,
pero no los valores mas altos de la renta monetaria. Para estos ultimos se espera que sea una
funcién de tipo potencial la que mejor dé cuenta de esto. La temperatura de equilibrio para
estas distribuciones es menor que para el caso sin restricciones, tanto menor cuando mas
pequeios sea el valor de U.

Si U =1000 el modelo se ajusta perfectamente a una distribuciones de Boltzmann-Gibss, como
en el caso general, de hecho las distribuciones empiricas simuladas en ambos casos son casi
idénticas. La anchura U, del orden de diez veces la media per capita, asegura que casi ninguna
interaccion deja de realizarse y en la practica ambos modelos son equivalentes. En este caso el
intervalo de dinero [0,10) acumula entorno al 10% del total de los agentes.

Para U=100 una tentativa de ajuste a una distribucion de Boltzmann-Gibss se da con
pardmetros de ajuste C=0,3913 y T=15,51 que ajusta correctamente los niveles de ocupacion
de dinero muy bajos, pero muy mal a los grupos de renta mas altos. En este caso el 40% de los
agentes tienen una cantidad de dinero que los sitla en el intervalo [0,10), es decir que se ha
multiplicado por cinco este numero con respeto al caso anterior.

Para un caso todavia mas extremo U =10 el ajuste se dado distribucién de Boltzmann-Gibss es
C=0,550 y T=4,02. Aqui el nimero de agentes en el intervalo mas bajo es de mas de un 55%,
siete veces mas que en el caso U =1000.

Obsérvese que la existencia del parametro de ahorro A;~Unif[0,1] mitiga los efectos de la
introduccion de la restriccion a las transacciones entre agentes. Ninguno de ellos esta
condenado a una bancarrota absoluta y los niveles de pobreza son proporcionalmente mucho
menores que los observados en el apartado anterior.

La introduccién de una condicidon de estratificacion en el colectivo supone que no todas
aquellas interacciones en las que se cumpla la condicidn basica del modelo m; =Ap se van a
hacer efectivas y con ello una pérdida de oportunidades de transaccidn que abocan a una gran

parte de los agentes a niveles muy bajos de dinero.
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Para aclarar esto veamos un ejemplo numérico para U=100. Supdngase que Ap=60. En la
primera transaccion para el par m, m; se tendria: [m, m;/=[100,100] —[40,160]=[ m,',m,-']
Imaginese que en la n-ésima interaccién m; vuelve a intervenir pero esta vez como ganador
con, por ejemplo, Ap=80. Sea un agente, m,= 200 el perdedor. Puesto que m; > 140 no se
producird la transaccion y m; no podrd aprovecharse de su posicién favorable en esa
interaccion, con lo cual seguira siendo m,-”:40 cuando podria haber resultado ser m,":120. Ha
perdido una oportunidad de mejorar su posicién relativa al no poder efectuar libremente la
transaccion. Al estar ligada a un determinado ancho de banda de transaccidn sus posibilidades
de interaccidén con el resto de los agentes disminuyen.
Por otra parte, para aquellas transacciones que si se realicen no queda garantizado que la
simetria de inversiéon temporal se mantenga, dependera del valor de U y de cuales sean las
posiciones relativas de los agentes después de ocurrida la transaccidn. Se puede suponer que
cuanto menor sea U tanto mayor serad la probabilidad de que se viole el principio de simetria
con lo cual el modelo serd en todo caso una mezcla de aditivo y multiplicativo, lo que explicaria
su comportamiento.
Si partimos del ejemplo numérico anterior, con U=100 y Ap=60, imaginense, a modo de
ejemplo, los dos siguientes intercambios:

1. [m,m;=[110,200] —[50,260]=[ m;,m,]

2. [m,my]=[100,30]< [40,90]=[ m.,m,]
Queda claro que 1. es un intercambio irreversible, propio de un sistema multiplicativo, en
tanto que 2. si es reversible y por tanto satisfaria el principio de inversidon temporal.
Si U fuese mds grande, por ejemplo U =500, ambos casos serian reversibles y si U fuese mas

pequefio, U =20, ambos irreversibles.

El significado de la “Temperatura del sistema” y su relacion con la velocidad del dinero.
Ecuacidn cuantitativa del dinero.
Llegados a este punto cabe preguntarse por el sentido econdmico que pueda tener el

pardmetro T de equilibrio que caracteriza a la distribucién. Para ello, vamos a estudiar la
relacion empirica que puede establecerse entre el modelo anterior, de naturaleza estadistica
(P(m, Te4)), y la llamada Ecuacion de cambio desarrollada en el marco de la Teoria Cuantitativa
del Dinero.

Segln ésta, en cada momento, y en particular en situacién de equilibrio termodinamico, se

debe verificar que el valor total de las transacciones que se realizan en la economia, en un
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intervalo de tiempo fijado de antemano, ha de ser igual a la cantidad de dinero existente en
esa economia multiplicado por el nimero de veces que el dinero cambia de manos.
La expresidn mas sencilla de esta igualdad (realmente una identidad) viene dada por:
PQ =MV (3)

Ddnde se tiene que:
P es nivel de precios (precio medio en el intervalo de tiempo considerado). En los modelos
planteado se obtendra a partir de que Ap ~Unif[1,100]/ p €2).
Q el nivel de produccién (aqui el volumen de transacciones “efectivamente” realizadas)
M la cantidad de dinero en el sistema, que es constante. En nuestro caso M=10°
V el ndmero de veces que el dinero cambia de manos el periodo considerado, la velocidad de
circulacion del dinero (es una magnitud adimensional).
En el contexto del modelo que nos ocupa (en principio, sin ahorro ni posibilidad de
endeudamiento), sea T el nimero de iteraciones realizadas y que tomaremos como el periodo
de andlisis al que se refiere la igualdad anterior.
Cada una de ellas, de esas T iteraciones, es una posible transaccién econdmica entre dos
agentes elegidos al azar. La probabilidad de que ocurra es conocida ya que es la tasa de
transacciones efectivas, definida anteriormente, sobre el total de iteraciones, ®.
De esa manera se puede plantear entonces que el nimero de transacciones efectivas
realizadas, Q, en | iteraciones, se puede aproximar, por hipdtesis, como:
Q=T®. (4)
Asumase, como una primera aproximacién, que P=< p > es precio medio del periodo, y que
dado Ap ~Unif{1,100]/ p €Z es conocido.
De esta manera la ecuacion del dinero, en términos de la velocidad, vendria dada como:
v="L2 1. (5)

M
Tomando, T =M=106, se tiene que:
V=<p> . (6)
Por tanto se estima una relacién directa entre la velocidad del dinero en circulacion y la tasa de
transacciones efectivas.
Como se desprende de los resultados obtenidos, a medida que se consideran escalones (U)
mas pequefios, por tanto, condiciones mas restrictivas, la proporcion de iteraciones que
devienen en una transaccién efectiva disminuye. Asi, por ejemplo, para U =1000, un escaldn
tan grande que el sistema es en la practica equivalente a uno sin ningun tipo de restriccidn, el

63% de las iteraciones dan lugar a una transaccidn entre agentes, tal y como se desprende del
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valor de t. Para U=500, menos del 46% se transforma en una relacion comercial de
intercambio y para U =100 este valor es ya Unicamente de un 9%.

Puesto que las transacciones disminuyen, el valor promedio de las mismas (<p>Q), también lo
hard y dada la constancia de la masa monetaria M, necesariamente V debe disminuir. Esto se

puede entender directamente en términos de la “Ecuacidon de cambio”.

La figura 17., muestra claramente este efecto. El incremento de las restricciones al comercio
genera una pérdida de oportunidades de transaccion y con ellos el nUmero de interacciones
disminuye abruptamente. Si hay menos transacciones, con una masa monetaria fija M, esto
implica necesariamente que el dinero se estanca, disminuye su movilidad de acuerdo con la
ecuacion (6). Obsérvese que el valor de @ se obtiene directamente de la simulacién contando
el niumero de transacciones que derivan en acuerdo e intercambio; por tanto un recuento de

las iteraciones que devienen en cambio de posicidn de los agentes implicados.

Este analisis lo es desde una perspectiva puramente econdmica; se simulan diversos
escenarios para la relacion entre los agentes, se contabilizan el nimero de relaciones efectivas
gue se ha dado entre ellos, y como se conoce el vector de precios que rige en los diversos

modelos, se obtienen conclusiones aplicando la Ecuacion Cuantitativa del Dinero.

Figura 17. Relacién entre la amplitud del escalén U y la tasa de transacciones efectivas P.
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Si la distribucion empirica del dinero, obtenida para cada escenario, se reemplaza por la

aproximacion dada por el ajuste de P (m) = C(T)exp (-m / T ) se puede relacionar el pardmetro T
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de equilibrio con U. Como se puede observar, figura 18., a medida que se consideran escalones
mas pequefios la temperatura de equilibrio disminuye. Se evidencia, por tanto, una relacién
empirica entre, Ty U, por tanto, entre Ty la probabilidad dada por @ y por ello entre Ty V.

Figura 18. Temperatura monetaria (T) en relacién con el tamafio del escalén (U)
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A menor valor de T, menor probabilidad de intercambio y velocidad del dinero. A la inversa, si
la probabilidad de intercambio se reduce, la velocidad del dinero también lo hard y con ello, el

sistema se enfria.

Figura 19 .Relacién entre la amplitud del escalén U y la tasa de transacciones efectivas @.
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La figura 19., muestra la relacion empirica existente entre el temperatura del sistema y la
velocidad de intercambio del dinero.

En un gas, la temperatura es una medida macroscdpica de la actividad de las particulas del
sistema. Una mayor temperatura es la consecuencia de una frecuencia superior en las
colisiones de las moléculas que lo forman y por ello de la transmisidon de energia entre ellas.
Como se observa la analogia de los modelos tipo gas, propios de la Mecanica Estadistica, con
un sistema econdmico es casi total, de hecho, incluso mucho mas profunda de los que se
podria imaginar una vez que se ha dotado de una interpretacién econdmica al parametro T.
También aqui una baja temperatura monetaria es la consecuencia de una menor actividad, de

un enfriamiento de la relaciones entre los agentes econémicos.

6. Conclusiones

En este trabajo se elimina un supuesto que implicitamente estd presente en la mayoria de la
literatura sobre este tema como es el de la libertad absoluta en las transacciones de los
agentes. En todo lo analizado hasta este momento se partia del supuesto, no explicitado
formalmente, de que si dos agentes estaban en condiciones de abordar una transaccién lo
harian sin que nada se lo impidiese. Conque se verificasen las reglas de intercambio, en forma
de cantidades y precios, la transaccidn se llevaria a cabo. Si este supuesto se elimina, con la
introduccion de una barrera o escaldn econdmico que obligue a que sélo los agentes proximos
puedan relacionarse entre si, entonces se obtienen resultados muy diferentes a los previos.

Como se puede comprobar, la limitacion en las transacciones econdmicas da lugar a una
reduccion de las probabilidades de intercambio y por tanto a una pérdida de posibilidades de
“negocio”. El nivel de actividad econdmica disminuye, tanto mas cuanto mayores sean las
restricciones impuestas. Si se ajustan estos modelos a la distribucion de Boltzmann-Gibbs
(valida en general para la mayor parte de la poblacién) se comprueba que la T, es mucho mas
pequefia que cuando no hay restricciones, y tanto menor cuanto mayor es la dificultad
impuesta a los agentes. La falta de actividad econdmica da lugar a un enfriamiento del estado
de equilibrio. El resultado final es un conjunto poblacional caracterizado por una enorme masa
de agentes casi sin dinero y una minoria que acumula la mayor parte de la masa monetaria

existente.

Por otra parte este modelo permite deducir la relacién que existe entre la temperatura
econdémica y la velocidad del dinero, otorgandole asi, al pardmetro T4, un claro significado

econdmico.
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Apéndice.

Equilibrio de Boltzmann-Gibbs: Transacciones efectivas y precios. Curva de
demanda agregada.

Supdngase que estamos ante un sistema que sigue la ley de Boltzmann-Gibbs, por tanto, un
sistema de intercambios aditivo, en las condiciones ya vistas en este trabajo. En todo lo
anteriormente expuesto se ha supuesto siempre de manera implicita que el vector de precios
era constante (Ap ~Unif[1,100]/ p €Z ).

Supdngase ahora, ceteris paribus, que se altera este vector de precios de forma que el sistema
se enfrente a Ap ~Unif{1,P]/ p €Z, donde P tome diferentes valores. ¢ Qué ocurre en este caso?
¢Cémo responde el sistema ante alteraciones en el nivel de precios?

Dado que éste se ajusta segun la ley de Boltzmann-Gibbs de manera dptima y este ajuste es
independiente del precio marcado, recuérdese que tan solo depende de M y N y ambos son
constantes, se espera que, en equilibrio, T sea invariable, e igual a T.,,=100, para cada vector
de precios.

La variacion de los estos ultimos no supone que el sistema se vea sometido a una influencia
externa, como el caso, ya visto, de la imposicién de un escalén U. Unicamente implica que
cambia la condicion interna de intercambio, y por ello las interacciones elementales del
sistema no dejan en ningin momento de ser reversibles en el tiempo.

Por hipdtesis, se puede suponer que variar el nivel de precios debe traer consigo un cambio en
las probabilidades de que una interaccién posible se transforme en una efectiva; es decir, cabe

suponer, que si el precio cambia, @ también lo hara.

Cuadro 3. Valores de @ y de <Ap>para distintos equilibrios termodinamicos.

Ap ~Unif{1,P] <Ap> o Teq

50 25 0,780 98,35
100 50 0,634 101,18
150 75 0,590 98,91
200 100 0,433 101,18
250 125 0,369 101,63
300 150 0,317 99,71
350 175 0,278 100,66
400 200 0,246 101,82
500 250 0,199 100,47
600 300 0,167 100,67
800 400 0,125 102,40
1000 500 0,100 101,25
1200 600 0,083 102,1
1600 800 0,063 98,25
2000 1000 0,050 100,5
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El cuadro anterior muestra los resultados obtenidos de una serie de simulaciones numéricas al
variar el vector de precios Ap. En cada una de ellas se realizan las iteraciones necesarias para
gue el sistema alcance el equilibrio termodinamico, que supondremos, ad hoc, que alcanza
cuando la T del mismo difiera menos, en valor absoluto, de un 3% del valor tedrico (Teq,=100).

Una vez en equilibrio se cuentan las transacciones efectivas existentes en 10° iteraciones

(transacciones posibles).

Figura 20 .Relacién entre <Ap>y .
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Como se desprende de los datos obtenidos, la probabilidad de alcanzar un acuerdo en una
transaccidn dada depende del nivel de precios existente en el sistema. Precios muy altos dan
lugar a probabilidades de intercambio muy bajas y viceversa. Por otra parte para valores
extremos del vector de precios, con medias muy altas o muy bajos, se comprueba que el
sistema necesita una cantidad de tiempo (medidos en ciclos de iteracidon) mucho grande para

alcanzar el equilibrio que para valores intermedios.

El ajuste de los datos experimentales entre @ y <Ap> sigue una curva de tipo potencial con

funcion: @ (<Ap>) = 16,071<Ap>"%

Si estas mismos datos se presentan poniendo a <Ap> en funcion de @ se obtiene la figura 21.
De esta manera cabe interpretar que representan la curva de demanda agregada del sistema
estudiado. En este caso las cantidades intercambiadas (Q) se ven sustituidas por la

probabilidad de intercambio @.
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Figura 21 . Curva de demanda agregada <Ap>y @.
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Con la Unica imposicién de que los intercambios microscdpicos cumplan la condicién:

, {mi—ApsimizAp ,_{mj'i'APSimiZAP 7)

t m; sim; <Ap 7 m; sim; < Ap
se llega a una curva que relaciona los niveles de precios con la probabilidad efectiva de
intercambios para el conjunto del sistema. Dado que el valor de @ estd directamente
relacionado con las cantidades intercambiadas, Q=T® con T=106, se obtiene asi una la curva de

demanda agregada para el sistema, ademds la esperada en el caso de bienes normales.

Obsérvese que se obtiene desde un punto de vista probabilistico y sin recurrir a ningln tipo de
supuesto sobre el comportamiento de los agentes, mas alld de la dada por la restriccion

financiera anterior y la conservacién de la cantidad total de dinero.

En conclusidn, se podria enunciar que: los sistema econdmicos en equilibro de Boltzmann-

Gibbs dan lugar a la curva de demanda agregada (probabilistica) propia de bienes normales.
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