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Prefacio.

Este trabajo se presenta como proyecto fin de master para finalizar el Master Uni-
versitario en Fisica Médica por la Universidad Nacional de Educacion a Distancia
(UNED). El proyecto estara basado en el modelo que los doctores Sotolongo-Grau
0., Rodriguez-Pérez D., Antoranz J.C. y Sotolongo-Costa O. desarrollaron en los
articulos [31][32][33][34][27], que denominaremos modelo de Sotolongo et al. o de
forma més general, en algunos casos, modelo entrépico. No pretende ser éste un
trabajo de investigacién, al ser inicamente un PFM no se dispone del tiempo nece-
sario para poder desarrollar ideas innovadoras, por lo que el proyecto esta enfocado
principalmente en ordenar y detallar el trabajo desarrollado por los autores antes
mencionados, y extender la base, tanto biolégica como fisico-matematica en la que
se sustenta. No obstante, no nos resistimos a dejar un par de pinceladas originales
con las ideas que han surgido al desarrollar el trabajo.

La parte de la ciencia que estudia la relacion entre la radiacion ionizante y la
materia bioldgica, y los efectos que tiene la primera sobre la segunda, se denomina
radiobiologia. Una parte de la radiobiologia se encarga de modelar el proceso de
supervivencia celular a la radiacion ionizante. De entre todos los modelos propuestos,
en la actualidad el modelo lineal-cuadratico o modelo LQ se impone sobre el resto
por su sencillez, exactitud de sus predicciones y aplicaciones précticas que posee.
Uno de los objetivos del proyecto es comprobar si el modelo de Sotolongo et al. puede
competir con el modelo LQ, tanto a nivel predictivo como de aplicaciones. El modelo
de Sotolongo et al aborda el problema de la supervivencia celular a la radiacién
ionizante desde una perspectiva totalmente novedosa en el campo de la radiobiologia,
a partir del principio de méxima entropia (o PME) enmarcado dentro de la teoria
de la informacién. Ademads emplea la entropia de Tsallis para modelar el sistema,
dicha entropia es una entropia no-aditiva (en general denominada, erréneamente, no-
extensiva), desarrollada por Tsallis en los afios 90 para expandir la fisica estadistica
clasica al ambito no-extensivo. Para poder comprender en su totalidad el modelo
sera necesario, por lo tanto, conocer a fondo tanto la parte bioldgica en la que se
enmarca como la parte mateméatica que se emplea para desarrollar el modelo en si.

El trabajo estara dividido en tres partes fundamentales. La primera es una intro-
duccion bastante amplia, que constara a su vez de dos bloques internos diferenciados.
El primero de ellos, que ocupara los dos primeros temas, estara dedicado a introducir
de forma resumida pero completa los conocimientos actuales en radiobiologia. El pri-
mero de los temas abordara la descripcion de los aspectos quimicos y bioldgicos que
desencadena la irradiacién de material bioldgico con radiacién ionizante, mientras
que el segundo enumerara y desarrollarda de forma sucinta los principales modelo de
supervivencia celular, centrandose en el modelo LQ y sus aplicaciones a radioterapia.
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El segundo bloque de la introduccion estara conformado también por dos capitulos.
El primero estara dedicado a repasar el concepto de entropia, describiendo tanto
la entropia de Boltzmann-Gibbs como la entropia de Tsallis, y sus propiedades. El
ultimo tema de la introduccién estara dedicado al principio de méxima entropia y
su aplicacion, tanto a sistemas aditivos mediante la entropia de Boltzmann-Gibbs
como a sistemas no aditivos con la entropia de Tsallis. La segunda parte del trabajo
serd la principal, y en ella resumiremos y desarrollaremos el trabajo de los autores
en los articulos antes mencionados. Al ser un trabajo meramente tedrico sin parte
experimental decidimos condensar todo en un tnico capitulo, que estara dividido en
tres secciones principales: deduccién del modelo, propiedades del modelo y aplica-
ciones practicas del modelo a radioterapia. El ultimo bloque del trabajo, también
compuesto por un breve capitulo, estarda dedicado a las conclusiones, resumiendo
brevemente los principales aspectos desarrollados en el trabajo y estableciendo que,
aunque el modelo aun adolece de falta de desarrollo y pruebas experimentales y
clinicas que lo soporten, puede competir en sencillez, robustez y aplicabilidad con el
modelo LQ.
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Capitulo 1

Efectos Bioldgicos de la Radiacion
Ionizante.

El objetivo de este proyecto persigue modelar el proceso de supervivencia celu-
lar de material bioldgico tisular o celular bajo la exposicion de radiaciéon ionizante.
El material biolégico, aun en su escala més baja, la célula, conforma un sistema
complejo; y la accién de la radiacion ionizante sobre el mismo desencadena una am-
plia variedad de respuestas, que movilizan gran cantidad de moléculas y complejos
biolégicos, con el fin de reparar los danos ocasionados, atajar la posible pérdida de
homeostasis celular, y en el caso de un dano irreparable, programar la muerte de la
célula para ocasionar el menor dano al tejido circundante. El proceso de modelado
de este tipo de sistemas bioldgicos es una tarea ardua y compleja, en la cual hay
que llevar a cabo numerosas simplificaciones y suposiciones con el objetivo de que
el modelo resultante sea a la vez preciso y simple. Para poder realizar dichas sim-
plificaciones y suposiciones correctamente, de forma que nuestro modelo no pierda
credibilidad, y para determinar el rango de validez del mismo, hay que conocer el
trasfondo bioquimico subyacente de forma completa y profunda. En este capitulo
resumiremos de forma sucinta los efectos quimicos y biolégicos que la radiacion io-
nizante causa a nivel celular, asi como la respuesta biolégica a tal dano que puede
ser capaz de reparar los defectos ocasionados, y que en el caso de no ser repara-
dos correctamente pueden acarrear mutaciones o incluso la perdida de la viabilidad
celular y la muerte de la célula.

La parte de la ciencia que se ocupa de estudiar los efectos bioldgicos de la radia-
cién ionizante se denomina radiobiologia. Pero antes de introducirnos propiamente
en dicho campo, hay que definir el concepto de radiacién ionizante. En realidad no
existe una definiciéon formal de lo que es dicha radiacién, pero suele considerarse
radiacién ionizante a cualquier tipo de radiacién, ya sea electromagnética o de ti-
po material, suficientemente energética para ser capaz de producir pares de iones
al interaccionar con la materia. La energia de ionizacién es la menor cantidad de
energia necesaria para ionizar un atomo en su estado fundamental, siendo el sodio
el elemento con menor energia de ionizacion con tan solo 5,1 eV. Asi pues, ya se
puede considerar al ultravioleta cercano como radiacion ionizante, aunque en radio-
biologia, en el espectro de la radiacion electromagnética, solo se suelen considerar
como tal a los rayos X y gamma. Ademsds, las particulas altamente energéticas como
la radiacién alfa, electrones, protones, neutrones o ntcleos ligeros cargados también



4 CAPITULO 1. EFECTOS BIOLOGICOS

se consideran radiacion ionizante.

Las consecuencias de la irradiacion de material biolégico con radiacion ionizante
pueden clasificarse como efectos fisicos, efectos quimicos y efectos biolégicos, cada
uno con un orden de tiempos diferentes como puede observarse en la figura 1.1.

Biological
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Figura 1.1: Escala de tiempos de los efectos de la radiacién ionizante sobre un sistema
biolégico.

Los efectos fisicos son los primeros en desencadenarse tras la interaccion de la
particula con el tejido bioldgico y transcurre durante los primeros picosegundos.
No entraremos a detallar en este capitulo los pormenores de los efectos fisicos de
la radiacién ionizante, pero repasaremos un par de conceptos fundamentales para
nuestro trabajo, el de dosis absorbida y el de LET. Se define dosis absorbida, o sim-
plemente dosis, D, como la cantidad de energia absorbida por unidad de masa de
cualquier tipo de radiacién ionizante sobre cualquier medio, D = dE s /dm. Asi pues
tendra dimensiones de energia entre masa, y en el sistema internacional tendrad uni-
dades de julio entre kilogramo, que en radiofisica toma el nombre especifico de gray
(Gy). Antiguamente se usaba la unidad en el sistema CGS, el rad (1 Gy=100 rad).
La tasa de dosis se definird como la dosis impartida a un determinado medio por
unidad de tiempo, D = dD/dt, teniendo unidades de gray por segundo (Gy-s1).
Por ultimo abordaremos el concepto de LET (Linear Energy Transfer), que estric-
tamente hablando solo estd relacionado con la radiacién ionizante conformada por
particulas cargadas, aunque en el ambito de la radiobiologia se suele asociar un LET
a las particulas sin carga igual al LET de las particulas cargadas que generan (gene-
ralmente las particulas generadas tendran una determinada distribucion de energias
y se suele tomar la LET de las més energéticas o de la media). En 1962 la ICRU
definié LET como: LET = —dE} /dz, donde dE}, es la “energia media localmente
impartida” a un medio por una particula cargada que atraviesa una determinada
distancia dx. Como el concepto de energia impartida no fue convenientemente es-
pecificado la definicién de LET puede variar ligeramente de un autor a otro. Sus
unidades seran de julios por metro.

Tras los efectos fisicos se desencadenan los efectos quimicos producidos por la
radiacion ionizante, en los que los dtomos y moléculas danadas interaccionan con
otras moléculas, aumentando o disminuyendo el dano al tejido biolégico. Los efectos
quimicos se extienden hasta los primeros segundos después de la interaccion radia-
cién-materia. En este tema la primera seccion estara dedicada a los efectos quimicos
de la radiacion.

Los efectos biolégicos son los ultimos en aparecer tras los efectos quimicos, y se
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extenderan hasta el final de la vida del organismo. En ellos los danios producidos
a moléculas y estructuras bioldgicas tratan de ser reparados, y en el caso de no
poder serlo a tiempo, o que la reparacién sea defectuosa, derivaran en la muerte
celular o en la aparicion de modificaciones bioldgicas, como mutaciones genéticas.
La segunda seccién del capitulo se reservara a enumerar y describir de forma breve
los conocimientos generales que se tienen sobre este tipo de efectos. Por tltimo
introduciremos el concepto de curva de supervivencia celular, que nos da la fraccién
de células que sobreviven a la exposicién a la radiacion ionizante en funcion de la
dosis irradiada, y que sera fundamental para desarrollar los modelos de supervivencia
celular a la radiacién que veremos en el proximo capitulo.

1.1. Efectos Quimicos de la Radiacion Ionizante.

Ya vimos que la accion de la radiacion ionizante sobre el material biolégico se
componia de tres etapas: los efectos fisicos de la radiacion, los efectos quimicos y
los biolégicos. En esta parte del capitulo nos centraremos en los efectos quimicos
de la radiacién ionizante, que desencadenaran los efectos bioldgicos subsiguientes.
Ademas revisaremos los conceptos de radiosensibilizadores y radioprotectores, que
son moléculas que aumentan o disminuyen la sensibilidad de las células a través de
diferentes mecanismos.

Las particulas que conforman la radiacion ionizante depositan energia en el medio
de forma estocastica, tanto en la determinaciéon de la molécula donde se deposita
dicha energia como en la cantidad de energia depositada [3]. Dado el rango energético
de la radiacién ionizante que consideraremos en este trabajo la mayor parte de
los eventos depositaran una energia mucho mayor que la energia de ligadura del
electron a la molécula, por lo que esta se vera ionizada, formandose una pareja de
iones. En mucha menor medida también puede suceder que la energia transferida
sea menor que la energia de ionizacion de la molécula, por lo que el electrén blanco
promocionara a orbitales o bandas superiores, quedando la molécula o el atomo
excitados. La ultima opcién se da cuando la energia depositada ronda la de ionizacion
de la molécula, donde el electrén es virtualmente libre, pero sin apenas energia
cinética, por lo que queda asociado a la misma molécula.

1.1.1. Radidlisis del Agua y Radicales Libres.

Dado que la mayor parte de los organismo vivos, sobre el 80 % en media de peso,
estd compuesta de agua, la seccion eficaz molecular del agua con respecto al total
es muy grande, y la probabilidad de que se produzca un evento sobre una molécula
de agua serd, por lo tanto, también muy elevada.

Si tras la interaccion con la radiacién la molécula de agua queda excitada, HoO*,
puede suceder que, debido a que su energia de enlace es de alrededor de 5 eV, la
molécula se disocie [38].

HQO* — OH*®* + H*®

Por otra parte, debido al efecto jaula, dichos radicales tenderan a recombinarse,
aunque existe la probabilidad de que difundan e interaccionen con otras moléculas.
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Si la energia transferida supera los 13 eV, la molécula de agua se vera ionizada:

H2O — HQO+. + e

lo que generard la formacién de iones radicales que son extremadamente inestables
(1 ~ 10719 5), y que darén lugar a radicales neutros:

H,0™ — H* + OH*®

que son muy reactivos, tendiendo a reaccionar con otras moléculas en un orden de
tiempo de 107° — 1072 s. El radical hidroxilo es un poderoso oxidante con gran
reactividad, que ademas, si la ionizacién es localmente elevada y dependiendo de
radiosensibilizadores, tendera a homoasociarse formando peréxido de hidrégeno.

OH®* + OH®* — HQOQ

Los electrones ionizados tendran una energia variable, dependiendo de la energia
transferida y de su energia de ligadura. Si son suficientemente energéticos se con-
vertiran en radiacion ionizante bajo el nombre de rayos . De cualquier forma iran
perdiendo dicha energia mediante colisiones hasta que se termalizan, recibiendo el
nombre de electrones acuosos, e, . Estos electrones acuosos pueden interaccionar
con las moléculas de agua circundantes, formando radicales,

H,O + e,, — H* + OH®

reaccionar con el ion hidrégeno,

HY +e,, — H

o0, en sistemas biolégicos, pueden reaccionar mas probablemente con moléculas de
oxigeno (veremos mas en la seccién dedicada al efecto oxigeno) o con moléculas
bioldgicas.

El rendimiento, valor G, de moléculas producidas por la absorciéon de rayos X
con energia de 100 eV por parte de moléculas de agua medido experimentalmente
se muestra en la figura 1.2.

Productos | e, | OH* | H* | Hy, | HyO9

aq

Valores G | 2.63 | 2.72 | 0.55 | 0.45 | 0.68

Figura 1.2: Rendimiento de moléculas producidas por la irradiaciéon de agua.

Se estima que los radicales libres producto de la radidlisis del agua causan el
70 % de los efectos bioldgicos de la radiacién [24], estando el resto relacionado con
la accion de la radiaciéon directamente sobre moléculas criticas.

1.1.2. Efecto Directo e Indirecto de la Radiacion.

En la seccion precedente hemos descrito la radidlisis del agua y la formacién
de los radicales libres que de ella se derivan, pero la radidlisis en si no tiene que
ver con el dano celular por radiacion ionizante ya que solo una infima parte de las
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moléculas de agua son afectadas, por lo que su efecto sobre la poblacién total de
moléculas es insignificante. Sin embargo, los radicales libres formados, que aunque
en proporcion son pocos, en numero conforman una cantidad significativa, al ser
altamente reactivos, pueden atacar moléculas biologicas de importancia critica para
la célula, dandandolas o volviéndolas no funcionales, comprometiendo asi la integridad
celular si no son reparadas a tiempo. A este fendmeno se le denomina efecto indirecto
de la radiacién ionizante.

Efecto Indirecto.

Como hemos comentado, el efecto indirecto de la radiacion se produce al inter-
actuar biomoléculas esenciales con radicales libres producto de la radidlisis del agua.
Los radicales libres, al tener un pequeno tamano, poseen un coeficiente de difusion
relativamente alto en el medio intracelular, que, unido a que tienen una vida me-
dia relativamente alta también, les permite difundir distancias considerables hasta
reaccionar con una biomolécula. Asi pues, la probabilidad de que se produzca efecto
indirecto estara directamente relacionada con la distancia entre la molécula diana y
el lugar donde se produce la radidlisis. Existen diferentes tipos de reacciones entre
la molécula y el radical, si denominamos como R al grupo sustituyente (o radical)
de la biomolécula, podemos encontrarnos, entre otras de menor importancia, las
siguientes situaciones [3]:

» Deshidrogenacion (extracciéon de un dtomo de hidrégeno.):

R-H + H* —+R* + H,
R-H + OH* — R* + H,0

» Reacciones disociativas:

R-NH; + e, — R® + NH;
R-NH, + H®* = R® + NH;

» Reacciones aditivas:

R-CH=CH-R + OH®* — RCHOH-CH®*-R

Tras estas reacciones, el radical libre formado en la biomolécula suele reaccionar con
moléculas del entorno, pudiendo, o bien ser restaurado a la biomolécula original, o
bien formando otra especie y fijando el dano, como veremos mas adelante.

Efecto Directo.

El efecto directo de la radiacion ionizante se producira cuando la radiacién ionize
de forma directa la molécula biolégica de interés. De esta forma los radicales libres
se formaran directamente en la molécula, y el dano sera directo. Se puede modelar
de forma general como la siguiente reaccién:

R-R >R +R’
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Si asumimos que un solo evento de ionizacién directa causa la pérdida de viabilidad
de la misma, y denotamos por E al nimero de moléculas viables, tendremos que el
efecto directo se puede modelar como:

E = Ege P (1.1)

siendo « la denominada constante de inactivacion. Dicha constante estara relacio-
nada con el tamano de la biomolécula mediante la expresién (1.2):

a=1,37-10"" - wyy (1.2)

donde w,,, es el peso molecular de la misma [3].

El peso especifico que tenga cada tipo de efecto sobre los danos biologicos depen-
dera en gran medida de la LET de la radiaciéon. Tendré mas peso el efecto indirecto
cuando la radiacién presente una densidad de ionizacién baja, mientras que si la
densidad de ionizacion es alta predominara el efecto directo, y ademas los danos
ocasionados seran de mayor magnitud.

1.1.3. Radiosensibilizadores y Radioprotectores. Efecto
Oxigeno.

Ya hemos estudiado los efectos quimicos que la radiacién ionizante produce en
la materia, ahora bien, estos efectos pueden verse agravados o atenuados por la
presencia de ciertas sustancias en la célula. A las sustancias que protegen a la célula
de los efectos de la radiacién ionizante se los denomina radioprotectores, mientras
que las sustancias que agravan sus efectos reciben el nombre de radiosensibilizadores.
El oxigeno es un potente radiosensibilizador, que supera en importancia al resto
de radiosensibilizadores y radioprotectores, y cuya concentracién es un factor muy
importante a tener en cuenta en el estudio del dano celular por radiacién, por lo que
le dedicaremos una seccién especial dentro de este apartado.

Radioprotectores.

Los radioprotectores son sustancias capaces de proteger a las biomoléculas de la
accién de los radicales libres (scavering), o, en el caso de dano directo o indirecto a
dichas moléculas, también tienen cierta capacidad de subsanarlo.

El principal grupo de radioprotectores esta formado por compuestos con un grupo
sulfhidrilo o tiol, R-SH, como la cisteina. Actian como moléculas “carroneras” de
radicales libres [3] mediante las siguientes reacciones, segin el tipo de radical:

= Radical hidroxilo:

R-SH + OH®* — R-S* + H,O
R-S™ + OH®* — R-S* + OH™

» Radical hidrégeno:



1.1. EFECTOS QUIMICOS DE LA RADIACION IONIZANTE. 9

R-SH + H* — R-S* + H,
R-SH + H®* — R* + HS

» Electrones acuosos:

R-SH + ¢, =+ R* + SH™
R-SH + ¢,, —+R-S™ + H

También tiene la capacidad de subsanar danos ocasionados a biomoléculas, repo-
niendo el hidrégeno perdido en un radical deshidrogenado.

R* + R-SH » R-H + R-S°

La capacidad de proteccion de los radioprotectores puede evaluarse mediante el
factor de reduccién de dosis (DRF) [14], que se define como:
D,

DRF = — 1.
R T (1.3)

siendo D la dosis necesaria para un determinado efecto en presencia del compuesto
y D_ la dosis necesaria en ausencia del mismo. Pruebas realizadas con cisteamina
indican que la DRF puede alcanzar valores de alrededor de 1,8 en pruebas realizadas
con animales.

Sin embargo los tioles presentan un gran inconveniente, y es que son toxicos a las
concentraciones necesarias para considerarse radioprotectores eficientes. Se encontro,
no obstante, que al anadir un grupo fosfato al grupo sulfhifrilo la toxicidad disminuia,
pudiéndose aumentar la concentracion de radioprotector en la célula, y alcanzando
mayores valores de DRF. Se han sintetizado miles de radioprotectores artificiales,
entre los mas efectivos se encuentran las series de Walter Reed, cuya DRF esta cerca
de alcanzar un valor maximo tedrico de 3.

Radiosensibilizadores.

La otra cara de la moneda la componen los radiosensibilizadores, que agravan
los efectos de la radiacién ionizante sobre el material biolégico o fijan sus danos de
manera casi irreversible. El mayor radiosensibilizador conocido es el oxigeno, del que
hablaremos en exclusiva en el siguiente apartado. Aqui solamente citaremos algunos
tipos de radiosensibilizadores, aparte del oxigeno, y repasaremos los mecanismos de
accion que utilizan para aumentar el dano producido por la radiaciéon.

Los radiosensibilizadores alternativos al oxigeno no solo deben actuar uniéndose
a los radioprotectores, inutilizandolos, si no que también deben actuar mediando en
la competicién quimica radiativa a favor de la ruta oxidativa [24]. Dado que los radi-
cales OH® son oxidativos y los electrones acuosos son altamente reductores, cualquier
compuesto que muestre afinidad electronica se comportara como un radiosensibiliza-
dor. Una familia de radiosensibilizadores alternativos al oxigeno son los compuestos
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nitroaromaticos, como el metronidazol. Aunque es tres veces menos efectivo que el
oxigeno a la hora de sensibilizar una célula, se ha mostrado muy efectivo a la hora
de tratar tejidos hipoxicos.

Los radiosensibilizadores también pueden actuar modificando la estructura de
las moléculas vitales como el ADN, haciéndolas mas sensibles a la accién de la
radiacion, o inhibiendo los mecanismos de reparaciéon celular de los danos subletales
[38]. Como ejemplo de radiosensibilizadores que modifican la estructura del ADN
podemos nombrar las pirimidinas halogenadas, mientras que la cafeina, la citosina
arabinosa (Ara-C) o la afidicolina inhiben la reparacién del ADN.

Por 1ltimo, al igual que con los radioprotectores definfamos el DRF como magni-
tud que nos indica la eficiencia de los mismos, aqui definiremos el ratio de aumento
de la sensibilidad (SER), como el cociente entre la dosis necesaria para desencadenar
un determinado efecto en una muestra con el radiosensibilizador, D, entre la dosis
necesaria para observar dicho efecto sin el sensibilizador, D_.

D,

SER = B

(1.4)

Efecto Oxigeno.

El oxigeno es el mas importante radiosensibilizador conocido, y en condiciones
normales su concentracion en las células es elevada. Ya en los primeros experimentos
en radiobiologia se descubrié el gran papel que juega la concentracion de oxigeno
en el dano bioldgico por radiaciéon (Schwarz, 1909), y sus efectos se emplean en el
modelo de supervivencia celular a la radiacion conocido como modelo competitivo.

El efecto oxigeno tiene dos vertientes diferenciadas. Por un lado actia favore-
ciendo la creacion y estabilidad de radicales libres a partir de la radidlisis del agua.
Los dos productos mayoritarios de la radidlisis son el radical hidroxilo, OH®, y los
electrones acuosos. Si hay oxigeno disuelto en el agua se producird un aumento del
rendimiento de la produccion de radicales libres mediante su interaccion con los
radicales reductores. Por un lado, puede producir al interactuar con los electrones
acuosos la siguiente reaccion:

Os + €, — Oy

cuyo producto interaccionara con un ion hidrégeno para formar un radical hidrope-
roxilo.

O, + H' — HOS

O puede interaccionar con un atomo de hidrégeno llegando a la formacion del mismo
radical.

02 + H* — HO;

Por otra parte, dos radicales hidroperoxilo pueden interaccionar formando peréxido
de hidrégeno y una molécula de oxigeno, cerrando el circulo.

ZHOE — H202 + 02
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Tanto el perdxido de hidrégeno como el radical hidroperoxilo, que es relativamente
estable, son extremadamente toxicos para las estructuras bioldgicas.

La otra forma de actuar es fijando el dano producido en una molécula organica.
El oxigeno puede reaccionar con los radicales libres organicos en la forma siguiente:

R* + OQ — R—O;

El radical peréxido orgénico no es facilmente reparable, por lo que el dano queda fija-
do. En ciertas partes de la célula pueden darse reacciones en cadena al interaccionar
los radicales peréxido con otras moléculas del tipo R-H.

R-05 + R-H— R-O,H + R°

Las reacciones de los radicales libres organicos con el oxigeno ocurren con una fre-
cuencia 30 veces superior que con otras reacciones competitivas, como el caso de la
cisteina u otros donadores de hidrégeno, que pueden reparar la molécula.

Para el caso del efecto oxigeno no emplearemos la SER propiamente dicha como
magnitud para evaluar la radiosensibilizaciéon producida por el oxigeno. Debido a
la importancia del efecto oxigeno se crea un parametro de sensibilizacion exclusivo
para él, el ratio de aumento por oxigeno (OER), que se define como el cociente entre
la dosis necesaria para producir un determinado efecto en condiciones de anoxia
(cultivo en Ns) entre la dosis necesaria para producir el mismo efecto en un medio
oxigenado.

(1.5)

La eficiencia del efecto oxigeno depende de la LET de la radiacién, disminuyendo
cuanto mayor es la densidad de ionizacién de la misma.

1.2. Efectos Bioldgicos de la Radiacién Ionizante.

Los efectos bioldgicos se dan después de que los efectos quimicos danen moléculas
y estructuras celulares. La maquinaria celular evalia los danos, y si el coste de la
posible reparacién es asumible, movilizara los mecanismos necesarios para la repa-
racion. En el caso de que los danos sean elevados o el mecanismo de reparacion falle
la célula puede desencadenar un proceso de apoptosis o muerte celular programada.
También puede suceder que los danos no permitan la viabilidad de la linea celular,
y aunque desarrolle sus funciones durante un tiempo y complete el ciclo celular,
durante la mitosis serd incapaz de dividirse, o la linea celular se extinguira pocos
ciclos después. Si los danos no son especialmente graves y son reparados de forma
efectiva la célula puede recuperar su funcionalidad y viabilidad normales, como si
nunca hubiese sido afectada por la radiacion.

En esta seccién veremos que no todas las moléculas y organulos de la célula po-
seen la misma radiosensibilidad. Esto quiere decir que unas determinadas moléculas
o estructuras son afectadas en mayor medida que otras por la radiacién. En realidad
las moléculas de ADN son con mucho las moléculas més criticas de todo el sistema
biologico, dependiendo casi en exclusiva la futura viabilidad celular de los danos que
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estas reciban. No obstante, las células eucariotas disponen de mecanismos eficientes
de reparacién celular, por lo que la mayoria de las lesiones leves son reparadas en un
corto espacio de tiempo. Si los danos no son reparados de forma correcta se formaran
aberraciones cromosomicas, que, o bien incapacitan a la célula a dividirse, provo-
cando la catastrofe mitética, o bien se convierten en danos no letales heredables que
se transmitirdn a la descendencia, generalmente modificando la funcionalidad de la
linea celular.

1.2.1. Dano Biolégico y Muerte Celular.

En este primer apartado de la seccién estudiaremos los danos biologicos causa-
dos por la radiacion ionizante al tejido biolégico, concretamente a las células que lo
componen. Haremos una clasificacién general de dichos danos, atendiendo exclusi-
vamente al efecto general que producen en las células, sin diferenciar las organulos o
moléculas afectados u otras consideraciones. También estudiaremos en este apartado
la muerte celular asociada con la exposicion celular a la radiacién. Generalmente en
biologia se considera muerte celular al proceso que pone fin, de manera brusca en la
necrosis y de manera ordenada en la apoptosis, toda funcién biolégica en el organis-
mo. Sin embargo en el &mbito de la radiobiologia esos dos tipos de muerte celular no
son los mas comunes, si no que se considera a una célula muerta cuando ésta pierde
su capacidad de replicarse. Haremos una breve clasificacion también sobre los tipos
de muerte celular que pueden darse al verse estas expuestas a la radiacion ionizante.

Dano Biolégico por Radiacion.

Antes de proceder a clasificar los tipos de dano biolégico debemos introducir
dos conceptos, los de funcionalidad y viabilidad celular. Se define funcionalidad
celular como la capacidad que tiene una célula para realizar todos los procesos
celulares asociados a ella, tanto los que tienen que ver con su propio desarrollo y
mantenimiento como los que tienen que ver con su funcién dentro de un organismo.
Por otra parte, se entiende por viabilidad celular como la capacidad que tiene una
célula de replicarse, y poder asi mantener la linea celular. Utilizaremos estos dos
conceptos para realizar nuestra clasificacion.

Dada una célula expuesta a una determinada dosis de radiacion ionizante, clasi-
ficaremos los dafios ocasionados en ella mediante la siguiente clasificacién [24].

= Sin dano: Aunque la célula ha sido irradiada, y en ella puedan haberse pro-
ducido ciertos danos menores en estructuras bioldgicas no criticas, estos no
comprometen en absoluto a la célula. Asi pues, podemos considerar que la
célula no ha sido danada propiamente dicho, ya que conserva intacta tanto
la funcionalidad como la viabilidad durante todo el tiempo que sigue a la
irradiacién.

= Dano subletal: Esta forma de dano celular es més evidente a bajas dosis.
En ella la célula muestra danos, ya que la funcionalidad y la viabilidad de la
misma tras la irradiacion suelen verse afectados temporalmente. Dichos danos
son reparados de forma efectiva por los mecanismos de reparacion celular en
un tiempo relativamente corto, siendo una hora la media de tiempo necesario
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para la mayoria de tipos celulares, tras lo cual la célula presenta todas las
caracteristicas de una célula sana, esto es, recupera su funcionalidad y via-
bilidad completamente. Por otra parte, la acumulacion de lesiones subletales
puede conducir a la aparicién de lesiones mas graves, asociadas al dano po-
tencialmente letal o al dano letal, que comprometan la viabilidad celular. Esto
se pone de manifiesto al irradiar por segunda vez el tejido durante el periodo
de recuperacion, obteniendo que aumenta la produccion de danos mas graves
con respecto a si la segunda irradiacion se produce cuando los danos subletales
han sido completamente reparados.

= Dano potencialmente letal: Se puede considerar el dano potencialmente
letal como una forma agravada de dano subletal. Bajo este tipo de dano las
células que permanecen en un estado estacionario, esto es, que por cualquier
motivo han cesado temporalmente su actividad mitotica, pueden ser capaces
de reparar el dano de forma efectiva, aunque es posible que la reparaciéon no
se produzca de forma correcta, reduciendo asi la funcionalidad o la viabilidad
de la célula en el futuro. Por otra parte, si las células estan proliferando acti-
vamente, el dano potencialmente letal no podra ser reparado a tiempo, y las
células incurrirdn en muerte mitotica en el subsiguiente proceso de division ce-
lular. El dano potencialmente letal se puede apreciar al forzar la proliferacién
de un tejido tras la irradiacion de este, viéndose aumentada la mortalidad en
las células.

= Dano no letal: Este tipo de dano puede estar asociado con la accién directa
de la radiacién o con una incorrecta reparacion de una lesion menos grave. En
el dano no letal la sufre lesiones heredables, que no previenen la proliferacion,
aunque pueden afectar al ritmo en que la misma se produce, por lo que con-
serva, en principio, la viabilidad celular. La funcionalidad de las células suele
verse afectada por el dano no letal. Al igual que en el caso del dano subletal, las
células con dano no letal son mas susceptibles a una segunda irradiacion. Las
lesione no letales pueden producir inestabilidad gendmica, que se manifiesta
por la aparicion de aberraciones genéticas en la progenie clonal de la célula
afectada varias generaciones después de producirse el dano. Las lesiones no
letales pueden inducir también hipersensibilidad a la linea celular. Un ejemplo
tipico de dano no letal es la carcinogénesis por radiacion.

= Dano letal: El dano letal es el dano més grave al que puede enfrentarse una
célula. Dicho dano compromete de forma inevitable e irreversible la viabilidad
celular, abocando a la muerte mitética si la dosis es baja y a la muerte durante
la interfase en determinadas células o cuando la dosis es elevada. Si la dosis es
baja no tiene por que afectar a la funcionalidad de la célula.

Muerte Celular por Radiacién.

Una vez producidos los danos celulares debidos a la radiacién ionizante descritos
en el apartado anterior, la célula puede tener diferentes destinos, dependiendo del
tipo y cantidad de danos que ha sufrido. Si los danos son pocos y leves la célula puede
repararlos eficientemente, recuperando su funcionalidad y viabilidad, volviendo a



14 CAPITULO 1. EFECTOS BIOLOGICOS

ser una célula “sana”. Si la célula no es capaz de reparar los danos correctamente
puede suceder que la célula recupere su viabilidad, pero no su funcionalidad, como
ocurre en el caso de la carcinogénesis inducida por radiacién. Por tltimo, si los
danos son demasiado severos o los errores de reparacién celular demasiado graves
la célula posiblemente perdera su viabilidad y morira. Ahora bien, la definicién de
muerte celular inducida por radiaciéon difiere ligeramente de lo que se entiende por
muerte celular en el resto de la biologia, y pueden darse varias alternativas. En un
principio podemos distinguir dos tipos de muerte celular, la muerte celular temprana
y la muerte celular tardia. La muerte celular temprana coincide con la definicion
general de muerte celular en biologia, y se produce poco después de la irradiacion
del organismo, traduciéndose en una pérdida de la funcionalidad y viabilidad del
mismo de manera rapida. Puede darse por los mecanismos de necrosis, apoptosis,
autofagia o senescencia celular. En el caso de la muerte celular tardia la célula
conservara total o parcialmente la funcionalidad hasta su proxima mitosis, aunque
habra perdido su viabilidad, momento en el que se producira la “catastrofe mitética”,
que desembocara en la muerte celular del organismo por las mismas vias que en el
caso de muerte celular temprana [20]. Haremos una breve descripcién de los tipos
posibles de muerte celular, descritos hasta la fecha, a los que se enfrenta una célula
tras ser irradiada [20][14].

= Necrosis: La necrosis es la muerte “violenta” de la célula, siendo un proceso
rapido, aparentemente desordenado y que libera sustancias que pueden llegar
a danar a las células circundantes, por lo que no es, generalmente, un meca-
nismo de muerte celular deseable. Suele producirse cuando la célula soporta
una gran cantidad de dano en un breve espacio de tiempo, y se caracteriza
por tumefaccién celular, deformacion de la membrana, rotura de organulos
y liberacion de enzimas lisosométicas que atacan a la célula. En el caso de
muerte celular inducida por radiacion, parece que el desencadenante de la ne-
crosis es la activacion de la proteina p53 por dano genético, que permeabiliza
la membrana de los lisosomas, acidificando el citoplasma y liberando enzimas
que promueven la necrosis.

= Apoptosis: A diferencia de la necrosis, la apoptosis es la muerte programada
y ordenada de la célula. Esta mediada por rutas bioquimicas bastante bien
estudiadas que desencadenan la apoptosis, no solo por danos a la célula, si no
también por necesidades tisulares. Morfologicamente se caracteriza por la for-
macién de ampollas en la membrana plasmatica, condensacion y digestion del
ADN en pequenos fragmentos y division de la célula en pequenos fragmentos
encapsulados por una membrana denominados cuerpos apoptéticos, que son
eliminados por los macrofagos. Tras la irradiacién de la célula y la activacién
de la proteina pb3, esta induce la actuacion de proteinas pro-apoptoticas co-
mo BAX o PUMA que inhiben a las proteinas anti-apoptéticas, activando la
caspeasa 9 que desencadena la apoptosis. No todos los tipos de células son pro-
pensas a la apoptosis, ya que el balance entre proteinas pro y anti-apoptoéticas
puede no romperse por la activacion de p53.

= Autofagia: La autofagia generalmente es un proceso por el cual las células,
en respuesta a situaciones como la exposicion al factor de crecimiento o la
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carencia de recursos, digieren parte de su citoplasma para generar pequenas
macromoléculas y energia. En otras circunstancias puede constituir una forma
alternativa a la apoptosis de muerte celular programada. Suele denominarse
a este tipo de autofagia muerte tipo II (en contraste con la muerte tipo I
que representa la apoptosis), y sus mecanismos son muy parecidos a los de la
apoptosis, aunque sin la activacion de la caspeasa o la escisién del ADN. Suele
desencadenarse cuando los mecanismos de apoptosis estan danados.

» Senescencia celular: La senescencia celular suele ocurrir de forma natural
en células que han sufrido muchos ciclos celulares y cuyos telémeros han ido
reduciéndose de forma gradual al final de los cromosomas. Sus consecuencias
son la pérdida permanente de la capacidad de divisién celular, conservando
su capacidad metabdlica y pudiendo variar su funcionalidad. La senescencia
celular también se puede inducir en células “jévenes”, por ejemplo mediante el
dano radioinducido en el ADN. Morfolégicamente, las células en senescencia
se caracterizan por un citoplasma aplanado y un aumento en la granulosidad.
La senescencia celular no supone una muerte inmediata de la célula, ya que
metabdlicamente sigue activa, pero si significa el fin de su viabilidad.

s Catastrofe mitdtica: El tipo de muerte celular mas comin bajo los estanda-
res de utilizacién de la radiacién ionizante en medicina (bajo LET, pequenas
dosis) es la catastrofe mitética. Se produce cuando los puntos de control en la
fase G2 o al comienzo de la mitosis fallan, y la célula comienza la divisién celu-
lar cuando el ADN ain no ha sido completamente reparado o replicado. Bajo
estas condiciones, las aberraciones genéticas impiden la separacién del mate-
rial genético y la citocinesis. Morfolégicamente esta asociada con la formacion
de células gigantes multinucleadas que contienen cromosomas no condensa-
dos con presencia de aberraciones cromosémicas y microntcleos. La catastrofe
mitética suele ser el desencadenante en las células gigantes resultantes de pro-
cesos de muerte celular ya vistos, como la necrosis, la apoptosis, la necrosis o
la senescencia celular.

Por 1ltimo, describir un tipo de muerte celular que sufren las células que, aunque
no se han visto afectadas directamente por la radiacion, si estan en la vecindad de
células que si lo han sido, y han desencadenado el proceso de muerte celular. A
este efecto se lo conoce como efecto de vecindad, en el cual las células afectas por
la radiacion segregan sustancias que incitan a las células vecinas a promover su
apoptosis.

1.2.2. Radiosensibilidad en Funciéon de la Estructura y la
Fase Celular.

Hasta ahora hemos hablado de la radiosensibilidad de la célula como un to-
do, sin embargo las células estan conformadas por diversas estructuras, denomina-
das organulos, y podriamos esperar, como asi sucede realmente, que no todos esos
organulos poseen la misma radiosensibilidad.

Asi pues, habra organulos o moléculas criticas que desencadenen la muerte celu-
lar si no son convenientemente reparados, mientras que otros, aun siendo danados
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irreparablemente, no contribuiran a la perdida de la viabilidad celular en absoluto.
Esto es asi debido a que hay organulos con multiples copias, como los ribosomas o
las mitocondrias, o compartimentadas, como el reticulo endoplasmatico o el apara-
to de Golgi, por lo que en caso de ser danadas, las unidades o secciones alteradas
pueden ser eliminadas por autofagia y reemplazadas por otras unidades analogas. El
unico organulo que podemos considera tnico es el nicleo, y mas concretamente el
material genético que este contiene. Experimentos realizados irradiando zonas muy
localizadas de las células demuestran que 250 Gy depositados sobre el citoplasma
no ocasionan ningun efecto apreciable sobre la viabilidad celular, mientras que la
dosis letal media si se irradia el nicleo es de tan solo 1,5 Gy [24]. Otros experimen-
tos demuestran que el nicleo posee una radiosensibilidad més de tres ordenes de
magnitud superior a la de cualquier otro organulo.

Atendiendo a la radiosensibilidad de las principales macromoléculas biolégicas
presentes en la célula, se deduce que las moléculas mas sensibles son las cadenas de
ADN, seguidas de lejos por el ARN. Tras el ARN encontramos a las proteinas como
las siguientes moléculas en orden de radiosensibilidad, siendo las menos sensibles de
todas los lipidos y demas macromoléculas. Otra vez la razén de este fenémeno se
encuentra en el nimero, hay innumerables copias de cada proteina, lipido o cadena
de ARN, y es mas, la célula es capaz de sintetizar mas. Sin embargo el ADN y los
genes que codifica son 1unicos, y si es danado no puede ser sustituido. Este hecho
nos da lo que podriamos considerar la piedra filosofal de la radiobiologia, “todos
los efectos de la radiacion ionizante sobre el tejido vivo se deben a la accién de esta
sobre el material genético, esto es, sobre las cadenas de ADN y los cromosomas”. Las
evidencias experimentales que refuerzan esta afirmacién se resumen en los siguientes
puntos [3]:

= Para organismos simples existe una relacion directa entre la cantidad de dano
inducido al ADN y la viabilidad del organismo.

= Para organismos complejos la relacién es mas compleja, pero también se ob-
serva una alta correlacion entre el d ano producido al ADN y la capacidad de
supervivencia del organismo.

s La capacidad de reparacion de ADN se ha demostrado intimamente ligada al
aumento de la probabilidad de que la célula se divida tras una lesién.

= Las células con defectos que impiden la reparacion del ADN son mucho maés
sensibles a los efectos de la radiacién que sus equivalentes normales. La accién
de agentes quimicos que bloquean la reparacion de ADN radiosensibilizan en
gran medida a las células irradiadas.

Este fendmeno explica porque solo unos pocos grays causan la pérdida de la viabi-
lidad en la mayoria de los tipos de células humanas. Dada la vital importancia del
dano genético por radiacion, lo desarrollaremos con més profundidad en el siguiente
apartado.

Por otro lado la célula no es estacionaria en el tiempo, si no que evoluciona a
través de un ciclo conocido como ciclo celular [5]. En un principio podemos dividir
en dos periodos diferenciados el ciclo vital de una célula, un periodo de divisién



1.2. EFECTOS BIOLOGICOS DE LA RADIACION IONIZANTE. 17

activa en el que la célula divide su material genético en dos partes iguales y divide
su citoplasma mediante la citocinesis, conformando dos células iguales, denominado
mitosis, y un periodo de crecimiento celular entre dos periodos mitéticos, denomina-
do interfase. Un estudio mas exhaustivo divide la interfase en cuatro fases diferentes,
una que ocurre de forma opcional denominada fase GO, y otras tres que se realizan
siempre, la fase G1 (o gapl) que separa la mitosis de la fase S, dicha fase S en la
cual el ADN se replica en dos copias iguales, y la fase G2 (o gap2) entre la fase
S y la siguiente mitosis. A estas fases habria que anadir la mitosis, o fase M, para
completar el ciclo celular.

Figura 1.3: Ciclo celular con sus diferentes fases.

El tiempo que transcurre entre dos divisiones celulares se denomina tiempo de
generacién, y mas o menos suele ser constante para cada tipo celular. En un cultivo
las células de mamifero suelen tener un tiempo de generaciéon de entre 18 y 24 horas.
Estudios sobre la duraciéon de las diferentes fases nos indican que la fase S requiere
de un tercio de dicho tiempo de generacion, entre 6 y 8 horas, para completarse. La
fase M también tiene una duracién bastante bien establecida, entre un 3 y un 5 % del
tiempo de generacién (30-45 minutos). A diferencia de las fases S y M, la duracién
de la fase G1 no esta bien establecida. Aunque de media suele durar entre 8 y 10
horas, hay células que pasan en ella unos minutos mientras que otras permanecen
largos periodos de tiempo. En ella la célula decide si se divide y cuando. Las células
retenidas durante periodos indefinidos de tiempo en la fase G1, hasta que les llega
la senal de progresar a la siguiente fase, se dice que se encuentran en la fase GO. Al
final de la fase G1 hay un punto de control que, en caso de darse las condiciones
adecuadas, permite el paso de la célula a la fase S. La fase G2 es mucho mas uniforme
en cuanto a duracion que la fase G1, durando generalmente entre 4 y 6 horas. Al
final de la fase G2 hay otro punto de control que permite a la célula el paso a la fase
M, y si no se cumplen las condiciones necesarias para la mitosis, retiene la evolucién
celular en la fase G2.

La célula no posee la misma radiosensibilidad en las diferentes fases del ciclo
celular [14][24]. Si la célula es irradiada en la primera parte de la fase G1, justo
después de la mitosis, la célula presentara una cierta resistencia a la radiacién. La
cantidad de resistencia que muestre en esta primera parte de la fase G1 dependerd de
la duracion de ésta, si la célula tiene una fase G1 muy corta el aumento de resis-
tencia serd apenas perceptible, mientras que si la fase G1 es prolongada la célula
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presentara un gran pico de resistencia. A medida que transcurre la fase G1 la célula
se ira sensibilizando a la radiacion ionizante, hasta alcanzar un minimo en el punto
de control que precede a la fase S. Durante la fase S la radiosensibilidad de la célula
ird disminuyendo, siendo esta fase la que, en general, presenta una mayor resistencia
global a la radiacién. Podemos apreciar una primera parte, la fase S temprana, en
la que la célula es mas sensible a la radiacién, y una fase S final muy resistente a
la misma. El minimo en la radiosensibilidad se alcanzard justo antes de entrar en la
fase G2. La fase G2 se caracteriza por un aumento brusco de la radiosensibilidad,
que mantiene durante la fase M. Ambas son las fases mas radiosensibles del ciclo ce-
lular. Este aumento brusco de la sensibilidad se debe a la falta de tiempo para llevar
a cabo los procesos de reparacién genética antes de que la célula entre en mitosis
y se produzca la catastrofe mitotica. Podemos observar estos efectos de variacion
de la radiosensibilidad dependiendo de la fase en la figura 1.4, donde la subfigura
(a) muestra la supervivencia celular de células con fase G1 corta, mientras que la
subfigura (b) muestra lo propio con células con fase G1 prolongada.
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Figura 1.4: Curva de supervivencia a la radiacion dependientes de la edad celular.

Comentar también que la radiosensibilidad de la célula no solo se ve afectada por
la fase en la que se encuentre, si no que a su vez el ciclo celular se ve afectado por
la irradiacion de la célula. La radiacién ionizante provoca un alargamiento del ciclo
celular con el fin de dar tiempo a los procesos de reparacion celular de subsanar el
dano ocasionado. Cuanto mas avanzado esté el ciclo cuando la célula es irradiada,
mayor sera el alargamiento inducido, ya que queda menos tiempo para la siguiente
mitosis. El tiempo medio de retraso inducido seré aproximadamente de 1 min/cGy
para el ciclo completo, aunque puntualmente variard durante el mismo, de los tan
solo 0,4 min/cGy durante la fase G1 a los hasta 1,4 min/cGy que alcanzard en
la fase G2. Estos retrasos se deben a la actuacion de las ciclinas y la proteina pb3
sobre los mecanismos de los puntos de control entre las fases, bloqueando el progreso
a la siguiente fase hasta que los danos no estén reparados y los niveles de dichas
moléculas disminuyan. Si la reparacion falla, la célula puede inducir la apoptosis
durante estas fases, especialmente en la fase G1, sin llegar a la mitosis.
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1.2.3. Dano al Material Genético.

Una vez identificado el ADN como la molécula critica que determinara, casi en
exclusiva, la futura viabilidad celular en funcién de los danos que sufra y de la
capacidad de la célula para repararlos, estudiaremos en este apartado dicho posibles
danos. Pero antes haremos un breve repaso a la estructura de la molécula de ADN
y de los cromosomas. Tras ello si procederemos a detallar una breve descripcion
de las lesiones mas comunes ocasionadas por la radiacion ionizante a la molécula
de ADN. Terminaremos describiremos las aberraciones cromosémicas derivadas de
una incorrecta reparacion de las lesiones de ADN conocidas como roturas dobles de

cadena (DBS).

Estructura del ADN.

Previamente a describir el dano inducido en las moléculas de ADN por parte de
la radiacién ionizante, recordaremos brevemente la estructura del mismo [29]. Una
molécula de ADN es un polimero cuyas unidades monoméricas estan conformadas
por nucleétidos. Un nucledtido esta formado a su vez por un nucledsido, compuesto
de una base y un azicar, donde el nitréogeno de la base estd unido mediante un
enlace N-glucosidico al carbono anomérico del aziucar, y un grupo fosfato, donde el
fosfato inorganico se une al grupo hidroxilo 5’ del aziicar por un enlace ester. En el
ADN, las cuatro bases estédn formadas por dos purinas, la adenina (A) y la guanina
(G), y dos pirimidinas, la citosina (C) y la timina (T, mientras que el aziicar es la
desoxirribosa, un derivado de la ribosa que carece del grupo hidroxilo del carbono
2. La union entre diversos mondémeros de la cadena se realiza a través del fosfato,
que forma enlaces fosfodiéster entre los carbonos 3’ de un aztucar y el 5’ del azicar
siguiente.
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Figura 1.5: Bases del ADN y estructura de un nucleétido.

Watson y Crick resolvieron la estructura del ADN. La molécula de ADN esta com-
puesta de dos cadenas de polinucledtidos complementarias, unidas mediante puentes
de hidrégeno a través de las bases. En cada par de bases una purina esté enfrentada
a una pirimidina, siendo la adenina la base complementaria a la timina, que esta-
blecen entre ellas dos puentes de hidrégeno, y la guanina la complementaria de la
citosina, que realizan tres puentes de hidrogeno. Las dos cadenas de polinucle6tidos
son antiparalelas, una de las cadenas se recorre de 5’ a 3’ mientras que la opuesta se
recorre de 3’ a 5’. Como cada par de bases contienen una purina y una pirimidina
enfrentadas, las cadenas son equidistantes de principio a fin, por lo que, al estar
curvadas, formaran una doble hélice. Los pares de bases se situaran en el eje central
de la molécula rodeados por el esqueleto azicar-fosfato. En el grupo fosfato dos de
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los a&tomos de hidrégeno crearan enlaces con los azucares adyacentes, mientras que el
tercer grupo -OH estara libre. A pH fisiolégico este grupo -OH se disociara, liberan-
do un ion hidrégeno y quedando el oxigeno con carga negativa, lo que favorecera su
union a proteinas especificas. Existen tres formas de enrrollamiento de la molécula
de ADN, la forma B, que tiene forma de hélice dextrégira con una distancia de 3,4
A entre pares de bases y 10,4 pares de bases por vuelta; la forma A, similar a la B
pero més compacta, con 2,3 A entre pares de bases y 11 pares de bases por vuelta;
y la forma Z, con una hélice levégira, 3,8 A entre pares de bases y 12 pares de bases
por vuelta.
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Figura 1.6: Estructuras tridimensionales del ADN.

Las moléculas de ADN son muy extensas, por lo que deben empaquetarse para
adaptarse a las dimensiones celulares. En procariotas el material genético, compuesto
de un solo cromosoma circular, se encuentra superenrollado y unido a un nucleo de
RNA-proteina. En eucariotas el empaquetamiento es mas complejo. Al ADN se une
a un peso igual de histonas, que se denomina cromatina. Dos moléculas de cada una
de las cuatro clases de histonas (H2A, H2B, H3 y H4) forman el centro del nicleo
alrededor del cual se unen unas 140 pares de bases de la molécula de ADN, que
se denomina nucleosoma. El ADN que une los diferentes nucleosomas esta también
acomplejado con la histona H1. Una compactacién posterior de la cromatina se forma
al enrollarese los hilos de nucleosomas en carretes tubulares helicoidales denominados
estructuras solenoidales.
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Figura 1.7: Estructura de la cromatina y los cromosomas.

Por dltimo, el genoma humano estd compuesto por 22 pares de cromosomas
autosomicos, cada uno de los cuales esta formado por dos cromosomas homologos
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que contienen una serie similar de genes. Ademds de estos, consta ademas de dos
cromosomas sexuales, el cromosoma X y el cromosoma Y. Una mujer posee dos
cromosomas X, mientras que una varén tiene un cromosoma X y un cromosoma Y.

Dano Inducido por la Radiacion Ionizante.

Las lesiones inducidas en las moléculas de ADN se deben no solo a la accion de la
radiacion ionizante, si no que son un proceso comun, que se da mas frecuentemente
por otras causas que por la mediacién de la radiacién [22]. Diariamente las especies
reactivas de oxigeno (ROS) generan 50000 lesiones al ADN, mientras que una dosis de
2 Gy provoca tan solo alrededor de 3000 lesiones, sin embargo las lesiones inducidas
por la radiacion ionizante son mucho mas perjudiciales para la célula que las debidas
a otros origenes, conllevando frecuentemente la muerte celular. Esto se debe a que
las lesiones por radiacion son, en general, mas graves, y ademas se produce una gran
concentracion temporal de las mismas.

Podemos distinguir ademds, entre las lesiones producidas por radiacién de baja
LET y las producidas por radiaciéon de alta LET. La radiacién de baja densidad
de ionizacion suele danar la cadena de ADN de forma indirecta a través de los
radicales libres generados en torno a la molécula. Debido a la baja densidad de
ionizacién y a que actian de forma indirecta los danios en la molécula de ADN suelen
estar espacialmente dispersos en la misma, debiéndose, generalmente, la acumulacion
local de dano a la accién de “tracks” de particulas diferentes. En cambio, en la
radiacién de alta densidad de ionizacion tiene mayor preponderancia el efecto directo,
formando los denominados “blobs” [14], que generan una gran cantidad de dafio
localmente localizado. Con la radiacion de alta LET la concentracién de dano local
suele producirse debido al “track” de una sola particula, desencadenando lo que se
denomina dano tipo “cluster”. El dano tipo cluster es dificilmente reparable, y suele
provocar irremediablemente la muerte celular.

Respecto a la clasificacion de los tipos de danos causados por la radiaciéon io-
nizante, independientemente de la LET de la misma, podemos agruparlos en [38]:
rupturas de la cadena simples o dobles, alteracién de las bases, destruccién de los
azucares o cross-links y formacion de dimeros. Aunque se han identificado alrededor
de 100 formas de lesiones diferentes, las roturas de cadena son predominantes, tanto
en frecuencia como en importancia.

= Rotura de cadena.
Son el tipo de lesion méas comun, donde el efecto indirecto juega un papel
fundamental en su produccion.

Una rotura simple de cadena (SSB) puede producirse al nivel del enlace fos-
fodiéster, entre el fosfato y la desoxirribosa, o més frecuentemente al nivel
del enlace entre la base y la desoxirribosa. Su mayor causante es el radical
OH?®, aumentando en 3 o 4 veces su proporcién en células oxigenadas respecto
a las hipéxicas. Tras la rotura las dos cadenas pueden separarse como si se
tratara de una cremallera, con la insercion de moléculas de agua en la brecha
que rompen los puentes de hidrogeno entre las bases, alterando tres o cuatro
nucleétidos en torno a la rotura.
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Una rotura doble de cadena (DSB) involucra la rotura de las dos cadenas
de ADN en puntos separados menos de tres nucledtidos de distancia. Pueden
producirse por una sola particula (un solo cluster con una transferencia de
energia de alrededor de 300 eV) o por la interaccién de dos roturas simples en
cadenas complementarias por dos particulas diferentes, ocurriendo la segunda
antes de que la primera haya sido reparada. Se dice que es homdloga si aparece
en el mismo par de bases y heterdloga si no es asi. Las DSB heterdlogas son
mas comunes que las homologas.

El niimero de SSB es directamente proporcional a la dosis en un rango de
entre 0,2 y 6 - 10* Gy, v se necesitan entre 10 y 20 eV para producirla. La
relacion entre DSB y dosis es discutida, defendiendo algunos autores que es
lineal mientras otros opinan que es lineal-cuadrética.

Una dosis de entre 1 y 1,5 Gy produce alrededor de 1000 SSB y entre 50 y
100 DSB, pero solo causa la pérdida de viabilidad en un 50 % de las células de
mamifero, lo que demuestra la existencia de un mecanismo de reparacién de
este tipo de danos.

Alteraciéon de las bases.

Las bases pueden ser parcialmente destruidas o modificadas quimicamente por
la accién de la radiacién ionizante o de los radicales que genera. La alteracién
de base mas comun se produce por la hidroperoxidacion de la timina.

Las pirimidinas son mas radiosensibles que las purinas, siendo el orden de ra-
diosensibilidad dado por la relacién: timina>citosina>>adenina>guanina. Hay
sobre 20 tipos de modificaciones en la estructura molecular para cada base.

Se producen entre 2 y 3 alteraciones de bases por cada 10 roturas simples de
cadena.

Destruccién de azuicares.

La alteracion de la desoxirribosa es rara y no estd bien entendida. Se producen
alrededor de 0,2-0,3 alteraciones de azucares por cada 10 roturas simples de
cadena. Los azucares son oxidados, y luego hidrolizados con la liberacion de
la base, con o sin rotura del enlace fosfodiéster.

Otras lesiones.

Otro tipo de lesiones son los cross-link en la espiral, uniones intercatenarias
(entre dos partes de una cadena simple), uniones intercatenarias (entre las dos
cadenas), cross-link entre DNA y proteinas y la formacién de dimeros.

En la formacion de dimeros, dos bases adyacentes de una cadena simple se unen
por enlaces covalentes, lo que provoca la formacion de un anillo ciclobutano
entre ellas. Interrumpen la replicacién del ADN. Los dimeros de timina (T-T)
son los mas frecuentes y presentan una gran estabilidad.

Aberraciones Cromosdmicas.

La forma mas habitual de muerte celular cuando la célula es expuesta a dosis

moderadas de radiacion es la catastrofe mitética. En ella, cuando la cromatina con-
densa en los cromosomas, es posible apreciar aberraciones cromosoémicas, puentes
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anafasicos y fragmentos sueltos, que conlleva al fracaso mecéanico del proceso genéti-
co y a la perdida de material genético [24][14]. Estas aberraciones son causadas por
una incorrecta reparacion tras la apariciéon de una o varias roturas dobles de cadena.

La irradiacion de las células en las fases tempranas del ciclo celular, antes de que
la replicacién del ADN durante la fase S haya tenido lugar, producird un dano en las
dos cromatidas, fenémeno que recibe el nombre de aberracién de tipo cromosoma.
Por otro lado, si la irradiacién se produce en las fases tardias del ciclo celular, cuando
las cromatidas ya se han dividido, el dano solo afecta a una de ellas, recibiendo el
nombre de aberraciones de tipo cromatida.

Una gran variedad de permutaciones y combinaciones pueden darse al recombinar
las secciones resultantes de las roturas dobles de cadena. Diversos autores se han
encargado de clasificarlas (figura 1.8). De las cuatro categorias, la de tipo D necesita
que se produzca una sola DSB, mientras que las otras tres requieren de al menos
dos DSB. Las de tipo intercambio (A) son las mas comunes de las aberraciones tipo
cromosoma. De las aberraciones tipo cromatida, las mas comunes son las del tipo
C, debidas a roturas en cromatidas hermanas.
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Figura 1.8: Clasificacién de las aberraciones cromosémicas de Savage.

Las formas asimétricas conllevan la rapida muerte celular, y se denominan por
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ello inestables. Las formas simétricas no implican la pérdida de viabilidad celular, y
pueden ser transmitidas a la descendencia, denominandose estables. La aberracién
dicéntrica inestable es la mds comun, con un 60 % de probabilidades de ocurrencia,
de todas las aberraciones de uno y otro tipo.

1.2.4. Mecanismos de Reparacion del ADN.

Las células de mamifero han desarrollado rutas especializadas en percibir, res-
ponder y reparar el dano a bases, roturas simples de cadena, roturas dobles de
cadena, danos en los azucares y el ADN-ADN crosslink. Los mecanismos usados
para reparar lesiones inducidas por la radiacion ionizante a las bases difieren de los
mecanismos usados para reparar las roturas dobles de cadena. Ademads, diferentes
rutas de reparacion son empleadas para reparar lesiones dependiendo de la fase en
la que se encuentre la célula en cada momento.

Haremos una breve descripcion de los principales mecanismos de reparacion de
ADN conocidos hasta la fecha.

Reparacion por Escision de Bases.

Las bases en las cadenas opuestas han de ser complementarias, adenina con
timina y guanina con citosina. Representaremos por U a una base sustitutiva de
cualquiera de ellas debido a una mutacién. Dicho dano se repara mediante de repa-
racion por escision de bases (BER). Existen dos variantes de la ruta, la primera en
la que solo una base a de ser sustituida, y consta de los siguientes pasos:

1. Retirada de la base mediante glicosilasa/ADN liasa.
2. Eliminacién de los restos del azticar por una endonucleasa apurinica 1 (APE1).
3. Mediante la ADN polimerasa 3 se coloca el nucledtido correcto.

4. Se cierra la cadena con ADN ligasa ITI-XRCC1.
Si mas de un nucleétido ha de ser reemplazado se usa la ruta alternativa:

1. El complejo de reparacién factor C (RFC)/antigeno nuclear de proliferacién
celular (PCNA)/ ADN polimerasa 6/e realizan la sintesis de la estructura
correcta a reparar.

2. La estructura danada es retirada por la endonucleasa de solapa 1 (FEN1).

3. Las cadenas de ADN son selladas por la ligasa 1.

Si el mecanismo de reparacion BER se encuentra danado se vera aumentado
el riesgo de mutacion, aunque no se suele elevar la radiosensibilidad de la célula.
No obstante, si se dana el gen que codifica XRCC1 se multiplica la sensibilidad a la
radiacion por 1,7, aunque este aumento puede deberse a otros procesos de reparacion
en la que también esté implicada XRCCI1.
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Reparacion por Escision de Nucleétidos.

La reparacion por escisién de nucleétidos (NER) es el mecanismo utilizado para
eliminar aductos del ADN, como los dimeros de pirimidinas. El proceso NER debe
ser dividido en dos rutas, la reparacién global del genoma (GG-NER), que repara
el ADN cuando no esta siendo transcrito, y la reparacion acoplada a la transcrip-
cién (TC-NER), que solo actia durante la transcripcién de genes, ya que la ADN
polimerasa puede bloquear el acceso del GG-NER al dano. Las rutas GG-NER y
TC-NER solo difieren en el mecanismo de deteccion de la lesién, el resto del proceso
es el mismo. Los principales pasos de las rutas NER son:

1. Reconocimiento del dano.

2. Incisiones en el ADN que encapsulan la lesion, generalmente entre 24 y 32
nucledtidos.

3. Eliminacién de la region que contiene los aductos.
4. Sintesis de la seccion a reparar, e inserciéon de la misma en la cadena.
5. Cierre de la cadena de ADN.

La mutacién de los genes implicados en las rutas NER no aumentan la sensibili-
dad de las células a la radiacion ionizante, pero si lo hacen con la sensibilidad hacia
la radiacién UV y agentes anticancerigenos.

Reparacion de Roturas Dobles de Cadena.

Existen dos tipos de mecanismos para la reparaciéon de DSBs en moléculas de
ADN; la unién terminal no homologa (NHEJ), que une los terminales de la fractura
de forma simple, y la reparacién por recombinacién homéloga (HRR), que emplea la
cromatida homoéloga de la danada para reparar las lesiones en torno a la rotura. La
HRR esta libre de errores al usar la cromatida hermana como patrén, mientras que
la NHEJ es propensa a cometer errores y tiende a ocasionar lesiones premutagénicas
en el ADN. Obviamente, para llevar a cabo la HRR hace falta que el ADN se haya
replicado en la fase S, por lo que solo es posible en las fases S tardia y G2, mientras
que la NHJ puede darse durante toda la interfase, aunque es mas probable durante
la fase G1.

La activacion de ambas rutas es comun. Como respuesta a la creacién de una DSB
en la cadena de ADN se activan una serie de sensores que promueven la reparacion
del material genético y paralizan la progresion en el ciclo celular. Dichos sensores son
el ATM y el Rad3-relacionado (ATR), proteinas kinasas pertenecientes a la familia
PIKK. La competicién entre el NHEJ y el HRR esta regulada por la proteina 53BP-
1.

» Unién Terminal No Homdéloga (NHEJ).
Aunque la ruta NHEJ no necesita de una secuencia homéloga, los dos extremos
del ADN en torno a la DSB no pueden ser unidas sin més, si no que deben
ser modificadas antes de proceder a la ligadura de la unién. La NHEJ consta
de los siguientes pasos, aunque no los describiremos detalladamente (para mas
informacion consultar [14]):
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1. Reconocimiento del extremo de la cadena por la unién del heterodimero
Ku.

2. Movilizacién de la subunidad catalitica proteina kinasa ADN-dependiente
(DNA-PKcs).

3. Procesamiento del terminal.
4. Sintesis de relleno en torno al terminal o “end bridging”.
5. Union de los extremos.
» Reparacién por Recombinacién Homéloga (HRR).
La HRR repara la rotura doble de cadena utilizando la croméatida homdlo-

ga como patrén. Es una ruta aun no comprendida del todo de la que solo
enumeraremos los pasos de los que consta.

1. HRE11 y quizas otras endonucleasas reseccionan el ADN, produciendo
una cadena tnica de ADN que sirve como punto de unién para Rad51.

2. La molécula Rad51 forma nucleofilamentos y cataliza el intercambio con
la cadena complementaria en el cromosoma danado.

3. Invasion de la doble cadena homodloga.
4. Sintesis de ADN usando la cadena homologa como molde.

5. Resolucién de la uniéon Holliday.

Reparacion de Crosslink.

Las rutas de reparaciéon de uniones ADN-ADN o ADN-proteina no se comprenden
de forma completa, pero se piensa que estan formadas por una combinacion de
rutas NER y reparacion recombinacional. El crosslink es eliminado en un proceso
multietapa en el que estd implicada la ruta NER. Este proceso multietapa concluye
con la formacion de una DSB, que es restituida mediante una ruta HRR.

Reparacion de Desajustes.

La ruta de reparacién de desajustes (MMR) elimina los desajustes de tipo base-
base y pequenas inserciones que se producen durante la replicacién. La MMR, se
divide en cuatro componentes:

1. El desajuste ha de ser identificado por sensores que transmiten la senal de un
desajuste en un par de bases.

2. Los factores de movilizacién del MMR son activados.

3. Se genera una nueva cadena resintetizada y se eliminan los nucleétidos inco-
rrectos de la cadena original.

4. Resintesis y union.

Si los genes que regulan el MMR estan danados se aumenta la probabilidad de
inestabilidad genémica y carcinogénesis.
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Tiempo Medio de Recuperacion.

Las lesiones comentadas en el apartado 1.2.3 deben ser clasificadas segiin los
tipos de dano descritos en el apartado 1.2.1, de forma que, por ejemplo, una SSB
se considera una lesién subletal mientras que una DSB se clasifica como una lesion
potencialmente letal. Asi, las rutas de reparacion comentadas en este apartado se
pueden clasificar dentro de dos grupos, las rutas de recuperacién del dano subletal
y las rutas de recuperacion del dano potencialmente letal [24].

El tiempo medio que necesitan esas rutas para reparar el dano se conoce como
el tiempo medio de recuperacién, A. Generalmente, para un tipo de lesién dado se
observa que la mayor parte de las células se recuperan con un tiempo de recuperacion
corto, A¢, mientras que las células restantes lo hacen a un ritmo mucho mas lento,
As. El tiempo medio de recuperacion serda la combinacién lineal, pesada por las
frecuencias relativas, de dichos tiempos cortos y largos de recuperacion, A = frA; +
fsAs. Un ejemplo de tiempos medios de recuperacion para lesiones subletales se
muestra en la figura 1.9.

Tejido Af (min) | Ay (h)
Rinén de ratén 9 5)
Piel de cerdo 10.2 5.38
Pulmoén de ratén 19.2 1.92
Médula espinal de rata 42 3.8

Figura 1.9: Tiempos cortos y largos de recuperacién de lesiones subletales en dife-
rentes tejidos.

1.3. Curvas de Supervivencia Celular.

Tras irradiar un tejido con una cierta dosis de radiacion ionizante, las células que
lo componen pueden sufrir ciertos danos que ya hemos descrito. Los mecanismos de
reparacién celular intentaran arreglar los danos inducidos en el ADN, y en el caso de
no conseguirlo la célula perdera su viabilidad, y estard abocada a la muerte sin dejar
progenie que continie la linea. Asi, si partimos de un nimero inicial de células Ny
antes de irradiar el tejido, y tras ella solo sobrevive un numero N de las Ny células
iniciales (no hay que tener en cuenta la multiplicacién de las células no afectadas,
consideramos que no hay divisién celular), definiremos fraccién de supervivencia
celular como:

N

=N

(1.6)

Diferentes procedimientos experimentales nos permiten medir, tanto in vivo co-
mo in vitro, las fracciones de supervivencia celular para diferentes organismos y
tejidos en diferentes condiciones, de forma que podemos, primero constatar que
la fraccién de supervivencia celular depende de la dosis irradiada sobre el material
bioldgico, S = S(D), y segundo obtener una relacién experimental de dicha relacién,
obteniendo asi la llamada curva de supervivencia celular. Tanto la forma como los
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parametros que la caracterizan difieren con el tipo de organismo y tejido irradiados,
asi como de otros factores que analizaremos a continuacion.

El conocimiento de las caracteristicas de las curvas de supervivencia celular es
esencial para el desarrollo de este proyecto, ya que el objetivo del mismo es describir
un modelo desarrollado recientemente para modelar el proceso de supervivencia ce-
lular, y cuya expresion matematica ha de ajustarse a dichas curvas de supervivencia
celular. La mayor parte del siguiente capitulo estara dedicada exclusivamente a co-
mentar los numerosos modelos de supervivencia celular desarrollados hasta la fecha,
y en ellos también veremos como han de correlacionarse las expresiones funcionales
de los mismos con la curvas de supervivencia.

Conocer las curvas de supervivencia celular y los parametros que de ellas se
derivan para diferentes tejidos humanos, tanto sanos como afectados por alguna
patologia, y en diferentes condiciones tienen también una gran aplicacion practica
en el ambito de la radiomedicina, ya que son esenciales para programar tratamientos
de radioterapia efectivos, que eliminen los tumores in afectar de forma critica a los
tejidos sanos.

1.3.1. Caracteristicas de las Curvas de Supervivencia Celu-
lar.

Aunque las curvas de supervivencia celular varien dependiendo del organismo y
tejidos irradiados, el tipo de radiacion ionizante empleado, las propiedades celulares
especificas y otros parametros, hay una serie de caracteristicas comunes a todas las
curvas de supervivencia celular. Un ejemplo tipico de curva de supervivencia celular
de una célula de mamifero pude verse en la figura 1.10a.

1.04
01

0.01 |-

Surviving fraction

0.001 -

: ; 0000 b—dvd 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5§ 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Radiation dose (Gy) Radiation dose (Gy)

(a) Curva de supervivencia celular en (b) Curva de supervivencia celular en
una representacion lineal. una representacion semilogaritmica.

Figura 1.10: Curva de supervivencia celular tipica de una célula de mamifero.

Las curvas de supervivencia celular no suelen estar perfectamente definidas de-
bido a problemas experimentales, sobre todo a dosis muy bajas o muy altas, donde
el error es grande comparado con la variacién de supervivencia con la dosis. Aun
asi es posible inferir ciertas propiedades matematicas, como que las curvas de su-
pervivencia celular son estrictamente decrecientes. La pendiente inicial es siempre
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finita y no nula, disminuyendo monétonamente a altas dosis. Puede o no presentar
un punto de inflexion, y de presentarlo la primera parte de la curva, hasta el punto
de inflexién, seria concava y la segunda parte, a partir del punto, convexa.

En radiobiologia no suele presentarse la curva representada en escala lineal, si no
que suele recurrirse a la escala semilogaritmica, representando en el eje de ordenadas
el logaritmo neperiano de la supervivencia celular y en el de abscisas la dosis en escala
lineal. Esta es la representacién empleada en la figura 1.10b. Se emplea la escala
semilogaritmica porque se intuye un comportamiento exponencial en la curva.

De forma general podemos diferenciar dos tipos de curvas de supervivencia celu-
lar [38], las curvas de supervivencia exponenciales puras y las curvas de supervivencia
con hombros.

Curvas de Supervivencia Exponenciales.

Estas curvas se reconocen muy bien porque en escala semilogaritmica se repre-
sentan como una linea recta. Se puede, por lo tanto, modelar la curva segin la
expresion:

S(D) = e*P (1.7)

También se emplea la notacion alternativa o = 1/ Dy, donde Dy recibe el nombre de
dosis letal media y representa la dosis a la cual sobreviven solo el 37 % de las células
iniciales.

La razon de que la curva sea exponencial simple es que los danos letales produ-
cidos por la radiacién son proporcionales a la dosis administrada 1.1. No considera
una posible reparacion del dano.

Curvas de Supervivencia con Hombro.

Las curvas de supervivencia con hombros tienen el aspecto de la presentada en
la figura 1.10. La curva en representaciéon semilogaritmica [14], comienza a bajas
dosis como una linea recta, esto es, se asemeja a una exponencial simple en esa
primera parte de la curva. A medida que la dosis aumenta la curva se va curvando,
aumentando la pendiente gradualmente, de forma que parece forma un hombro. Esta
region curvada se extiende durante unos cuantos grays. A altas dosis la curva vuelve
a enderezarse de nuevo, adquiriendo de nuevo una forma exponencial.

La presencia del hombro en este tipo de curvas esta asociada a la reparacién de
danos a nivel celular. Este hecho se prueba mediante irradiaciones fraccionadas a
cultivos celulares [3]. A bajas dosis de radiacién con baja densidad de ionizacién los
danos en las células son pequenos y pueden ser reparados con bastante eficiencia.
A medida que la dosis aumenta la reparacién se vuelve mas dificil, y aumenta de
forma brusca la mortalidad celular. A altas dosis la reparacién celular esta saturada
y pierde eficiencia, volviéndose a obtener un comportamiento exponencial puro [14].
No obstante, este tltimo punto es controvertido, ya que ciertos autores y evidencias
sugieren que la curvatura en la parte final de la curva sigue siendo no nula [3]. Quizés
esta iltima opcion es geoldgicamente méas plausible, ya que una curva exponencial
pura en la parte final implica una cierta probabilidad no nula de que una célula
sobreviva a dosis muy elevadas, tedéricamente infinitas, mientras que la intuicion y
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los hechos experimentales sugieren la existencia de una dosis limite a la cual, o por
encima de ella, ninguna célula puede sobrevivir.

Los modelos que veremos en el capitulo siguiente pretende modelizar este tipo
de curvas con hombros, sobre todo en las regiones de baja dosis empleadas en la
medicina.

1.3.2. Factores que Afectan a las Curvas de Supervivencia.

Por dltimo veremos que factores conocidos afectan a las curvas de superviven-
cia celular, tanto para definir su forma, diferenciando entre curvas exponenciales o
curvas con hombros, como en asignar los parametros que ajustaran a los modelos
teoricos.

Tipo de Células.

Las virus y las células simples como las procariotas o las levaduras haploides,
ademas de ciertos tipos de células de mamiferos, como los hemocitoblastos o los
linfocitos presentan curvas de tipo exponencial simple. Esto se asocia a que este
tipo de organismo carecen de sistemas de reparacién del dano genético.

La mayoria de las células eucariotas, como las células de mamifero, presentan
curvas de supervivencia celular del tipo curvas con hombro, asociados a procesos
eficientes de reparacién celular. Cuanto mas eficiente sean las rutas de reparacién
de danos al ADN de un determinado tipo de célula, mas marcado sera el hombro y
mayor sera la dosis letal media.

LET de la Radiacién.

Las células expuestas a radiacién de alta densidad de ionizacién (alta LET), como
neutrones de baja energia o radiacion alfa, presentan curvas de supervivencia celular
de tipo exponencial simple. Esto es debido a que los danos causados por este tipo
de radiacion, generalmente de tipo cluster, suelen ser muy complicadas de reparar,
sobrepasando la capacidad de las rutas antes mencionadas. Asi pues consideramos
que las lesiones provocadas por esta radiacion son letales de origen.

Las células expuestas a radiacién de baja LET, como los rayos X, gamma y
electrones, presentan curvas de supervivencia del tipo curva con hombro. Este tipo
de radiacion ha sido la més usual con diferencia, por lo que la mayoria de modelos
suponen una radiacién de baja LET. En los ultimos tiempos, debido a los avances
tecnolodgicos y en el conocimiento de la radiobiologia, comienzan a usarse radiaciones
de alta LET para los tratamientos de radioterapia, por lo que es previsible que dichos
modelos deban ser revisados para aceptar también estos tipos de radiacion.

Forma de Muerte Celular.

Los procesos que implican la muerte temprana de la célula, como la apoptosis
o la necrosis, estan asociados a curvas de supervivencia celular de tipo exponencial
simple. Esto es asi porque, o bien los danos son tan graves que la célula muere antes
de poder activar las rutas de reparacién del ADN, o bien porque esas rutas han
fallado y se desencadena la muerte en la fase G1 o S del ciclo celular. De una forma
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o de otra, eso elimina el hombro asociado a la correcta reparacion de los danos a
bajas dosis.

Para células que mueren principalmente por catdstrofe mitética, las curvas suelen
tener hombro, ya que en gran parte de ellas los procesos de reparacién se han activado
y han tenido éxito.

En la figura 1.11 se muestran los efectos en las curvas de supervivencia celular
del tipo de muerte celular.

EMT 6 mouse tumor
© MO16 human glioblastoma
O HT 29 human colon
O OVCAR 10 human ovary
A2780 human ovary
O HX142 human neuroblastoma
O HX138 human neuroblastoma
Mitotic cells of HT 29
OVCAR 10 and A2780
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Surviving fraction
o
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Figura 1.11: Variacién de la forma de la curva de supervivencia en funcién del tipo
de muerte celular.

Fase del Ciclo Celular.

Por tltimo, el momento en el que se produzca la irradiacién dentro del ciclo
celular también influye en la forma de la curva de supervivencia celular, como puede
verse en la figura 1.12.
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Figura 1.12: Variacién de la forma de la curva de supervivencia en funcion de la fase
en la que se produzca la irradiacion.
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Como ya vimos las fases mas sensibles de todo el ciclo son las fases G2 y M,
ya que en ellas no hay tiempo suficiente para reparar los danos de forma eficiente.
En dichas fases la curva de supervivencia sera de tipo exponencial simple, y ademas
la dosis letal media serd muy baja. La fase mas resistente es la fase S tardia, y
esto se debe a que en ella se da una ruta de reparacion de DSB muy efectiva, la
reparacién por recombinaciéon homéloga (HRR). Esto se traduce en una curva con
un hombro muy pronunciado y una dosis letal media muy elevada. Las fases G1 y S
temprana poseen curvas con caracteristicas intermedias a ambos extremos, siendo la
curva asociada a la fase G1 méds parecida a la de las fases G2 y M, y la de la fase S
temprana mas parecida a la curva de la fase S tardia, aunque eso depende también
de si las células poseen una fase G1 corta o prolongada.



Capitulo 2

Modelos de Supervivencia Celular
a la Radiacion.

Este tema de la introduccion estard dedicado a enumerar y describir los princi-
pales modelos propuestos para describir los mecanismos implicados en determinar
la futura viabilidad de una célula tras ser expuesta a la accion de la radiacién ioni-
zante. Como hemos visto en el capitulo anterior, dedicado a la quimica y la biologia
asociadas a los efectos de la radiacion ionizante sobre el tejido biolégico, el proceso
de modelado puede advertirse como una tarea complicada, debido al gran nimero
y complejidad de los factores implicados. Sin embargo pudimos comprobar que la
respuesta del sistema a la radiacion era en gran manera predecible, mostrando una
cantidad relativamente baja de posibles comportamientos, debido, en gran mediada
a que la radiacion ionizante tiene un objetivo prioritario, la doble cadena de ADN.
Este hecho, unido a que normalmente los parametros de la radiacion empleada son
reducidos, baja dosis absorbida y baja LET, propicia que sea posible desarrollar mo-
delos relativamente sencillos que se ajusten de forma bastante eficaz a los resultados
experimentales.

En la primera seccion del capitulo detallaremos de forma bastante superficial los
modelos mas importantes desarrollados para describir el fenémeno de supervivencia
celular a la radiacion, y veremos que la mayoria convergen al denominado modelo
lineal-cuadratico para las condiciones estandar empleadas en radiobiologia médica
u radioterapia.

Por este motivo dedicaremos la segunda parte en profundizar en las propiedades
del modelo lineal-cuadratico y su aplicacion a la medicina. En principio este sera el
modelo con el que deberemos comparar el modelo entropico no-aditivo para evaluar
sus propiedades, ya que, hoy por hoy, el modelo lineal-cuadratico supone la piedra
filosofal de la radiobiologia y radiologia. Ademas de €l se derivan gran parte de los
protocolos de radioterapia y calculos de isoefectos empleados hoy en dia en medicina.

En una breve 1ltima seccién, describiremos de forma muy sucinta los modelos
de control tumoral, empleados para planificar dosis de radioterapia, desarrollados
hasta el momento. Asi mismo introduciremos los sistemas de calculo de isoefectos
y los protocolos de fraccionamiento mas utilizados, empleados en la radioterapia
fraccionada para reducir los danos a los tejidos periféricos sanos.

Debido a la falta de tiempo, y que el proyecto se alargaria demasiado, no desa-
rrollaremos estas dos ultimas secciones tanto como se merecen y deseariamos, ya

33
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que son esenciales para comparar el modelo entrépico no-aditivo y establecer su
viabilidad para planificar tratamientos clinicos. No obstante la bibliografia trata
convenientemente estos temas por lo que nos referenciamos a ella para ampliarlos.

2.1. Modelos Interpretativos.

Al final del capitulo anterior vimos que las células expuestas a una cierta dosis
de radiacion ionizante tenian una probabilidad de supervivencia en funcién de la
dosis absorbida que venia dada por la curva de supervivencia celular. Una parte
de la radiobiologia se encarga de modelar los procesos bioquimicos activados por la
radiacion presentes en la célula que determinan si la célula pierde su viabilidad o no.
También vimos que las curvas de supervivencia celular presentaban dos formas bési-
cas, la monoexponencial pura y la sigmoide o curva con hombro. De forma general
estas curvas pueden ajustarse, entre otros a los siguientes modelo matemaéticos.

= Modelo Exponencial Simple.

Ya vimos en el capitulo anterior que para los organismos simples, como virus
o bacterias, en ciertos tejidos de los organismos superiores, y bajo ciertas
condiciones, como el tipo de radiacion, estado de las células en el ciclo celular,
etc., las curvas de supervivencia celular eran de tipo exponencial simple.

—InS=aD (2.1)

El parametro « esta relacionado con la dosis media, Dy, siendo esta el inverso
de la primera, o = D~!. A dicha dosis media, la probabilidad de supervivencia
celular desciende hasta un 37 %.

» Modelo Lineal-Cuadratico.

Para la mayoria de las células de mamifero, que son las mas utilizadas en
radiobiologia debido a sus aplicaciones médicas, la curva de supervivencia se
ajusta bastante bien para dosis bajas de radiacion a una funcién exponencial,
con exponente de tipo lineal-cuadratico.

—InS =aD + 3D? (2.2)

Como en aplicaciones radiolégicas las dosis empleadas son bajas, este modelo
es mayoritariamente empleado en la planificacién de sesiones de radioterapia,
tanto externa como braquiterapia. Veremos sus propiedades en la siguiente
seccion.

= Modelo Lineal-Cuadratico-Cibico.
El modelo lineal-cuadrético-cibico (LQC) [20] obedecera a la expresion (2.3).
—InS =aD + BD* —yD? (2.3)

El modelo LQ describe bien la respuesta celular a la radiacion para dosis de
hasta 5 0 6 Gy. Para dosis mayores existe la controversia de si el logaritmo de
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la fraccion de supervivencia es lineal con la dosis o no. Los autores que defien-
de la hipdtesis de la linealidad consideran que el modelo LQ no ajusta bien
esta ultima parte de la curva. Por este motivo se anadié un término cubico
adicional, con signo opuesto a los dos primeros, que anulase la curvatura pro-
ducida por el término cuadratico en esta parte final de la curva. Esta expresion
puede obtenerse de modelos como el LPL al extender el desarrollo en serie de
potencias hasta el tercer grado. No es mucho més complejo que el modelo LQ),
pero si resta bastante manejabilidad, por lo que no es muy empleado.

Veremos a continuacion los modelos mecanisticos més relevantes que se han for-
mulado para describir el comportamiento que muestran las curvas de supervivencia
celular. Este tipo de modelos, denominados interpretativos o mecanisticos, son de
tipo deductivo, y partiendo de un conjunto inicial de suposiciones sobre el sistema
biologico, obtienen una expresion, generalmente sencilla o simplificable para con-
diciones normales, para la curva de supervivencia celular a la radiacion ionizante.
Los primeros modelos mecanisticos son los denominados modelos de objetivo, desa-
rrollados antes de comprender totalmente el funcionamiento bioquimico y biolégico
de las células y los efectos que sobre ellas causa la radiacion. Hacen una serie de
suposiciones muy generales pero sus resultados han sido empleados durante cerca de
50 anos, lo que da cuenta de su potencial. A partir de los anos 70-80 del siglo pasado
se impusieron sobre estos los llamados modelos moleculares. Debido al desarrollo
de la biologia celular, bioquimica y radiobiologia se comprendieron mejor los meca-
nismos involucrados, por lo que las suposiciones son mas concretas y precisas. Las
predicciones de estos modelos moleculares, describen directamente o se aproximan,
a un comportamiento de tipo lineal-cuadratico de la supervivencia celular, por lo
que este modelo se ha convertido en estandar desde los anos 90.

2.1.1. Modelo de Objetivo.

Los modelos de objetivo son una familia de modelos que pretenden modelar las
curvas de supervivencia celular, esto es, la probabilidad de supervivencia celular
que tiene una célula expuesta a una determinada dosis. Una familia de modelos es
un conjunto de modelos que comparten enfoque y ciertas suposiciones iniciales. El
modelo original de objetivo fue propuesto por Lea en 1955, y fue uno de los primeros
modelos interpretativos propuestos para modelar el proceso de supervivencia celular
a la radiacion.

En general, los modelos de objetivo se basan en las siguientes suposiciones gene-
rales [3]:

1. Existen dentro de la célula un conjunto de objetivos discretos, fisicamente
descriptible pero no identificados, sobre los que actia la radiacion. El volumen
de esta sustancia sensible (objetivo u objetivos) tiene sentido fisico, esto es, el
objetivo es una entidad real que ocupa un determinado espacio.

2. Existen una cantidad numerable de dichos objetivos en una célula, y la desac-
tivacion de n de ellos conduce a la pérdida de la viabilidad. El niimero exacto
de dichos objetivos no se conoce de antemano.
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3. La transferencia de energia es un proceso discreto y aleatorio, tanto temporal
como espacialmente.

4. Las desactivaciones de distintos objetivos son procesos independientes. No
hay probabilidades condicionada para la interaccién de la radiacién con los
objetivos individuales, esto es, el orden de activaciéon no es importante.

Veremos dos tipos de modelos de objetivo, los expuestos en este apartado, mo-

delos de un objetivo, y los vistos en el siguiente apartado, modelos multiobjetivo
[3][4].

Desarrollo del Modelo.

Para desarrollar el modelo de objetivo debemos hacer las siguientes suposiciones
adicionales, ademas de concretar algunas definiciones.

1. Asumiremos que la poblacién es expuesta a una radiacion de baja LET, por
lo que la interaccién de eventos es rara. La probabilidad de que se produz-
can eventos multiples en un solo objetivo es baja si el volumen del mismo es
pequeno.

2. Supondremos que la célula contiene un volumen o volimenes sensibles y obje-
tivos de tamano v.

3. Designaremos aquellos eventos de absorcién de energia que pueden (aunque
no necesariamente) producir el dafio biol6gico necesario como eventos activos.
Esto excluye eventos como la recombinacion de iones y radicales, asi como
eventos de restituciéon quimica.

4. Los eventos activos registrados en el volumen, v, serdan denominados impactos.

5. Denotaremos como V' al volumen celular total de la poblacién expuesta a la
radiacion. Serd el producto del tamano medio celular por el nimero de células.

6. D representard la densidad de eventos activos. Esta magnitud sera directamen-
te proporcional a la dosis activa, D o D, y durante el desarrollo del modelo
se la tratard como un analogo de la dosis.

La probabilidad de que un evento activo haga blanco en un objetivo de la po-
blacion expuesta vendra dado por el cociente entre el niimero total de eventos re-
gistrados en el volumen sensible, vD, entre el nimero total de eventos, VD. A esta
probabilidad de impacto se la denota por p =v/V.

Definiremos D como el nimero total de eventos asociados a la poblacién total de
células, D = VD. La probabilidad de que en una célula haya h impactos se puede
expresar a través de la distribuciéon binomial como el producto de términos dados
en la ecuacion (2.4),

p(p,h, D) = p"(1 = p)P~" pCy (2.4)

donde p" expresa la probabilidad de que una célula sea impactada h veces, (1—p)P~"

que los eventos restantes no produzcan impactos, y pC, es el coeficiente binomial
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que determina la forma en que h impactos y D — h fallos pueden asignarse para D
eventos.

Debemos ahora introducir una distribuciéon que nos proporcione relaciones entre
las probabilidad de supervivencia celular y el nimero de impactos que la célula ha
sufrido, H(h), y que denominaremos funcién impacto-supervivencia. En un principio
no daremos una expresion formal de ella, ya su forma funcional dependerd en un
principio de diversas consideraciones. Las diferentes formas que adopte la funcion
impacto-supervivencia nos proporcionaran diversos submodelos de la familia de mo-
delos de objetivo. La probabilidad de supervivencia celular si la célula ha sufrido
h impactos durante D eventos con probabilidad de impacto p vendra dada por la
expresion (2.5).

P(ﬂ: h7D> =p C}, - ph ’ (1 - p)D_h ) H(h) (25>

Dependiendo de la naturaleza de la funcién impacto-supervivencia, H(h), una de-
terminada célula puede tener una probabilidad de supervivencia no nula para h =
1,2,3,---,D. La probabilidad de supervivencia total de una célula sera entonces la
suma de las probabilidades de supervivencia para todos los valores posibles de h,
desde 0 hasta D.

S(,O, D) = ZP(p,h,D) (26)

Veremos a continuacién un par de submodelos deducidos a partir de expresiones
explicitas de la funcién impacto-supervivencia.

Modelo de Impacto Unico.

Si suponemos que la célula solo sobrevive si no recibe impactos estariamos ante
el modelo de impacto unico. La funcién impacto-supervivencia tendra entonces la
forma:

0 en otro caso.

H<h>:{ 1 si h=0. 1)

Tendremos,entonces, que el inico sumando no nulo para la ecuacién (2.6) sera aquel
con h = 0.

S(p,D) = p(po,h = 0,D) = (1 — py)” (2.8)

Teniendo en cuenta que (1 — pg)? = ePm(1=r0) podemos reescribir la ecuacién (2.8)
como:

S(p, D) = P m0= (2.9)

Suponiendo que py es muy pequeno, esto es, que v < V, suposicién considerada
aceptada en practicamente todos los casos, podemos emplear el infinitésimo equi-
valente —1In (1 — pg) =~ pg, de forma que S = e ”P. Si sustituimos por dltimo el
nimero total de eventos, D = VD, y teniendo en cuenta que la densidad de efectos
activos es proporcional a la dosis absorbida a través de una determinada constante,



38 CAPITULO 2. MODELOS

D = (a/po)D, podemos constatar que, en el modelo de impacto tnico, la super-
vivencia celular sigue una distribucién exponencial, dado por la expresién (2.11),
caracterizada por el coeficiente de inactivacién, a.

S =e b (2.10)

La dosis letal media, Dy, definida como la dosis media que hace falta para matar
una célula, y a cuya dosis sobreviven solo el 37% de las células, estara relaciona-
da con el coeficiente de inactivacion mediate la relacién aDy = 1. Respecto a la
interpretacion biologica del modelo, estara relacionado con lesiones que impliquen
directamente la muerte celular, como es el caso de radiaciones de alta densidad de
ionizacion, que ocasionaran danos muy graves y localizados, organismo simples sin
capacidad de recuperacion. Este tipo de lesiones fueron las que vimos que estaban
asociadas con curvas de supervivencia celular de tipo exponencial pura, por lo que
el modelo describe bien el sistema para el que estaba disenado.

Modelo Objetivo fJnico-Multimpacto.

En este tipo de modelo en la célula hay un solo objetivo, que debera recibir n
impactos para ser desactivado. El modelo es mas complicado pero también tiene
solucién analitica. Este modelo no tiene aplicaciones practicas, y no es apenas em-
pleado, excepto por motivos meramente tedricos, por lo que no lo desarrollaremos.

2.1.2. Modelo Multiobjetivo - Impacto Unico.

En la mayoria de las células de mamifero, y en general en muchas de las células
eucariotas complejas, bajo condiciones de exposiciéon a radiacion de baja LET, el
modelo de impacto Unico no se cumple, ya que las curvas presentan un aspecto
sigmoidal como vimos en el capitulo anterior. La extensién general del modelo de
objetivo es el modelo multiobjetivo-impacto inico (MTSH). En este modelo se asume
que hay un cierto nimero de objetivos por célula, y uno o mas de estos han de ser
desactivados. Se considera que los objetivos tienen la misma probabilidad de sufrir
un impacto, esto es, poseen todos el mismo volumen v.

Desarrollo del Modelo.

Al igual que en el modelo de impacto tinico deberemos asumir un cierto nimero
de suposiciones y consideraciones.

1. El nimero de objetivos por célula es el mismo e igual a n.

2. Cada objetivo tiene la misma probabilidad, ¢, de sufrir un impacto por parte
de la radiacion ionizante.

3. Un impacto es suficiente para desactivar cada objetivo, pero no a la célula en
si.

4. En el caso general habra una funcién impacto-supervivencia como en el mo-
delos del impacto tnico, denotada como B(b).
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Observando esta suposiciones, y empleando el teorema binomial, tendremos que la
probabilidad de que una célula sobreviva al efecto de b impactos vendra dada por la
expresion (2.11):

P(q,b,n,D) = (1 — e P)’. (e79P)=b .. Oy - B(D) (2.11)

donde (1 — e~9P)? representa la probabilidad de impacto, (e=4P)"~? la probabilidad
de fallo, ,,Cy la distribucién binomial, y B(b) la funcién impacto-supervivencia. Para
el modelo multiobjetivo-impacto tnico, dicha funcién puede ser definida como:

» Para b < n, B(b) asume el valor que hace P(q,b,n, D) = 1, esto es, para un
nimero de impactos menor que el nimero de objetivos por célula, la probabi-
lidad de supervivencia es total.

» Para b > n, B(b) =0y por lo tanto P(q,b,n, D) = 0. Para un niimero mayor
o igual de impacto al nimero de objetivos por célula, estd muere irremedia-
blemente.

Considerando dicha funcién impacto-supervivencia, y teniendo en cuenta la ecua-
cién (2.6), S(q,n,D) = > P(q,b,n,D), se deriva de forma directa que la frac-
cién de supervivencia celular para el modelo multiobjetivo-impacto tnico (MTSH)
vendra dada por la expresién (2.12).

S(g;n,D)=1— (1 —e )" (2.12)

En el caso de que los objetivos por célula sean igual a uno, n = 1, el modelo MTSH
convergerd hacia el modelo de impacto tnico, y la ecuacién (2.12) se vera reducida
a (2.11).

Propiedades del Modelo MTSH.

El modelo MTSH ha sido durante bastante tiempo un modelo muy reconocido, y
aunque a dia de hoy esta cayendo en desuso, atin numerosos libros, publicaciones y
autores hacen referencia al mismo, y analizan las curvas de supervivencia atendiendo
a sus parametros, aunque solo sea a nivel comparativo con el modelo lineal-cuadrati-
co. Haremos un breve repaso a las caracteristicas matematicas que lo caracterizan.
Para ello haremos referencia al aspecto de la curva bajo una representacién semilo-
garitmica.

1. Las curvas se vuelven lineales para fracciones de supervivencia celular por
debajo de 0,1, punto a partir del cual el hombro no tiene efecto sobre la
curvatura.

2. La extrapolacion de dicha linea recta intersecta al eje de ordenadas en el valor
n, denominado la multiplicidad del objetivo.

3. Excepto por el caso de n = 1, en que el modelo converge a la forma de pri-
mer orden, las curvas poseen un hombro que aumenta en amplitud con la
multiplicidad.
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4. Las curvas con n > 1 tendrén pendiente nula cuando la dosis es nula, dS/dD|p—g =
0.

5. q tiene las dimensiones y la naturaleza del coeficiente de inactivacién en el caso
del modelo de impacto tinico de primer orden.

6. 1/q es la dosis a la cual la supervivencia celular cae a un 37% en la parte
lineal de la curva, y se suele designar como Dy, que tiene dimensiones de dosis

absorbida.

7. El punto en que la recta extrapolada de la parte final de la curva intersecta al
eje de abscisas se denomina dosis cuasilimite, D,. Se cumple que D, = Dy Inn.

Algunas de estas propiedades descritas no se ajustan con lo conocemos del com-
portamiento habitual de las curvas sigmoideas vistas en el capitulo anterior. La
mayor discrepancia se observa en el hecho de que predice una pendiente de la curva
de supervivencia nula al comienzo de la misma, para dosis muy bajas. Esto esta en
desacuerdo con todas las evidencias experimentales, que demuestran sin genero de
dudas que la pendiente inicial es no nula. Ademds, segin este modelo la relacién
entre el logaritmo de la supervivencia celular y la dosis en la parte final de la curva
es lineal. Algunos autores consideran esta prediccién correcta, aunque la mayoria
defienden que la pendiente de la curva debe disminuir monétonamente con la dosis,
aunque la curvatura de la misma se modere en la 1ltima parte.

Modelo MTSH Modificado.

Para solventar el primer problema se introdujeron algunas modificaciones en el
modelo MTSH, obteniendo el modelo MTSH modificado. Para obtener dicho modelo
supondremos que una parte de las células irradiadas pierden su viabilidad a través
de un mecanismo de accion directa del dano. La funcién que describira el dano total
serd la combinacion de un término asociado a modelo de objetivo tnico - impacto
tnico, que multiplicard al modelo MTSH [3].

S(g,n, D) =e P [1—(1—e ™")"] (2.13)

El parametro ¢, corresponde con el coeficiente de inactivacién de la parte de las
células que obedecen un modelo de objetivo tinico - impacto tnico, mientras que el
coeficiente ¢, estara asociado con las células que siguen el modelo MTSH.

Este modelo ajusta bien la primera parte de las curvas de supervivencia celular,
aunque es un modelo de tres parametros, lo que lo convierte en menos manejable
a nivel de aplicaciones que modelos de solo dos parametros, como el modelo lineal-
cuadratico o el MTSH. Ademas, en la ultima parte de las curvas de supervivencia no
estda del todo justificado su comportamiento, rechazando gran parte de los autores
que la pendiente en la parte final de la curva de supervivencia semilogaritmica tenga
un caracter lineal.

En la figura (2.1) tenemos una representacién gréfica de los tres modelos de
objetivo presentados en este tema. Con los avances en el estudio de las causas de los
danos bioldgicos causados por la radiacion ionizante y sus mecanismos de reparacion,
y con la mejora en los métodos experimentales utilizados para obtener las curvas de
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supervivencia celular, que han definido mejor la forma que tiene ésta, los modelos
de objetivo han quedado relegados frente a otros que ajustan la curva a una funcion
de tipo lineal-cuadrética.

:
Modelo de Objetivo

e, Modelo MTSH
2 Tl Modelo MTSH modificado ||

In(s)

-12
10 12 14 16

Figura 2.1: Representacion grafica de los diferentes modelos de objetivo.

2.1.3. Modelo Molecular de Accion Radiativa.

El modelo molecular de acciéon radiativa fue propuesto por Chadwick y Leenhouts
en 1981 con la intencion de mejorar el ajuste a las curvas de supervivencia con
respecto a los modelos de objetivo. Aunque el nombre original propuesto por los
autores fue modelo molecular, se ha generalizado con el nombre de modelo lineal-
cuadratico. Nosotros, como otros modelos también predicen este comportamiento,
nos seguiremos refiriendo a él por el nombre original.

Se basa en las siguientes suposiciones:

1. Las células contienen unas ciertas moléculas criticas de cuya integridad depen-
derd la viabilidad de las mismas. Tienen un caracter similar a los objetivos de
los modelos de objetivo.

2. Identificaremos dichas moléculas con las dobles cadenas de ADN, y el dano
critico en ellas ocasionado con las roturas dobles de cadena (DSBs).

3. La accién de la radiacion, ya sea de forma directa o indirecta, serd la ruptura
de los enlaces moleculares en las cadenas de ADN.

4. Las células poseen mecanismos de reparacion de los danos ocasionados al ADN,
que actuaran bajo ciertas condiciones. Los efectos biologicos de la radiacién
dependeran de los diferentes grados de reparacién de los danos.

5. Los procesos de reparacion incluyen procesos de recombinacién fisicoquimicos,
transferencia de carga, restitucion quimica y reparacién enzimatica.
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6. Aunque no haya mencion explicita al tiempo en la formulacién del modelo,
éste juega un papel implicito muy importante.

Supongamos que el ntimero total de enlaces criticos por unidad de masa en
una célula es igual a N. La rotura de uno de dichos enlaces, bajo las condiciones
adecuadas, ocasionardn una rotura simple de cadena (SSB). Si denotamos por k
a la probabilidad de ruptura del enlace por unidad de dosis, y por Ny al niimero
inicial de enlaces criticos, tendremos que, tras administrar una dosis D, el niimero
de enlaces criticos intactos seguird la expresiéon dada en (2.14).

dN

dD
Por consiguiente el nimero de enlaces que se romperan por unidad de masa y unidad
de dosis serd la diferencia entre Ny y N:

= —kN = N = Nye P (2.14)

No— N =N (1-¢e*P) (2.15)

Estos enlaces pueden ser reparados. Denotando por r a la proporcion de enlaces
reparados, tendremos que 7(Ny — N) enlaces criticos se repondran, mientras que
(1 —=7)(No — N) = f(No — N) se mantendran danados. Por lo tanto, el nimero de
enlaces rotos efectivo por unidad de masa y dosis tendra la forma:

No—N = fNo (1—¢e*P) (2.16)

Estas roturas generan roturas simples de cadena, por lo que esta magnitud co-
rresponderd con el nimero de SSB en la cadena de ADN tras aplicarse la dosis.
Sin embargo el modelo supone que solo las roturas dobles de cadena comprometen
la viabilidad celular. Estas DSB pueden producirse por dos mecanismos diferentes:
la rotura simultanea de las dos cadenas causadas por un unico evento y la rotura
independiente de cada cadena por dos eventos diferentes producidos a menos de tres
bases de distancia y con una diferencia temporal que impide la reparacion efectiva
de la primera cuando se produce la segunda.

Asi pues, deberemos modelar de forma independiente ambos mecanismos de pro-
duccion de DBSs. Comenzaremos por el proceso en el que se producen dos eventos
separados que rompen sendas cadenas de forma independiente. Designaremos por
ny el nimero de enlaces criticos de la primera cadena y por ns a los de la segunda.
Supondremos que ambas cadenas tienen la misma probabilidad de ruptura por uni-
dad de dosis, k, y denotaremos por f; y fo la fraccién de rupturas no reparadas de la
primera y segunda cadena respectivamente. Debemos introducir ademas otro nuevo
parametro, A, que nos indique la proporcién de dosis total que estd involucrada en
la primera forma de producir DSBs, esto es, la fraccién de la dosis absorbida que
produce una DSB de forma directa. Asi pues, (1 — A) representard la proporcién de
la dosis absorbida que generara dos roturas independientes en sendas cadenas con
el resultado de la formacién de una DSB. Bajo estas condiciones, y designando el
nimero de enlaces rotos por célula en la primera cadena como ¢, y los producidos
en la segunda cadena como ¢y, tendremos que ambas magnitudes vendran dadas por
las ecuaciones (2.17) y (2.18) respectivamente.
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q1 = f1n1 [1 - €_k(1_A)D} (217)
@2 = fony [1 — e FI72D] (2.18)

Para que las roturas simples de cadena en cadenas opuestas generen una rotura
doble de cadena deben darse ciertas condiciones de proximidad, tanto espacial como
temporal. Estas condiciones vendran descritas por el factor de efectividad, E. Si
denotamos como ()> al nimero de DSB por célula causadas por la interaccién de
dos SSBs independientes, que tendran una probabilidad de reparacién designada por
fo, tendremos que vendra dado por la expresion:

Q2 = Emnafifafo [1 - G_k(l_A)D]2 (2.19)

El ntimero por célula de roturas dobles de cadena que se producen en un tnico
evento se denotara, analogamente, por ();. Denotando por ng al nimero de sitios
donde se pueden producir DSBs; kq la probabilidad de impacto y fy la fraccién no
reparada, tendremos que 7 seguird la ecuacién (2.20).

Q1 = nofo [1 — e ™2P] (2.20)

Asi pues, el nimero total de roturas dobles de cadena por célula serd la suma de
las generadas por ambas vias, Q = Q1 + Q.

Q=nofo [l - €7k°AD} + Eninafifafo [1 — €7k(17A)D}2 (2.21)

Aunque atin deberemos anadir otro parametro mas que nos relaciones el nimero de
DSBs con la supervivencia celular, al estilo de la funciéon impacto-supervivencia de
los modelos de objetivo, y que llamaremos p.

Qp=1p [X (1 — e_kOAD) + ¢ (1 — 6_k(1_A)D)2} (2.22)

Hemos agrupado constantes de forma que x = nofo y ¢ = Eningfifafo. Qp repre-
sentard el nimero de DSBs letales presentes en la célula tras la irradiacién con una
cierta dosis D. El proceso de muerte celular seguird una distribucion de Poisson
con el nimero de dichas lesiones letales, asi que la fraccion de células que mueren
seguiran la ecuacion:

1-S(D)=1—e (2.23)

De forma general se cumple que las probabilidades de ruptura de las cadenas, k
y ko, son muy pequenas, por lo que podriamos aplicar los infinitésimos equivalentes
1 —e AP ~ BoAD y 1 — e R00=8D ~ k(1 — A)D a la ecuacién (2.22), obteniendo
que la curva de supervivencia celular tendra la forma:

S(D) = e lxkoaD+oR3(1-2)12D%] _ —p[aD+3D?] (2.24)

donde hemos definido las constantes como & = koAng fo y 5 = k?g(l—A)QEnlngflfoo.
Esta expresion se suele dar de forma ain més condensada, como se muestra en el
ecuacion (2.25).
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S(D) = ¢~ (aP+5D?) (2.25)

Dado que —InS(D) sigue una relacién de tipo lineal-cuadratica con la dosis,
ha dicho modelo se le dio el sobrenombre de modelo lineal-cuadratico, por el que
es mas conocido. En parte, hoy, ciertas suposiciones de este modelo, tal y como
lo hemos presentado, han sido rebatidas, y el modelo ha sido reformulado. Dado
que ajusta de forma bastante razonable las curvas de supervivencia, y es el modelo
mayoritariamente empleado en aplicaciones médicas, dedicaremos una seccién del
capitulo ha hablar con mas detalle del mismo.

2.1.4. Modelo de la Doble Accion Radiativa.

La teoria de la doble accién radiativa fue propuesta por Kellerer y Rossi en 1971,
en parte como explicacién para las observaciones empiricas realizadas sobre la efec-
tividad biolégica relativa (RBE) de los neutrones. Kellerer y Rossi observaron que si
se disminuia la dosis la RBE de la radiacion compuesta por neutrones aumentaba,
lo que indujo a pensar a los autores que el efecto de los neutrones venia dado una
interacciéon de primer orden, en comparaciéon con radiaciones de baja LET como
los rayos X, en lo que el efecto venia dado por una interaccién de segundo orden.
En el modelo molecular esto indicaria que en los neutrones, radiacion de alta LET,
primaria la dosis de tipo A, mientras que en la radiacion electromagnética, de baja
LET, seria predominante la componente (1 — A) de la dosis.

El modelo de accion dual radiativa propone que la desactivacién de la célula ocu-
rre a través de la formacién de lesiones en lugares criticos de la misma. Los autores
descubrieron que, a bajas dosis, la radiacion de alta LET tenia una eficiencia relativa
respecto a la de baja LET tal que la RBE seguia una relacién lineal de pendiente
—1/2 con la dosis absorbida de la radiacién de alta LET. Por ello supusieron que a
bajas dosis la trayectoria de un tinico neutrén podia ser capaz de inactivar la célula.
Bajo dicha hipoétesis la produccién de lesiones es proporcional a la dosis absorbida:

e =k,D, (2.26)

donde € es la produccion de lesiones, k&, es la constante de proporcionalidad para la
radiacién de neutrones empleada y D,, la dosis de dicha radiacion. Como la RBE es
descrita por una pendiente de —1/2, podemos deducir que:

Dx A
“2 —_RBE =/ 2.27
D, D (2.27)

y la dosis de neutrones equiefectiva puede ser descrita en términos de la radiacion
equivalente de rayos X como:

_ Dk
D)

Sustituyendo (2.28) en (2.26) obtendremos que la produccion de lesiones a partir
de una radiacién electromagnética en funcién de la dosis, definiendo k& = k, /A,
vendréd dada por la ecuacién (2.29).

D, (2.28)
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e = kD% (2.29)

Los autores concluyeron que la desactivacion celular por radiacién de alta LET era
causada por una tunica particula, y los efectos de la radiacién de baja LET eran
descritos por el cuadrado de la dosis, lo que sugeria una interaccién de particulas.
Asi pues podemos pensar que ambas expresiones, ¢ = kD% y ¢ = k,D,, eran
aproximaciones de una expresiéon general, ¢ = k(AD + D?), donde A depende del
factor de calidad de la radiacién, y tiene un valor baja para radiacion de baja LET.

De sus observaciones experimentales, Kellerer y Rossi plantearon las siguientes
suposiciones para desarrollar el modelo:

1. La exposicién de una célula a la radiacion ionizante induce la produccion de su-
blesiones en la misma. El niimero de sublesiones es directamente proporcional
a la dosis absorbida.

2. Una lesién bioldgica se forma a través de la interaccion de dos o més suble-
siones. La interacciéon de sublesiones para producir una lesién es posible a
distancias significativas a escala subcelular.

3. Una vez que la lesion se ha formado, hay una probabilidad constante de que
la lesion degenere en efectos bioldgicos perniciosos.

4. Todas las parejas de sublesiones dentro de un rango especifico de distancias
tiene la misma probabilidad de interaccién. Cuando las sublesiones estéan se-
paradas por una distancia superior a la distancia limite la probabilidad de
interaccién es nula. La probabilidad de interaccién estara representada por la
funcién escalén, H(d — dy), siendo dy la distancia limite.

El nimero de lesiones como funcién de la dosis vendra expresada como:

E(D) = /OOO E(2) - f(z D)dz (2.30)

donde f(z, D)dz representa la probabilidad de que para una dosis D dada, la energia
especifica esté comprendida entre z y z + dz. Esta energia especifica es la energia
depositada por el evento de ionizacion por unidad de masa, y sera propiedad espe-
cifica de cada tipo de radiacién. El nimero medio de lesiones en una localizacién
sensible seran:

E(z) = k2* (2.31)

donde k es una cierta propiedad biolégica del sistema. La energia especifica z es
un indicador directo del nimero de sublesiones, por lo que esta elevado al cuadrado
debido a que es necesaria la participacion de dos sublesiones para producir una lesién.
Asi pues, tendremos que el numero de lesiones en funcién de la energia impartida
tendra como expresion:

E(z) = /000 E(z)- f(z,D)dz = /OO k2. f(z,D)dz = kz*(D) (2.32)

0
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donde z%(D) es el valor medio de z, elevado al cuadrado, para la dosis D. A partir
de procedimientos experimentales, Kellerer y Rossi reescribieron (2.32) en funcién
de los espectros de energias especificas de eventos simples, obteniendo (2.33), siendo
f1(2) la distribucién de energias especificas, 21, de cada evento de ionizacién simple.

_92 o 5_% 2 fooo ZQfl(Z)dz
z4(D) = ElD + D = —fooo ()

Denotando por ¢ = z?/z; obtendremos que el nimero de lesiones en funcién de la
dosis tendra una relacion de tipo lineal-cuadratico.

D+ D? (2.33)

E(D) = k(¢D + D?) (2.34)

Obtendremos la curva de supervivencia celular en funcién de la dosis al considerar
que ésta sigue un proceso de Poisson con el ntimero de lesiones ocasionadas, E(D),
volviendo a obtener la expresion del modelo lineal-cuadrético.

S(D) = e HEP+D?) (2.35)

2.1.5. Modelo de Reparacion - Reparacion Erronea.

Desarrollado por Tobias et al. en 1980, tiene un enfoque totalmente diferente a los
vistos hasta ahora. Mientras que los modelos anteriores se basaban en la identidad
geométrica y localizacién de las lesiones en el ADN, este modelo trata sobre los
procesos de reparaciéon del mismo. Para desarrollar el modelo se harén las siguientes
suposiciones:

1. Hay un proceso inicial de transferencia fisica de energia, seguido de la difusion
de dicha energia depositada y, por ultimo, la produccion de especies molecu-
lares semiestables a consecuencia de la quimica de la radiacion en el sistema.

2. La fase quimica es seguida de otra bioldgica, en la que se incluyen procesos de
reparacién o aumento del dano, y su fijacion, acompanada del progreso de la
célula por diferentes estados fisiolégicos.

3. La célula, si sobrevive, puede sufrir una alteracién permanente de su fenotipo.

El modelo de reparacién-reparacién errénea (RMR) describe la produccién de
lesiones macromoleculares relevantes como funciéon de la dosis. Se contempla una
transformacién de las lesiones dependiente del tiempo, acompanada de unas proba-
bilidades de supervivencia (S), mortalidad (L) y mutacién (M) que también depen-
deran del tiempo y de la dosis. El modelo también postula la existencia de un tipo
de lesiones denominadas no comprometidas (U), y de varios estados de recuperacién
(R) que son resultado de la transformacién de las lesiones (U). Podemos observar
un modelo del esquema en la figura 2.2.

En la forma mas sencilla del modelo, dos estados de reparacién (R) son posibles,
Ry representa la produccién por la célula de estados de reparacion debidos a reac-
ciones que son lineales con la concentracién de lesiones, y Rg, asociado a procesos
de reparacion cuadraticos, y proporcional al cuadrado de la densidad de lesiones.
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Lesiones macromoleculares

f estables U(t) 1

Proceso Lesién no Proceso
lineal comprometida cuadratico
R.(t) u(t) Rq(t)

Lo

Supervivencia

Células con
y lesiones no &)
Mortalidad reparadas Mutacién

® ) o

Figura 2.2: Esquema del modelo original de Tobias.

Si suponemos que las células son irradiadas con una cierta dosis de radiacién de
baja LET, durante un tiempo pequeno comparado con los asociados a los procesos
de reparacion, tendremos que el ntimero de lesiones seguird la relacion:

dU 2
—r =AU — kUA(t) (2.36)

donde X y k son las tasas de reparacion asociadas a los procesos de reparacion lineal y
cuadratico respectivamente. Integrando dicha E.D. obtendremos la expresién (2.37).

U(O)—U(t):/t)\U(t)dH—/tkUQ(t)dt (2.37)

0 0

Si definimos Ry y Rg como la produccién de estados de reparacién lineales y
cuadraticos,

R, = /0 t AU (t)dt (2.38)
Rg = /Otk:U2(t)dt (2.39)

podemos reescribir (2.37) como:
U(t) + Ri(t) + Ro(t) = U(0) (2.40)

Suponiendo que A y k son independientes del tiempo y la dosis, que € = A/k, y que
U(0) = Uy, RL(0) = Ry(0) = U(oo) = 0, tendremos que:
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€—>\t
Ut) = — 210](21 Ty (2.41)
Ri(t)=¢cln |1+ % (1- e_M)] (2.42)
Rg(t) = Vo 1(1+%U?[)(1 (j;/\et_))\t) —¢ln [1 + % (1—e™) (2.43)

Hemos de tener en cuenta que el niimero de lesiones inicial dependera de la dosis
Up = Uy(D), por lo que aunque no se muestre explicitamente, estas expresiones
también dependeran de la dosis absorbida. Ambos procesos de reparacion, el lineal
y el cuadratico, son capaces de reparar correctamente el dano molecular, eurepair, o
de repararlo incorrectamente, misrepair. Si introducimos los parametros ¢, como la
probabilidad de reparacién lineal correcta, y d, como la probabilidad de reparacion
cuadratica correcta, podemos formular el niimero de lesiones lineales correctamen-
te reparadas, ¢R(t), o incorrectamente reparadas, (1 — ¢)Ry(t), y el nimero de
lesiones cuadraticas correcta, dRq(t), o incorrectamente reparadas, (1 — 0)Rg(t).
Dependiendo de los valores dados a ¢ y  tendremos diferentes expresiones para el
modelo. Nosotros solo veremos los dos méas importantes.

Eurepair Lineal - Misrepair Cuadratico.

Si suponemos que las reparaciones lineales son siempre correctas, ¢ = 1, que
las cuadraticas son siempre incorrectas, 6 = 0, y que no hay lesiones sin reparar
U(t) = 0, tendremos que las lesiones cuadréticas obedecerdn a la expresion:

RQ(t) = U() — RL(t) = U() —In |:1 + % (1 — €_>\t):| E (244)

y teniendo en cuenta que el proceso de muerte celular sigue una estadistica de Poisson
con el nimero de estas lesiones no reparadas, tendremos que:

U 15
1—S(t)=1—¢ Fal) = =t [1 + =2 (1 e’\t)] (2.45)
€
Si ademés suponemos que el nimero de lesiones iniciales es lineal con la dosis,
Uy = aD, y definimos el factor T, relacionado con el tiempo maximo de reparacion,
tmaz tiempo entre la irradiacién y la mitosis, como T = 1 —e~*mae podemos escribir

la supervivencia celular como:

(2.46)

G p-aD {1+ ozDT]

€

Asumiendo por ultimo que At,,.. > 1 = T ~ 1 obtendremos el resultado final
expuesto en (2.47).

S =e P [1 + 5/%] E (2.47)
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Esta expresion se ha demostrado que ajusta correctamente todas las curvas de su-
pervivencia celular, con mejores resultados que los obtenidos con modelos como el
MTSH o de tipo lineal-cuadratico. Sus desventajas, a la par que su fortaleza, recae
sobre sus suposiciones, que son pocas y rigidas. Tampoco queda clara la relacion
entre las lesiones iniciales y la dosis. Nosotros hemos aceptado que dependen lineal-
mente, pero otra posible relacién hubiese sido Uy = oy D 4 D?, si bien este aspecto
puede ser medido de forma experimental. También presenta un problema de flexi-
bilidad a la hora de tratar con dosis fraccionadas o exposiciones prolongadas en el
tiempo.

La teoria de objetivo general describia la supervivencia celular para un nimero
de impactos m y constante de desactivacion o como:

~ (aDy

Sm — efaD
7!

(2.48)
i=0

mientras que el desarrollo en serie de potencias del modelo RMR, siendo ¢ = m — 1,

sera.:

S. = e—aDn;l g (%__112 5 (ma?l)i (2.49)

Tobias encontré que ambas expresiones solo difieren en el factor (m—1)!/il(m—1—1).
Para m = 1 ambas expresiones son idénticas en la tipica forma S = e~*". Para
m = 2 en el modelo MTSH y ¢ = 3 para el modelo RMR, ambas expresiones
vuelven a coincidir. Esto implica que A\/k = 1, esto es, los coeficientes de reparacién
lineal y cuadratico son iguales.

La Reparacién Lineal No es Siempre Eurepair.

Podemos considerar que la reparacion lineal no siempre es eurepair, esto es, que
¢ < 1. Siendo éste el caso, la curva de supervivencia celular tendra la forma:

D 1%

S =e P {1 + —] (2.50)
e/a

Este modelo predice una pendiente inicial de la curva de supervivencia igual a —a(1—

®). El modelo lineal-cuadrético predice una pendiente inicial igual a —a.

2.1.6. Modelo Letal - Potencialmente Letal.

El modelo letal-potencialmente letal (LPL) fue propuesto en 1986 por Curtis
basandose en el trabajo anterior de Pohlit y Heyder en 1981. Se basa en el esquema
propuesto en la figura 2.3.

El ntimero de lesiones B y C depende linealmente con la dosis a través de las
constantes de proporcionalidad nap y nac respectivamente. Las lesiones potencial-
mente letales (B) pueden ser reparadas mediante procesos de primer orden o pueden
ser convertidas en lesiones letales (C) mediante procesos de segundo orden.
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letales

(B)

Lesiones
letales

(©)

Figura 2.3: Esquema del modelo LPL.

Para llevar a cabo el modelo supondremos que se cumplen las siguientes propie-

dades en el sistema.

1. Las lesiones B estan distribuidas espacialmente y son semiestables. Son creadas

en el nicleo de la célula por radiacion de baja LET. Las lesiones potencialmente
letales pueden ser reparadas mediante procesos enzimaticos, que son de primer
orden, esto es, dependen linealmente del nimero de lesiones potencialmente
letales. Si las lesiones de tipo B no son reparadas pueden interaccionar con otras
lesiones del mismo tipo, formando lesiones letales (C), que son irreparables y
conllevan ineludiblemente la perdida de viabilidad celular. Esta interaccién
serd de segundo orden, ya que serd proporcional al cuadrado del niimero de
lesiones potencialmente letales. No se aplican restricciones de distancia para
la interaccion de dos lesiones de tipo B, solo influye su niimero.

. Las lesiones letales pueden formarse durante la irradiacion si son creadas cer-

canas unas de otras, y en un lapso breve de tiempo. La constante n4¢ describe
la proporcion directa por unidad de dosis de estas lesiones.

. Las constantes nap y nac son constantes de proporcionalidad de ambos tipos

de lesiones, y la tasa de produccion de cada una sera el producto de la constante
correspondiente por la tasa de dosis, D(t) Las constantes eg4 v €pc son
constantes de tasa de reparacion y de produccion de lesiones letales a partir
de lesiones potencialmente letales por unidad de tiempo respectivamente.

. La tasa de reparacién no depende del ntimero de lesiones. No hay saturacién

del mecanismo de reparacion.

El sistema durante el proceso de irradiacién quedara descrito por el sistemas de

ecuaciones diferenciales propuesto en (2.51) y (2.52).

B0 5 D(E) = epaBlt) - cpe B (251)
dett) = nacD(t) + epcB(t) (2.52)

dt
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Si anadimos las condiciones iniciales B(0) = C'(0) = 0 tendremos que la solucién
general del mismo tendra la forma:

2D [1 — e 0]

B(t) = g0+ ¢epa+ (€0 —epa)e 0! (2:53)

C(t) = nacD +eln LO F " (2;[’_ = (50 ;;iﬁt (2.54)

siendo gy = 523A + 453077ABD y € = epa/epc. Una vez concluido el proceso de
irradiacién, D(t) = 0, el sistema quedars descrito por el sistema de E.D.:

di—it) = —epaB(t) — epc B*(t) (2.55)

%z(ft) = epcB*(t) (2.56)

donde impondremos como condiciones iniciales (t=T) el nidmero final de lesiones
potencialmente letales y lesiones letales al concluir la irradiacién, B(T) = Npj y
C(T) = Np. Definiremos también el tiempo ¢, como el tiempo disponible para la
reparaciéon de las lesiones antes de la mitosis. Entonces:

NPLe_EBAtr
B(t) = 2.57
( ) 1+ [NPL(l — GEBAtT)] /E ( )
N + [1 + NPL/é] (1 — €EBAtT) Npr, (1 — €_£BAtT)
Ct) = In|1 2.58
®) 1+ [Npp(1 — esBatr)] /e remi 5 (2.58)

Suponemos que 1"+, es el tiempo limite en el cual, cualquier lesion, ya sea letal
o potencialmente letal, causard la muerte celular. Por otro lado, es de suponer que
la supervivencia celular siga una distribucién de Poisson con el nimero de lesiones
inducidas en ella que perduran a tiempo 7 + t,., por lo que podemos expresar la
fraccién de células supervivientes segin la ecuacion (2.59).

1+NP(BA)H

€

{—(NL+NPL)+51H

(2.59)

_ NTE
— ¢ Mot [1 + Npr, (1 — e—€BAt )]

€

Donde Np, es el niimero de lesiones letales, Npy, el nimero de lesiones potencialmente
letales, y Nyoy = N + Npp el nimero de lesiones totales presentes en la célula al
final de la exposicion. € = ep4/epc es el cociente entre las tasas de reparacion y
produccion de lesiones letales a partir de lesiones potencialmente letales, y t, el
tiempo disponible de reparacién al finalizar la exposicién. La expresion (2.59) puede
ser simplificada en casos determinados, dando lugar a diferentes aproximaciones.
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Aproximaciéon de Baja Tasa de Dosis.

Si se define tasa de dosis baja como aquella tasa de dosis que si decrece no se ob-
servan efectos en la fraccion de supervivencia, entonces todas las lesiones potencial-
mente letales (B) serdn reparadas antes de que interaccionen entre ellas (e g = 0).
La mortalidad de las células solo estara determinada por la tasa directa de for-
macién de lesiones letales. Bajo ésta condicion, la curva de supervivencia celular
vendra dada por la expresion:

S = e7nach (2.60)

Expresion equivalente a la encontrada en el modelo de impacto tnico de Lea.

Aproximacion de Alta Tasa de Dosis.

Si definimos tasa alta de dosis como aquella para la cual la forma de la cur-
va de supervivencia no depende de la tasa de dosis obtenemos otra aproximacion
interesante. Si T < 2/¢g( tendremos que:

—InS = (ac +nap)D —eln [1 + ’%B (1- e_EBAt’“)} (2.61)
Esta expresion coincide con la obtenida en el modelo de reparacién-reparacién
errénea (2.46). La condicién impuesta se cumple con relativa frecuencia, para célu-
las de mamifero una exposicién de 5 minutos o menos acepta esta aproximacion.
La expresion obtenida es similar a (2.59), pero con la suposicién de que todas las
lesiones creadas por la radiacién se mantendran después de la exposicion, esto es,
no hay reparacién durante el proceso de exposicion.

Aproximacion Lineal-Cuadratica.

Partiendo de la expresion anterior (2.61), y desarrollando en series de potencias
para la regién de bajas dosis y truncando el desarrollo a partir del tercer término,
obtenemos la expresién (2.62).

2
—In S = (ac + NapeA")D + ";;B (1= ematr)? D2 (2.62)
£

Esto es, obtendremos una relacion de tipo lineal-cuadratico entre la dosis y el loga-
ritmo de la supervivencia celular, con parametros:

a = nac + nape BT

2
p= i 1 ny

Esta aproximacion también puede realizarse en el modelo RMR, obteniendo que
bajo ciertas condiciones, éste también converge hacia un modelo lineal-cuadratico.



2.1. MODELOS INTERPRETATIVOS. 93

2.1.7. Otros Modelos.

Existen otros modelos interpretativos, que por falta de tiempo y espacio en el
proyecto, no podremos desarrollar como se merecen. Solo haremos una breve mencion
a ellos y a las referencias bibliograficas donde podemos ampliar estudiarlos con mas
detalle.

Modelos de Saturacidn.

El modelo LPL de Curtis es un ejemplo de un modelo de lesion-interaccion que
incorpora procesos de reparacién [20]. Otros modelos de este tipo son los llamados
modelos de saturacion de reparacion, que proponen que la forma de la curva de
supervivencia solo depende de la tasa de reparacion, que a su vez dependera de la
dosis.

Se postula una tnica clase de lesiones y un proceso de muerte celular basado en
un unico impacto, y en ausencia de procesos de reparacién esas lesiones provocaran la
pérdida de la viabilidad celular. El proceso de reparaciéon aumentara la proporcién de
células que sobreviven a la radiacion, pero como el niimero de enzimas implicadas en
dichos procesos es finito, la velocidad de reparacién no aumenta proporcionalmente
con el dano, si no que tiende asintéticamente a un valor méximo, como podemos
observar en la figura 2.4.

totalmente
saturado

parcialmente
saturado

insaturado

>

Dafio

Figura 2.4: Grados de saturacion segin el modelo de saturacién de reparacion.

Asi pues, a altas dosis se producen menos reparaciones en el tiempo disponible
antes de la mitosis y la fraccién de células que sobreviven disminuye en mayor
proporcion que lo esperado para los danos iniciales causados por dicha dosis.

Al igual que otros modelos como el PLP, bajo ciertas condiciones, los modelos
de saturacion de reparacion predicen un comportamiento de tipo lineal-cuadratico
[6][7].

Modelo de Estructura Amorfa de la Trayectoria.

Modelo propuesto por Katz en 1960 con el propésito de aunar el modelo MTSH
que describe la respuesta celular a la radiaciéon de baja LET y sus estudios sobre
la supervivencia celular a la radiacion de alta LET [4]. Dado que el modelo MTSH
predice una fraccién de supervivencia:

S.(D)=1- [1 - e*D%r (2.63)
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y para iones determiné que dicha fraccién respondia a la ecuacién:

Si(D) = eF (2.64)

donde F' es la fluencia de particulas, directamente proporcional a la dosis, y o
es la secciéon eficaz de interaccién. Katz propuso un modelo general en el que la
supervivencia celular era el producto de las supervivencias correspondientes a ambas
contribuciones.

S(D) = S, (D) - Si(D) = e [1 . (1 . e-n%)”] (2.65)

Modelo de Efecto Local.

Este modelo asume que el efecto bioldgico local, esto es, los danos ocasionados
en volumenes pequenos del nicleo, estan determinados por el valor esperado de la
energia depositada en dicho volumen, independientemente del tipo de radiacién [4].
El modelo también predice un comportamiento de tipo lineal-cuadratico, pero para
hacer que la pendiente final de la curva de supervivencia en escala semilogaritmica
sea constante propone la siguiente modificacion:

() = axD + fxD? si D < D,
OéX.Dt + BXD? + Smam(D - Dt> siD > Dt

CON Spar = x + 20xD;.

2.2. El Formalismo Lineal-Cuadratico.

Como hemos visto en el apartado anterior, numerosos modelos predicen un com-
portamiento de tipo lineal-cuadrético del logaritmo neperiano de la fraccién de su-
pervivencia celular, aunque sea de forma aproximada para ciertas condiciones. No
obstante hay que considerar el modelo lineal-cuadratico como un modelo comple-
to en si mismo, no como un mero desarrollo en serie de potencias de una relacion
funcional mas compleja entre la supervivencia celular y la dosis absorbida.

S(D) = ¢~@P—AD? (2.67)

A todo modelo que obedezca la expresiéon (2.67) se le puede considerar como
un modelo de tipo lineal-cuadratico o modelo LQ, y a la metodologia que le rodea
formalismo lineal-cuadratico. Dicho formalismo es mayoritario actualmente, tanto a
nivel de investigaciéon como a nivel cinico.

A dia de hoy el modelo mas aceptado para obtener la expresion lineal-cuadratica
es el modelo de reparacién de DSBs [6]. Considera que la radiacién de baja LET
puede actuar de forma directa causando un dano letal; produciendo una DSB que
puede ser reparada correctamente o incorrectamente, causando esta ultima posibi-
lidad un dano letal a la célula; o induciendo dos DSBs independientes, que pueden
ser reparadas de forma letal al producir dicentros o anillos, o ser reparada de forma
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viable, siendo la reparacion correcta o produciendo danos no-letales como la traslo-
cacién. Ya estudiamos en el capitulo anterior las posibles aberraciones cromosémicas
producidas por la radiaciéon. Un esquema de este modelo se muestra en la figura 2.5.

un (22N Py Dafio no-letal

_) 1DSB restitucion

evento —="=<13 Daiio letal

Rad|ac!on rep. binaria .

de baja dos ~—=—> Traslocaciones,...
LET ’ 2DSBs rep. binaria
eventos ———""°3 Dicentros o Anillos
un evento
— P Daiio letal

Figura 2.5: Esquema del modelo de reparacién de DSBs.

Un hecho que caracteriza al modelo LQ es que es un modelo estatico, que no
depende explicitamente del tiempo como lo hacen otros modelos como el modelo
MRM, el modelo LPL o los modelos de saturacion de reparacién. Sin embargo la
tasa de dosis, D(t), juega un papel relevante en determinar el valor del pardmetro
B, por lo que se extendié el modelo original mediante la inclusién del factor de
Lea-Catcheside.

2.2.1. El Factor de Lea-Catcheside.

Como hemos comentado, uno de los factores que determinaran la curva de su-
pervivencia celular es la tasa de dosis con la que se irradia el tejido. Se comprobd ex-
perimentalmente que dicha tasa de dosis solo afectaba al parametro [ relacionado
con los danos ocasionados por la interaccion de dos eventos producidos a tiempos
distintos. Para formular dicha dependencia se introdujo un nuevo parametro, de-
nominado factor generalizado de Lea-Catcheside, G, de forma que el pardmetro 3
se reformulase como § = G - 5. El factor G tiene una expresion analitica dada en
(2.68).

G = %/m [D(t) /t e MDY at' | dt (2.68)

—0o0 —0o0

El parametro A representa la constante de reparacién de dano subletal, y esta rela-
cionado con el tiempo medio de reparacion vista en el apartado 1.2.4 del capitulo
anterior. Si denotamos a dicho tiempo medio de reparacién como T/, tendremos
que A = In2/T . El factor de Lea-Catcheside toma valores comprendidos entre 0
y 1.

Podemos diferenciar cuatro posibles casos entre los procedimientos de irradiacion
empleados habitualmente en biomedicina, dependiendo de la tasa de dosis utilizada.

= Dosis Prolongada.
Se define dosis prolongada como aquella que irradia el tejido biolégico con
una tasa de dosis constante durante un tiempo de exposicion, T, significativa-
mente superior al tiempo medio de reparacién, por lo que se dan procesos de
reparacién durante la irradiacion. Si suponemos que la tasa de dosis tiene la
forma:
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: L i0<t<T
D(t) = { , ¥ (2.69)

en otro caso
tendremos que el factor de Lea-Catcheside tomara por valor:
2
(AT)?

siendo 6 = e [7].

G = (AT +e?—1) =

Vi (AT +6 —1) (2.70)

Dosis Aguda.

Es aquella en la que el tiempo de irradiacion, 7', es mucho menor que T/,
por lo que no se dan procesos de reparacién durante la exposicién. La tasa de
dosis puede aproximarse a una delta de Dirac, D(t) = D - §(t) y su factor de
Lea-Catcheside sera muy elevado, idealmente equivaldra a la unidad.

Dosis Exponencial.

Habitualmente en braquiterapia, donde los radioisétopos empleados irradian
segin una distribucion exponencial, la tasa de dosis asociada tiene la forma
D(t) = kDe " siendo k la constante de desintegracién de radionticlido. Su
factor G serd entonces:

G=—— (2.71)

Dosis Fraccionada.

Supongamos dos tnicas dosis fraccionadas agudas, Dy y Da, separadas por un
cierto tiempo 7' [6]. La tasa de dosis serd D(t) = Dy - 6(t) + Dy - 6(t —=T), y
bajo esta tasa el factor de Lea-Catcheside tendra la forma:

D% + D% + 2D1D2€_>\T
D2
siendo D la dosis total, D = Dy + Ds.

G:

(2.72)

Si tenemos un conjunto de n fracciones cortas separadas por un tiempo 7', el
factor G tomard la forma [7]:

260 11—

En tratamientos fraccionados de radioterapia, el tiempo transcurrido entre
sesiones suele ser del orden de un dia, por lo que podemos considerar que
T > Tys. Ademas el tiempo de irradiacién suele ser mucho menor que el
tiempo medio de recuperacién. Por estos dos motivos se suele considerar a
efectos practicos que el factor de Lea-Catcheside equivale a la unidad, G ~ 1,
en planificaciones de radioterapia basadas en el modelo LQ.
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2.2.2. Parametros del Modelo.

Si no tenemos en cuenta el factor de Lea-Catcheside el modelo lineal-cuadratico
depende solo de dos pardametros, o y . Para el modelo lineal-cuadratico definimos
efecto o efecto de tejido como el logaritmo neperiano de la fraccién de supervivencia
celular con signo negativo.

E=—-InS(D)=aD+ #D? (2.74)

Esta magnitud esta relacionada con los danos biolégicos causados por la radiacion
ionizante, y es adimensional. Asi pues « es el factor de proporcionalidad asociado
a los efectos de primer orden, que dependen directamente de la dosis. Sus unidades
seran por lo tanto Gy~!. Graficamente representa la pendiente inicial de la curva
asociada al efecto tejido. El parametro [ sera el factor de proporcionalidad de los
efectos de segundo orden, que dependen del cuadrado de la dosis absorbida. Los
efectos de segundo orden estan asociados con la interaccién de lesiones de primer
orden, por lo que, como comentamos en la seccién anterior, es susceptible de depen-
der del tiempo. Tiene dimensiones de Gy~2. Gréaficamente est4 relacionado con la
curvatura negativa de la curva del efecto tejido que induce a la pendiente de esta a
disminuir.

Un factor importante en radiobiologia es el cociente entre los parametros a y 3,
a/3, que tiene dimensiones de dosis [11]. Matematicamente el factor o/ representa
la dosis a la cual los efectos de primer orden son iguales a los de segundo orden,
por lo tanto los efectos directos predominaran sobre los de segundo orden para dosis
menores que «/[3, mientras que lo contrario sucederd para dosis superiores. Desde
un punto de vista biolégico el ratio a/5 tiene dos connotaciones, la primera sobre
el tiempo de respuesta celular y la segunda sobre la capacidad de prevencion de
danos de los tejidos. Para las células de mamifero sanas los valores habituales de
a/f son de entre 3 y 10 Gy. Los valores bajos de o/ estén asociados a tejidos con
respuesta tisular lenta, que muestran los efectos de la radiacion meses o anos después
de la irradiacién, mientras que en los tejidos con respuesta tisular rdpida los efectos
aparecen a los pocos dias o semanas, y estan asociados al valores de o/ altos. Esto
se debe a que los tejidos de respuesta tisular lenta tienen ciclos celulares largos,
frente a los cortos de las células con respuesta réapida. Esto estara relacionado con la
capacidad de prevencién de danos de ambos tipos de tejidos. Al tener mas tiempo
para llevar a cabo las reparaciones en el material genético, los tejidos de respuesta
tisular lenta muestran mayor capacidad de recuperacién que los tejidos de respuesta
tisular réapida. Por otro lado, los tejidos con ratio «/f alto son menos sensibles a
la disminucién de la tasa de dosis o al fraccionamiento de la misma, por lo que se
considera a «/f como un indicador de la sensibilidad del tejido al fraccionamiento
de la dosis.

Los tejidos tumorales se caracterizan por tener valores altos de o/, de entre 5
y 25 Gy, mientras que el tejido sano tiene un rango de entre 2 y 5 Gy. Esta es una
de las razones por las que el fraccionamiento de dosis suele ser un tratamiento muy
efectivo en radioterapia.
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2.3. Modelos de Control Tumoral e Isoefectos.

Esta ultima seccién del capitulo esta dedicada a los modelos de control tumoral
y de céalculo de isoefectos necesarios para planificar tratamientos de radioterapia.
Este es un aspecto fundamental de la radiologia clinica, y una de las mayores apli-
caciones de la radiobiologia. Implementaremos el formalismo lineal-cuadratico a los
modelos obtenidos, ya que conforman la metodologia estdndar moderna de calculo
y desarrollo de protocolos de irradiacién, por lo menos a bajas dosis por fraccién y
con radiacion de baja LET. Para terapias de alta dosis por fraccion o radiaciones no
estandares en radiologia se han reportado discrepancias entre los datos experimenta-
les y las predicciones del formalismo lineal-cuadratico, por lo que en un principio éste
no es un formalismo universal. En un principio deberiamos comparar los resultados
del formalismo lineal-cuadratico con el formalismo basado en el modelo entrépico
no-aditivo para comparar predicciones, que deberian, al menos en la regién de bajas
dosis, coincidir.

2.3.1. Modelos de Probabilidad de Control Tumoral.

En radioterapia uno de los principales factores a considerar es si tras la irra-
diacién, en una o varias dosis fraccionadas, se ha podido controlar el tumor. Con
control tumoral nos referimos a si se han podido eliminar todas las células cancerige-
nas clonogénicas, ya que la viabilidad de un nimero reducido de ellas conlleva la
reaparicién del tumor. Los modelos de probabilidad de control tumoral o modelos
TCP nos dan cuenta de la eficiencia del tratamiento. Otro aspecto muy importante
a tener en cuenta, aunque nosotros no lo desarrollaremos aqui, es la probabilidad
de que el tejido sano resulte irremediablemente danado en el proceso de irradiacion.
Dado que los tumores pueden desarrollarse en érganos vitales, la radioterapia, pa-
ra ser realmente terapéutica, no solo debe acabar con el tejido tumoral, si no que
ademds debe mantener la viabilidad del tejido sano para conservar la funcionali-
dad del 6rgano. Este parametro del proceso de radioterapia se estudia mediante los
modelos de probabilidad de complicacién en tejido normal o modelos NTCP.

La probabilidad de supervivencia de una célula expuesta a una dosis comprendida
en el rango [D, D+dD] viene dada por la curva de supervivencia celular, S(D). Dado
un nuamero inicial de células, por ejemplo el nimero total de células tumorales, N,
la probabilidad de erradicar la totalidad de las mismas vendrd determinada por la
distribucién binomial [25][12]. A dicha probabilidad se la denomina probabilidad de
control tumoral, TCP.

TCP =[1—-S(D)" (2.75)

Dado que generalmente N serd muy grande y S(D) muy pequena, mediante la ley de
grandes niimeros podemos aproximar 1 — S(D) ~ e¢~5) por lo que la distribucién
binomial converge hacia una distribucion de Poisson, y la TCP puede expresarse
segun ésta tultima.

TCP = V5D (2.76)

Esta expresion es mas manejable y sera la que nos encontremos en la bibliografia en
la practica totalidad de las ocasiones. Si consideramos que la curva de superviven-
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cia celular es de tipo lineal-cuadrético para una dosis puntual, S(D) = e_“D_ﬁDZ,
tendremos que:
—aD_gD?
TOP = e Ne " (2.77)
y para un tratamiento fraccionado, S(D) = e~*P~#dD
TOP = e Ne 7" (2.78)

que tendran la forma sigmoidal mostrada en la figura 2.6.
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Figura 2.6: Muestras de curvas TCP para diferentes valores de V.

Sin embargo, para el caso de tratamientos fraccionados el niimero de células tu-
morales aumentara en el periodo comprendido entre dos sesiones debido a la divisién
de células cancerosas viables, por lo que habra que tener en cuenta la dinamica de
repoblacién. Si consideramos que el tumor tiene una proliferacion de tipo exponen-
cial, N = Nyet, donde el factor v estd relacionado con el tiempo de duplicacién
celular, Ty, mediante la expresion Tyy = In2, la forma mas directa de obtener la
TCP es sustituyendo directamente:

TCP = e Noe""S(D) — o=Noe?/-5(D) (2.79)

donde f = T~! es la frecuencia con la que se imparten las sesiones de radioterapia.
Sin embargo esta formulacién directa no es muy efectiva. Zaider y Minerbo desa-
rrollaron en el anio 2000 un modelo TCP dependiente del tiempo que modelaba de
manera efectiva la TCP en sistemas con repoblacién tumoral [25]. Propusieron la
siguiente ecuacién diferencial para el sistema:

d
EN(t) =(b—d—h(t))N(t) (2.80)
con N(0) = Ny, donde b es la tasa de crecimiento de la poblacién, d es la tasa

de mortalidad natural y h(t) la tasa de mortalidad inducida por la radiacién. Su
solucién viene dada por la expresion (2.81).
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No

N(t

TCP(t)=[1- ( )t e (2.81)
NO + bNO fO de

Si b = 0 recuperamos la TCP asociada a la distribuciéon binomial. Extensiones al
modelo ZM-TCP han sido consideradas, incluyendo el efecto del ciclo celular, sin
embargo las expresiones obtenidas , atin en el caso del modelo ZM-TCP, son dema-
siado complicadas. Otro tipo de aproximacion empirica a las TCPs [1] es mediante
su formulacién como producto de las probabilidades locales, P(D;):

M
TCP =[] P"(Dy) (2.82)
i=1
donde M es el nimero de véxeles o subdivisiones del sistema y v; = V;/V. Si

consideramos D5y como la dosis a la que el 50 % de los tumores han sido controlados,
y o = D(dT'CP/dD) como el gradiente de la TCP normalizado, empleando el modelo
LQ obtendremos que:

D2
ey—aD; =Bk
P(D;) =e* ’ (2.83)
siendo

ey —In(In2)
Ds (1 + r%)
= ey —In(In2)
Dso (/B +2)

Otras posibles aproximaciones son:

» Formulaciéon lineal-Poisson.

2
D+
ey— DSZO (ey—In (In2))

P(D;)=e* (2.84)

= Formulacion logistica.

Di—Dsg
e &
P(D;) = — 55 (2.85)
k

Siendo k = Djyq/47.

= Formulacion empirica log-logistica.

1
1+ (Dso/Dy)*

Donde k controla la pendiente de la curva.

P(D;) (2.86)
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2.3.2. Fraccionamiento de Dosis e Isoefectos.

El fraccionamiento de dosis es un protocolo de radioterapia externa ampliamente
generalizado en el tratamiento de tumores. Experimentos radiobiolégicos desarrolla-
dos en Francia entre 1920 y 1930 sobre la esterilizaciéon de carneros con radiacion
ionizante demostraron que la dosis necesaria para esterilizar al animal impartida en
una sola sesién provocaba un dano excesivo al tejido circundante, mientras que si
se fraccionaba la dosis en varias sesiones, aunque la dosis total necesaria para la
esterilizacion era mayor, el tejido circundante no desarrollaba efectos adversos.

El fraccionamiento de dosis sigue la regla de las cuatro Rs de la radioterapia:
reparacion del dano subletal, redistribucion de las células en el ciclo celular, repobla-
cién y reoxigenacion. Los principios por los que el fraccionamiento de dosis mejora
los resultados de la radioterapia impartida en una sola dosis son simples. Dividir la
dosis mejora el efecto sobre el tejido normal ya que permite la reparacién de dafios
subletales en el periodo de tiempo comprendido entre sesiones, y permite la repobla-
cion de dichos tejidos. Por otra parte aumenta el dano sobre las células tumorales
al permitir la reoxigenacion del tejido andxico y la redistribuciéon de las células en
fase GO, resistente a la radiacion, a otras fases donde la célula es mas sensible.

Obviamente los efectos del fraccionamiento de dosis afectan por igual a células
del tejido sano como a las del tejido tumoral, sin embargo ambos tejidos tienen
diferentes parametros de supervivencia celular, luego para optimizar el fracciona-
miento y que los efectos de la radiacion sean méximos sobre las células tumorales y
minimo sobre las sanas hay que programar protocolos de fraccionamiento. Algunos
de estos protocolos son [25]: el fraccionamiento estdndar; el hiper-fraccionamiento
(pequenas dosis por fraccién, mismo dosis total y tiempo de tratamiento) emplea-
do en cancer orofaringeo; fraccionamiento acelerado (menor tiempo de tratamiento
con la misma dosis total) empleado en cancer de cuello y cabeza; CHART (Conti-
nuous Hyperfractionated Accelerated Radiotherapy) para cancer de cuello y cabeza,
glioblastomas y cancer de pulmén de tamano medio-grande; ARCON (Accelerated
Hyperfractionated Radiation Therapy with Carbogen and Nicotinamide) empleado
en cancer de laringe; SMART boost (Simultaneous Modulated Accelerated Radia-
tion Therapy) en cancer de cabeza y cuello; hipo-fraccionamiento (pequeno nimero
de sesiones de grandes dosis) aplicado a cancer prostatico; y otros. Podemos observar
las caracteristicas de algunos de estos protocolos en la figura 2.7.

Tratamiento | Dosis/frac. | N. de frac. | Dias/sem. Ses./dia Dosis
(Gy) (n. de sem.) total
Fracc. estandar 2 30 — 35 5(6—17) 1 60 — 70
Hiper-fracc. 1,15 70 5(7) 2(4—6h)| 805
Fracc. acelerado 1,6 45 5 (5%) 3 72
CHART 14— 15 36 7(1,7) 3(6h) |50—54

Figura 2.7: Caracteristicas de algunos protocolos de terapia fraccionada.

Para deducir la dosis por fraccién, el nimero de fracciones, la dosis total y el
tiempo entre sesiones se recurre al calculo de isoefectos. Se define isoefecto como un
conjunto de numero de fracciones (n) y dosis total impartida (D) que tienen como
resultado el mismo efecto, considerando como efecto, o efecto tejido, una magnitud
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adimensional funcién de la dosis, E = E(D), y que esté relacionado con los datios
celulares a través del nimero de lesiones que provocan la perdida de viabilidad a la
célula.

Existen dos métodos de utilidad contrastada clinicamente para calcular isoefec-
tos, los modelos de ley de potencias de Ellis, como el NSD (Nominal Standard Dose)
o el TDF (Total Dose Fractionation), de cardcter exclusivamente empirico, y el
formalismo lienal-cuadratico, basado en el modelo LQ. Aunque hoy en dia el predo-
minio es claro para la metodologia L.Q), aun hay autores que defienden y emplean
los modelos de ley de potencias.

Sistema de Dosis Nominal Estandar.

El modelo de dosis nominal estandar de Ellis se basa en la ley de Schwarzschild de
fotoquimica [12]. La ley de Bunsen-Roscoe establece que el producto entre la intensi-
dad luminica (I) y el tiempo de exposicién (T) es constante. En 1899, Schwarzschild
modifico esta ley para establecer que:

I-T9=cte (2.87)

donde g depende del material y cumple que 0 < ¢ < 1. Dado que la intensidad
luminica puede definirse como la dosis entre el tiempo de exposicion para la radiacién
ionizante, sustituyendo en la expresién de Schwarzschild tendremos que:

DT = cte (2.88)

Como ¢ < 1 = 1—¢q > 0, esta féormula implica que para un determinado isoefec-
to se requiere mayor dosis si se prolonga el tiempo de exposicion. En los anos 30
Holthusen y Liechti adoptaron la formulacion en ley de potencias. En 1944 Strandq-
vist estudié los resultados del tratamiento a pacientes en funcién de la dosis total
y el tiempo, desarrollando las famosas graficas de Strandqvist y determiné que, en
efecto, se cumplia empiricamente la relacion:

D = cte - T%% (2.89)

En 1949 Cohen constaté los resultados de Strandqvist. Basandose en los estudios de
Strandqvist y Cohen, Ellis establecié la relacién (2.90),

D= NSD.N%* (2.90)

donde NSD es la denominada dosis nominal estdandar y N el nimero de fracciones.
Sus estudios concluyeron que las células cancerosas no eran susceptibles al tiempo
por definicion, mientras que las células sanas si, por lo que manteniendo el exponente
para el nimero de fracciones, anadié para éstas ultimas un factor dependiente del
tiempo.

D= NSD.N%*. 701 (2.91)

Estas ecuaciones constituyen el modelo de Ellis o modelo NSD. Es un modelo me-
ramente empirico, lo que es parte fue criticado por estar basado solo en un reducido
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numero de evidencias experimentales. Ademéds no considera la proliferacién tumo-
ral, mientras que las pruebas experimentales indican que se ve incluso aumentada
durante la irradiaciéon. Por iltimo, el exponente de T es artificial y una convencion
inconsistente para la escala de tiempos de los datos tisulares normales y tumorales.
Atn asi, el modelo NSD, y en general todos los modelos de ley de potencias, fueron
empleados durante décadas para la planificacion de radioterapia, y aun hoy tiene
fervientes defensores, como se aprecia en el articulo [15].

Sistema Basado en el Modelo LQ.

El sistema de calculo de isoefectos que actualmente tiene més repercusion, tanto
a nivel experimental como clinico, estd basado en el modelo lienal cuadrético. Par-
tiendo de la expresion de la fraccién de supervivencia celular de dicho modelo para
una dosis fraccionada:

S = e~ (@D+AdD) (2.92)

el efecto de tejido para dicho modelo se define como:

E=—-InS=aD+ pBdD (2.93)
que puede reescribirse como:
1 a p
4 2.94
D% + Ed (2.94)

La representacién del inverso de la dosis respecto de la dosis de las fracciones para
un efecto dado es lineal, siendo 3/F la pendiente de la recta, y cortando ésta el eje
de ordenadas en en «/E. El punto de corte para el eje de abscisas estard situado
en —«/f. El pardmetro o/ es muy importante en la planificacién de radioterapia,
ya que de su valor depende el tiempo de respuesta celular. Para valores de a/f
altos (7-20 Gy) la respuesta es aguda, mientras que para valores bajos (0.5-6 Gy) la
respuesta es lenta.

Para calcular isoefectos, esto es, fraccionamientos que produzcan el mismo efecto,
tendremos que hacer que se cumpla la relacién:

« . d2D2 — d1D1

Ei=F,= - = 2.95
! 2 I5; D, — D, ( )
que suele reescribirse como:
afB + dy
S 2.96
2 afB + dy ! (2.96)

Esta expresion se conoce como ecuacion de isoefectos LQ y fue propuesta por Withers
en 1983. Es ampliamente utilizada para realizar calculos clinicos en tratamientos de
radioterapia.
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Capitulo 3

Entropia de T'sallis.

Una vez repasados los conceptos basicos de radiobiologia y habiendo descrito los
principales modelos que describen la supervivencia celular tras la aplicacién de cierta
dosis al tejido biolégico, entraremos en estos dos tultimos capitulos de la introduccion
a detallar el procedimiento metodoldgico que emplearemos para el desarrollo del
modelo. Este capitulo estara centrado en el introduccién del concepto de “Entropia
de Tsallis” y sus propiedades.

Se abrird el capitulo con una introduccién al concepto termodindmico de en-
tropia, ya que en el ambito de la termodindamica es donde se acuné por primera
vez el concepto de entropia, y desarrollaremos las propiedades termodinamicas de
la misma, lo que nos sera ttil en el siguiente capitulo. A continuacion, y a través
de la mecéanica estadistica, deduciremos la expresion de Maxwell-Gibbs para la en-
tropia, concepto fundamental para la fisica estadistica y la teoria de la informacion.
También desarrollaremos de forma bastante detallada sus propiedades.

La ultima parte del capitulo estara dedicada a la entropia de Tsallis y sus pro-
piedades, piedra angular para desarrollar el modelo en el que se basa este trabajo.
Veremos la expresion que toma la entropia de Tsallis, y como es una generalizacion
de la entropia de Boltzmann-Gibbs, por lo que describird tanto la fisica estadisti-
ca no-extensiva como la extensiva en el limite en el que tiende a la entropia de
B-G. Describiremos también sus propiedades, necesarias a la hora de modelar nues-
tro sistema, y resumiremos de forma breve un conjunto de operaciones asociadas
a la entropia de Tsallis, que nos ayudaran a manejarnos en el ambito de la fisica
estadistica no-extensiva, como son el producto-q y la suma-q.

3.1. Introduccion al Concepto Termodinamico de
Entropia.

La entropia (del griego Tpomn, que significa evolucién o transformacién), es un
concepto fisico que fue introducido por primera vez en el ambito de la termodinamica

por Rudolf Clausius (1822-1888) en 1865. Esta nueva magnitud fisica se convertiria
en un concepto tan fundamental y universal como lo es la energia.

“I propose to call the magnitude S the entropy of the body, from the Greek
word Tporn, transformation.”

65
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La entropia surgié a partir del “segundo principio de la termodinamica”, que nos
da cuenta de la posibilidad y direccién en la evolucién de un determinado proceso
termodinamico. Existen varios enunciados a dicho principio y varias aproximaciones
al concepto de entropia, nosotros optaremos por el empleado por Tejerina [35]. Uno
de los varios enunciados del segundo principio de la termodinamica viene dado por
el “principio de Caratheodory” [2]:

“Si un sistema se encuentra en un estado de equilibrio térmico, siempre
existen otros estados prorimos a aquél que no pueden alcanzarse median-
te procesos adiabdticos.”

Del principio de Caratheodory se puede deducir que dado que no todos los estados
pueden alcanzarse por vias adiabaticas, es imposible convertir calor en trabajo sin
compensaciones. Desde el punto de vista fisico, este hecho evidencia la existencia
de una nueva funcién de estado que permanece inalterada en procesos adiabaticos
y cuasiestaticos, dicha funcién de estado sera la entropia.

3.1.1. Entropia termodinamica y calor.

En termodinamica el trabajo y el calor tienen diferenciales inexactas, que repre-
sentamos como W y (@) respectivamente. Esto indica que variaciéon de trabajo y
calor a través de un proceso depende del camino seguido, y por lo tanto ni el calor
ni el trabajo son funciones de estado. El trabajo representa la energia intercambia-
da con el exterior mediante el acoplamiento del sistema con parametros externos,
y su expresion viene dada por el producto de una fuerza generalizada con un des-
plazamiento generalizado, 0W; = A;da;, siendo A; la fuerza generalizada, que tiene
caracter de variable termodinamica intensiva, y da; el desplazamiento generalizado,
que es una variable extensiva. Si el sistema es abierto, ademds de intercambio de
energia en forma de calor y trabajo, también hay intercambio de materia, que tiene
la forma p;dn;, siendo p el potencial quimico, que tiene forma de variable intensiva,
y dn la cantidad de materia intercambiada, que tiene forma de variable extensiva.
Asi, el primer principio de la termodindmica para un sistema general (abierto), nos
queda como:

dU = 6Q +0W + > udn; = 0Q + > Aida; + Y _ piydn; (3.1)

Una cuestion que nos queda por resolver es si la diferencial del calor puede expre-
sarse como producto de una variable extensiva y otra intensiva. Queda demostrado
[35] que la diferencial del calor es holondmica, esto es, admite factor integrante, por
lo que el producto del diferencial del calor por su factor integrante define una nueva
funcién de estado, 6Q)/¢ = dn, siendo 1/¢ el factor integrante y dn la nueva funcién
de estado, que como veremos se correspondera con la entropia, S. Para procesos cua-
siestaticos podremos identificar el inverso del factor integrante con la temperatura
absoluta, T, por lo que podremos reescribir la expresién anterior como:

0Q

ds = == (3.2)
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que constituye la formulaciéon matematica del segundo principio de la Termodinami-
ca para procesos reversibles. De esta expresion se deduce que si el sistema es cerrado
o abierto la entropia puede aumentar, disminuir, o mantenerse constante en el ca-
so de procesos adiabdaticos. Sin embargo, en sistemas aislados asiento de procesos
reversibles la entropia siempre permanece constante.

También podemos comprobar que la entropia de un sistema cerrado que evolu-
ciona ciclicamente de modo reversible en nula.

AS:?{%:O (3.3)

Expresion a la que se conoce como Teorema de Clausius para procesos reversibles
y ciclicos. Mediante este teorema se evidencia que la entropia es independiente del
camino y del proceso seguido, caracteristica esencial en cualquier funcion de estado.

Volviendo a la expresion (3.2) del segundo principio de la Termodindmica pa-
ra procesos reversibles, podemos deducir que dados dos subsistemas 1 y 2 a igual
temperatura, cuyas entropias denotaremos como dS; = §Q1/T y dSy; = dQ2/T, la
entropia general del sistema sera:

0Q1 + 0@
T

por lo que se infiere que S = S; + S5, esto es, “la entropia es una magnitud aditiva
y proporcional al niimero de subsistemas que integran el sistema, proporcional, por
tanto, al nimero de partes del sistema, al nimero de particulas del sistema; es en
definitiva, una magnitud extensiva” [35].

Si definimos el universo como el conjunto formado por nuestro sistema y el medio
exterior, dado que la entropia termodinamica es una propiedad aditiva, tendremos
que la variacién de entropia del universo es igual a la variacién de entropia del
sistema mas la variacion de entropia del exterior, dSy,; = dSsis + dSez:. Atendiendo
a la expresién (3.2), y teniendo en cuenta que la energia intercambiada en forma
de calor desde el medio al sistema es igual y tiene el signo opuesto a la energia en
forma de calor intercambiada desde el sistema al medio, tendremos entonces que
dSsis = —dSest = dSyuni = 0, esto es, la variacion de entropia del medio compensa la
variacién de entropia del sistema, permaneciendo la entropia del universo constante.
Se puede reformular la definicién de proceso reversible como aquel en el que la
entropia del universo se mantiene constante.

Hasta aqui hemos estudiado exclusivamente el concepto de entropia para procesos
reversibles, daremos paso ahora al estudio de procesos irreversibles, esto es, cuando
los estados intermedios del sistema durante el proceso no estan en equilibrio. Se dice
que un proceso mediante el cual un sistema termodinamico pasa del estado inicial al
final es irreversible si para retornar, tanto el sistema como los alrededores, al estado
inicial es necesaria la presencia de una transformacién no compensada de calor en
trabajo, esto es, violar el segundo principio de la Termodinamica.

Para comprobar que comportamiento tiene la entropia durante un proceso irre-
versible tomaremos la evoluciéon que sufre un sistema mediante dos caminos diferen-
tes entre el estado inicial y el final, uno dado por un proceso reversible y el otro por
uno irreversible. La unién entre ambos procesos conformara un ciclo cerrado, tal y
como se observa en la figura 3.1. Teniendo en cuenta el primer principio de la Ter-

dS = d(S1 + S3) = dS; + dSs = (3.4)
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modinamica, y dado que la energia interna es una funcién de estado, la diferencial
entre dos estados del sistema no depende de el tipo de proceso o el camino seguido,
luego dU,., = dU;,.. = dU, tendremos que para proceso se cumple:

5QiT7‘ =dU + 5Wi7‘7‘
- 5Qrev = —dU — 5Wrev

Sumando ambas expresiones obtendremos la relacion entre los calores y los trabajos
en los procesos reversible e irreversible, que tendra la forma:

5@1‘1"7" - 5@7"@1} - 5VVirr - 6Wrev (35)

Si ambos miembros de la expresién (3.5) fuesen positivos significaria que no habria
compensacion en la transformaciéon de calor en trabajo, violando el segundo princi-
pio, por lo que termodinamicamente este ciclo estaria prohibido. Si ambos miembros
fuesen nulos implicaria que ambos procesos son reversibles, en contra del postulado
inicial dado. Solo nos queda entonces como unica posibilidad aceptable que ambos
miembros de la ecuacion sean negativos, algo termodindmicamente correcto. Esto
nos lleva a que el trabajo puesto en juego mediante una via irreversible es menor
que el puesto mediante un camino reversible, W;,, < 6W,.,, y andlogamente que el
calor intercambiado por via irreversible también es menor al intercambiado por via

reversible, Q. < 0Qep.

>
a

Figura 3.1: Representacion grafica del ciclo 1-2-1 integrado por la evolucién no-
estatica 1—2 y la evolucion cuasiestatica 2—1.

Si tenemos en cuenta la formulacién matematica del segundo principio de la ter-
modindmica dada en (3.2), TdS = 0Q,ey, y la expresion recién expuesta, Q. <
0Qrev, deducimos de forma directa que la entropia generada en un proceso irrever-
sible es mayor que la esperada por el intercambio de calor con el exterior.

5Qir7’
T

Esta expresién se conoce como la formulacién matematica del segundo principio de

la Termodindmica para procesos irreversibles sobre sistemas cerrados. Si el sistema

ds >

(3.6)
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sigue una evolucién cerrada obtenemos directamente el teorema de Clausius para

procesos irreversibles.
0 wrr
JQ{ ¢ <0 (3.7)

T

Si nos encontramos ante un sistema aislado, 0Q;,., = 0, tendremos que la entropia,
al contrario que en el caso reversible, no se conserva, dS > 0, si no que aumenta
dentro del sistema.

Cuanto mayor es la diferencia entre 6Q,., y 6Q;.» mayor sera la irreversibilidad
del proceso, y ademads, atendiendo a (3.6), mayor sera el aumento de entropia del
sistema. Asi pues el aumento de entropia de un sistema nos proporciona una medida
de la irreversibilidad de los procesos acaecidos en él.

Del hecho de que el universo conforma un sistema aislado, si en él se dan pro-
cesos irreversibles su entropia debe aumentar, dS,,; > 0. Ahora bien, el universo
esta compuesto por dos subsistemas, nuestro sistema particular en el que se dan los
procesos irreversibles y el exterior, con el que intercambia calor, trabajo y/o mate-
ria, por lo que, recordando la propiedad de aditividad de la entropia termodinamica,
tendremos dSy,; = dSsis + dSest, que ha de ser positiva, pero eso no implica que
obligatoriamente dS,;s tenga que ser positiva, ya que dS..; puede compensar una
variacién negativa de la entropia del sistema. Este fenémeno se observa frecuente-
mente en la naturaleza, sobre todo en los seres vivos, donde el sistema disminuye
su entropia, aun siendo asiento de procesos irreversibles, a costa de aumentar la
entropia de los alrededores.

Volviendo a la expresién (3.6) para un sistema cualquiera en el que se den pro-
cesos irreversibles, a partir de él podemos inferir que el aumento de entropia del
sistema vendra dado por la suma de dos componentes [21]:

S = d,S + d;S (3.8)

donde d.S' es la variaciéon de entropia del sistema debido al intercambio de energia y
materia con el exterior, mientras que la variacion de entropia d;S se debe a procesos
irreversibles dentro del sistema. Para sistemas cerrados se cumple que d.S = 6Q/T,
y puede ser tanto positiva como negativa, y su modulo mayor, menor o igual a d;S.
En cambio d;S es sempre positiva.

Historicamente, en el ambito de la termodinamica, a la funcién de estado entropia
se la ha relacionado con diversas caracteristicas o pardametros del sistema. De forma
generalizada la entropia siempre ha estado asociada al orden dentro de un sistema
[2]. Asi, de la experiencia se induce que un sistema con mayor entropia suele estar
méas desordenado que el sistema con una entropia menor. Por ejemplo, el agua al
evaporarse, posee mayor entropia que en su fase liquida, y sus dtomos estan mas
“desordenados”, menor correlacion en el espacio, mientras que al congelarse, su
entropia disminuye y aumenta el orden al formar una red cristalina. Veremos este
concepto mas desarrollado cuando estudiemos la entropia en el ambito de la fisica
estadistica.

A la entropia también se la ha asociado con el tiempo [35], de hecho se la suele
denominar como la “flecha del tiempo” (arrow of time). Un fenémeno que debemos
tener en cuenta es que tanto el tiempo como la entropia evolucionan en una tnica
direccion, aumentando su magnitud, por lo que podriamos inducir que la evolucion
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de uno y de otro van parejos. El tiempo que tenemos de medir el tiempo es mediante
fenémenos periddicos, como la oscilaciéon de un péndulo, la rotacién de un astro o
la frecuencia de un electrén, pero eso nos da la magnitud del tiempo, no su sentido.
Una manera de asociar el sentido al tiempo en un sistema aislado, como por ejemplo
el universo, en el que se dan procesos irreversibles, es relacionando el aumento de la
entropia con el aumento del tiempo.

3.1.2. Entropia del Sistema en Equilibrio.

En la termodinamica clasica el concepto de equilibrio jugaba un papel funda-
mental. Decimos que un sistema esta en equilibrio cuando sus variables de estado
no evolucionan con el tiempo, da/dt = 0, y tampoco dependen de la posicién dentro
del sistema, da/dr = 0 [21]. Un hecho fundamental en la termodindmica nos viene
dado por el primer postulado de la termodinamica:

“Todo sistema aislado en el curso del tiempo alcanza un estado de equi-
librio termodinamico que no puede abandonar de modo espontaneo.”

Los sistemas cerrados o abiertos no tienen por que alcanzar el equilibrio, aunque
tenderan a la configuracion mas estable posible. En dichos sistemas se suele alcanzar
un estado denominado sistema estacionario, en el cual, aunque las variables de estado
no evolucionan con el tiempo, si que varian con la posicién.

Hemos visto que entropia es una funciéon de estado, y como tal, si el sistema se
encuentra en equilibrio, esta solo dependera de las variables de estado extensivas,
S = S(U,ai,nj), siendo U la energia interna, a; los desplazamientos generalizados y
n el intercambio masico con el exterior en un sistema abierto. De lo expuesto en el
apartado anterior deducimos, para un proceso reversible cuasiestatico en el que el
sistema esta en equilibrio, dados el primer y segundo principio de la termodinamica
podemos expresar la variacion de entropia del sistema como:

d c
1 1 1

Dado que la entropia tiene diferencial exacta al ser funcién de estado, por otro lado
tendremos que:

oS 708 ‘. /08
dS = <%) o, dU + Z (8A1)Ak’nj d(li + Z (a—nj>Ai7nl dnj (310)

i—1 j=1

De las expresiones (3.9) y (3.10) podemos deducir los pardmetros intensivos del
sistema a partir de la expresién de la entropia y los pardmetros extensivos. Asi pues,
conociendo la ecuacién entrépica del sistema, S = S(U, a;, n;), podemos caracterizar
completamente al sistema en equilibrio termodinamico.

Integrando la ecuacion (3.9) obtenemos la ecuacién de Euler de la representacion
entrépica, expresada como:
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d c
1 A; Hj
S=U+> —ai+ Y “n (3.11)
T =T —~ T

que nos da una relacion entre las variables extensivas del sistema. La ecuacion de
Gibbs-Duhem nos dara la relacién entre las variables intensivas del mismo.

Ud (%) + gaid (‘%) + gnjd (%) ~0 (3.12)

Para finalizar este apartado describiremos un aspecto, para nosotros esencial, de
la termodinamica del equilibrio; el cardcter extremal de la entropia. Dado un sistema
cualquiera asiento de un proceso irreversible, este ha de obedecer la expresion:

d c
TdS > dU + Y Ada; + > pdn;
i=1 j=1
Imponiendo las condiciones de contorno impuestas por las ligaduras de un sistema
aislado, dU = 0, da, = 0 y dn; = 0, obtendremos que para un sistema aislado
asiento de un proceso irreversibles la entropia siempre aumenta, dS > 0. El au-
mento de entropia continuara hasta que se alcance el equilibrio termodinamico, que
esta garantizado por el primer postulado de la termodindmica, siendo entonces la va-
riacion de la entropia nula, dS = 0. Asi pues, podemos asegurar el caracter extremal
de la entropia en un sistema aislado, siendo la entropia del mismo maxima acorde
con las caracteristicas del sistema, cumpliendo entonces que dS = 0y d*S < 0. Este
fendmeno dara pie a enunciar el Principio de Méxima Entropia (PME), fundamental
para el desarrollo de nuestro modelo, que veremos en el capitulo siguiente.

3.1.3. Entropia Fuera del Equilibrio.

Lo descrito en el apartado anterior resume de forma muy breve parte de la
termodinamica clasica desarrollada hasta el siglo XX, que estudia exclusivamente
sistemas en equilibrio o sistemas que evolucionan mediante procesos cuasiestaticos.
Es a comienzos del siglo XX cuando la termodinamica expande su area de estudio a
procesos irreversibles fuera del equilibrio, los cuales, por otra parte, constituyen la
mayor parte de los procesos que se dan en la naturaleza.

Partimos de la expresién (3.8) que nos describe la variacién de entropia de un
sistema general, cualesquiera que sean los procesos que en él se den, representando
d.S la variacion de entropia debido al intercambio de materia y energia con el exterior
y d;S la variacion de entropia debido a transformaciones no compensadas dentro del
sistema. La variacion d.S equivaldra a la variacién de un proceso reversible

5Q 1 A, 1 &
d.S = = = —dU, + Zl dai + > pidng, (3.13)

siendo dU,. y dn;. la variacién de energia interna y de elementos materiales inter-
cambiados con el entorno. Dicha variacion de la entropia del sistema, d.S, puede ser
positiva, negativa o nula (en el caso de sistemas aislados). La variacién de entropia
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d;S estd asociada a procesos irreversibles, siendo nula en procesos cuasiestaticos.
De la desigualdad de Clausius deducimos que d;S > 0, es més, dado cualquier tipo
de sistema (abierto, cerrado o aislado), la variaciéon de entropia d;S,, de cualquier
subsistema n que de él elijamos serda positiva, d;S,, > 0, independientemente de los
subsistemas elegidos, y se cumplird que la variacion de entropia debida a procesos
irreversibles del sistema serd igual a la suma de las variaciones de entropia de sus
subsistemas, siempre y cuando sus subsistemas sean disjuntos y cubran todo el sis-
tema, d;S = > d;S,,. Mediante la teorfa del equilibrio local se puede demostrar
que la variacién de entropia asociada a un proceso irreversible k equivale al producto
de un flujo termodinamico, d X}, con la correspondiente fuerza termodinamica, Fj,
que la origina, d;Sy = FrdX,. De esta forma, la variacién de entropia del sistema o
subsistemas debido a procesos irreversibles sera:

;S =Y diSy =Y FudXy (3.14)
k=1 k=1

donde en este caso solo se ha de cumplir que d;S > 0, pudiendo suceder que d;S; < 0
para algunos procesos y d; Sy > 0 para el resto, de tal forma que la suma sea positiva o
nula. A estos procesos se los denomina procesos acoplados y son de vital importancia
en la biofisica.

Una magnitud importante en la termodinamica del no-equilibrio es la produccién
entropica local. Dado cualquier sistema a considerar, se define produccion entrépica
local, o(z,t), como:

diS = . dX =
olmt)=——=> F—==> FJy (3.15)

donde Jj, es el flujo asociado a la fuerza termodinamica Fj. Los flujos termodinami-
cos dependen de las fuerzas termodindmicas que los originan. Si los procesos ter-
modinamicos estan acoplados cada flujo termodindmico dependerd de las fuerzas
termodinamicas acopladas, estén o no asociadas. En general, para cualquier con-
junto de flujos y fuerzas termodinamicas acopladas, Jy, Jo, -, Jp, F1, Fo, -+ | F,,
tendremos que

JIZJI(F17F27”' aFnaP)
J2:J2(F17F27H' 7Fn7P)

Jn:Jn<F17F2a"' 7Fn7P)

donde P es un conjunto de pardmetros como la temperatura, presion, etc. En equi-
librio, las variables termodindmicas no varian con el tiempo y son homogéneas en
todo el sistema, por lo que las fuerzas termodindamicas se anulardn, y consecuente-
mente los flujos termodinamicos también, anulandose la produccién entrépica local,
d;S = 0. Todo sistema aislado evoluciona hasta alcanzar un estado de equilibrio
termodinamico. En sistemas abiertos o cerrados este estado no tiene por que ser
alcanzado, pudiendo alcanzar los llamados estados estacionarios, donde las variables
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termodinamicas permanecen constantes en el tiempo, pero no en el espacio, por lo
que las fuerzas termodindmicas no se anulan, aunque si permanecen constantes, y
los flujos también seran estacionarios y uniformes sobre todo el sistema como refleja
el hecho de que las variables termodinamicas no varian. Bajo estas condiciones la
produccién entrépica local serd constante. En sistemas cercanos al equilibrio termo-
dinamico, que como veremos funcionan en un regimen lineal, el sistema tendera hacia
el equilibrio o un estado estacionario, para sistemas abiertos o cerrados lejanos del
equilibrio el sistema puede exhibir comportamientos complejos como oscilaciones,
ondas o caos.

Volviendo a la dependencia de los flujos termodindmicos respecto de las fuerzas
termodindamicas, esta relacion puede ser de cualquier tipo, no necesariamente lineal,
sin embargo podemos desarrollar esta dependencia funcional en series de Taylor en

torno a un punto y truncar dicho desarrollo para términos de orden mayor o igual a
dos.

JZ(FbFQ? 7Fn7P):JZ(F17F27 7Fn7P)

> (5 (=)

J

1 2,
3 z]: zk: <aFjaFk

|F1:F1<0),~. o =F +

) F=F" . Fy=F"

)
Fi=F" ... F,=F"

~0

Este desarrollo puede realizarse en principio en torno a cualquier estado estacionario,
pero al hacerlo sobre el estado de equilibrio eliminamos también el término de orden
cero, de tal forma que tendremos

0J;
Ji<F17F27"' 7FnaP):Z(aF
; J

J

F=S"LyF; (316
) J ; J=J ( )

) A=F9 .. F,=F

Estas relaciones se denominan ecuaciones fenomenoldgicas y a L;; coeficientes feno-
menologicos. Asi pues, podemos expresar la relacién entre flujos termodinamicos y
fuerzas termodinamicas del sistema como

Jl Lll L12 Lln Fl
I I B I B
Jn Lnl Ln2 Lnn Fn

donde se cumple la ley de reciprocidad de Onsager, L;; = L;;. En ciertas ocasiones es
mas facil medir y trabajar con flujos termodindmicos que con fuerzas termodinami-
cas, en ese caso se suele invertir la relacién entre ambas, F; = Fi(Jy, Ja, -+, Jn; P),
obteniendo que F=R- j, donde también se cumple la ley de Onsager. A estos coefi-
cientes se los denomina coeficientes fenomenoldgicos de resistencia, en contraposicion
a los coeficientes fenomenoldgicos de conduccién, L.
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Asi pues, volviendo sobre la ecuacién (3.15), y teniendo en cuenta lo visto para
sistemas que operan en el regimen lineal, tendremos que la produccién entropica en
ellos tendra la forma:

o(x,t) = LjFiF >0 (3.17)
jk
Por ltimo, para concluir este apartado, enunciaremos el teorema de Prigogine
o teorema de minima produccién entrépica [21]:

“In the linear regime, the total entropy production in a system subject to
flow of energy and matter, d;S/dt = [ odV, reaches a minimum value
at the nonequilibrium stationary state.”

Esto es, al alcanzar el estado estacionario el sistema sigue produciendo entropia a
diferencia del caso en el que alcanza el equilibrio, sin embargo, dicha produccién de
entropia alcanzara el minimo compatible con el sistema.

3.2. Entropia de Boltzmann-Gibbs.

En la seccion precedente describimos la entropia desde un punto de vista termo-
dinamico, parte de la fisica donde el concepto de entropia fue desarrollado por pri-
mera vez. La termodindmica se basa en la descripcién de sistemas con gran niimero
de componentes individuales a través de un reducido ntmero de pardmetros ma-
croscopicos del mismo, como pueden ser, por ejemplo, el volumen, la presién y la
temperatura de un sistema quimico, denominadas coordenadas macroscopicas. Otra
forma de abordar el problema de un sistema macroscépico compuesto por multitud
de individualidades microscépicas (microscopicas en relacién al tamano del sistema,
pueden ser tanto moléculas de un gas como estrellas de una galaxia) es median-
te una descripcion microscopica o atomistica, en la que se caracteriza el estado de
cada individualidad a través de coordenadas microscépicas. Asi por ejemplo, para
describir un sistema conformado por un mol de un cierto gas desde una descrip-
cién microscdpica necesitariamos especificar la posicion, 7 = (x,y, z), y el momento,
P = (pz, Dy, P2), de cada particula en cada momento, esto es, necesitarfamos 6N 4
coordenadas. Obviamente estudiar sistemas con un gran ntmero de individualida-
des bajo una descripcién microscépica de esta forma resulta inabarcable, por lo que
para estudiar un sistema desde un punto de vista microscépico, en la segunda mitad
del siglo XIX, se desarrollé a partir de los estudios iniciales de Thomson, y ampliada
con las aportaciones de Maxwell, Boltzmann y Gibbs entre otros, la fisica estadisti-
ca. A partir de escasos principios basicos en comparacion con la termodinamica, la
estadistica clasica es capaz de deducir los principios y postulados fundacionales de la
termodinamica, que en ella se toman como hipotesis. Ademas es capaz de calcular de
forma tedrica parametros termodindmicos como capacidades calorificas, coeficientes
de dilatacion, etc. Uno de los nexos de union entre la termodinamica y la fisica es-
tadistica es la entropia, y veremos en las secciones siguientes la expresion general de
la entropia en fisica estadistica. El otro vértice del triangulo que tiene como centro
la entropia seria la teoria de la informacion, desarrollada inicialmente por Shannon
a principios del siglo XX. Realmente nosotros usaremos la teoria de la informacién
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para desarrollar nuestro modelo, pero al estar ésta tan intimamente ligada a la fisi-
ca estadistica, haremos un desarrollo paralelo de ambas para acabar llegando a la
entropia de Boltzmann-Gibbs y la entropia de Shannon, que son equivalentes.

3.2.1. Espacio de las Fases y Conjuntos.

Un concepto esencial en la fisica estadistica es el de espacio de las fases [13][30].
Un sistema en fisica estadistica esta compuesto, como ya mencionamos anterior-
mente, por un gran numero de individualides. El estado de dichas individualidades
quedaré determinado por un conjunto de coordenadas, siendo el minimo de coorde-
nadas necesarias para determinar el estado de la particula igual al doble de grados
de libertad de la misma en el sistema, f. El espacio f-dimensional conformado por
dichas coordenadas de la particula se denomina espacio de las fases molecular, o
espacio-u. Dicho espacio puede ser discreto o continuo, dependiendo del caracter de
las f coordenadas que lo componen. En cada instante la particula ocupara un estado
determinado, que se corresponderd con un punto en el espacio-j, denominado punto
fasico. Al evolucionar en el tiempo el sistema, la particula describira trayectorias
en el espacio de las fases al ir cambiando las coordenadas de la misma, denomina-
das trayectorias fasicas. Si consideramos que nuestro sistema esta compuesto por N
individualidades, tendremos N espacios-p [2]. Con dichas N copias del espacio-j po-
demos realizar un histograma, de modo que obtengamos la frecuencia con la que se
ocupa un estado del sistema, y por lo tanto, las probabilidades de que una determi-
nada particula se encuentre en un determinado estado, hecho que queda reflejado en
la ecuacién (3.18), donde £ denota las coordenadas del estado i, €= (1,9, -+ ,€5)
(de = dey - deg---dey) y N; el nimero de individualidades con dichas coordenadas
en el sistema.

o6 =2 (3.15)

Extrapolando al caso en que N tiende a infinito, mediante la expresién (3.18) ob-
tendremos la denominada funcién de distribucién estadistica o densidad de puntos
fasicos. Asi obtenemos el vinculo entre la fisica estadistica y la probabilidad. Pode-
mos considerar que el estado de coordenadas fasicas £ como una variable aleatoria de
dimensién f, que tendra asociada una funciéon densidad de probabilidad, FDP, que
equivaldré a la funcién de distribucion estadistica, p(&) = p(€). Asi pues, conocida la
funcién de distribucién estadistica tendremos caracterizado todo el sistema. Aunque
cada individualidad en el espacio-u describe orbitas fasicas, en equilibrio la funcién
de distribucion estadistica se mantiene constante en el tiempo, esto es, aunque las
particulas individuales mantienen una dinamica propia, en conjunto las propiedades
del sistema que vienen dadas por la funcion de distribucién no cambian. Esto es lo
que hace asumible el estudio de un sistema mediante la fisica estadistica.

Otro espacio ampliamente empleado en la fisica estadistica es el espacio de las
fases I', o espacio-I'. Este espacio tiene dimension F = N - f, esto es, caracteriza
todas las dimensiones, f, de todas las particulas, N, del sistema. Cada punto del
espacio-I" representa un microestado del sistema, esto es, caracteriza de forma com-
pleta todas las individualidades dentro de él. A medida que el sistema evoluciona
en el tiempo, el punto asociado a su estado describirda una trayectoria en el espacio



76 CAPITULO 3. ENTROPIA DE TSALLIS.

fasico, estando las caracteristica del sistema relacionadas con la media sobre la tra-
yectoria en un determinado intervalo de tiempo. Las cantidades fisicas de interés en
un sistema son generalmente medias temporales sobre la trayectoria en el espacio de
las fases. Hemos comentado que los puntos del espacio-I" representan un microesta-
do del sistema, pero no hemos definido atin el concepto de microestado. Se define
estado microscopico o microestado como aquel estado que describe completamente
el sistema, y especificado por todas las coordenadas del espacio fasico. Sin embar-
go, generalmente no es necesaria toda la informacién del sistema para describir las
propiedades macroscépicas del mismo. Se definird entonces estado macroscopico de
un sistema, o macroestado, como el estado observado por el experimentador. El ma-
croestado no depende del espacio-I', sino que depende de la funcién de distribucion
estadistica obtenida a partir del espacio-u. Estos conceptos se entienden mejor me-
diante un ejemplo, supongamos un sistema compuesto por N particulas que pueden
tener una energia cuantizada de 0, € 6 2¢. Para que el sistema tenga una energia
total de Ne las particulas pueden distribuirse de muchas formas, por ejemplo, todas
teniendo una energia de £, o la mitad teniendo una energia de 0 y el resto de 2¢,
etc. Cada una de las configuraciones en las que el sistema tuviera una energia de Ne
seria un microestado diferente, mientras que el macroestado seria un sistema con
energia total Ne. Para conocer las propiedades energéticas del sistema no nos hace
falta conocer todas las posibles configuraciones del sistema, microestados, solo nos
hace falta conocer el macroestado, esto es, las probabilidades de que el sistema se
encuentre en ese macroestado.

Para terminar este apartado dedicado a la fisica estadistica describiremos su-
perficialmente el concepto de conjuntos, colectividad o “ensemble”. Introducido por
Gibbs, un conjunto es una coleccién de un gran nimero de sistemas, 7, con el mismo
tamano, nimero de particulas y sometidos a las mismas interacciones externas. Esto
es, para una propiedad dada, un conjunto representa a una coleccién de microesta-
dos correspondientes a un mismo macroestado. La hipdtesis ergodica nos dice que
los valores medios de las propiedades de un sistema a lo largo del tiempo pueden
reemplazarse por los valores medios de todos los miembros de un conjunto en un
momento determinado. No es trivial demostrar que se cumple la hipétesis ergddica
para un sistema dado, pero es esencial para aplicar los conjuntos a un problema de
fisica estadistica. Aunque se pueden construir infinidad de conjuntos, en el ambito
de la fisica estadistica se suelen emplear solo tres. El conjunto microcanénico fue
el primero en ser desarrollado, y en el se basa la mecanica estadistica clasica. En
él cada uno de los sistema que lo componen esta aislado de los demas por paredes
rigidas, impermeables y adiabaticas, de forma que no puede intercambiar masa ni
energia. Las magnitudes energia interna, U, volumen, V', y nimero de constituyentes,
N, de los sistemas en el conjunto microcandénico se conservan. Microscopicamente,
el conjunto microcanénico se corresponde con un sistema aislado. Si en lugar de
esas condiciones tenemos que los sistemas del conjunto estan separadas por paredes
rigidas, impermeables y diatérmicas, nos encontramos ante el conjunto candnico.
En él los sistemas conservan la temperatura, 7', el volumen, V', y el nimero de
constituyentes, N. Su equivalencia seria la de un sistema cerrado isotermo, y es el
conjunto que mas aplicaciones tiene. Por 1ltimo, si nos encontramos ante sistemas
separados por paredes rigidas, permeables y diatérmicas estaremos ante el conjunto
gran candnico o macrocanénico. Las magnitudes que se conservan en los sistemas
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de dicho conjunto seran la temperatura, T, el volumen, V', y el potencial quimico,
1. Macroscopicamente se asocia a un sistema abierto isotermo, y suele emplearse
en sistemas en los que tienen lugar reacciones quimicas y reacciones de creacién de
pares.

3.2.2. Entropia de Boltzmann y Entropia de Boltzmann-
Gibbs.

El concepto de entropia estd muy ligado a la fisica estadistica. En este aparta-
do deduciremos la expresion de la entropia para la fisica estadistica y veremos su
interpretacion dentro de ella. Haremos un desarrollo histérico, deduciendo primero
la expresion de la entropia que estd inscrita en la tumba de Boltzmann, y que es
especifica para los conjuntos microcanénicos, para después extenderla a cualquier
conjunto generalizado, obteniendo la entropia de Boltzmann-Gibbs.

Para deducir la ecuacion de Boltzmann para la entropia seguiremos el razona-
miento planteado en [2][35]. Segun el primer postulado de la fisica estadistica, en un
sistema aislado todos los microestados en el que puede encontrarse el sistema son
igualmente probables. El nimero de microestados o complexiones de un estado ma-
croscopico determinado recibe el nombre de probabilidad termodinamica, W, y sirve
para darnos una medida de la probabilidad de ocurrencia de un estado termodinami-
co. El nimero total de microestados del sistema se denota como 2 (atendiendo al
primer postulado de la fisica estadistica, en un sistema aislado la probabilidad de
encontrarnos en un determinado microestado sera 1/2), por lo que la probabilidad
matemadtica de un macroestado del sistema tendréd la forma w = W/Q. La proba-
bilidad termodinamica, W, tiene un rango de valores comprendido en los ntimeros
naturales, W € N, mientras que la probabilidad matematica, w, estara compren-
dida en el intervalo entre 0 y 1, w € [0,1]. Ambas probabilidades son claramente
proporcionales.

W=Q wxw= % = %

Teniendo en cuenta que desde el punto de vista estadistico “un sistema aislado evolu-
ciona hacia el macroestado al que corresponde mayor probabilidad termodinamica”,
y que por otra parte el segundo principio de la termodinamica postula que “un siste-
ma aislado evoluciona en el sentido que implica un aumento de entropia, finalizando
la evolucién cuando aquella alcanza el valor maximo compatible con las coordenadas
del sistema”, Boltzmann propuso que la entropia de cada macroestado era funcion
de la probabilidad termodindmica, S = f(W). Consideremos ahora dos sistemas
independientes, A y B, y admitamos que la entropia es aditiva, tendremos entonces
que la entropia del sistema conformado al unir los sistemas A y B serd la suma de
las entropias asociadas a dichos sistemas.

S=f(W)=2S8a+5p=f(Wa)+ f(Wp) (3.19)

Por otro lado, cada microestado del sistema total seran la combinacién de los micro-
estados de los sistemas A y B, por lo que la probabilidad termodinamica del sistema
total sera el producto de las probabilidades termodinamicas de los sistemas A y B,
W =Wy - Wg. Asi se cumplird también, teniendo en cuenta (3.19), que:
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JW) = f(Wa-Wg) = f(Wa) + f(Wg) (3.20)

Para encontrar la expresiéon de la entropia debemos resolver esta ecuacion funcional.
Derivando la expresién (3.20) con respecto a Wy, primero, y con respecto a Wp
después, obtenemos que:

/ " _
A AWp -
fiv. Wy - Wg) + WaWs iy . Wa-Wg) =0

donde f,, (Wa-Wp) denota la derivada de f(W4-Wp) respecto de Wa, y firy, w, (Wa-
W) la doble derivada de f(W, - Wpg) respecto de W, y Wg. Teniendo en cuenta
que W =Wy, -Wgyque S(W) = f(W), dicha expresién equivale a:

S'(W) + WS"(W) =0 (3.21)

cuya solucién general tiene la forma:

S(W)=kInW +C (3.22)

Expresion que depende de dos constantes, k, que estudiaremos més adelante, y C,
una constante de integracién que veremos que es nula. A partir de la ecuacién (3.22)
se deriva inmediatamente la ecuacién de Boltzmann, que nos da la entropia de un
determinado sistema a partir de otro de referencia.

Sp—Sp=Fkln (%) (3.23)
Intentaremos determinar ahora el valor de la constante de integracion, para ello
tendremos que recurrir a la hipétesis enunciada por el tercer principio de la termo-
dinamica, que nos dice que “Todos los cuerpos que a OK han alcanzado su estado de
orden perfecto (W = 1, todas las individualidades se encuentran en el mismo ele-
mento de volumen del espacio fasico) poseen una entropia nula”. A partir de dicho
principio podemos aseverar la condicién S(W = 1) = 0, que anadimos como condi-
cién inicial a la ecuacion diferencial (3.21), obteniendo entonces que la expresién de
la entropia para un sistema aislado en equilibrio obedece a la expresion:

S(W) = kInW (3.24)

La entropia serd asi proporcional al logaritmo de la probabilidad termodinamica
a través de la constante k. Dicha constante sera universal, y puede ser calculada
a partir de la ecuacion de Boltzmann mediante un caso en el que conozcamos la
entropia y la probabilidad. Si consideramos N moléculas de un gas ideal a dos
volumenes diferentes, V; v V5, con Vo > Vi, tendremos que la probabilidad relativa
de encontrar una molécula en V5 respecto a encontrarla en V; sera el cociente entre
ambos volumenes. Asi pues, y considerando que la localizacién de una molécula es
independiente de la localizacion del resto por ser un gas ideal, tendremos que el
cociente de probabilidades termodindmicas vendrd dado por la ecuacion (3.25).

W, Wa Vo N
e = 3.25
Wi wq (Vl) ( )
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Aplicando la expresién (3.23) obtenemos que la variacién de entropia de un sistema
a otro tendra la forma:

v

Sy — Sy = kN1n (—2) (3.26)
Vi

Por otra parte sabemos que en un proceso isotermo la variacién de la entropia

correspondiente a la expansion isoterma reversible de un volumen V; a un volumen

V5 equivale a:

_[0Q N v,
52—51—/?— NARIH (‘/1) (327)

Comparando las expresiones (3.26) y (3.27) obtenemos que la constante k, que deno-
minaremos constante de Boltzmann y denotaremos por kg, obedece a la expresion:

R

kp = —
B NA

(3.28)
y tiene un valor kp = 1,38 10723 J K™!, representando la constante universal de los
gases ideales por particula en vez de por mol.

Podriamos llamar a la entropia expuesta en la ecuacién (3.24) como entropia de
Boltzmann, aunque se postulé varios anos después de su muerte, ya que asi aparece
esculpida en la lapida del célebre fisico. No obstante, esta expresién de la entropia
no es general, ya que como hemos expuesto al comienzo del apartado, solo es valida
para sistemas aislados en equilibrio, esto es, solo aplicable al conjunto microcanéni-
co. Aunque la termodinamica clasica se basaba en procesos reversibles, ya vimos que
era bastante restringida su aplicacién, y en mecanica estadistica es mucho mas ttil
el conjunto candnico, para el cual esta definicién de la entropia no tiene validez. Por
esta razon Gibbs extendi6 la teoria para cualquier conjunto generalizado [9]. Realiza-
remos el razonamiento desde el punto de vista de un sistema termodinamico simple
de fuerza generalizada A y desplazamiento generalizado a, aunque sera valido para
cualquier sistema dado. De esta forma la probabilidad termodinamica dependera de
la energia interna y el desplazamiento generalizado, W = W (U, a). La variacién de
la entropia que vimos en la ecuacién (3.9) quedard para este sistema como:

1 1
ds = ?dU + = Z A;da;

Reorganizando un poco la expresiéon no quedard como:

kS = BdU + &da

donde 8 = (kgT)™' = (0lnW/0U), y £ = B - A siendo A la fuerza generalizada
asociada al desplazamiento generalizado a.

Imaginemos un sistema en equilibrio en el que U y a pueden fluctuar. Este
sistema puede ser visto como una parte de un sistema compuesto aislado en el
que otra parte es un gran reservorio para la energia interna y el desplazamiento
generalizado. La probabilidad de los microestados no sera ahora uniforme, y puede
ser descrita mediante la expresion:
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P, = = ¢ PUv—tar

[1]] —

= — —BUL,—€a
donde = =) e FPrvto,
La energia interna y el desplazamiento generalizado vendran dado por las valores
esperados expuestos a continuacion,

- g [3e]

v

donde b se refiere a las variables extensivas que no fluctian en el sistema. De lo
expuesto se deduce que:

dIn= = —(U)dB — (a)d¢

Consideremos ahora la cantidad
S=-kzy PP,

Tendremos entonces que

8= —kp Y, P,[~InE — (U)df — (a)de] =

=kp{In=Z+ (U)dB + (a)d¢}

Asi pues, S/kp es la transformada de Legendre que convierte In = a una funcién de
(U) y (a), esto es:

S = Bkpd(U) + ¢kpd{a)

lo que implica que Ses, de hecho, la entropia S. Asi pues, para un sistema en general,
y cualesquiera que sea el conjunto escogido, la expresién de la entropia tendra la
forma:

S=-ks» P,InP, (3.29)

Esta es pues la celebre expresion de Boltzmann-Gibbs de la entropia. Podemos
comprobar que para el caso del sistema aislado, esto es, del conjunto microcanénico,
donde la probabilidad de los microestados estd homogeneamente distribuida (P, =
1/W), recuperaremos la expresiéon de Boltzmann para la entropfia.

S = —kBZP,,lnPZ,:kBZPVInW:kBanZPV:kBan

La ecuacién expuesta en (3.29) es valida para sistemas cldsico discretos, aun-
que es facilmente extendible a sistemas clasicos continuos o sistemas cudnticos [37].
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Describiremos ahora como seran las expresiones de la entropia de Boltzmann-Gibbs
para los diferentes tipos de sistemas. Supongamos un sistema discreto compuesto
por un conjunto de W microestados, cada uno con una cierta probabilidad p;. Para
dicho sistema la entropia de Boltzmann-Gibbs vendra dada por la expresién (3.29):

W
Spe = —kp »_pilnp; (3.30)

=1

Donde ha de cumplirse que Y p; = 1. Si el espacio de las fases de nuestro sistema
es continuo, con una funcién de distribucién de probabilidad p(x), tendremos que la
entropia de Boltzmann-Gibbs equivaldra a:

Spe = —kp /Xp(x) In [op(x)]dz (3.31)

donde o es una constante con las mismas unidades fisicas que z, de forma que
el cociente entre ambas sea adimensional. Por ejemplo, para el caso del sistema
hamiltoniano aislado clasico de N particulas puntuales interactuando entre ellas en
d dimensiones deberemos usar o = A™?. Para el caso de equiprobabilidad tendremos
que Spg = kpIn (/o). Debe cumplirse la condicién [ p(z)dz = 1. Por tltimo, para
un sistema cuantico la entropia de Boltzmann-Gibbs toma la forma introducida por
von Neumann.

Spe = —kgTrplnp (3.32)

Donde Trp = 1, y siendo p la matriz de densidad actuando sobre un espacio de
Hilbert de dimensién W.

Por 1ultimo estudiaremos brevemente la asociaciéon que se hace entre la entropia
y el orden a través de la fisica y las expresiones que hemos obtenido de la entropia
de Boltzmann-Gibbs. Ya vimos en apartados anteriores que la entropia en termo-
dinamica y fisica estadistica estaba asociada al desorden que presentaba el sistema,
asi, cuando la entropia es alta el sistema tiene asociado un estado de poco orden,
mientras que si es baja el sistema estard muy ordenado. Definiremos el concepto de
orden en fisica como la probabilidad de encontrar una particula en un determinado
lugar o estado, si la probabilidad de encontrar una molécula un un determinado
lugar es alta, entonces el orden sera alto. Por ejemplo, en un sélido cristalino, pa-
radigma de orden, la posicién de los atomos dentro de la red estda perfectamente
definida, de forma que, excepto por las vibraciones asociadas a la temperatura y los
defectos cristalinos de la red, la probabilidad de encontrar al &tomo en su posicion
en la red es muy alta, denotemosla p,. Si el solido estuviese a 0K y no presentase
defectos tendriamos que su posicion coincidiria a la perfeccién con el punto de red,
por lo que ps < pox = 1. Si el material se encontrase en fase fluida se romperia la
correlacion entre la posicion de los atomos, de forma que la probabilidad de encon-
trarlos en una determinada posicién seria menor que en el caso de estado sélido,
ps < ps. Por ultimo, en fase gaseosa el material ain estarfa mas desordenado que en
fase liquida, p, < py < ps < pox = 1. Haciendo uso de cualquiera de las definiciones
que hemos dado de la entropia de Boltzmann-Gibbs, (3.30),(3.31), o (3.32), podemos
comprobar que S, > Sy > S, > Spk = 0. En un sistema de orden perfecto, como ya
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vimos al enunciar el tercer principio de la termodinamica, la entropia es nula, y va
creciendo a medida que disminuye el orden.

3.2.3. Teoria de la Informacién.

Como ya comentamos, la tercera parte de la ciencia que comparte y hace uso
de la entropia es la teoria de la informacién, y es en este ambito de la ciencia en el
que realmente nos basaremos para trabajar en el modelo de supervivencia celular a
la radiacion ionizante. La teoria de la informacién fue desarrollada a partir de las
investigaciones de Shannon en la primera mitad del siglo XX, y tiene importantes
aplicaciones en los campos de la computacion, de la ingenieria de telecomunicaciones
y en la fisica.

La definicién de informacién se deriva de consideraciones estadisticas. Fn la teoria
de la informacién el concepto de informacién esta vinculado con el resultado de una
eleccién, no como la base para una prediccién. Asi pues, en este campo, la nocion
de informaciéon esta completamente separado del de conocimiento de un sistema.

Consideremos [8] un sistema en el que se pueden dar Ny casos diferentes, siendo
todos ellos equiprobables a priori. Esta es la situacién inicial, cuando no tenemos
especial informacién sobre el sistema a considerar. Si obtenemos mas informacion
sobre el problema podemos especificar que solo una de las Ny opciones es realmente
posible. La gran incertidumbre en el problema inicial es que, cuanto mayor sea N
mayor sera la cantidad de informacién necesaria para hacer la seleccién. Resumiendo,
tenemos:

Situacién inicial: Iy = 0 con Ny igualmente probables.

Situacién final: I; # 0 con N7 = 1; i.e. solo una posibilidad seleccionada.

El simbolo I representa la informacién, que es definida como:

I = KIn N, (3.33)

siendo K una constante. El uso del logaritmo esta justificado por el hecho de que
queremos que la informacién sea una propiedad aditiva.

La definicion de la medida de la informacion puede ser generalizada para cubrir
el caso en que Ny posibilidades existen en la situacion inicial, mientras que la final
contiene Ny situaciones posibles,

Situacion inicial: Iy = 0 con Ny equiprobables.

Situacion final: I; # 0 con N; equiprobables.

en este caso tendremos que la informacion tendra la forma:

N,
I, =Kln (ﬁ) — KInNy— KIn N, (3.34)

1

que se reduce a la ecuacién (3.33) cuando Ny = 1.
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Sin embargo, de manera general, las Ny posibilidades iniciales no suelen ser
equiprobables a priori, si no que tendran una cierta probabilidad p;, de forma que
> p; = 1. La informacién en este caso vendra dada por la expresién de Shannon:

No
I=-K) pilnp, (3.35)
=1

Podemos fécilmente identificar la expresion (3.33) con la entropia de Boltzmann
y la expresién (3.35) con la entropia de Boltzmann-Gibbs, luego la magnitud infor-
macion y la magnitud entropia estan estrechamente vinculadas. Respecto a la cons-
tante K, en la teoria de la informacién no se le asignard necesariamente el valor de la
constante de Boltzmann, kg, si no que dependiendo del tipo de sistema podra tomar
diferentes valores. Asi, en un sistema binario se suele emplear K = 1/In2 = log, e
para identificar I con el niimero de selecciones.

Cada restriccion impuesta al sistema, cada condicion de ligadura que éste posea,
hace que la informacién necesaria para describirlo sea menor. Asi, un sistema sin
restricciones de N posibilidades equiprobables a priori y otro con restricciones de
N’ < N posibilidades, también a priori equiprobables, cumplird que I’ = K1In N’ <
KIn N = I. Esto puede ser visto como que las condiciones de ligadura contienen
informacion, I.., y que la informacién se conserva, de modo que I' = I — I..

Resumiendo, desde el punto de vista de la teoria de la informacion, la entropia
nos da cuenta de la cantidad necesaria de informacion que nos hace falta para
caracterizar un sistema. Cuanto mayor sea la entropia del mismo mayor sera su
complejidad, y mayor serd la informacién necesaria para describirlo.

3.2.4. Propiedades de la Entropia de Boltzmann-Gibbs.

En esta ultima seccion dedicada a la entropia de Boltzmann-Gibbs describiremos
de forma breve las propiedades que ésta presenta [37].

Caracter Positivo de la Entropia.

La entropia de Boltzmann-Gibbs no puede tomar valores negativos. Si conocemos
con certeza el estado del sistema (p;, = 1, p; = 0 Vi # ip), tendremos que la entropia
sera nula, S = 0. En cualquier otro caso, dado que 0 < p; < 1, tendremos que

1
Spg = —k(Ilnp;)) =k <ln —>
siendo (---) el valore medio. Como In1/p; > 0 Vi, claramente la entropia sera posi-
tiva, SBG > 0.

Entropia Maxima a Probabilidades Iguales.

La entropia no depende del soporte fisico del sistema, solo del niimero total de
configuraciones microscépicas posibles del mismo. Asi pues, se espera que la entropia
sea invariante ante cualquier permutacién de los estados. Ello nos conduce a que la
entropia de Boltzmann-Gibbs a de ser extremal en el caso en que los estados sean
equiprobables, en concreto deberd alcanzar su maximo.
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Expansibilidad.
Anadir al sistema nuevos estados con probabilidad nula no modifica su entropia
de Boltzmann-Gibbs.
Spa(p1,p2, s pw,0) = Spa(p1,p2, -+, pw) (3.36)

Aditividad.

Dados dos subsistemas independientes A y B, para la entropia de Boltzmann-
Gibbs la unién de ambos subsistemas A + B = A U B cumplira que:

Spa(A+ B) = Spa(A) + Spa(B) (3.37)

Por lo tanto la entropia de Boltzmann-Gibbs es aditiva. Si el sistema, X, esta com-
puesto por N subsistemas iguales, Y, tendremos que Spa(X) = NSpa(Y).

Concavidad.

Dada una distribucién de probabilidad {p;} construida a partir de otras dos
distribuciones independientes, {p;} v {p;}, como:

pi = Api + (1 = N)p; (Vi; 0 <A <1)

Se puede comprobar que la entropia de Boltzmann-Gibbs cumple la desigualdad

Spa({pi}) > ASpa({pi}) + (1 = N)Spa({pi})

que es la condicién necesaria y suficiente para que la entropia sea concava.

Estabilidad-Lesche o Robustez Experimental.

Dos distribuciones de probabilidad, {p;} v {p:}, se dice que son cercanas si sa-
tisfacen la propiedad métrica:

w
DEZ\pi—ﬁA <d.

i=1
siendo d. un pequeno numero real. Se dice entonces que la entropia es experimen-
talmente robusta si para cualquier € > 0 existe un d. tal que, el ser D < d. implica
que

<e€

S max

donde S,4: es el maximo valor que la entropia puede alcanzar (para el caso de la
entropia de Boltzmann-Gibbs, S,,., = InW).
Lesche demostro que la robustez experimental garantiza que para experimentos
similares realizados en sistemas fisicos similares se alcanzan resultados similares.
La entropia de Boltzmann-Gibbs es robusta experimentalmente y cumple, por lo
tanto, el principio de estabilidad de Lesche.

=[St~ 55
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Teorema de Unicidad de Shannon.
Si una forma entrépica S({p;}) satisface las siguientes propiedades:
- S({pi}) es una funcién continua de {p;}.

.- S(p; = 1/W, Vi) aumenta monotonamente con el nimero total de posibilidades
w.

.- S(A+B) = S(A)+S(B )51p3+B = pi'pP V(i j), donde S(A—I—B) = ({p3+B}),
S(A) = S [t = S5, v S(B) = S [pF = X Mps*).

.- S{pi}) = Spr,pm) +SEpi/pL}) + pueSHpi/pa}) con pr = >, pi, b =
doubis L+ M=W,ypr+pu=1

entonces, y solo entonces, la entropia tendra la forma:

S({pi}) = —k sz In p; (k>0)

Teorema de Unicidad de Khinchin.
Si una forma entrépica S({p;}) satisface las siguientes propiedades:
- S({p:i}) es una funcién continua de {p;}.

.- S(p; = 1/W, Vi) aumenta monotonamente con el nimero total de posibilidades

w.

II.- S(plaPQa T, DPwy O) = S<p1ap2a T 7pW>
v.- S(A+ B) = S(A) + S(B|A) donde S(A+ B) = S({pffrB}), S(A) = S({p})
pt = Z;/VE; pS*B] y la entropia condicional S(B|A) = 3214 pAS ({p? +B/p b.

entonces, y solo entonces, la entropia tendra la forma:
{pl =—k sz lnpz (k > O)

Componibilidad.

Una forma entrdpica adimensional S({p;}) se dice que es componible so la en-
tropia S(A 4+ B) correspondiente a un sistema compuesto de dos subsistemas inde-
pendientes A y B puede ser escrita en la forma

S(A+B) = f(S(A),5(B); {n})
donde f(z,y;{n}) es una funcién que més alld de depender simétricamente de
(x,y), depende también de un conjunto de indices universales {n}. La entropia de
Boltzmann-Gibbs es componible, ya que cumple que Spg(A + B) = Spg(4) +
Spa(B). Como la entropia de Boltzmann-Gibbs es no-paramétrica no contiene in-

dices {n}.
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Produccién Entrépica.

Dado un determinado sistema, el método de “produccién entrépica basado en un
conjunto de condiciones iniciales” lo divide en W subsistemas, y dando un conjunto
de M condiciones iniciales, evalia las trayectorias M;(t) en el espacio fésico y estima
la entropia calculando el nimero de trayectorias en cada celda W;. La produccién
entrépica por unidad de tiempo se definird entonces como:

K, = lim lim lim Spa(t)

t—00 W—00 M —00 t

La identidad de Pesin vincula dicha produccién entrépica con lo exponentes de
Lyapunov positivos, )\gd”, del sistema mediante la expresion:

dy
K, = Z )\Y)
r=1

Cuanto mayor sea la tasa de produccion entropica, K1, mayores seran los exponentes
de Lyapunov positivos, y més cadtico sera el sistema.

3.3. Entropia de Tsallis.

En esta tltima seccion del capitula desarrollaremos el concepto de entropia de
Tsallis, una formulacion de la entropia generalmente no-aditiva y no-extensiva, que
serd la que emplearemos en nuestro modelo de supervivencia celular a la radiacion.

Antes de continuar e introducir el concepto de entropia de Tsallis debemos re-
cordar y definir las propiedades de aditividad y extensividad en la termodinamica y
la fisica estadistica [36]. Dado un sistema compuesto, en el sentido de que esta com-
puesto por numerosos componentes o subsistemas, ¢ = 1,2, --- ,n, con coordenadas
en el espacio de las fases 2" = x1x5 - - - x,,, y estamos interesados en una determinada
cantidad fisica, Q(z"), funcién del estado del sistema, diremos que dicha magnitud
fisica es aditiva si cumple la definicién 1.

Definicion 1 (Aditividad). Un observable fisico compuesto Q(z™) se dice que es
aditivo con respecto a dos subsistemas con estados r"" = x1x9- Ty Yy &V =

Ti1Tma2 Ty 81 Q(x") = Q(z™) + Q(a™™™).

Esta definicién puede generalizarse para cualquier particion del estado z™ en dos
o mas subsistemas. Una condicion mas fuerte que la aditividad es la aditividad
completa, cuya descripcién viene dada por la definicién 2.

Definicion 2 (Aditividad Completa). Q(z™) se dice que es completamente aditivo
si es la suma de las contribuciones marginales (dadas por cada elemento del sistema)

de @, esto es, si Q(x™) = 1", Q(x;).

Es inmediato demostrar que la aditividad completa implica aditividad. Sin embar-
go el concepto de extensividad es completamente independiente del concepto de
aditividad, como queda demostrado en la definicion 3 de extensividad.
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Definicion 3 (Extensividad). Un observable Q(z™) es extensivo si la densidad-(Q),
definida como el cociente Q(x™)/n, se mantiene constante cuando n tiende a infinito,
n — 0o. Si se usan variables aleatorias se debe establecer un criterio de convergencia
(por ejemplo convergencia en probabilidad, mdzrima verisimilitud, etc) para dar un
sentido al concepto de limite.

De las definiciones anteriores se deduce que los conceptos de aditividad y exten-
sividad no tienen una vinculacion establecida. Una propiedad de un determinado
sistema puede ser aditiva y no ser extensiva, asi como puede ser extensiva y no adi-
tiva en general. En el caso de la entropia, la entropia de Boltzmann-Gibbs es aditiva
siempre, sin embargo hay sistemas en los que no es extensiva. Por el contrario, co-
mo veremos a continuacion, la entropia de Tsallis es en general no aditiva (excepto
en el caso en que ¢ = 1), y sin embargo en determinados sistemas puede exhibir
un caracter extensivo. Generalmente en la literatura relacionada con la entropia de
Tsallis y la mecéanica estadistica no-extensiva se abusa del lenguaje fisico, toman-
do aditividad y extensividad como sinénimos, algo que generalmente conlleva un
error inherente, como Tsallis mismo puntualiza [37]. En este trabajo intentaremos
referirnos a ambos conceptos con rigor, aunque, dado que la literatura los mezcla e
intercambia de forma general, quizés haya algin error no consciente.

La termodindmica, fisica estadistica y teoria de la informacién se basan asi en
un concepto de entropia aditivo y generalmente extensivo. Sin embargo, ya desde
el comienzo del desarrollo de la fisica estadistica se intuyé que las definiciones de
entropia empleadas hasta entonces, ya fuese en la termodinamica como en la fisica
estadistica, no servian para estudiar cualquier tipo de sistema, debido basicamen-
te a su cardcter aditivo [37]. Para sistemas que exhibieran interacciones entre sus
individualidades de caracter débil y corto alcance, como en el caso de los gases, le
entropia era extensiva y la teoria funcionaba bien, sin embargo para sistemas con
interacciones de largo alcance entre sus particulas se intuia que serian necesarias
otras formulaciones de la entropia para dar cuenta de caracteres no-aditivos o no-
extensivos de la misma. Una parte de la fisica estadistica ha evolucionado en las
ultimas décadas para dar cobertura a este tipo de sistemas, enunciandose varias ex-
presiones alternativas a la entropia de Boltzmann-Gibbs. Repasaremos brevemente
algunas de ellas:

= Entropia de Renyi.

> p! Il +(1—q)S,)

R = =
S, = - - (3.38)
» Entropia de Curado.
W
Sy=> (1—e)te -1 (beR;b>0) (3.39)

= Entropia exponencial.

SE = ip,- (1 - epf) (3.40)
i=1
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» Entropia de Anteneodo-Plastino.

SpP = f: [F (”TH —lnpl) —pl (”TH)} (n €R;n>0) (3.41)

=1

[ee) et 1 p—1
I'(u,t) = / y'leTVdy = / (ln ;) (1> 0)
t 0

es la funcién gamma complementaria incompleta, y I'(11) = I'(u, 0) es la funcién
gamma.

» Entropia de Landsberg-Vedral-Rajagopal-Abe.

—1
— W
GLVRA — GN — Sq ! [21:11%} _ Sq 3.49
q — Yq — W q 1 - 1 1 S ( : )
= Entropia escolta.
—q —q
S - i)
SE = = (3.43)
! 1—gq q—1
» Entropia de Kaniadakis o entropia-x.
W
SK == pilnfp (3.44)
i=1
con ~
In®z = % (Inf = =Inx)
K

Hemos denotado la entropia de Tsallis como Sy, y ya la definiremos en el apartado
siguiente. Todas las entropias anteriores, ademés de la entropia de Tsallis, convergen
hacia la entropia de Boltzmann-Gibbs para un valor determinado de su pardametro
caracteristico, por lo que todas son generalizaciones de dicha entropia.

Ifim S, = lim S = lim 5} = 1im S7 = 1im 5, = lim S} = Spq
q—1 q—1 qg—1 qg—1 n—1 K—1

No obstante, de todas las entropias mencionadas, la mas completa desde el punto
de vista teorico, y la que mejor se adapta a nuestras necesidades, ademas de la mas
estudiada y desarrollada es la entropia de Tsallis. En el siguiente apartado intro-
duciremos dicha entropia y daremos su definiciéon. En otro apartado estudiaremos
sus propiedades, como hicimos con la entropia de Boltzmann-Gibbs, y finalizaremos
el capitulo con dos operaciones en el espacio de probabilidades que nos permitiran
trabajar con la entropia de Tsallis como si se tratase de una magnitud aditiva.
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3.3.1. Generalizacion de la Entropia No-Aditiva.

Antes de comenzar con la definicién y el desarrollo del concepto de entropia de
Tsallis debemos introducir un par de funciones esenciales para ello. Se trata de la
funcion g-exponencial y g-logaritmica. Para ello empleamos la “metafora” empleada
por Tsallis en [37].

Quizas las tres ecuaciones diferenciales méas simples que podemos hallar sean las
expuestas en las expresiones (3.45), (3.46) y (3.47).

dy _

Y (y(0) = 1) (3.45)
W (y(0) = 1) (3.46)
Yoy (y(0) = 1) (3.47)

Todas ellas son situaciones particulares de la ecuacion diferencial lineal de primer
grado, dy/dxz = a + by. Sus soluciones con las condiciones iniciales especificadas en
(3.45), (3.46) y (3.47), y las funciones inversas de estas estardn dadas segin (3.48),
(3.49) y (3.50).

y(xr) =0 z(y) =1 (3.48)
ylx)=1+z x(y)=y—1 (3.49)
y(x) =¢* z(y) =Iny (3.50)

La funcién logaritmica (3.50), empleada a la hora de definir la entropia de Boltzmann-
Gibbs, cumple la propiedad aditiva, In (z42p) = Inz4lnxp. La pregunta que nos
surge es si podemos expresar las ecuaciones diferenciales (3.45), (3.46) y (3.47) de
forma conjunta, como en la e.d. lineal, pero con un solo pardametro. En efecto, la
ecuacion diferencial

dy

o=
cumple esa condicién. Si ¢ — —oo la expresién (3.51) se convierte en (3.45), si
g — 0 tenderd a (3.46), mientras que si ¢ — 1 obtendremos (3.47). Integrando
(3.51) obtenemos que la solucién general vendra dada por (3.52).

yl (¥(0) = 1;q € R) (3.51)

T
q

= (@) :{ 1+ (q+ 1)z|Ta si'qyil (3.52)
sig=1

Denominaremos a tal expresion como funciéon g-exponencial. Cuando ¢ = 1 la ecua-
ci6n diferencial (3.51) se reduce a (3.47), cuya solucién general es la funcién exponen-
cial, permitiendo entonces la soluciéon para dicho valor del parametro. La expresion
grafica de la funcién g-exponencial para varios valores del parametro ¢ se muestra
en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Funcién g-exponencial para diferentes valores de q.

Podemos deducir la funcién inversa a la funciéon g-exponencial, que denominare-
mos funcion g-logaritmica por razones obvias, de forma inmediata.

yl=e4-1 . 1

In? = a(y) = { s 7 (3.53)
Iny sig=1

Su expresion grafica se muestra en la figura 3.3.

Ing x

Figura 3.3: Funcién g-logaritmica para diferentes valores de q.

Como propiedad a destacar de la funcién g-logaritmica decir que en general
(salvo, claro esta, que ¢ = 1) dicha funcién es no-aditiva.

Ingzazp =Ingea+Ingzp+ (1 —q¢)Ingzaln,zp (3.54)

Una vez introducida la funcién g-logaritmica estamos en disposicién de poder
definir la entropia de Tsallis, que no serd mas que la generalizaciéon de la entropia
de Boltzmann-Gibbs empleando la funcién g-logaritmica en lugar del logaritmo. La
entropia de Boltzmann-Gibbs puede expresarse como el valor medio de la cantidad
In (1/p;), referida como “sorpresa” o “inesperabilidad” por algunos autores.

-t 1)
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Asi pues, la entropia de Tsallis se definird como el valor medio del g-logaritmo de
la inversa de la probabilidad, S, = k (In, (1/p;)). En el caso de tener una variable
aleatoria discreta como magnitud, esto es, que es espacio de las fases sea discreto,
tendremos que la entropia de Tsallis toma la forma:

k w
S, = ) (1 — Z;ﬁ) (3.55)
=1

Si en lugar de tener un espacio de las fases dado como una variable aleatoria discreta
fuese una variable aleatoria continua tendriamos que la expresion de la entropia de
Tsallis seria:

S, = qu1 (1 _ /X pq(m)d;r> (3.56)

En cualquier caso, si la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria estu-
viese uniformemente distribuida, p; = 1/W, la entropia de Tsallis obedeceria a la
expresion (3.57).

S, = kln, W (3.57)

La entropia de Tsallis converge hacia la entropia de Boltzmann-Gibbs cuando
g — 1. Asi la expresion (3.57) se convierte en la famosa expresién de la tumba de
Boltzmann (3.24), y las expresiones (3.55) y (3.56) evolucionan a (3.30) y (3.31)
respectivamente.

3.3.2. Propiedades de la Entropia de Tsallis.

Al igual que hicimos con la entropia de Boltzmann-Gibbs, enumeraremos ahora
las propiedades mas importantes que muestra la entropia de Tsallis [37].

Caracter Positivo.

Al igual que sucedia con con la entropia de Boltzmann-Gibbs, la entropia de
Tsallis es una magnitud que no puede tomar valores negativos. Si el estado del sis-
tema estd perfectamente definido, esto es, si p; = 1 para un determinado estado j
y consecuentemente p; = 0, Vi # j, tendremos que la entropia de Tsallis sera nula,
cualesquiera que sea ¢. Si tenemos un conjunto de estados probables con p; € (0, 1),
tendremos que el g-logaritmo de la inversa de las probabilidades, In, 1/p; sera defi-
nido positivo, por lo que la entropia de Tsallis serd positiva. Asi pues se cumple que
Sq > 0 en cualquier caso.

Extremal a Probabilidades Iguales.

Dado que la entropia de Tsallis, al igual que la de Boltzmann-Gibbs, a de ser
invariante ante cualquier permutacion de los estados, cuando nos encontramos ante
probabilidades iguales la entropia de Tsallis ha de ser extremal. Como veremos mas
adelante al estudiar la concavidad y convexidad de la entropia de Tsallis, si ¢ > 0
este extremo serd un maximo, mientras que si ¢ < 0 serd un minimo. Para ¢ = 0 la
entropia serd constante y no presentard extremos (So = k(W — 1) ;V{p;}).
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Expansibilidad.

Se puede demostrar de forma directa a partir de su definicién que la entropia de
Tsallis es expansible para cualquiera que sea el valor de gq.

SQ(p1>p27 T ,pw,o) = Sq(p17p27 T ,pw) (3-58)

No-Aditividad.

Dados dos subsistemas independientes, A y B, siendo la probabilidad conjunta

pi™P = pfpP, se cumplird que:
Si(A+B)  S,(A) | S¢(B) Sq(A) Sy(B)
k =— Tt (1—q) 2 2 (3.59)

Asi pues, para ¢ # 1 tendremos que la entropia de Tsallis es no-aditiva. Para el
caso ¢ = 1 la entropia de Tsallis converge hacia la entropia de Boltzmann-Gibbs, y
por lo tanto es aditiva. Si los subsistemas A y B estan correlacionados, esto es, no
son independientes, puede darse el caso en el que, aunque la entropia de Tsallis siga
siendo no-aditiva, se comporte de forma extensiva para valores de ¢ diferentes a 1.

Por otra parte, se puede demostrar que, dado el caracter no-negativo de la en-
tropia de Tsallis, se cumplen las siguientes desigualdades:

Sq(A) + S,(B) sig<1
Sy(A) + S,(B) sig>1

por lo que al caso ¢ > 1 se le suele denominar superaditivo y al caso ¢ < 1 se le
denota como subaditivo.

Concavidad y Convexidad.

El razonamiento llevado a cabo para la entropia de Boltzmann-Gibbs puede
extenderse al caso de la entropia de Tsallis. La segunda derivada de la funcion
z(1 — 2971 /(g — 1) es negativa para ¢ > 0, por lo que:

P (1—p0"

) + (1 . )\)ﬁl (1 _ﬁ;‘l_l)

Di (1 —pg_l) <\
qg—1

1 ) (Vi;0 < A < 1)

de donde deducimos que:

Sq(pi) > ASy(Pi) + (1 = A)S,(Ps)

por lo que, para ¢ > 0 la entropia de Tsallis sera céncava. Si ¢ < 0 la segunda
derivada sera positiva y las desigualdades tendran sentido contrario, por lo que,
para g < 0 la entropia de Tsallis sera convexa.
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Derivada de Jackson.

Se define el operador diferencial de Jackson, D,, sobre una funcién f(z) como:

flgz) — f(x)
D =——" 3.60
Jwy= T (3.60)
donde D, f(x) = df (z)/dz.
Abe descubrié que la entropia de Boltzmann-Gibbs cumple la propiedad:
gV

que se puede generalizar al caso de la entropia de Tsallis mediante la derivada de
Jackson.

w
Sg=—=Dg Y Dflam (3.62)
i=1

Estabilidad-Lesche o Robustez Experimental.

Dadas las definiciones de estabilidad-Lesche y robustez experimental dados en la
seccion sobre las propiedades de la entropia de Boltzmann-Gibbs, se puede demostrar
que para ¢ > 0 la entropia de Tsallis cumple el principio de estabilidad de Lesche,
y por lo tanto es experimentalmente robusta.

Entropia Condicional No-Extensiva, Valores g-Esperados y Distribucio-
nes de Escolta.

Si dividimos es espacio de las fases en K subespacios independientes, Wy, Wy, - -+ Wi,
de forma que su union conforma el espacio de las fases total, Zszl Wy, = W, po-
demos definir las probabilidades m, = Zwk pi, donde obviamente se cumplira que

Zszl mr = 1. Se verificard entonces la propiedad:

Sa({pi}) = Sy({me}) + D miSy({pi/mi}) (3.63)

donde {p;/m} son las probabilidades condicionales que obedecen el teorema de
Bayes. Definiendo el valor g-esperado no-normalizado como:

=

(Sq({pi/md)y" = Y miSy({pi/m})

k=1

tendremos que S,({p;}) = S,({mx}) + (Sq({pi/ﬁk}))((]“). La ecuacion (3.63) puede
reescribirse como:

So({pi}) = Se({me}) + (Sg({pi/mi})) + (1 = @) Sg({mi}) (So({pe/m 1)),

donde (S;({pi/mx})), es el valor g-esperado normalizado:
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(Se({ps/m})), = D WSe({pi/mi})

con probabilidades de escolta:

q
Ty,

I, =—5
TSR
k'=1 "k

(k=1,2,--- ,K)

Teorema de Unicidad de Santos.
Si una forma entrépica S({p;}) satisface las siguientes propiedades:
I- S({pi}) es una funcién continua de {p;}.

11.- S(p; = 1/W, Vi) aumenta monotonamente con el nimero total de posibilidades
Ww.

S(A+B) _ S(A)

S(B)
- 25 =+ =

+(1— @%@ si p2+3 = pi'p? ¥(i,7), con k > 0.

.- S({pi}) = S(pr,pamr) + p1.SUpi/pr}) + 3 SHUpi/pa}) con pr = D7, i, Py =
Youli L+M=W,yp,+py=1

entonces, y solo entonces, la entropia tendra la forma:

S(nh = =+ <1 - Zp?>

Teorema de Unicidad de Abe.

Si una forma entrépica S({p;}) satisface las siguientes propiedades:

1.- S({p;}) es una funcién continua de {p;}.

11.- S(p; = 1/W, Vi) aumenta monotonamente con el nimero total de posibilidades
w.

III.- S(plap%'” avaO) = S(phpQ’.” 7pW)

v.- S4B - 5 SBIA 4 (1 g) 5D SBIA) qonde S(A+B) = S({pitP}), S(A) =

k k&
Wa( a1 A+B ;A
S (ZJVZBl péJrB ), y la entropia condicional S(B|A) = 2 (;‘-)V;E?;q Lk iy

entonces, y solo entonces, la entropia tendra la forma:

S(ph = <1 - Zp?)
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Componibilidad.

Dada la definicion de componibilidad dada con anterioridad, y dado que la en-
tropia de Tsallis cumple que F(x,y;q) = x +y + (1 — ¢)xy, podemos aseverar que
la entropia de Tsallis en componible, con parametro q.

Produccién Entroépica.

Definiremos ahora la produccién entropia del sistema asociada a la entropia de
Tsallis como:
Sq(t)

K,=lim lim lim
t—o0 W—o00 M—00

En fisica estadistica no-extensiva se diferencia entre caos fuerte, como aquel al
que estamos habituados en sistemas dindmicos, y caos débil, que se da cuando A, > 0
y ¢ < 1. Para un sistema caodtico unidimensional tendremos una pareja de parame-
tros (Gsen, Asen) que nos caracterizaran el mismo. El caos fuerte serd una situacién
particular en la que ¢4, = 1. La produccién entrépica se relacionara entonces con
los exponentes de Lyapunov mediante la expresion K, , = A, ., que se correspon-
derd con la identidad de Pesin cuando nos encontremos en el caso de caos fuerte,

Gsen = 1.

3.3.3. Aritmética Asociada a la Entropia de Tsallis.
En el apartado anterior ya hemos descrito la propiedad pseudo-aditiva de la
entropia de Tsallis.
SJ[A+ B] = S,[A] + 5,[B] + (1 - 4)S,[A]S, [B] (3.64)

Para poder operar como si estuviésemos ante una magnitud aditiva se han desarro-
llado un par de nuevas operaciones matematicas, el producto-q y la suma-q.

El Producto-q.

Definimos el g-producto como:

1

T@ey= [z +y 1] e (x >0,y >0) (3.65)

o equivalentemente como:

T ®qy = epattitay (3.66)

El g-producto cumple las siguientes propiedades:
[.- Para ¢ = 1 recuperamos el producto estandar.

TRy =Y (3.67)

II.- Cumple la propiedad conmutativa.

TRY=Y®T (3.68)
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ITI.- Es aditivo bajo el g-logaritmo.
In, (x ®,y) =In,z +1n,y (3.69)

de donde deducimos que:

g ®q el =elty (3.70)
Recordemos que para el producto estdndar teniamos que In,(zy) = In,z +
z+y+(1—q)zy

Ingy+ (1 —¢)Ingzlngy y que egel = ey

IV.- Cumple la propiedad dualidad/inversa-(2-q).

=— ®9_q— (3.71)

V.- Cumple la propiedad asociactiva.
2@, (YRy2) = (2RyY) Rz = TRy Rz = (271 +y ™14+ 2171-2)T% (3.72)
VI.- Admite el elemento identidad.

r®,1l=x (3.73)

VIIL.- Bajo ciertas condiciones admite en elemento cero.

0 i(g>1 >0 <ly0<z<1

(xlfq—l)lflq sig<lyx>1

VIIIL- Satisface que (27 ®1/q yq)l/q = T ®3_4 ¥, 0 equivalentemente, ¥ ®;/, y =
(xl/q ®a—g yl/q)q.

IX.- Podemos definir la n**® g-potencia como el g-producto de n términos iguales.

2% =0 Qg x @y Qg Qg = [na' Tl — (n - 1)]1%‘1 (3.75)

Evidentemente n € N, aunque podemos generalizar para y € R.

2 = [yt (y — 1) (3.76)

Cumpliéndose entonces que Ing(2%7) = y1In, z.

La Suma-q.

Anélogamente a como definimos el g-producto definiremos la g-suma como:

r@y=r+y+(1—q)zy (3.77)

qué cumplird las siguientes propiedades:
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[.- Para ¢ = 1 recuperamos la suma estandar.

rPry=x+vy (3.78)
I1.- Cumple la propiedad conmutativa.
TBY =YD (3.79)

ITI.- La g-exponencial de la g-suma equivale al producto de las g-exponenciales.

eff@qy) = e el (3.80)

IV.- Cumple la propiedad asociactiva.
T®Bg (YBg2) = (T DY) By 2 =T By Dy 2=
=x+y+z+(1—q)(zy+yz+z2) + (1 —q)wyz (3.81)

V.- Admite en elemento cero.
r@,0=1x (3.82)

VI.- La g-suma de n términos iguales obedece a la expresion:

Dy — —
€x q:x@qx@q...@ql’_

=nx [i(l —q)'z"

1=0

+ (1 —q)" " (n=2,3,...) (3.83)

VII.- Satisface la siguiente generalizacién de la propiedad distributiva:

a(x @, ) = (az) Sazas (ay) (3.89)

Por 1ltimo enumeraremos un par de propiedades que cumplen la g-exponencial
y el g-logaritmo con las dos nuevas operaciones introducidas ahora.

In, (zy) =In,z H, In,y (3.85)
In, (x ®,y) =In,z +1n,y (3.86)

y consecuentemente
eV = e @€l (3.87)

elr@av) = erel (3.88)
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Capitulo 4

Principio de Maxima Entropia.

Una vez desarrollada nuestra herramienta de trabajo en el capitulo anterior,
la entropia de Tsallis, nos dedicaremos en el presente capitulo a detallar nuestro
procedimiento operativo, que serd el principio de maxima entropia. Este capitu-
lo sera bastante esquematico, careciendo casi por completo de la tipica estructura
matematica de teoremas y demostraciones.

Comenzaremos introduciendo el principio de maxima entropia desde el punto
de vista de la teoria de la informacion, que sera la parte que nos interese para el
desarrollo del modelo, dejando a un lado la parte asociada a la fisica estadistica. Para
maximizar la entropia dadas ciertas condiciones de ligadura emplearemos el método
de los multiplicadores de Lagrange, por lo que la segunda seccién estara dedicada a
este procedimiento. En las dos tltimas secciones se empleara el principio de maxima
entropia para maximizar, en la tercera seccién la entropia de Boltzmann-Gibbs bajo
diferentes condiciones de contorno, y en la cuarta lo propio con la entropia de Tsallis,
describiendo brevemente diferentes enfoques de la aplicaciéon de los multiplicadores
de Lagrange.

4.1. Introduccién al Principio de Maxima Entropia.

El principio de méxima entropia (PME) fue una metodologia de la fisica estadisti-
ca introducida por E.T. Jaynes [19] en la década de los cincuenta como alternativa
al método de los conjuntos desarrollado por Gibbs, que se basaba en la utilizacion de
los conjuntos o colectividades estadisticas vistos en el capitulo anterior, siendo ne-
cesario hacer suposiciones previas sobre el sistema, y emplear principios no siempre
validos como la hipétesis ergodica. Ademads, la metodologia de Gibbs solo era valida
para casos de equilibrio termodindmico, lo que restringia su utilizaciéon en el cada
vez mas extendido ambito de la fisica del no-equilibrio. Ya desde la presentacion
de las teorias de Gibbs, estas fueron atacadas por eminentes fisicos como Ehren-
fest, que criticaban las hipotesis de partida de las mismas, pero su éxito al modelar
sistemas termodinamicos en equilibrio, obteniendo expresiones de las variables ter-
modinamicas acordes con los datos experimentales, y ostensiblemente mejores que
las teorias precedentes como la teoria cinética de Boltzmann, le valieron el reco-
nocimiento durante décadas, de forma que hoy en dia la mayoria de las facultades
de fisica emplean ain esta metodologia como referente fundamental a la hora de
impartir asignaturas relacionadas con la fisica y la mecanica estadistica. Asi pues,

99



100 CAPITULO 4. PRINCIPIO DE MAXIMA ENTROPIA.

aunque la metodologia de Gibbs se considera atin hoy como vélida, y de hecho es
aun mayoritariamente empleada en detrimento de la desarrollada por Jaynes, esta
ultima, basada solamente un una hipétesis, simplifica de manera notable los calcu-
los necesarios, reproduce los resultados de la metodologia de Gibbs en sistemas en
equilibrio o procesos cuasiestaticos, y ademas es extensible a sistemas fuera del equi-
librio y procesos irreversibles, dando paso a una rama nueva de la fisica estadistica,
la fisica estadistica fuera del equilibrio. Por tltimo, y no menos importante ya que
sera empleada por nosotros, el principio de maxima entropia se emplea ademés en
la teoria de la informacion, siendo este el enfoque que le daremos a lo largo del
capitulo.

Veremos ahora la aproximacién al “principio de maxima entropia” desde el punto
de vista de la teorfa de la informacién. Para Shannon la entropia, S (el se referia a
la entropia de Boltzmann-Gibbs, pero el el concepto es extensible a otros tipos de
entropia), es una “mediada de la informacién”, o més bien de la incertidumbre, que
contiene cualquier distribucién de probabilidad p(x) sobre un determinado sistema.
De esta definicion de entropia podemos deducir que la distribucion de probabilidad
que maximice la misma, sujeta a las ligaduras del sistema que representan la infor-
macién que tenemos sobre el mismo, proporcionara la mas honesta descripcion de
lo que sabemos del mismo, sin ambigiiedades. Podriamos decir que la distribucion
que maximiza la entropia es la mas imparcial de todas las posibles, sujetas a las
condiciones de ligadura.

Asi, si tenemos una cierta variable x que toma valores discretos (la discusién con
una variable continua seria andloga), z; (i = 1,2,--- n), teniendo cada intervalo z;
una cierta probabilidad asociada desconocida a priori, p;, de tal forma que el espacio
probabilistico esté, obviamente, normalizado, > p; = 1. Si ademdas conocemos el
valor medio de una magnitud que depende de z, f(z), de forma que obedece la
ligadura (4.1):

(@) = d_pif (@) (4.1)

en principio, para encontrar la distribucion de probabilidad asociada a la variable
aleatoria x nos harian falta conocer n — 2 condiciones adicionales. EI primer intento
de resolver el problema fue el “principio de razén insuficiente” de Laplace, que
asigna probabilidades iguales a todos los eventos si no hay condiciones que aseveren
lo contrario. Sin embargo esta hipdtesis de Laplace se demostrd falsa para gran
numero de casos, por lo que en principio se desecho de manera general para este tipo
de casos. Nuestro problema sera entonces encontrar una asignaciéon probabilistica sin
ambigiiedad, y acorde con cualquier informacién que nos sea suministrada sobre el
sistema, y la solucion a dicho problema serd el “principio de maxima entropia”. La
metodologia mas usual asociada a dicho principio se basa en la maximizacion de la
entropia, cualquiera que sea su definicién, en nuestro caso entropia de Boltzmann-
Gibbs o entropia de Tsallis, atendiendo a las condiciones de ligadura impuestas por
el sistema, al menos la condicion de normalizacion de probabilidades ha de estar
presente, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, que veremos en
el apartado siguiente. El método de los multiplicadores de Lagrange en realidad no
nos proporciona maximos, si no puntos criticos, luego nos queda por demostrar que
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dichos puntos criticos son en realidad maximos para la entropia. En el caso de la
entropia de Boltzmann-Gibbs, dado que tiene forma de funcion definida positiva,
continua y céncava, como vimos en las propiedades de dicha entropia en el capitulo
previo, queda garantizado el hecho de que dicho extremo serd un maximo. Respecto
a la entropia de Tsallis, dado ¢ > 0 se cumplen los mismos requisitos que en el caso
de la entropia de Boltzmann-Gibbs, los que nos garantiza que el extremos sera un
maximo.

Por ultimo comentar en breves pinceladas el principio de méaxima entropia desde
el punto de vista de la termodinamica y la fisica estadistica. Si nos encontramos
ante un sistema en equilibrio, o asiento de un proceso cuasiestatico, un corolario del
segundo principio de la termodinamica nos dice que la entropia sera maxima, lo que
concuerda con la hipdtesis del principio de méaxima entropia. Bajo estas condiciones
los resultados obtenidos mediante éste principio concuerdan perfectamente con los
obtenidos mediante la metodologia de las colectividades de Gibbs, que solo es valida
para sistemas en equilibrio. Asi, si en el principio de maxima entropia especificamos
el valor esperado de la energia, encontraremos los mismos resultados que usando el
conjunto canonico. Si especificamos los valores esperados de la energia y el niimero
de moles estaremos ante el conjunto gran-canénico, y si especificamos los valores
esperados de la energia y el momento angular obtendremos el conjunto rotacional.
Asi pues, todos los resultados de la mecanica estadistica de Gibbs se derivan de
forma rapida y sencilla a través del principio de maxima entropia, lo que nos da una
muestra de su validez y su potencia. Ademas éste método tiene la ventaja, en contra
de los conjuntos de Gibbs, de que puede extenderse a sistemas fuera del equilibrio.

4.2. Multiplicadores de Lagrange.

Asi pues, hemos llegado a la conclusién que la entropia, S(p;), tomara el maxi-
mo valor posible atendiendo a las condiciones externas impuestas sobre el sistema,
dadas por las condiciones de ligadura. Una condicién siempre necesaria a la hora de
maximizar la entropfa es que las probabilidades estén normalizadas, > p; =1 (o en
el caso continuo, [ p(x)dz = 1). El resto de las condiciones, una o varias, suele estar
relacionado con el conocimiento a priori de la media de una determinada magnitud
fisica, (A) = > Aip; ((A) = [ A(x)p(x)dz para magnitudes continuas).

El problema de buscar maximos de una funcién restringida mediante condicio-
nes de ligadura puede abordarse desde una perspectiva de fuerza bruta [28]. Este
procedimiento consiste en despejar variables de las ligaduras y sustituirlas en la
funcién a maximizar, reduciendo asi el nimero de variables de las que depende la
funcién y restringiéndola a las condiciones impuestas por el problema. Sin embargo
este método adolece de ciertos inconvenientes, ya que en ocasiones las variables no
pueden ser despejadas explicitamente de las ecuaciones de ligadura, y de poder serlo,
al sustituirlas en la funcion, la expresion resultante no es manejable desde el punto
de vista analitico. Més sutil y eficiente sera utilizar el método de los multiplicadores
de Lagrange.

Dada una funcién de varias variables, f(Z) = f(z1,22, -+ ,x,), no indepen-
dientes, esto es, que estan sujetas a una determinada condicién adicional conoci-
da como ligadura, ¢(%) = ¢(xy, 22, - ,x,) = 0, definiremos la funcién auxiliar,
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9(Z) = g(x1, 29, -+ ,x,), donde ahora las variables & = x1,x9, - , x, si serdn inde-
pendientes, como:

9(7) = [(Z) + A(7) (4.2)

donde a A se le conoce como “multiplicador de Lagrange”, es independiente de las
variables del sistema, y se determina a la vez que resolvemos los puntos criticos del
sistema. Nuestro objetivo es demostrar que la existencia de un punto critico en la
funcién g(#) es condicién necesaria y suficiente para la existencia de un maximo o
minimo relativo en la funcién f(Z) restringida por la ligadura ¢(Z) = 0 [39].

Imaginemos que el gradiente de la funcién ¢() es nulo en un determinado punto
o = (T19,T29, " »Tng)y V9(T)|z, = 0. Esto nos querrd decir que, en dicho pun-
to, tanto el gradiente de la funcién f(Z) como de ¢(Z) serdan nulos también, ya
que Vg(Z)|z, = V(Z)|z + AVo(Z)|z, = 0, por lo que Vf y V¢ seran paralelos
geométricamente hablando.

Supongamos que la funcién f(Z) alcanza su méaximo sobre ¢(Z) = 0 en el punto
Ty, tomando un valor f(Z;) = A. Considerando la familia de superficies que cumplen
que f(¥) = cte, tendremos que para f(¥) = B con B < A no pasard por Ty,
solo lo hard para la superficie f(Z;) = A. Como en Zy la condicién Vf(Z)|z, +
AV o(Z)|z, = 0 nos dice que el gradiente de f(Z) = Ay ¢(Z) son paralelos, sabemos
que ambas superficies tienen un plano tangente comtn en un punto que es el maximo
de f(Z). Asi pues, que el gradiente de g(¥) sea nulo serd una condicién necesaria para
encontrar un maximo relativo de f(&) en &y, pero no serd una condicién suficiente.
El punto critico hallado puede no ser tinico o no ser un maximo.

El método puede ser generalizado para un conjunto de condiciones de ligadura,
¢r(Z) =0, con r =1,2,--- | R. La funcién auxiliar de Lagrange tendra entonces la
forma:

9(@) = f(@) + ) Moe(@) (4.3)

siendo A, con r € [1, R] los multiplicadores de Lagrange. La condicién extremal de
la funcién f(Z) con las ligaduras dadas por ¢,(Z) = 0 serd que el gradiente de ¢(Z)
sea nulo.

dg(T)

Vg(Z) =0= oz,

=0 coni=1,2,---,n (4.4)

4.3. PME con Entropia de Boltzmann-Gibbs.

En esta seccion del capitulo veremos los casos mas comunes de optimizaciones
entrépicas teniendo como base la entropia de Boltzmann-Gibbs. Para ello recorda-
mos que la expresién de la entropia de Boltzmann-Gibbs para casos continuos y
discretos viene dada por las ecuaciones (4.5) y (4.6) respectivamente.

Spa = —/Xp(:v) Inp(x)dx (4.5)
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w
Spe = — sz’ In p; (4-6)
i=1

Haremos los céalculos para el caso continuo, aunque derivar las expresiones para los
casos discretos es inmediato siguiendo el mismo procedimiento. No tendremos en
cuenta la optimizacién de la entropia de Boltzmann-Gibbs para sistemas cuanticos
debido a que es irrelevante para el proyecto. Para mas informacién sobre el caso
cudntico las referencias ([26]) y ([18]) cubren ese tema.

4.3.1. Probabilidades Normalizadas.

A la expresién de la entropia dado por (4.5) anadiremos la condicién de ligadura
de que las probabilidades estén normalizadas.

/Xp($)dx =1 (4.7)

La funcién auxiliar de Lagrange tendra entonces la forma:

Lip) = — /X (@) Inp(x)dz + Ao ( /X p(x)dz — 1) (4.8)

cuya derivada respecto a p(x) ha de anularse en el méximo.

d

%L(p) = —/X [—(Inp(z)+ 1)+ Xlde =0= —Inp(x) =14+ X =0

Asi pues, tendremos que

p(z) = et (4.9)

Llevando el resultado (4.9) a la condicién de ligadura (4.7) podemos calcular el valor
del multiplicador de Lagrange .

/ My =1 = Ml = L =X=1-InV;

X Vi

Donde V; = f « d representa el volumen fésico total (hipervolumen del espacio
fasico). Llevando el valor del multiplicador de Lagrange hallado a la expresion (4.9)
tendremos:

1
= v,
que la probabilidad estd homogeneamente distribuida en el volumen fasico total.

Comentaremos brevemente este resultado, ya que nos da informacion para poder
apreciar el potencial de esta metodologia de trabajo. Podemos notar que el principio
de maxima entropia, cuando no se imponen mas ligaduras que la normalizacion del
espacio probabilistico, se reduce al principio de razon insuficiente de Laplace, que
postulaba la igualdad de probabilidades cuando no habia mas informacion disponi-
ble. Por otra parte, con tan solo unas lineas de calculo hemos hallado la entropia y la

p(x) (4.10)
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funcion de particién del conjunto microcanénico, ya que este caso es el equivalente
del dicho conjunto en la metodologia de Gibbs, y solo hemos supuesto la hipotesis
de entropia maxima, en lugar del laborioso proceso que llevé a Gibbs a formular
dicho conjunto. Por tltimo, mencionar que bajo las probabilidades obtenidas la en-
tropia de Boltzmann-Gibbs se simplifica a la forma de la entropia de Boltzmann,
S=klnW.

4.3.2. Imponiendo un Valor Medio a la Variable.

En este caso, ademés de la ligadura de probabilidades normalizadas, impon-
dremos que la media de la variable aleatoria tenga un determinado valor prefijado
(4.12).

/X p(@)dz = 1 (4.11)
/Xxp(x)dx = () (4.12)

Asi pues, la funciéon auxiliar de Lagrange tendra la forma:

Lip) = — /X (@) Inp(x)dz + Ag < /X p(@)dz — 1) Y ( /X op(z)dz — <x>> (4.13)

y su derivada:

dipL(p) = /X [— (Inp(x) + 1) + Ao + \iz] dx

deberd anularse en el maximo.

d
d—L(p) =0=Inp(x) =\ — 1+ N2 = p(zx) = o teM”
P
Definamos ahora las constantes Z (denominada funcién de particién) y S como
InZ =1-X\gy 8 =—)\;. Tendremos entonces que:
< 4.14

Si llevamos esta expresion a la condicién de normalizacién de probabilidades (4.11)

tendremos que:
e P
/ d:r:1:>Z:/eﬁ“d:c
x Z X

Si tomamos el espacio de las fases de forma que = € [0, 00) obtendremos que Z = 1/.
Por otra parte, llevando (4.14) a (4.12) tendremos:

xe P
der = (x
| e =@
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que en el espacio de las fases antes descrito se traduce en que § = 1/(x). Sustituyendo
los valores de ambas constantes en la ecuacién (4.14) tendremos que la probabilidad
optimizada para el caso en el que imponemos un valor medio a la variable aleatoria
obedecerd a la expresion (4.15)

p(z) = e @ (4.15)

4.3.3. Imponiendo un Valor Medio al Cuadrado de la Va-
riable.

Las ligaduras serdan ahora la normalizacion de las probabilidades (4.16) y fijar el
valor del momento de orden dos (4.17).

/X p(x)dz = 1 (4.16)
/szp(x)dx = (2?) (4.17)

La funcién auxiliar tomard la forma:

Lip) = — /X p(2) lnp(z)dz + Ao ( /X p(x)dz — 1) + A ( /X 2?p(a)dz — (x2>)
(4.18)
cuya derivada sera:

%L(p) = /X [— (Inp(x) + 1)+ X + )\11102} dx

La anulacion de dicha derivada nos llevara a que la funcién densidad de probabilidad
tendra la forma:

d
L) = 0= p(a) = do = 14 M = p(a) = M teh
P
Con ayuda de las constantes InZ = 1 —Ag y 8 = —A; podremos reformular dicha

funcién como:

plz) = (4.19)

Aplicando las ligaduras (4.16) y (4.17) podemos determinar el valor de las cons-
tantes.

/M@mzliZz/?”ﬁM———ezz T

X X 2€(—00,00) ﬁ

/ x2p(:v)d:v = <x2> = x? e dr = (x2> > B = !
X X Z 2€(—00,00) 2<.T2>
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Por lo tanto, sustituyendo en (4.19) obtendremos que la distribucién de probabili-
dades para este caso obedece a la expresién (4.20).

1
p(z) = ——==€ 269 (4.20)

\/2m(2?)

Esto es, la distribucién de probabilidad seguira una gaussiana centrada en el origen
y con desviacién tipica o = /(x2).

4.3.4. Imponiendo un Valor Medio y una Varianza a la Va-
riable.

En este caso fijaremos tres condiciones de ligadura, la normalizacion del espacio
probabilistico (4.21), el valor medio de la variable aleatoria (4.22) y su varianza
(4.23).

/Xp(a:)d:c =1 (4.21)
/Xxp(a:)dx = (z) (4.22)
/X(a: — (2))?p(z)dx = Var(z) = o? (4.23)

Tendremos entonces que la funcién auxiliar de Lagrange sera:

L(p) = — /X p(@) Inp(x)dz + Ao ( /X p(x)dz — 1) 4

+ A\ (/X zp(x)dr — (:c>> + Ao (/X(x —(2))*p(x)dx — 02) (4.24)

cuya derivada respecto de p deberd anularse en el méaximo.

—L(p) = /X [— (Inp(z) + 1) + Ao + Mz + Ao(z — (2))*] dv =0 =

= pla) = Mol Al @)

Introduciendo las constantes In Z =1 — Ao, f1 = —A1 y B2 = —Ag, y recurriendo
a las ligaduras como en los casos anteriores, podremos calcular el valor de dichas
constantes. La distribucion de probabilidad asi obtenida tendra por funciéon densidad
de probabilidad la expresién (4.25).

1 z—(z))2
plz) = e (4.25)
oV 2w

También se tratard de una gaussiana, pero esta vez centrada en la media, (x), y con
desviacioén tipica, o = \/(22) — (x)2 = V/Var.
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4.3.5. Imponiendo un Valor Medio a una Magnitud Depen-
diente de la Variable.

Por 1ltimo estudiaremos la optimizaciéon de la entropia de Boltzmann-Gibbs
asociando un valor medio a una determinada magnitud, f = f(z), que dependa de
la variable aleatoria del sistema. Para ello las condiciones de ligadura vendran dadas

por (4.26) y (4.27).

/Xp(x)dx =1 (4.26)
/X f@)p(x)dz = (f) (4.27)

El procedimiento de optimizacién en este caso es analogo al de optimizacién impo-
niendo un valor medio a la variable aleatoria, por lo que no detallaremos los pasos.
Las probabilidades del espacio fasico vendréan dadas por la expresion (4.28),

plo) = (4.28)

donde la funcién de particién y la constante [ vendran especificadas por las con-
diciones de ligadura. Esta forma de optimizar la entropia es muy usada en fisica
estadistica, por ejemplo la energia media por molécula de un gas ideal no sujeto a
interacciones exteriores (como por ejemplo un campo gravitatorio) vendra dada por
el momento de dichas moléculas mediante la relacién E = p?/2m.

4.4. PME con Entropia de Tsallis.

Terminaremos este capitulo repasando las optimizaciones mas usuales para la
entropia de Tsallis tal y como hicimos en la secciéon anterior con la entropia de
Boltzmann-Gibbs. Recordamos que las expresiones de la entropia de Tsallis para
sistemas continuos y discretos obedecen a las ecuaciones (4.29) y (4.30) respectiva-
mente.

S, = % (1 - /X pq(a:)da:) (4.29)

1 w
S, = p (1 - Z;ﬁ) (4.30)
=1

Al igual que en el apartado anterior, haremos las demostraciones solo para el
caso continuo, siendo el caso discreto similar de demostrar. Dejaremos los sistemas
cuanticos (ver [26] para mas informacién sobre dichos sistemas).

4.4.1. Probabilidades Normalizadas.

Partiendo de la expresion de la entropia de Tsallis para sistemas continuos (4.29),
y anadiendo la condicién de ligadura de que las probabilidades deben estar norma-
lizadas (4.31)



108 CAPITULO 4. PRINCIPIO DE MAXIMA ENTROPIA.

/X p(x)ds = 1 (4.31)

podemos construir la funcién auxiliar de Lagrange.

L(p) = qu1 (1 _ /X pq($)d$> o ( /X p(@)dz — 1> (4.32)

La derivada de la funcién auxiliar de Lagrange con respecto a p(x) a de anularse
en el maximo.

%L(p) = /X [/\0 — pq_l(x)} dr =0= X\ —pT 1 (z) =0

De ahi deducimos que:

p(z) = Af (4.33)

Si llevamos (4.33) a la condicién de ligadura (4.31) podremos calcular el valor del
multiplicador de Lagrange \q.

1 o 1 -
/XAg- de=1= )\ :vf;mozvfl a

Sustituyendo el valor del multiplicador de Lagrange en (4.33) tendremos que la distri-
bucién de probabilidad en este caso obedecera a la funcion densidad de probabilidad
dada por (4.34).

_ !
=%

Obtenemos el mismo resultado que obtuvimos en el caso de la optimizacién de la
entropia de Boltzmann-Gibbs con la misma ligadura.

p(x) (4.34)

4.4.2. Imponiendo un Valor Medio a la Variable.

Ahora impondremos dos condiciones de ligadura al sistema, que las probabilida-
des estén normalizadas, (4.35), y asignar un valor medio a la variable independiente,
(4.36).

/X p(x)dz = 1 (4.35)
/XmP(x)dx = (), (4.36)

En la condicién (4.36) fijamos en realidad la g-media de la variable aleatoria, que
viene dada por la distribucién de escolta (4.37)

pi(x)

P(z) = fX pi(z)dz’

(4.37)
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que es la renormalizacién de la distribucién dada por la funcién densidad de proba-
bilidad p(x) = p?(x). Por lo tanto dicha distribucién estard también normalizada,
Jx P(x)dz = 1.

Como en los casos anteriores construiremos la funcion auxiliar de Lagrange,
L(p), e impondremos que dicha funcién se anula en el maximo, obteniendo asi una
expresion de la funcién densidad de probabilidad de la distribucién dada en funcién
de los multiplicadores de Lagrange \g y A;. Aplicando las condiciones de ligadura
seremos capaces de eliminar la dependencia de dicha funcién con respecto a g,
obteniendo la expresion (4.38).

1 A
_ “M(z—({x)q) — (Tp—A(z—(z)q)
p<$) - e_Al(x/_<x>q)dxleq ! 7 = Oeq ! a (438)
X 4

4.4.3. Imponiendo un Valor Medio al Cuadrado de la Va-
riable.

En el caso de imponer la ligadura de tener un valor conocido para el momento

de orden 2 de la variable aleatoria (4.40), ademas de la normalizacién probabilistica,

(4.39), asumiendo, como en el caso anterior, que seréd el g-momento de orden dos el
que conoceremos, dado a partir de la distribucion de escolta,

/Xp(:r)da: =1 (4.39)
/XJJQP(x)dJJ = (1%), (4.40)

tendremos que, construyendo la funciéon asociada de Lagrange, e imponiendo su
derivada nula para calcular el maximo, ademas de aplicar las condiciones de ligadura,
la distribucién de probabilidades obedecera a la expresion (4.41)

1 A 2 2
p(x) = — o e 1(z?—(z%)q) (441)
€ A1 (a2 <$2)q)dx/ q
Podemos construir la constante A; a partir del multiplicador la Lagrange de la forma

dada en (4.42)

. A\
A= 4.42
I - o), (4.42)
de forma que la ecuacién (4.41) se transforma en
1 ~ ~
p(z) = e A o Pt (4.43)

fX 6675\1x/2d$/ ! !

A las funciones que comparten estructura con la expresién (4.43) se las denomi-
nan g-gaussianas por analogia con las funciones gaussianas. Asi pues, las distribucio-
nes de probabilidad obtenidas al optimizar la entropia de Tsallis imponiendo un valor
medio al cuadrado de la variable aleatoria seguiran una distribucién g-gaussiana, co-
mo en el caso de la entropia de Boltzmann-Gibbs bajo la misma optimizacion seguia
una distribucién gaussiana.
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4.4.4. Imponiendo un Valor Medio a una Magnitud Depen-
diente de la Variable.

Veremos ahora el caso de la optimizacién de la entropia de Tsallis més general
posible, aquel al que adema&s de imponerle la condicion de la normalizacién del
espacio probabilistico, asignamos un valor a una o varias magnitudes dependientes
de la variable aleatoria [26][23].

/Xp(m)dx =1 (4.44)

fx fi(x)p?(z)dx _
prq(a:)dm

Construyendo la funcién auxiliar de Lagrange obtenemos:

L(p) = qu1 (1 _ /qu(a:)dm> + (/X p(x)dz — 1) 4

o (Lh@pede
+jzl/\]< [ pi(z)dz <fy>q) (4.46)

{fi)a (4.45)

y maximizandola obtenemos que la distribucion de probabilidad asociada a la va-
riable aleatoria obedecerd la expresién (4.47)

1

_gi(x)

44
bl = L5 (.47
donde f(x) es la llamada caracteristica configuracional

(L =) 225 Ai(fi(x) = (fide)
glx)=1- (4.48)
[ pi(x)dz
y Z4 la funcién de particion.
Z, = / gl%q(m)dx (4.49)
X

El procedimiento descrito fue propuesto por Plastino [26] y a partir de él se
deducen los dos apartados anteriores. No obstante, este método de maximizacién
tiene algunas pegas [23]. El hecho de que en la expresién de p(z) se autoreferencie
hace que puedan aparecer problemas de calculo al intentar su expresion explicita
para un determinado problema. Por otra parte, mediante este procedimiento, y
analizando el Hessiano concomitante, no podemos garantizar que el punto critico
hallado sea un méaximo.

Para subsanar este fallo, Martinez et al. [23] proponen otro algoritmo para op-
timizar la entropia de Tsallis mediante los multiplicadores de Lagrange. Partiendo
de las mismas condiciones de ligadura, proponen despreciar el uso de la distribucion
de escolta, formando la funcién auxiliar de Lagrange como se muestra en (4.50).



4.4. PME CON ENTROPIA DE TSALLIS. 111

L(p) = . i - (1 — /qu(:v)dx) + Ao (/Xp(g;)d:c - 1) +
2 (f e s - ) w

Maximizando esta expresion obtendremos la misma relaciéon para la distribucién

de probabilidad, p(x) = g’l%q(x) /Z,, pero ahora la caracteristica configuracional
tendra la forma:

g(@)=1-(1—-q) Z Xy (fi = (fida) (4.51)

Comparando (4.48) con (4.51) podemos descubrir la relacién entre los multiplicado-
res de Lagrange de ambos procedimientos:

V. — )‘j
T [y pi(x)da
lo que nos conduce a que las caracteristicas configuracionales de ambos métodos
son iguales, ¢'(x) = g(z), y por lo tanto también sus funciones de particién. Las
probabilidades que aparecen en (4.52) son aquellas que maximizan la entropia, no
unas genéricas.

Asi pues, dado que la distribucién de probabilidad no se autoreferencia con este
método, se evitan problemas de calculo. Ademads, puede demostrarse que para ¢ > 0
el punto critico encontrado mediante los multiplicadores de Lagrange es un maximo.

(4.52)
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Parte 11
DESARROLLO DEL MODELO.
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Capitulo 5

Desarrollo y Discusion del Modelo.

En el segundo capitulo del presente proyecto describiamos los principales mode-
los que caracterizan el proceso de supervivencia a la radiacién ionizante por parte de
células y tejidos biologicos. De entre todos ellos, actualmente se impone el modelo
lineal-cuadréatico o modelo LQ, aunque es considerado como uno de los que mejor
ajusta los datos y el mas manejable con radiacién de baja LET a bajas dosis, si-
tuacién que suele darse frecuentemente en los procesos de irradiacion en el ambito
clinico, muestra algunas inconsistencias y falta de correlacion con los datos experi-
mentales a dosis elevadas. Un posible modelo que pretenda competir con el modelo
LQ debera ser tan consistente y manejable en el ambito de las bajas dosis como lo
es éste, y ademas presentar mejores resultados en la regién de dosis elevadas y ser
mas general.

Partiendo del modelo exponencial simple o lineal, que obedece a la expresion

(5.1),

o (D) =e P (5.1)

donde hemos denotado a la fraccién de supervivencia celular como o (D) para no
confundirla con la entropia, notacién que mantendremos durante todo el capitulo.
Es inmediato demostrar que la fraccion de supervivencia es acumulativa siguiendo
un modelo aditivo:

UL(Dl + Dg) = e_a(D1+D2) = e_O‘Dle_O‘DQ = UL(Dl)UL(Dg) (52)

siendo el efecto tejido, EF;, = —Inoy = aD, la variable aditiva.

EL(Dl —+ DQ) = Oé(Dl + Dz) = CKDl + OéDQ = EL(DI) + EL(DQ) (53)

Sin embargo para el modelo LQ, cuya fraccién de supervivencia venia descrita
por la ecuacién (5.4),

org(D) = e~ (@P+AD?) (5.4)

el efecto tejido tendrd la forma Erg = aD + SD?, y para un conjunto de dos dosis,
se cumplira que:

Erg(D1+ D3) = a(Dy + Do) + B(Dy + Dy)* =

115
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siendo en este caso una variable no aditiva debido al término cuadratico. La fraccién
de supervivencia tendra entonces la forma:

O'LQ(Dl + DQ) = O'LQ(Dl) . O'LQ(DQ) . 626D1D2 (56)

Dado que €2#P1P2 < 1 tendremos que org(Dy + Do) > a10(Dy) - oro(D2), esto es,
la fraccion de supervivencia es superaditiva.

Teniendo en cuenta lo expuesto, Sotolongo et al. propusieron que el problema
podia ser abordado desde la éptica de la fisica estadistica y la teoria de la informa-
cién. Dado que en el modelo LQ el efecto tejido no es aditivo, plantearon el problema
desde la aproximacion de la fisica estadistica y la entropia propuestos por Tsallis,
en el marco de la mal llamada fisica estadistica no-extensiva.

Empezaremos el capitulo describiendo el proceso de deduccién del modelo lle-
vado a cabo por Sotolongo et al. [31][32][33]. Tras ello veremos los resultados ex-
perimentales obtenidos por los autores [31][32], con datos obtenidos de bibliografia.
Continuaremos discutiendo las propiedades del modelo y expendiéndolo a un mode-
lo dindmico como hicimos con el modelo LQ en el tema 2 [34]. Por tltimo veremos
algunas aplicaciones del modelo de Sotolongo et al. en el &mbito de la radioterapia
y la medicina [34][27].

5.1. Deduccion del Modelo.

A diferencia de los modelos interpretativos vistos en el capitulo 2, Sotolongo es
al. optaron por un enfoque del problema desde la éptica de la teoria de la informa-
cion. Esta aproximacion es totalmente novedosa en el ambito de la radiobiologia, y
presenta ventajas y desventajas respecto a los modelos interpretativos.

Se dice que la metodologia del principio de méaxima entropia es de caracter infe-
rencial, ya que proporciona un modelo general para el sistema infiriéndolo a partir a
partir de unas pocas imposiciones sobre las probabilidades de los estados posibles. No
requiere, por lo tanto, un conocimiento detallado y microscépico de los mecanismos
que rigen el comportamiento del sistema, solo unas pocas ligaduras macroscépicas de
caracter tedrico o experimental. Esto simplifica bastante el proceso de modelado si
dichas condiciones de ligadura son pocas y sencillas, proporcionando el modelo mas
imparcial con la informacién proporcionada de entre todos los posibles. No obstante
las ligaduras han de ser correctas y completas para que dicho modelo se ajuste a la
realidad que pretende modelar, lo que representa la mayor dificultad a la hora de
implementar el PME de Jaynes. Por otra parte los modelos mecanisticos confieren
a sus parametros un significado biolégico, lo que ayuda al estudio de los procesos
microscopicos que rigen el sistema, mientras que en los modelos inferenciales los
parametros son meramente magnitudes matematicas sin, en principio, significado
biofisico.

Asi pues, la gran ventaja que posee esta metodologia es que nos proporciona un
modelo simple, general e imparcial, sin necesidad de hacer suposiciones sobre los
numerosos y complejos procesos expuestos en el capitulo 1 del proyecto.

Antes de comenzar a modelar el sistema debemos describirlo correctamente desde
un punto de vista estadistico. Nuestro sistema estara descrito por un espacio de
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las fases monodimensional caracterizado por una unica variable aleatoria, el efecto
tejido E(D), que sera un indicador de la perdida de viabilidad celular. Asociada
a esta variable aleatoria tendremos una funcién densidad de probabilidad (FDP)
que denotaremos como p(FE), y que nos proporciona la probabilidad de que entre
todas las células que pierden la viabilidad en un proceso de irradiaciéon con un rango
amplio de efecto tejido, nos encontremos ante la proporcién de células que presentan
un efecto tejido en el rango entre £y E + dE. La fraccion de células que mueren
tras una exposicion a una dosis que genera unos efectos E sera entonces la funcion
de probabilidad, o funcién acumulativa:

E
P(E) = / p(E)dE (5.7)
Q'm,in
siendo €2, el extremo inferior del rango de la variable aleatoria F, Qg = (Qumin, QLmaz)-
Por dltimo, la fraccién de supervivencia celular, que denotaremos por ¢ para no con-

fundirla con la entropia, S, vendra dada por la expresion:

o(E)=1— /Q p(E)dE = /E " (B)E (5.8)

Esta fraccién de supervivencia no es una funcion densidad de probabilidad ya que
no esta normalizada, es simplemente una funcién que nos da la probabilidad de
supervivencia de una célula a un efecto de tejido dado.

Para comprobar la fiabilidad y potencia de este tipo de modelado haremos una
aproximacion clasica al modelo mediante la entropia de Boltzmann-Gibbs, para re-

cuperar de forma sencilla las formulaciones lineal y lineal-cuadratica del sistema.

5.1.1. Aproximacién Clasica.

Para la aproximacién clasica al problema de la supervivencia celar partiremos de
la expresién de la entropia de Boltzmann-Gibbs [32][33].

S = —/Qp(E) Inp(E)dE (5.9)

Al que impondremos las condiciones de ligadura de que la FDP de la variable alea-
toria estd normalizada y que la media de dicha variable tenga un valor dado (E).

/ p(E)dE =1 (5.10)
/ Ep(E)dE = (E) (5.11)

Bajo estas condiciones ya vimos en el apartado 4.3.2 del capitulo 4 que la distribucion
de probabilidad de E vendra caracterizada por la funcién densidad de probabilidad
mostrada en la ecuacién (5.12).

p(E) = <17>6<g> (5.12)
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Asi pues, la probabilidad de que una célula irradiada que muere haya recibido una
dosis que cause un efecto en el intervalo (E, E+4dFE) sigue una distribucién exponen-
cial. Si calculamos la fraccién de supervivencia en funcién del efecto tejido a través
de las expresiones (5.8) y (5.12), suponiendo que €2 = (0, c0), tendremos que:

(E) /Qm L g (5.13)
o = e =e :

g (E)
Nos queda por tiltimo determinar la relacién entre el efecto tejido y la dosis absorbida
para obtener las curvas de supervivencia en funcién de la dosis. Veremos dos casos
tipicos que derivan en los dos modelos mateméaticos mas generales descritos en el

capitulo 2.

Efecto Proporcional a la Dosis.

Si suponemos que el efecto tejido es proporcional a la dosis absorbida, esto es,
que la dosis genera lesiones de primer orden, producidas en un tnico evento, como
es el caso de las radiaciones de alto LET, tendremos que E = aD, siendo « la
constante de proporcionalidad. Asi pues, la FDP de la variable aleatoria en funcion
de la dosis tendra la forma:

p(BE)E = p(D) 2 dE — p(D) (dE ) B - ép(D)dE _

dE dD
= p(D) = <—11)>e—<3> (5.14)

La media de esta variable aleatoria serd (D) = 1/a, e integrando para conseguir la
fraccion de supervivencia tendremos que:

(D) /Qmaw 1 _%dD oD (5 15)

o = —e =e .
p (D)

Obteniendo asi el modelo exponencial simple de supervivencia celular. Para un con-

junto de condiciones de ligadura simples y la condiciéon de que el efecto es propor-

cional a la dosis hemos obtenido el mismo resultado que el modelo de objetivo de

Lea.

Relacién Efecto-Dosis de Tipo Lineal-Cuadratico.

La relaciéon méas comun en la bibliografia entre el efecto tejido y la dosis absorbida
es la de tipo lineal-cuadratico, empleada por ejemplo en el modelo LQ, E = aD +
BD2. El parametro & dara cuenta de la proporcionalidad con las lesiones de primer
orden y 3 con las de segundo orden. Sustituyendo la relacién anterior en (5.13), y
teniendo en cuenta que (E) = &(D) + 5(D)? es una constante que no depende de
la dosis, tendremos que:

g(D)=e "B = e~(@D+BD?) (5.16)
cona=a/(E)y = B/<E>
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Hemos obtenido por lo tanto el modelo matematico lineal-cuadratico. El hecho
de haber obtenido los dos modelos mas reconocidos para estudiar la supervivencia
celular a la radiacién es una muestra del potencial que ofrecen los modelos inferen-
ciales. También mencionar que otros modelos minoritarios, como el modelo lineal-
cuadratico-cuibico, pueden ser ser obtenidos introduciendo la relacién dosis-efecto
adecuada.

5.1.2. Aproximaciéon Generalizada.

Como ya comentamos, Sotolongo el al. plantean una aproximacién generalizada
mediante la fisica estadistica no-extensiva aplicando la entropia de Tsallis al princi-
pio de maxima entropia [31][32][33]. Recordamos que la entropia de Tsallis tiene la
forma para una variable aleatoria continua mostrada en la expresién (5.17).

S,(F) = —— [1 - / pq(E)dE} (5.17)
q—1 Q

Se dice que la aproximacion es generalizada ya que para el caso en que ¢ = 1

la entropia de Tsallis converge a la entropia de Boltzmann-Gibbs, obteniendo por
lo tanto la aproximacién cléasica. Sotolongo et al. introdujeron ademas la hipotesis
de que existe una dosis maxima, Dy, a partir de la cual la fraccion de supervi-
vencia es nula. A dicha dosis maxima le corresponde un efecto de tejido méaximo,
Eg = E(Dy), que se corresponde con ... Asi pues, tendremos que Q = (0, Ey).
Anadiremos también las tipicas condiciones de ligadura de normalizacién del espacio

probabilistico (5.18) y especificacién de un valor medio para el efecto (5.19).

/ N (E)E = 1 (5.18)

/ " Ep(E)dE = (E), (5.19)

Empleando el principio de méaxima entropia segun lo vimos en los apartados 4.4.2 o
4.4.4 del tema 4 obtenemos que para que la entropia sea maxima, el efecto Ey y los
multiplicadores de Lagrange han de tener los siguientes valores [33]:

By — 224 (ﬂ) (5.20)

T 1—-g\2—¢q

La probabilidad de que una célula que muriese recibiese una dosis que provocase un
efecto (F, E + dE) sera entonces:

pE) = (2<15>q) [1 (@)

(5.23)
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Derivar la fraccién de supervivencia es trivial a partir de (5.8) y (5.23).
1—q (2—q\77
g (_Q) E
2—q <E>q

Teniendo en cuenta el valor del efecto Fy (5.20), y definiendo v = (2 — ¢)/(1 — ¢q),
podemos reescribirla como:

o(E) = (1-£)  pampeo (5.25)
0 para E & ()

2—q
1—q

o(F) = (5.24)

o en una notacién mas compacta:

g

o(E) = (1 — E£o> |H(E) — H(E — Ey)] (5.26)
siendo H(x—xp) la funcién asociada a la distribucién de Heaviside o funcién escalén.
Cuando ¢ — 1 la entropia de Tsallis convergera hacia la entropia de Boltzmann-
Gibbs, y por lo tanto recuperaremos la ecuacién (5.13). Asi pues, la forma general
de la curva de supervivencia para cualquier valor del parametro ¢ vendra dad por
la expresién (5.27).

o(E) = (5.27)

(1—%)7[H(E)—H(E—EO)} siq#l= 7 < oo

(Elq sig=1= v — oc.

Para completar el modelo solo nos queda suponer una relacién formal entre el efecto
tejido y la dosis absorbida.

Modelo de Sotolongo et al.

Si consideramos el efecto tejido directamente proporcional a la dosis obtendremos
el modelo de Sotolongo et al.; el cual es objetivo de el presente proyecto. Tomando
E = aD, tendremos que Ey = oDy y la expresion (5.27) tomard la forma:

(1 _ %)7 [H(D) — H(D — Dp)]  siv < oo.

o(D) = (5.28)

e @) si vy — o0.

Cuando 7 — oo la dosis superior tiende a infinito, Dy — o0, y la convergencia es
absoluta la modelo lineal. Para ¢ ~ 1, esto es v >, y baja dosis absorbida, podemos
aproximar la expresién anterior a un desarrollo de Taylor [33]:

_2
2=

—mo(D) ~ ag (%) T %3;—:2 (%i) "D24O(DY  (529)

aproximandose el modelo de Sotolongo al modelo LQ con parametros:
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1
A
arg = a (—q) (5.30)

(E)q
a?1—q (2—q\73
a5 () >3

El modelo de Sotolongo et al. es un modelo de tipo potencial, formalmente simple y
que depende tinicamente de dos parametros, Dy y 7. Esto lo convierte en un modelo
manejable desde el punto de vista operacional, lo que es un gran punto a su favor.

De entre todos los modelos interpretativos vistos en el capitulo 2, vemos que
guarda cierto parecido con el modelo RMR considerando un eurepair lineal y un
misrepair cuadratico.

D 3
orur =€ " {1 + —] (5.32)
ela
Podria interpretarse la expresion del modelo RMR como el producto de dos fraccio-
nes de supervivencia independientes, uno dado por los efectos extensivos de la dosis,
e Py otro por unos efectos no-extensivos de la misma (1+aD/e)¢. Desde el punto
de vista de la teoria de la informacién esto refuerza el modelo RMR frente a otros,
y explica por que tiene un mejor ajuste en todo el rango de dosis que el modelo LQ.

Modelo Entrépico No-Aditivo Cuadratico.

Aunque en principio que el efecto tejido tenga una relacion de tipo cuadratico
con la dosis, £ = $D?, no tiene demasiado sentido biofisico, deriva en una situacién
interesante. Bajo esta suposicion tendremos que el modelo entrépico tiene la forma

definida en (5.33).

o(D) = (1 - g—;) [H(D) — H(D — Dy)] (5.33)

Si tomamos el modelo RMR considerando un eurepair lienal y un misrepair
cuadratico, y aproximamos a una situacion de baja dosis, de tal forma que podamos
emplear el infinitésimo equivalente e ~ 1 — x, tendremos que:

i [ (2] ~[(-2) (2] (-5

dondey = ¢y Dy = (¢/a)?. El modelo RMR converge al modelo entrépico no-aditivo
cuadratico para bajas dosis. Esto refleja nuestra hipotesis anterior de que el modelo
RMR es la combinacion de dos contribuciones que actian de forma acumulativa,
una asociada a altas dosis y otra de forma no-extensiva asociada a bajas dosis. Si
definimos como 7 la fraccion de la dosis que actia de forma extensiva, tendremos
que la fraccion de supervivencia asociada a dicha dosis segin el modelo entrépico
aditivo tendra la forma:
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Para la parte no-extensiva tendremos que:

D 7 D 7 D\’
Da—n)0 Da_pyo/(1—n) Dy

Asi pues, si consideramos que ambos contribuciones actian de forma acumulativa,
tendremos que:

(D) =ay(D) - oup(D) = (1 7)) (5.35)

Obteniendo el modelo RMR. Por lo tanto el modelo RMR puede ser deducido tam-
bién mediante la metodologia del principio de maxima entropfia.

Modelo Entrépico No-Aditivo Lineal-Cuadratico.

Por 1ltimo consideraremos de forma meramente informativa el modelo entrépico
no-aditivo lineal-cuadrético, donde el efecto tejido sigue una relacién de tipo lineal-
cuadrdtica con la dosis. E = @D + SD?. Bajo estas condiciones la fraccién de
supervivencia celular tendra la forma dada por (5.36).

a 5L\ -
(D) = (1 ~ 5 D= D ) (H(D) — H(D — Dy)] =
— (1—aD — D) [H(D) = H(D — Dy)] (5.36)

Este ya es un modelo de tres parametros, lo que lo convierte en menos manejable,
y no representa una mejora respecto del modelo de Sotolongo et al.

5.2. Ajuste del Modelo a Curvas Experimentales.

Una vez obtenida la expresién del modelo de Sotolongo et al., los autores com-
probaron su validez ajustando un conjunto de curvas de supervivencia celular obte-
nidas de bibliografia. Partiendo de la expresién (5.28) y reescalando la dosis como

~

D =1—- D/D, tendremos que:

Ino(D) =~In (1 - 2) =~InD (5.37)
Dy
En una representacion de tipo doble-logaritmo, o log-log plot, tendremos que los
datos muestran un aspecto lineal bajo el modelo, siendo v la pendiente de la recta.

Para realizar el ajuste los autores proponen el método “steepest descent” para
minimizar el pardmetro x?, definido como:

V2= Zi:; {Mn (1 - %) —In (aj)r (5.38)
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donde i denota el conjunto de muestras a ajustar (esto es, diferentes experimentos
con un mismo tejido), cada uno con un determinado nimero de puntos n;, confor-
mados por una fraccién de supervivencia en una dosis asociada (o}, D;), siendo Dy
la dosis minima de aniquilacién para el conjunto i-esimo.

Los autores emplearon diferentes tipos de tejidos conformados por células huma-
nas y de mamifero en general (CHO, HELA, HEK,...) irradiadas con diferentes tipos
de radiacién ionizante (radiacién electromagnética a baja y alta tasa de dosis, neu-
trones, electrones rapidos y lentos, particulas v de diferentes energias, dueterones,...)
y en diferentes condiciones fisiolégicas (anoxia y bien oxigenadas). Tras realizar los
ajuste se obtuvieron los pardmetros mostrados en las siguientes tablas [32].

1. Melanoma humano (v = 14,0 + 0,9) irradiado a diferentes tasas de dosis.

Tasa de dosis Dy

150 ¢Gy/min | 27 £ 2 Gy
7,6 cGy/min | 38 £ 4 Gy
1,6 cGy/min | 46 £5 Gy

2. Células madre intestinales (v = 35,540,4) irradiadas con diferentes particulas
y condiciones.

Condiciones Dy
Neutrones 36,0 £0,7 Gy
Electrones (alta tasas de dosis) 62,2+ 1,2 Gy
Electrones (baja tasas de dosis) | 68,8 £1,6 Gy
Electrones (condiciones de hipoxia) | 162 +3 Gy

3. Cultivo de células de mamifero (7 = 8,9 + 0,6) expuestas a condiciones éxica
e hipdxica.

Condiciones Dy
Oxica 21,7+ 1,4 Gy
Hipoéxica 61 +4 Gy

4. Células CHO (y = 14,2+ 0,6) irradiadas en presencia o ausencia de misonida-
zole.

Condiciones Dy
Hipoxia 85+ 7 Gy
Hipoxia, ImM | 46 + 3 Gy
Hipoxia, 10mM | 33 +2 Gy
Aerodbico 29 + 3 Gy
Aerébico, ImM | 28 + 3 Gy
Aerébico, 10mM | 32 +4 Gy

5. Células HEK (v = 8,8 £ 0,3) expuestas in vitro a radiaciones de diferentes
energias.



124 CAPITULO 5. DESARROLLO Y DISCUSION DEL MODELO.

Condiciones D

Rayos X, 250kVp 2244+ 0,8 Gy

Deuterones, 14.9MeV | 22 4+ 3 Gy

Deuterones, 3MeV 17+ 2 Gy

Particulas «, 26MeV 15+ 2 Gy
Particulas «, 8.3MeV | 9,1 +1,2 Gy
Particulas a, 5.1MeV | 7,24+ 0,8 Gy
Particulas a, 4MeV | 6,9 + 0,6 Gy
Particulas «, 2.5MeV | 9,2+ 0,7 Gy

El pardmetro v solo depende del tipo de tejido al que pertenecen las células,
mientras que Dy depende de las condiciones de irradiacién (tipo de radiacién ioni-
zante, energia de ésta, condiciones ambientales a las que esta expuesto el tejido como
oxigenacién del medio, etc). El la figura 5.1 observamos la representacién grafica de
los ajustes para los diferentes tejidos en representacion doble-logaritmica.

10° ¢
107"}
102}
103}
i ks
u® 107°F
1075}
8 [ _,."""‘
107 g2 Human melanoma B
71 Intestinal stem cells @ |
107" ¢ Mammalian cells 4 1
I Chinese hamster cells v |
108k Human kidney cells & |
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1-D/D,

Figura 5.1: Ajustes de datos experimentales al modelo de Sotolongo et al. en escala
doble-logaritmica y con el cambio de variable D =1 — D/ Dj.

Si normalizamos el modelo haciendo la raiz v-esima de la fraccion de superviven-
cia celular, o'/ 7(D), tendremos que para todos los conjuntos de datos, independien-
temente del tejido, la pendiente sera unitaria en representacion doble-logaritmica,
como se puede ver en la figura 5.2. Podemos observar que la correlaciéon del modelo
con los datos experimentales es muy buena.

Para comparar los ajustes del modelo de Sotolongo et al. y el modelo LQ los
autores emplearon un conjunto de datos con un rango muy amplio de la dosis ab-
sorbida, de hasta 16 Gy. Generalmente las curvas de supervivencia celular no llegan
a dosis tan altas, suelen tener un rango de hasta 10-12 Gy, por lo que la ultima
parte de esas curvas suele mostrar el comportamiento ya mencionado de que el lo-
garitmo de la fracciéon de supervivencia es practicamente lienal con la dosis. Sin
embargo en esta curva se aprecia claramente que a partir de los 12-14 Gy la pen-
diente del logaritmo de la curva vuelve a decrecer de forma brusca. El resultado
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Figura 5.2: Representacion de los ajustes de la figura 5.1 con la pendiente normali-
zada.

del ajuste para el modelo LQ arroja unos parametros de a = 0,167 + 0,015 Gy ' y
= 0,0205+0,0015 Gy 2 mientras que el modelo de Sotolongo et al. nos proporcio-
na unos valores de v = 5,04+ 04y Dy = 19,4+ 0,4 Gy. La representaciéon de ambos
ajustes se muestra en la figura 5.3.

Podemos observar como el modelo de Sotolongo ajusta mejor globalmente el
conjunto de datos experimentales, sobre todo la ultima parte donde la fraccion de
supervivencia se desploma con la dosis.

5.3. Discusion del Modelo.

Una vez modelado el sistema y comprobado que el modelo de Sotolongo et al.
ajusta correctamente la curva de supervivencia celular, en esta seccion discutiremos
las implicaciones del modelo y los parametros de los que depende. En un tltimo
apartado estudiaremos la extension del modelo a un sistema dinamico que tenga en
cuenta el tiempo, como ya hicimos con el modelo lineal-cuadratico.

5.3.1. Propiedades del Modelo.

Comenzamos deduciendo las propiedades matematicas bésicas. A partir de la
expresién general (5.28) tendremos que si v — oo el modelo de sotolongo et al.
converge hacia el modelo lineal, que ya conocemos. Nosotros estamos interesados en
la situacién no extensiva, donde 7 < 0o, que obedecera a la expresién (5.39).

os(D) = (1 - Dﬂ) (H(D) - H(D - D)) (5.39)

Su derivada nos dara la pendiente de la curva de supervivencia.
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Figura 5.3: Ajuste de una curva de amplio rango de dosis con el modelo de Sotolongo
et al. y el modelo LQ.

d ~y D\7!

que se anula para v =0y D = Dy. Por otro lado, experimentalmente se sabe que la
curva de supervivencia es estrictamente decreciente, lo que implica que la pendiente
ha de ser siempre negativa, dog(D)/dD < 0, lo cual implica que 0 < D < Dy, algo
implicito en la expresién (5.39), y que v > 0.

Respecto a la derivada del logaritmo de la curva de supervivencia, tendremos
que:

d gl
—1 D)= ——— 5.41
ap st = —p—p (5.41)
La pendiente inicial serd no nula, dlnog(D)/dD|p=y = —7/Dy, lo que concuerda

perfectamente con los datos experimentales. Para dosis elevadas era mayoritaria la
idea de que la pendiente se mantenia constante, mientras que el modelo de Sotolongo
et al. predice que es inversamente proporcional a la dosis. Como ya comentamos en
la seccién precedente, curvas experimentales con un rango amplio de dosis muestran
que, si bien la curva presenta una zona intermedia en la cual el logaritmo de la
fraccién de supervivencia se aproxima a una recta, con una pendiente relativamente
constante, repentinamente muestra un cliff que disminuye su pendiente de forma
brusca. Teniendo esto en cuenta el modelo de Sotolongo et al. predice correctamente
el comportamiento de la curva.

Por otra parte, la segunda derivada de la curva de supervivencia nos proporciona
el caracter concavo o convexo de la misma.



5.3. DISCUSION DEL MODELO. 127

L 0s(D) = —”%_3 2 (1 - D%) 7 (5.42)

Si v es mayor que 1 tendremos que la segunda derivada sera positiva, v > 1 =
a¢(D) > 0, por lo que la curva serd convexa. Lo contrario ocurrird si 0 < 7y < 1.
Experimentalmente también se conoce el caracter convexo de la curva de supervi-
vencia, por lo que de forma general el parametro v tendra que ser mayor que la
unidad en cualquier circunstancia.

El modelo de Sotolongo et al. depende de dos parametros, v y Dy. Recordamos
que v = (2 —¢q)/(1 — q), por lo que representa la extensividad del sistema, cuanto
mayor sea 7y el sistema presentard una propiedad no-aditiva mas marcada. Como
pudimos comprobar en los ajustes, el parametro v solo depende del tipo de célula
o tejido que es irradiado, por lo que puede ser denominado parametro tisular. Dy
era la dosis minima de aniquilacién, dosis media a partir de la cual no sobrevive
ninguna célula. Dado que supusimos una relacién lineal entre el efecto tejido y la
dosis teniamos que Ey = D/, con Ej obedeciendo la ecuacién (5.20), por lo que
depende del efecto medio y del pardametro ¢ de Tsallis. La relacion lineal entre Eqy y ¢
se muestra en la figura 5.4, y nos demuestra que cuanto mayor sea g, esto es, cuanto
mayor sea la no-aditividad del sistema, mayor sera el efecto minimo de aniquilacién,
por lo que el sistema es infra-aditivo. La dosis minima de aniquilacion, segin los
ajustes, dependera del tipo de radiaciéon empleada y de las condiciones ambientales
durante la irradiacion.

100

Q2 10

0 0.2 04 0.6 08 1
q

Figura 5.4: Dependencia de €2 = Fj en funcién del valor de q.

Asi pues, cada uno de los parametros del modelo estara relacionado con una
propiedad del sistema, el parametro v con las propiedades tisulares, y la dosis mini-
ma de aniquilacién con las propiedades fisicas de la radiacién y las propiedades
bioquimicas del medio.
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5.3.2. Modelo Dinamico.

El modelo de Sotolongo et al., como sucedia con el modelo LQ, es, en principio,
un modelo estatico que no tiene en cuenta explicitamente el tiempo. Pero al igual
que con el modelo LQ, el modelo de Sotolongo puede ser expandido a un modelo
dindmico realizando algunas consideraciones [34][27]. Para ello reorganizaremos la
expresion (5.39) realizando el cambio de variable x = D/Dy, siendo entonces x
una forma adimensional de dosis. Tendremos de esta manera que la fraccion de
supervivencia celular obedecera a la expresion (5.43).

og(z) = (1 —x)7 (5.43)

La probabilidad de supervivencia dada segin es modelo de Sotolongo et al. no
seguird la propiedad aditiva. Asi, si tenemos que el sistema estd expuesto a dos do-
sis consecutivas, x4 y xp, podemos encontrarnos con dos situaciones diferentes. Si
consideramos que la dosis total es aditiva, x = x4 + x g, la probabilidad de super-
vivencia celular serd og(z) = (1 — x4 — xp)Y # os(x4) - 0s(xp). Por otro lado, si
consideramos que las probabilidades son multiplicativas, og(x) = og(x4) - o5(zB),
tendremos que la dosis no es aditiva, x # x4 + xp. Debemos por lo tanto desarro-
llar una serie de reglas de composicién para caracterizar este proceso no-extensivo.
Para ello los autores introdujeron dos operaciones no-extensivas relacionadas con
la g-suma y el g-producto vistas en el capitulo 3. Denominaremos a dicha suma y
producto no-extensivos como ~-suma y y-producto respectivamente, y se definiran
como:

r®,y=x+y—ay (5.44)
r®yy = (a7 +y'7 1) (5.45)

Empleando dichas operaciones las dos situaciones antes descritas quedaran como:

r=1x4D,2p < 0g(x) =0s(xa) 0s(xp) (5.46)
r=x4+2p < 0s(z) =05(xa) ®y05(xp) (5.47)

Sotolongo et al. dedujeron que si las dosis eran administradas separadas por un
tiempo largo, la capacidad de reparacion celular propiciaria que los efectos fisicos
fuesen independientes uno de otro. Por otro lado, si las dosis se aplican de forma
conjunta, éstas deben ser consideradas aditivas. Asi pues, la expresiéon (5.46) se
corresponderia con un tiempo entre dosis elevado (t — oo) mientras que (5.47) se
corresponde con la imparticién consecutiva de las dosis, (t — 0).

Para extender el razonamiento a un conjunto de dosis debemos generalizar el
concepto de operador suma y operador producto. Si la dosis es aditiva tendremos
que la fraccién de supervivencia obedecera a la expresion:

Oy = (1 - Zn:x> (5.48)

que puede ser reescrita como:
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vy n v
x xX;
o= (1-— | gy = - (5.49)
( 1—2,6:%951@) g( 1_Zk—11xk>

Por otro lado, si las probabilidades son independientes tendremos que:

n
on =[]0 - z) (5.50)
i=1
Podemos combinar ambas expresiones mediante la introducciéon de un nuevo parame-
tro, € € [0, 1], de forma que si € = 1 la expresién resultante describe eventos totalmen-
te correlacionados mientras que si ¢ = 0 los eventos seran independientes. Definiendo
de paso los operadores no-extensivos suma, @, y producto, ), tendremos que:

n n

o =Q)(1 — ;)" = (1 = ij> =11 (1 = #M) (5.51)

=1 =1

El coeficiente € recibira el nombre de coeficiente de acoplamiento de sesiones y re-
presentara el proceso de reparacion entre la aplicacién de las dosis. Por lo tanto
deberd haber alguna relaciéon entre el coeficiente € y el factor de Lea-Catcheside.
Ambos parametros dan cuenta de la dependencia temporal y el proceso de repara-
cion celular, y ambas tienen valores comprendidos entre 0 y 1. Debera, por lo tanto,
existir alguna relaciéon formal entre ellos, de forma que podamos expresar € = ¢(D)
y viceversa. € tiene un cardcter opuesto a G (cuandot - 0 =¢ —- 1; G - 0y
cuando t — 00 = € — 0; G — 1), en el capitulo de conclusiones obtendremos una
relacion entre € y GG para el caso especial de tasa de dosis constante.

Aunque en (5.51) se definen de forma implicita los operadores generalizados
suma y producto, es conveniente introducir una definicién explicita. Si suponemos un
unico evento X correspondiente a todo el proceso, que denominamos dosis efectiva,
tendremos que:

o, =(1-X) = (1 - é%) (5.52)

Tras el evento i-esimo, la dosis efectiva tendra la forma:

1—X,4
X. = X. P .
% 7 1+wz(1—€Xi_1) (553)

donde X; = z1 y X,, = X. De aqui se obtiene que:

1—
T=24Prg =24+ TR (—:EA) (5.54)
1 — €T A

(5.55)

O=04Q 0 =04

0.13/'? _ 6(1 _ 0.114/“/) v
1—¢(1 —0114/7)

siendo 04 = 0(x4) vy o = o(xp). Recuperaremos las expresiones (5.46) y (5.47) en
los limites € = 0 y € = 1 respectivamente.
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Lo expuesto hasta el momento es valido para dosis fraccionadas, para estudiar
los efectos de una dosis prolongada debemos adaptar el modelo al limite del conti-
nuo [34]. Si las sesiones de irradiacién se imparten muy préximas unas de otras la
expresién (5.53) se convierte en:

1-X

X =
rl—eX

(5.56)

donde X es la tasa de dosis efectiva mientras que r = & es la tasa de dosis real. Al
comienzo de la irradiacién la dosis efectiva es pequena, por lo que podemos asumir
que eX € 1y 1/(1 —€eX)~14eX, por lo que:

X ~r[l—(1—e)X] (5.57)

donde los términos de segundo orden y superiores son despreciados. Podemos obser-
var como evoluciona la dosis absorbida efectiva con el tiempo en la figura 5.5.
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Figura 5.5: Aproximacién al limite del continuo para la dosis efectiva con r = 0,1.

Si se cumple la aditividad de la dosis (e — 1, X = ). ;) es inmediato, trans-
formando el sumatorio en una integral, que:

t1
X = / rdt (5.58)
to

Esto se cumplird si t; — ty es suficientemente reducido para que los procesos de
reparacién no sean tenidos en cuenta y se garantice la aditividad de la dosis. Si no
es asi la expresién no serd valida y tendremos que extender el concepto de integral
para sistemas no-aditivos. Recordando el concepto de g-suma y g-diferencia:
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rBy=z+y—0Oxy (5.59)
T —y

Hqy = 5.60

78y =15 (5.60)

siendo = ¢ — 1 € [0, 1], podemos definir la derivada no-extensiva como:

D f() B f(to) f

—f=1 = 5.61

L ar— 1—0f (5.61)
Definimos entonces la tasa de dosis fisica, r, como la derivada no extensiva de la

dosis equivalente.

X
p— —X pu— . 2
R T (5.62)
Asi pues, tendremos la E.D.
X+6rX=r (5.63)

donde 6 y r son funciones dependientes del tiempo, § = 0(t) y r = r(t). Si no hay
procesos de reparacién § = 0 y la tasas de dosis fisica coincide con la tasa de dosis
equivalente, X = r. Si hay procesos de reparacion, el término 67X, que depende de
factores bioldgicos y fisicos, disminuird la tasa de dosis equivalente frente a la tasa
de dosis fisica.

Si consideramos que r y 6 son constantes, algo asumible en ciertas condiciones
clinicas, tendremos que la solucién de (5.63) es:

1
X=5(1- e ) (5.64)
por lo que se alcanzara la dosis media de aniquilacién (X=1) a tiempo ty.

~ In(1-9)
ly = T (5.65)

La tasa de dosis equivalente tendra entonces la forma:

X = e frt (5.66)
Asi pues, la tasa de dosis efectiva ird disminuyendo exponencialmente segiin aumente
el tiempo hasta alcanzar la dosis de aniquilacién. Si la capacidad de recuperacién
celular es alta (0 ~ 1) siempre quedaran células supervivientes, ya que la dosis
efectiva de aniquilacién de alcanzard a tiempo infinito, £ = oo, mientras que si la
capacidad de recuperacion es nula (6 = 0) el tiempo de irradiacién hasta alcanzar
la dosis de aniquilacién sera el menor posible, ¢, = 1/r.

5.4. Aplicacién del Modelo a Radioterapia.

En esta ultima seccion del capitulo veremos de forma muy breve dos aplicaciones
directas del modelo de Sotolongo et al. a la planificacién de sesiones de radioterapia.
Un modelo bésico de TCP basado en el modelo entrépico, y el calculo de isoefectos
para planificar tratamientos de dosis fraccionada.
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5.4.1. TCP.

En el apartado 2.3.1 del tema 2 estudiamos los modelos de probabilidad de
control tumoral o modelos TCP, generalmente asociados al modelo LQ, que junto
con los modelo NTCP sirven para calcular la dosimetria en orden a causar el mayor
dano al tumor y el menor al tejido sano circundante.

Vimos que el modelo TCP estandar derivaba de la distribuciéon binomial,

TCP =[1—o(D)Y (5.67)

donde N es el nimero de células cancerosas que conforman el tumor y o(D) la
fraccién de supervivencia celular de las mismas. Si N es muy grande y o(D) muy
pequena, la distribucion binomial se aproxima por una distribucion de Poisson.

TCP = e NoWD) (5.68)

que es una expresién mucho mas manejable. A partir del modelo de Sotolongo (5.39)
se deduce inmediatamente que el modelo TCP basado en la fraccién de supervivencia
de Sotolongo et al. tendra la forma dada en (5.69).

i
TOPg = ¢V (1) (HP)-HD-Do) (5.69)

Comparando el modelo TC'Ps con el modelo TC'Prq con los datos del ajuste
de la figura 5.3 obtendremos la figura 5.6. Podemos observar que los dos modelos
son muy similares, mostrando apenas pequenas discrepancias en la zona de subida,
en especial en la parte final de ésta. El modelo T'C P es ampliamente utilizado, y
sus predicciones aceptadas como correctas, por lo que el modelo TCP basado en el
modelo de Sotolongo et al. sea compatible con el modelo TCP lineal-cuadrético es
una prueba mas de la bondad del primero.

TCP
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/
0.6 /
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Figura 5.6: Comparacion entre los modelos T'C' Py y T'C'Ppq con pardmetros corres-
pondientes al mismo conjunto de datos experimentales y N = 100.
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5.4.2. Calculo de Isoefectos.

Ya vimos en el tema 2 que el calculo de isoefectos era una parte fundamental
en radioterapia. Recordamos que se definia isoefecto como el conjunto de valores
de sesiones de radioterapia y dosis por sesién, (n,z), que producirdn un mismo
efecto sobre el tejido. Ya que las curvas de supervivencia del tumor, oiumor, SON
diferentes a las del tejido sano, oycjiqo, ambos tendrdn comportamientos diferentes
bajo una irradiacion fraccionada. El calculo de isoefectos en radioterapia pretende,
o bien maximizar el dano bioldgico al tumor manteniendo constante el efecto sobre
el tejido sano en parametros aceptables, o bien fijando el efecto sobre el tumor, de
modo que sea erradicado, minimizar el dano sobre el tejido normal.

La fraccion de supervivencia para una irradiacion fraccionada seguird la expre-
sion:

ou(X) = (1 - X) = <1 - éx) (5.70)

donde n es el nimero de fracciones, x; la dosis por fraccién y X la dosis efectiva,
luego para que dos tratamientos tengan el mismo efecto deben tener la misma dosis
efectiva, X4 = Xpg. Dichas dosis efectivas tendran una relacion recursiva para la
sesién i-esima dada por la ecuacién (5.71).

1—Xi
1+ (1_€Xi—1) (5.71)

Para comprobar la validez del modelo los autores realizaron ajustes a datos
obtenidos de bibliografia para tejidos de pulmén de raton, piel de raton y células de
las criptas yuyenales de ratén. Obtuvieron valores de € = 0,50, Dy = 11,3 Gy para
el pulmoén de raton, e = 0,58, Dy = 24,0 Gy para la piel de raton y € = 0,62, Dy =
16,1 Gy para las células yuyonales. Los ajustes se muestran en la figura 5.7.
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Figura 5.7: Relacién de isoefecto para diferentes tejidos de ratén.
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Los valores del coeficiente de acoplamiento de sesiones, €, quedan mas o menos
situados en el medio de su rango, ¢ € [0,1]. Para cada valor de la dosis efectiva
total, X, se obtiene una relacion de isoefectos diferentes, como puede observarse
en la figura 5.8. Conocidos € y Dy se puede calcular el isoefecto éptimo para un
determinado tratamiento. Para el calculo de dicho isoefecto el parametro v no juega
ningin papel, disminuyéndose asi el numero de parametros implicados.

100 [ T T T T

T o T T T
mouse jejunal crypt cells  a
isoeffect curves

Figura 5.8: Relacién de isoefecto para células yuyenales de ratén a diferentes dosis
efectivas totales.

Un problema que tenemos al calcular isoefectos mediante el método de Sotolongo
et al. es que, a diferencia del factor de Lea-Catcheside, no tenemos ninguna relacion
formal del parametro de acoplamiento de sesiones, €. Tampoco hay bibliografia para
poder deducir una relacién empirica. Para intentar deducir dicha relacion, los autores
emplearon el modelo LQ para simular el sistema y obtener una relacién temporal
del parametro e. Dicha relacién se muestra en la figura 5.9.

Obviamente esta relaciéon no debe basarse en otro modelo con el que pretendemos
comparar el modelo de Sotolongo et al., pero nos da una cierta indicacién de como
deberia ser en realidad. Es necesario encontrar una relacion formal o empirica para
€.

Para acabar con esta seccion introduciremos el concepto de dosis critica, x..
Si suponemos que las dosis por fraccién son iguales, z; = x, la expresién (5.71)
conforma un mapa recursivo, de cuyo analisis llegamos a la conclusion de que para
cada € existe un valor critico de z, z. = 1—¢, que divide el plano (z, €) en dos regiones
diferentes. Para x < x. siempre existira una fraccion de células supervivientes ya
que nunca se alcanzard la dosis efectiva de aniquilacion, X,, < 1 Vn. Si x > =z, sin
embargo, a partir de una determinada sesion n tendremos que la dosis efectiva supera
la dosis efectiva de aniquilacién, X,, > 1, por lo que con las fracciones suficientes se
erradicara el tumor. Podemos observar el comportamiento de la dosis critica en la
figura 5.10.
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Tumor (y=1 0, 0.0 Gy} ——

5.0, D=8
Healthy tissue (y=10.0, D;=40.0 Gy) ----e---
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Figura 5.9: Valor del parametro € en funcién del periodo entre sesiones basados en
la inferencia a partir del modelo LQ.

Figura 5.10: El grafico mayor representa las isolineas ng como funcién de € y x por
encima del valor critico. El grafico menor representa el nimero de fracciones minimas
en funcion de z..
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Capitulo 6

Conclusiones.

Este proyecto fin de master estd planteado como un resumen de los articulos
publicados sobre el modelo que los doctores Sotolongo-Grau O., Rodriguez-Pérez
D., Antoranz J.C. y Sotolongo-Costa O. propusieron para modelar el proceso de
supervivencia celular a la radiacién ionizante. No pretende ser, por lo tanto, un
trabajo de investigacién que aporte nuevas ideas originales.

En la introduccion resumimos los aspectos bioquimicos que determinaban y des-
cribian la fraccién de supervivencia celular a la radiacién y repasamos brevemente
los principales modelos que ajustaban las curvas de supervivencia. Podiamos dife-
renciar entre dos tipos de curvas, las de tipo lineal, que se ajustaban a un modelo
exponencial simple, y las de tipo sigmoide o de hombro, para las cuales los mo-
delo RMR y LQ obtenian los mejores resultados. Si bien el modelo RMR obtiene
en general mejores ajustes que el modelo LQ, la mayor simpleza de éste tultimo,
unido a un desarrollo més completo que incluye una versiéon dinamica del mismo al
introducir el factor de Lea-Catcheside y una metodologia para su aplicacion a ra-
dioterapia probadamente demostrada, convierten al modelo lineal-cuadratico en el
modelo estandar en radiobiologia. Si se pretende desarrollar un modelo alternativo
al modelo LQ deberia al menos igualar al mismo en potencial y simpleza.

El modelo de Sotolongo et al. emplea la teoria de la informaciéon y el principio
de méaxima entropia para obtener la expresion analitica que describe al sistema,
imponiendo tnicamente las condiciones de ligadura de normalizacién del espacio
probabilistico y que la dosis media para provocar la muerte celular por radiacion
venga dada por un valor determinado, (D). Dado que el sistema se comporta de
forma no-aditiva, implementa la metodologia no-extensiva desarrollada por Tsallis,
empleando entonces la entropia de Tsallis en el PME.

Una aproximacion clasica el problema mediante la aplicacion del principio de
maxima entropia empleando la entropia de Boltzmann-Gibbs nos permite deducir
directamente las expresiones de los modelos lineal y lineal-cuadratico, lo que pone de
manifiesto el potencial de dicho principio aplicado al modelado de curvas de super-
vivencia celular a la radiacion ionizante. Si suponemos un efecto tejido proporcional
a la dosis obtendremos el modelo lineal, mientras que si suponemos el efecto tejido
tiene una relacion de tipo lienal-cuadratica con al dosis obtendremos el modelo lineal
cuadratico. La aproximacion clasica representa un enfoque extensivo del sistema, ya
que la entropia de Boltzmann-Gibbs es aditiva. Sotolongo et al. postularon que el
sistema que describe el proceso de supervivencia celular tiene, de forma general, un
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caracter no-extensivo en el sentido de que la entropia es no-aditiva. Para abordar
el problema propusieron la entropia de Tsallis sobre la cual aplicar el principio de
maxima entropia. Ademas de las condiciones de ligadura antes descritas, también
se imponen en el modelo de Sotolongo et al. que existe una dosis minima de aniqui-
lacion, Dy, a partir de la cual las probabilidades de supervivencia de las células son
nulas, o(D > Dy) = 0, y que el efecto tejido es directamente proporcional a la dosis
absorbida, F = aD. Bajo estas condiciones se infiere que el modelo de Sotolongo et
al. obedece a la expresién (6.1).

- ) [H(D) — H(D — Dy)]  siy < oo o)

e @ sl y — o0.

2
S
!
=
|
Slo

El modelo de Sotolongo et al. ajusta correctamente los conjuntos de datos experi-
mentales a los que los autores le han aplicado. Si bien estos conjuntos son reducidos,
abarcan gran cantidad de tejidos y condiciones experimentales, como LET de la
radiacién aplicada, nivel de oxigenacién del medio, etc., por lo que en principio con-
sideramos el modelo como valido en el rango habitual de baja dosis en el que las
curvas de supervivencia suelen ser obtenidas. El modelo de Sotolongo et al. presenta
una pendiente inicial del logaritmo de la fraccién de supervivencia no nula,

d% —lno(D)] = —Dl (6.2)

D=0 0

lo que concuerda con los resultados experimentales y es reconocido en el ambito
de la radiobiologia como un indicador de la bondad del modelo. Para dosis altas,
histéricamente se consideraba que el logaritmo de la curva de supervivencia a la
radiacién se comportaba de forma lineal con la dosis, lo cual discordaba con las
predicciones del modelo lienal-cuadratico. El modelo de Sotolongo et al. prevé una
relacién inversamente proporcional entre el logaritmo de la curva de supervivencia
y la dosis para altas dosis absorbidas, lo cual discrepa aun mas de esta tesis que
lo que lo hace el modelo LQ. Ahora bien, suponer que para altas dosis el logarit-
mo de la curva es proporcional a la dosis implica que la curva de supervivencia se
aproxima asintoticamente a la supervivencia nula con la dosis, lo que significa que
para cualquier dosis absorbida, por alta que esta sea, siempre se encontraran células
supervivientes. Esto es algo absurdo desde el punto de vista bioldgico, donde tiene
mas sentido la existencia de una dosis media minima de aniquilacién, a partir de la
cual, en promedio, la probabilidad de supervivencia es nula. En curvas experimen-
tales con un rango alto de dosis absorbida se puede observar que el logaritmo de la
fraccion de supervivencia si presenta un comportamiento cuasilineal tras el hombro,
pero para muy altas dosis, superiores a las habituales mostradas en las curvas de
supervivencia, aparece un cliff siibito en el logaritmo de la fracciéon de supervivencia
que hace que la probabilidad de supervivencia celular decaiga rapidamente hasta
anularse en Dy. Este fenémeno es reproducido fielmente por el modelo de Sotolongo
et al., no asi en el modelo LQ, por lo que el primero proporciona mejores correla-
ciones con la curva de supervivencia experimental en la zona de altas dosis que el
segundo. Si bien los autores solo comprobaron esta correlaciéon con un tnico juego
de datos experimentales, por lo que se antoja necesario verificarlo con otras curvas
experimentales de alto rango de dosis en diferentes condiciones para poder aseverar
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que el modelo de Sotolongo et al. modela correctamente esta zona de altas dosis de
forma general.

Si suponemos que el efecto tejido se relaciona con la dosis absorbida mediante una
expresiéon de tipo cuadratico, £ = $D?, obtenemos el modelo entrépico no-aditivo
cuadratico, que tendréd por expresion para v < oo la ecuacién (6.3).

o(D) = (1= 3 ) (D)~ H(D - D) (63)

Este modelo, que en principio no tiene demasiado sentido bioldgico, tiene la pecu-
liaridad de que para dosis bajas o 7 altos se aproxima al modelo RMR con eurepair
lineal - misrepair cuadratico. Dicho modelo, aunque complejo, era el que mejor ajus-
taba las curvas experimentales. Su expresion analitica venia dada por la ecuacion

(6.4).

_ ,—aD D1*
URMR(D> =e |:1 + 6/a:| (64)
Se puede considerar que el sistema descrito mediante el modelo RMR esta conforma-
do por dos subsistemas independientes, A y B, de tal forma que el sistema total es
la unién de ambos, T = AUB = pr = pa+pp = St = Sa-Sg. Uno de dichos sub-
sistemas tendra caracter extensivo mientras que el otro sera no extensivo, de modo
que la fraccion de supervivencia del sistema total sera el producto de las fracciones
de supervivencia de ambos subsistemas, or = 04 - 0g, obteniendo el modelo RMR
con eurepair lineal - misrepair cuadratico.

El modelo de Sotolongo et al. es un modelo de tipo potencial bastante simple que
depende solo de dos parametros, lo que lo convierte en un modelo muy manejable
desde el punto de vista operacional, como sucede con el modelo LQ. El parametro
~ depende unicamente de las caracteristicas tisulares o celulares de la muestra, y da

cuenta de la extensividad del sistema al depender exclusivamente del parametro ¢
de Tsallis.

2—q
= — 6-5
=1, (6.5)
El sistema es aditivo si ¢ = 1 (y — o0), por lo que cuanto mayor sea 7y més

aditivo sera el sistema. Por otro lado Dy es la dosis minima de aniquilacién, a
partir de la cual la probabilidad de supervivencia celular es nula. Este pardametro
depende del tipo de radiacién y de las condiciones bioldgicas del tejido, como nivel de
oxigenacion o presencia de radioprotectores o radiosensibilizadores. Los parametros
del modelo estaran relacionados con un solo tipo de propiedades del sistema, v con
las propiedades tisulares y Dy con las propiedades fisicas y bioquimicas.

Un hecho interesante del modelo de Tsallis es que, al igual que sucedia con
el modelo LQ, se puede extender a un modelo dindmico que tenga en cuenta el
tiempo. Se plantea por parte de los autores la hipdtesis de que cuando dos dosis son
impartidas de forma consecutiva (t — 0), la dosis (expresada en este caso de forma
adimensional como z = D/Dy) se comportara de forma aditiva y la supervivencia
celular tendra la forma og(z) = og(za) ®, os(zp), siendo ®, el y-producto. Por
otro lado, si el tiempo entre dosis es elevado (¢ — o), la dosis ya no serd aditiva,
r = x4 ©y xp, siendo @, la vy-suma, mientras que la fracciéon de supervivencia
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celular serd el producto de las correspondientes fracciones de supervivencia, og(x) =
os(za) - os(xp). Asi, podemos definir una nueva magnitud, la dosis “efectiva” (no
confundir con la dosis “equivalente”, H), X, que caracteriza la dosis impartida en
un determinado periodo como si fuese irradiada en una sola dosis, de forma que la
fraccién de supervivencia total tras n dosis obedezca a la expresién o, = (1 — X,,)7.
Dicha dosis “efectiva” puede ser calculada a partir del operador suma no-extensivo
y de un nuevo parametro, €, denominado coeficiente de acoplamiento de sesiones, a
través de la expresion recurrente:

i 1- anl
X, = r,=Xpo1 + 2y (—) 6.6
@ ! 1— EXn,1 ( )

En el limite del continuo esta expresiéon se transforma en:

X:T(l‘X) (6.7)

1—€eX

donde X es la tasa de dosis efectiva y » = & es la tasa de dosis fisica real. El
coeficiente de acoplamiento de sesiones es una magnitud equivalente al factor de
Lea-Catcheside en el modelo LQ, y es esencial para modelar el sistema dinamico,
sin embargo, a diferencia del factor G no tiene una expresién analitica establecida que
la defina. La E.D. (6.7) no es resoluble analiticamente, por lo no podemos despejar
€ a partir de ella. Es posible expresar la relaciéon entre la dosis efectiva acumulada y
la tasa de dosis fisica a través de la derivada no-extensiva, D:

_Py_

dt 1—0X
siendo # = ¢ — 1. En general tanto 6§ como r dependeran del tiempo, pero para
ciertas aplicaciones como la radioterapia pueden considerarse constantes. Siendo
asi, tendremos que:

r

= X+0rX=r (6.8)

1 —0rt
X:§(1—69) (6.9)

Si llevamos esta expresion a (6.7) podremos despejar €, y teniendo en cuenta que
v = (0 —1)/0, obtendremos la expresién (6.10).

€=~ - e (6.10)

Dado que el factor de Lea-Catcheside para una tasa de dosis constante tiene la
forma:

2 2
G= W(At—l)JrWe A (6.11)

tendremos que este factor y el coeficiente de acoplamiento de sesiones se relacionaran
mediante una expresion del tipo:

G = Cy(t)e + Cy(t) (6.12)

donde, operando, tendremos que:
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A= o— (6.13)
2 r

Ci(t) = OO 1 (6.14)
2

Cy(t) = ()\t)Q()\t - 1) (6.15)

Para el caso de r y 6 constantes habremos relacionado el factor G con el coeficiente
€, obteniendo adema&s una expresion para la tasa de reparacién A en la formulacion
no-extensiva.

Por 1ltimo mencionar que el modelo de Sotolongo et al. puede ser aplicado a la
planificacién de radioterapia. A partir de él se puede deducir un modelo TCP.

)" [H(D)~H(D-Dy)]

TCPs — N0 (6.16)

y modelos NTCP que permiten calcular las dosis éptimas para eliminar el tumor
permitiendo que el tejido sano pueda recuperarse. Ademéds se pueden calcular iso-
efectos a través de la ecuacién (6.6). El calculo de isoefectos mediante el modelo de
Sotolongo et al. tiene dos inconvenientes bésicos, el primero es que la expresién (6.6)
es recursiva, y por lo tanto menos manejable que la expresién explicita obtenida pa-
ra el modelo LQ, y segundo que no disponemos de una expresién analitica general
para €, aunque la expresiéon (6.10) puede ser vélida para condiciones estandar de
radioterapia.

El objetivo del trabajo era comprobar si el modelo de Sotolongo et al. era capaz
de predecir correctamente un sistema biologico expuesto a radiacién ionizante, en
particular sus parametros radiobioldgicos y radioldgicos, y en particular comparar
sus resultados con los brindados por el modelo lineal-cuadratico, al ser éste ultimo el
referente actual en el ambito de la radiobiologia. Podemos concluir segin lo expuesto
en el trabajo que el modelo de Sotolongo et al. posee el mismo potencial que el modelo
LQ para modelar tanto sistemas estaticos como dinamicos, siendo mas fidedigno a
los datos experimentales en el caso estatico y mas complicado que el modelo LQ
en el caso dinamico, ademas de no estar la teoria dindmica aun completamente
desarrollada. También tiene las mismas aplicaciones radiobioldgicas que el modelo
LQ, esto es, modelos TCP/NTCP e isoefectos, aunque el calculo de isoefectos con
el modelo de Sotolongo et al. es mas complejo que empleando el modelo LQ. Queda
comprobar de forma clinica las predicciones radiobioldgicas del modelo entrépico.
Asi pues concluimos que el modelo de Sotolongo et al. puede competir en estudios
radiobiolégicos con el modelo LQ, siendo en algunos aspectos superior a éste. En
el ambito clinico a dia de hoy no pueda competir con el modelo LQ por falta de
desarrollo y pruebas empiricas que demuestren su validez, aunque en el futuro si
puede erigirse como una alternativa viable.
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