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mı́os fallaban. A mi hermana, Sara, por haber estado ah́ı para lo bueno y para lo
malo desde que tengo memoria. Jamás podré expresar todo el apoyo y amor que he
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Prefacio.

Este trabajo se presenta como proyecto fin de master para finalizar el Master Uni-
versitario en F́ısica Médica por la Universidad Nacional de Educación a Distancia
(UNED). El proyecto estará basado en el modelo que los doctores Sotolongo-Grau
O., Rodriguez-Pérez D., Antoranz J.C. y Sotolongo-Costa O. desarrollaron en los
art́ıculos [31][32][33][34][27], que denominaremos modelo de Sotolongo et al. o de
forma más general, en algunos casos, modelo entrópico. No pretende ser éste un
trabajo de investigación, al ser únicamente un PFM no se dispone del tiempo nece-
sario para poder desarrollar ideas innovadoras, por lo que el proyecto está enfocado
principalmente en ordenar y detallar el trabajo desarrollado por los autores antes
mencionados, y extender la base, tanto biológica como f́ısico-matemática en la que
se sustenta. No obstante, no nos resistimos a dejar un par de pinceladas originales
con las ideas que han surgido al desarrollar el trabajo.

La parte de la ciencia que estudia la relación entre la radiación ionizante y la
materia biológica, y los efectos que tiene la primera sobre la segunda, se denomina
radiobioloǵıa. Una parte de la radiobioloǵıa se encarga de modelar el proceso de
supervivencia celular a la radiación ionizante. De entre todos los modelos propuestos,
en la actualidad el modelo lineal-cuadrático o modelo LQ se impone sobre el resto
por su sencillez, exactitud de sus predicciones y aplicaciones prácticas que posee.
Uno de los objetivos del proyecto es comprobar si el modelo de Sotolongo et al. puede
competir con el modelo LQ, tanto a nivel predictivo como de aplicaciones. El modelo
de Sotolongo et al aborda el problema de la supervivencia celular a la radiación
ionizante desde una perspectiva totalmente novedosa en el campo de la radiobioloǵıa,
a partir del principio de máxima entroṕıa (o PME) enmarcado dentro de la teoŕıa
de la información. Además emplea la entroṕıa de Tsallis para modelar el sistema,
dicha entroṕıa es una entroṕıa no-aditiva (en general denominada, erróneamente, no-
extensiva), desarrollada por Tsallis en los años 90 para expandir la f́ısica estad́ıstica
clásica al ámbito no-extensivo. Para poder comprender en su totalidad el modelo
será necesario, por lo tanto, conocer a fondo tanto la parte biológica en la que se
enmarca como la parte matemática que se emplea para desarrollar el modelo en si.

El trabajo estará dividido en tres partes fundamentales. La primera es una intro-
ducción bastante amplia, que constará a su vez de dos bloques internos diferenciados.
El primero de ellos, que ocupará los dos primeros temas, estará dedicado a introducir
de forma resumida pero completa los conocimientos actuales en radiobioloǵıa. El pri-
mero de los temas abordará la descripción de los aspectos qúımicos y biológicos que
desencadena la irradiación de material biológico con radiación ionizante, mientras
que el segundo enumerará y desarrollará de forma sucinta los principales modelo de
supervivencia celular, centrándose en el modelo LQ y sus aplicaciones a radioterapia.
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El segundo bloque de la introducción estará conformado también por dos caṕıtulos.
El primero estará dedicado a repasar el concepto de entroṕıa, describiendo tanto
la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs como la entroṕıa de Tsallis, y sus propiedades. El
último tema de la introducción estará dedicado al principio de máxima entroṕıa y
su aplicación, tanto a sistemas aditivos mediante la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs
como a sistemas no aditivos con la entroṕıa de Tsallis. La segunda parte del trabajo
será la principal, y en ella resumiremos y desarrollaremos el trabajo de los autores
en los art́ıculos antes mencionados. Al ser un trabajo meramente teórico sin parte
experimental decidimos condensar todo en un único caṕıtulo, que estará dividido en
tres secciones principales: deducción del modelo, propiedades del modelo y aplica-
ciones prácticas del modelo a radioterapia. El último bloque del trabajo, también
compuesto por un breve caṕıtulo, estará dedicado a las conclusiones, resumiendo
brevemente los principales aspectos desarrollados en el trabajo y estableciendo que,
aunque el modelo aún adolece de falta de desarrollo y pruebas experimentales y
cĺınicas que lo soporten, puede competir en sencillez, robustez y aplicabilidad con el
modelo LQ.



Parte I

INTRODUCCIÓN

1





Caṕıtulo 1

Efectos Biológicos de la Radiación
Ionizante.

El objetivo de este proyecto persigue modelar el proceso de supervivencia celu-
lar de material biológico tisular o celular bajo la exposición de radiación ionizante.
El material biológico, aún en su escala más baja, la célula, conforma un sistema
complejo; y la acción de la radiación ionizante sobre el mismo desencadena una am-
plia variedad de respuestas, que movilizan gran cantidad de moléculas y complejos
biológicos, con el fin de reparar los daños ocasionados, atajar la posible pérdida de
homeostasis celular, y en el caso de un daño irreparable, programar la muerte de la
célula para ocasionar el menor daño al tejido circundante. El proceso de modelado
de este tipo de sistemas biológicos es una tarea ardua y compleja, en la cual hay
que llevar a cabo numerosas simplificaciones y suposiciones con el objetivo de que
el modelo resultante sea a la vez preciso y simple. Para poder realizar dichas sim-
plificaciones y suposiciones correctamente, de forma que nuestro modelo no pierda
credibilidad, y para determinar el rango de validez del mismo, hay que conocer el
trasfondo bioqúımico subyacente de forma completa y profunda. En este caṕıtulo
resumiremos de forma sucinta los efectos qúımicos y biológicos que la radiación io-
nizante causa a nivel celular, aśı como la respuesta biológica a tal daño que puede
ser capaz de reparar los defectos ocasionados, y que en el caso de no ser repara-
dos correctamente pueden acarrear mutaciones o incluso la perdida de la viabilidad
celular y la muerte de la célula.

La parte de la ciencia que se ocupa de estudiar los efectos biológicos de la radia-
ción ionizante se denomina radiobioloǵıa. Pero antes de introducirnos propiamente
en dicho campo, hay que definir el concepto de radiación ionizante. En realidad no
existe una definición formal de lo que es dicha radiación, pero suele considerarse
radiación ionizante a cualquier tipo de radiación, ya sea electromagnética o de ti-
po material, suficientemente energética para ser capaz de producir pares de iones
al interaccionar con la materia. La enerǵıa de ionización es la menor cantidad de
enerǵıa necesaria para ionizar un átomo en su estado fundamental, siendo el sodio
el elemento con menor enerǵıa de ionización con tan solo 5,1 eV. Aśı pues, ya se
puede considerar al ultravioleta cercano como radiación ionizante, aunque en radio-
bioloǵıa, en el espectro de la radiación electromagnética, solo se suelen considerar
como tal a los rayos X y gamma. Además, las part́ıculas altamente energéticas como
la radiación alfa, electrones, protones, neutrones o núcleos ligeros cargados también
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4 CAPÍTULO 1. EFECTOS BIOLÓGICOS

se consideran radiación ionizante.
Las consecuencias de la irradiación de material biológico con radiación ionizante

pueden clasificarse como efectos f́ısicos, efectos qúımicos y efectos biológicos, cada
uno con un orden de tiempos diferentes como puede observarse en la figura 1.1.

Figura 1.1: Escala de tiempos de los efectos de la radiación ionizante sobre un sistema
biológico.

Los efectos f́ısicos son los primeros en desencadenarse tras la interacción de la
part́ıcula con el tejido biológico y transcurre durante los primeros picosegundos.
No entraremos a detallar en este caṕıtulo los pormenores de los efectos f́ısicos de
la radiación ionizante, pero repasaremos un par de conceptos fundamentales para
nuestro trabajo, el de dosis absorbida y el de LET. Se define dosis absorbida, o sim-
plemente dosis, D, como la cantidad de enerǵıa absorbida por unidad de masa de
cualquier tipo de radiación ionizante sobre cualquier medio,D = dEabs/dm. Aśı pues
tendrá dimensiones de enerǵıa entre masa, y en el sistema internacional tendrá uni-
dades de julio entre kilogramo, que en radiof́ısica toma el nombre especifico de gray
(Gy). Antiguamente se usaba la unidad en el sistema CGS, el rad (1 Gy=100 rad).
La tasa de dosis se definirá como la dosis impartida a un determinado medio por
unidad de tiempo, Ḋ = dD/dt, teniendo unidades de gray por segundo (Gy·s−1).
Por último abordaremos el concepto de LET (Linear Energy Transfer), que estric-
tamente hablando solo está relacionado con la radiación ionizante conformada por
part́ıculas cargadas, aunque en el ámbito de la radiobioloǵıa se suele asociar un LET
a las part́ıculas sin carga igual al LET de las part́ıculas cargadas que generan (gene-
ralmente las part́ıculas generadas tendrán una determinada distribución de enerǵıas
y se suele tomar la LET de las más energéticas o de la media). En 1962 la ICRU
definió LET como: LET = −dEL/dx, donde dEL es la “enerǵıa media localmente
impartida” a un medio por una part́ıcula cargada que atraviesa una determinada
distancia dx. Como el concepto de enerǵıa impartida no fue convenientemente es-
pecificado la definición de LET puede variar ligeramente de un autor a otro. Sus
unidades serán de julios por metro.

Tras los efectos f́ısicos se desencadenan los efectos qúımicos producidos por la
radiación ionizante, en los que los átomos y moléculas dañadas interaccionan con
otras moléculas, aumentando o disminuyendo el daño al tejido biológico. Los efectos
qúımicos se extienden hasta los primeros segundos después de la interacción radia-
ción-materia. En este tema la primera sección estará dedicada a los efectos qúımicos
de la radiación.

Los efectos biológicos son los últimos en aparecer tras los efectos qúımicos, y se
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extenderán hasta el final de la vida del organismo. En ellos los daños producidos
a moléculas y estructuras biológicas tratan de ser reparados, y en el caso de no
poder serlo a tiempo, o que la reparación sea defectuosa, derivarán en la muerte
celular o en la aparición de modificaciones biológicas, como mutaciones genéticas.
La segunda sección del caṕıtulo se reservará a enumerar y describir de forma breve
los conocimientos generales que se tienen sobre este tipo de efectos. Por último
introduciremos el concepto de curva de supervivencia celular, que nos da la fracción
de células que sobreviven a la exposición a la radiación ionizante en función de la
dosis irradiada, y que será fundamental para desarrollar los modelos de supervivencia
celular a la radiación que veremos en el próximo caṕıtulo.

1.1. Efectos Qúımicos de la Radiación Ionizante.

Ya vimos que la acción de la radiación ionizante sobre el material biológico se
compońıa de tres etapas: los efectos f́ısicos de la radiación, los efectos qúımicos y
los biológicos. En esta parte del caṕıtulo nos centraremos en los efectos qúımicos
de la radiación ionizante, que desencadenarán los efectos biológicos subsiguientes.
Además revisaremos los conceptos de radiosensibilizadores y radioprotectores, que
son moléculas que aumentan o disminuyen la sensibilidad de las células a través de
diferentes mecanismos.

Las part́ıculas que conforman la radiación ionizante depositan enerǵıa en el medio
de forma estocástica, tanto en la determinación de la molécula donde se deposita
dicha enerǵıa como en la cantidad de enerǵıa depositada [3]. Dado el rango energético
de la radiación ionizante que consideraremos en este trabajo la mayor parte de
los eventos depositarán una enerǵıa mucho mayor que la enerǵıa de ligadura del
electrón a la molécula, por lo que esta se verá ionizada, formándose una pareja de
iones. En mucha menor medida también puede suceder que la enerǵıa transferida
sea menor que la enerǵıa de ionización de la molécula, por lo que el electrón blanco
promocionará a orbitales o bandas superiores, quedando la molécula o el átomo
excitados. La última opción se da cuando la enerǵıa depositada ronda la de ionización
de la molécula, donde el electrón es virtualmente libre, pero sin apenas enerǵıa
cinética, por lo que queda asociado a la misma molécula.

1.1.1. Radiólisis del Agua y Radicales Libres.

Dado que la mayor parte de los organismo vivos, sobre el 80% en media de peso,
está compuesta de agua, la sección eficaz molecular del agua con respecto al total
es muy grande, y la probabilidad de que se produzca un evento sobre una molécula
de agua será, por lo tanto, también muy elevada.

Si tras la interacción con la radiación la molécula de agua queda excitada, H2O
∗,

puede suceder que, debido a que su enerǵıa de enlace es de alrededor de 5 eV, la
molécula se disocie [38].

H2O
∗ → OH• +H•

Por otra parte, debido al efecto jaula, dichos radicales tenderán a recombinarse,
aunque existe la probabilidad de que difundan e interaccionen con otras moléculas.
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Si la enerǵıa transferida supera los 13 eV, la molécula de agua se verá ionizada:

H2O → H2O
+• + e−

lo que generará la formación de iones radicales que son extremadamente inestables
(τ ' 10−10 s), y que darán lugar a radicales neutros:

H2O
+• → H+ +OH•

que son muy reactivos, tendiendo a reaccionar con otras moléculas en un orden de
tiempo de 10−5 − 10−3 s. El radical hidroxilo es un poderoso oxidante con gran
reactividad, que además, si la ionización es localmente elevada y dependiendo de
radiosensibilizadores, tenderá a homoasociarse formando peróxido de hidrógeno.

OH• +OH• → H2O2

Los electrones ionizados tendrán una enerǵıa variable, dependiendo de la enerǵıa
transferida y de su enerǵıa de ligadura. Si son suficientemente energéticos se con-
vertirán en radiación ionizante bajo el nombre de rayos δ. De cualquier forma irán
perdiendo dicha enerǵıa mediante colisiones hasta que se termalizan, recibiendo el
nombre de electrones acuosos, e−aq. Estos electrones acuosos pueden interaccionar
con las moléculas de agua circundantes, formando radicales,

H2O+ e−aq → H• +OH•

reaccionar con el ion hidrógeno,

H+ + e−aq → H•

o, en sistemas biológicos, pueden reaccionar más probablemente con moléculas de
ox́ıgeno (veremos más en la sección dedicada al efecto ox́ıgeno) o con moléculas
biológicas.

El rendimiento, valor G, de moléculas producidas por la absorción de rayos X
con enerǵıa de 100 eV por parte de moléculas de agua medido experimentalmente
se muestra en la figura 1.2.

Productos e−aq OH• H• H2 H2O2

Valores G 2.63 2.72 0.55 0.45 0.68

Figura 1.2: Rendimiento de moléculas producidas por la irradiación de agua.

Se estima que los radicales libres producto de la radiólisis del agua causan el
70% de los efectos biológicos de la radiación [24], estando el resto relacionado con
la acción de la radiación directamente sobre moléculas cŕıticas.

1.1.2. Efecto Directo e Indirecto de la Radiación.

En la sección precedente hemos descrito la radiólisis del agua y la formación
de los radicales libres que de ella se derivan, pero la radiólisis en si no tiene que
ver con el daño celular por radiación ionizante ya que solo una ı́nfima parte de las
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moléculas de agua son afectadas, por lo que su efecto sobre la población total de
moléculas es insignificante. Sin embargo, los radicales libres formados, que aunque
en proporción son pocos, en número conforman una cantidad significativa, al ser
altamente reactivos, pueden atacar moléculas biológicas de importancia cŕıtica para
la célula, dañándolas o volviéndolas no funcionales, comprometiendo aśı la integridad
celular si no son reparadas a tiempo. A este fenómeno se le denomina efecto indirecto
de la radiación ionizante.

Efecto Indirecto.

Como hemos comentado, el efecto indirecto de la radiación se produce al inter-
actuar biomoléculas esenciales con radicales libres producto de la radiólisis del agua.
Los radicales libres, al tener un pequeño tamaño, poseen un coeficiente de difusión
relativamente alto en el medio intracelular, que, unido a que tienen una vida me-
dia relativamente alta también, les permite difundir distancias considerables hasta
reaccionar con una biomolécula. Aśı pues, la probabilidad de que se produzca efecto
indirecto estará directamente relacionada con la distancia entre la molécula diana y
el lugar donde se produce la radiólisis. Existen diferentes tipos de reacciones entre
la molécula y el radical, si denominamos como R al grupo sustituyente (o radical)
de la biomolécula, podemos encontrarnos, entre otras de menor importancia, las
siguientes situaciones [3]:

Deshidrogenación (extracción de un átomo de hidrógeno.):

R-H + H• → R• + H2

R-H + OH• → R• + H2O

Reacciones disociativas:

R-NH+
3 + e−aq → R• + NH3

R-NH2 + H• → R• + NH3

Reacciones aditivas:

R-CH=CH-R + OH• → RCHOH-CH•-R

Tras estas reacciones, el radical libre formado en la biomolécula suele reaccionar con
moléculas del entorno, pudiendo, o bien ser restaurado a la biomolécula original, o
bien formando otra especie y fijando el daño, como veremos más adelante.

Efecto Directo.

El efecto directo de la radiación ionizante se producirá cuando la radiación ionize
de forma directa la molécula biológica de interés. De esta forma los radicales libres
se formarán directamente en la molécula, y el daño será directo. Se puede modelar
de forma general como la siguiente reacción:

R− R̃ → R• + R̃
•
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Si asumimos que un solo evento de ionización directa causa la pérdida de viabilidad
de la misma, y denotamos por E al número de moléculas viables, tendremos que el
efecto directo se puede modelar como:

E = E0e
−αD (1.1)

siendo α la denominada constante de inactivación. Dicha constante estará relacio-
nada con el tamaño de la biomolécula mediante la expresión (1.2):

α = 1,37 · 10−12 · wmol (1.2)

donde wmol es el peso molecular de la misma [3].
El peso especifico que tenga cada tipo de efecto sobre los daños biológicos depen-

derá en gran medida de la LET de la radiación. Tendrá más peso el efecto indirecto
cuando la radiación presente una densidad de ionización baja, mientras que si la
densidad de ionización es alta predominará el efecto directo, y además los daños
ocasionados serán de mayor magnitud.

1.1.3. Radiosensibilizadores y Radioprotectores. Efecto
Ox́ıgeno.

Ya hemos estudiado los efectos qúımicos que la radiación ionizante produce en
la materia, ahora bien, estos efectos pueden verse agravados o atenuados por la
presencia de ciertas sustancias en la célula. A las sustancias que protegen a la célula
de los efectos de la radiación ionizante se los denomina radioprotectores, mientras
que las sustancias que agravan sus efectos reciben el nombre de radiosensibilizadores.
El ox́ıgeno es un potente radiosensibilizador, que supera en importancia al resto
de radiosensibilizadores y radioprotectores, y cuya concentración es un factor muy
importante a tener en cuenta en el estudio del daño celular por radiación, por lo que
le dedicaremos una sección especial dentro de este apartado.

Radioprotectores.

Los radioprotectores son sustancias capaces de proteger a las biomoléculas de la
acción de los radicales libres (scavering), o, en el caso de daño directo o indirecto a
dichas moléculas, también tienen cierta capacidad de subsanarlo.

El principal grupo de radioprotectores está formado por compuestos con un grupo
sulfhidrilo o tiol, R-SH, como la cistéına. Actúan como moléculas “carroñeras” de
radicales libres [3] mediante las siguientes reacciones, según el tipo de radical:

Radical hidroxilo:

R-SH + OH• → R-S• + H2O

R-S− + OH• → R-S• + OH−

Radical hidrógeno:
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R-SH + H• → R-S• + H2

R-SH + H• → R• + H2S

Electrones acuosos:

R-SH + e−aq → R• + SH−

R-SH + e−aq → R-S− + H•

También tiene la capacidad de subsanar daños ocasionados a biomoléculas, repo-
niendo el hidrógeno perdido en un radical deshidrogenado.

R• + R̃-SH → R-H + R̃-S
•

La capacidad de protección de los radioprotectores puede evaluarse mediante el
factor de reducción de dosis (DRF) [14], que se define como:

DRF =
D+

D−

(1.3)

siendo D+ la dosis necesaria para un determinado efecto en presencia del compuesto
y D− la dosis necesaria en ausencia del mismo. Pruebas realizadas con cisteamina
indican que la DRF puede alcanzar valores de alrededor de 1,8 en pruebas realizadas
con animales.

Sin embargo los tioles presentan un gran inconveniente, y es que son tóxicos a las
concentraciones necesarias para considerarse radioprotectores eficientes. Se encontró,
no obstante, que al añadir un grupo fosfato al grupo sulfhifrilo la toxicidad disminúıa,
pudiéndose aumentar la concentración de radioprotector en la célula, y alcanzando
mayores valores de DRF. Se han sintetizado miles de radioprotectores artificiales,
entre los más efectivos se encuentran las series de Walter Reed, cuya DRF está cerca
de alcanzar un valor máximo teórico de 3.

Radiosensibilizadores.

La otra cara de la moneda la componen los radiosensibilizadores, que agravan
los efectos de la radiación ionizante sobre el material biológico o fijan sus daños de
manera casi irreversible. El mayor radiosensibilizador conocido es el ox́ıgeno, del que
hablaremos en exclusiva en el siguiente apartado. Aqúı solamente citaremos algunos
tipos de radiosensibilizadores, aparte del ox́ıgeno, y repasaremos los mecanismos de
acción que utilizan para aumentar el daño producido por la radiación.

Los radiosensibilizadores alternativos al ox́ıgeno no solo deben actuar uniéndose
a los radioprotectores, inutilizándolos, si no que también deben actuar mediando en
la competición qúımica radiativa a favor de la ruta oxidativa [24]. Dado que los radi-
cales OH• son oxidativos y los electrones acuosos son altamente reductores, cualquier
compuesto que muestre afinidad electrónica se comportará como un radiosensibiliza-
dor. Una familia de radiosensibilizadores alternativos al ox́ıgeno son los compuestos
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nitroaromáticos, como el metronidazol. Aunque es tres veces menos efectivo que el
ox́ıgeno a la hora de sensibilizar una célula, se ha mostrado muy efectivo a la hora
de tratar tejidos hipóxicos.

Los radiosensibilizadores también pueden actuar modificando la estructura de
las moléculas vitales como el ADN, haciéndolas más sensibles a la acción de la
radiación, o inhibiendo los mecanismos de reparación celular de los daños subletales
[38]. Como ejemplo de radiosensibilizadores que modifican la estructura del ADN
podemos nombrar las pirimidinas halogenadas, mientras que la caféına, la citosina
arabinosa (Ara-C) o la afidicolina inhiben la reparación del ADN.

Por último, al igual que con los radioprotectores defińıamos el DRF como magni-
tud que nos indica la eficiencia de los mismos, aqúı definiremos el ratio de aumento
de la sensibilidad (SER), como el cociente entre la dosis necesaria para desencadenar
un determinado efecto en una muestra con el radiosensibilizador, D+, entre la dosis
necesaria para observar dicho efecto sin el sensibilizador, D−.

SER =
D+

D−

(1.4)

Efecto Ox́ıgeno.

El ox́ıgeno es el más importante radiosensibilizador conocido, y en condiciones
normales su concentración en las células es elevada. Ya en los primeros experimentos
en radiobioloǵıa se descubrió el gran papel que juega la concentración de ox́ıgeno
en el daño biológico por radiación (Schwarz, 1909), y sus efectos se emplean en el
modelo de supervivencia celular a la radiación conocido como modelo competitivo.

El efecto ox́ıgeno tiene dos vertientes diferenciadas. Por un lado actúa favore-
ciendo la creación y estabilidad de radicales libres a partir de la radiólisis del agua.
Los dos productos mayoritarios de la radiólisis son el radical hidroxilo, OH•, y los
electrones acuosos. Si hay ox́ıgeno disuelto en el agua se producirá un aumento del
rendimiento de la producción de radicales libres mediante su interacción con los
radicales reductores. Por un lado, puede producir al interactuar con los electrones
acuosos la siguiente reacción:

O2 + e−aq → O−
2

cuyo producto interaccionará con un ion hidrógeno para formar un radical hidrope-
roxilo.

O−
2 + H+ → HO•

2

O puede interaccionar con un átomo de hidrógeno llegando a la formación del mismo
radical.

O2 + H• → HO•
2

Por otra parte, dos radicales hidroperoxilo pueden interaccionar formando peróxido
de hidrógeno y una molécula de ox́ıgeno, cerrando el ćırculo.

2HO•
2 → H2O2 +O2
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Tanto el peróxido de hidrógeno como el radical hidroperoxilo, que es relativamente
estable, son extremadamente tóxicos para las estructuras biológicas.

La otra forma de actuar es fijando el daño producido en una molécula orgánica.
El ox́ıgeno puede reaccionar con los radicales libres orgánicos en la forma siguiente:

R• + O2 → R-O•
2

El radical peróxido orgánico no es fácilmente reparable, por lo que el daño queda fija-
do. En ciertas partes de la célula pueden darse reacciones en cadena al interaccionar
los radicales peróxido con otras moléculas del tipo R-H.

R-O•
2 + R-H → R-O2H + R•

Las reacciones de los radicales libres orgánicos con el ox́ıgeno ocurren con una fre-
cuencia 30 veces superior que con otras reacciones competitivas, como el caso de la
cistéına u otros donadores de hidrógeno, que pueden reparar la molécula.

Para el caso del efecto ox́ıgeno no emplearemos la SER propiamente dicha como
magnitud para evaluar la radiosensibilización producida por el ox́ıgeno. Debido a
la importancia del efecto ox́ıgeno se crea un parámetro de sensibilización exclusivo
para él, el ratio de aumento por ox́ıgeno (OER), que se define como el cociente entre
la dosis necesaria para producir un determinado efecto en condiciones de anoxia
(cultivo en N2) entre la dosis necesaria para producir el mismo efecto en un medio
oxigenado.

OER =
DN2

DO2

(1.5)

La eficiencia del efecto ox́ıgeno depende de la LET de la radiación, disminuyendo
cuanto mayor es la densidad de ionización de la misma.

1.2. Efectos Biológicos de la Radiación Ionizante.

Los efectos biológicos se dan después de que los efectos qúımicos dañen moléculas
y estructuras celulares. La maquinaria celular evalúa los daños, y si el coste de la
posible reparación es asumible, movilizará los mecanismos necesarios para la repa-
ración. En el caso de que los daños sean elevados o el mecanismo de reparación falle
la célula puede desencadenar un proceso de apoptosis o muerte celular programada.
También puede suceder que los daños no permitan la viabilidad de la linea celular,
y aunque desarrolle sus funciones durante un tiempo y complete el ciclo celular,
durante la mitosis será incapaz de dividirse, o la linea celular se extinguirá pocos
ciclos después. Si los daños no son especialmente graves y son reparados de forma
efectiva la célula puede recuperar su funcionalidad y viabilidad normales, como si
nunca hubiese sido afectada por la radiación.

En esta sección veremos que no todas las moléculas y orgánulos de la célula po-
seen la misma radiosensibilidad. Esto quiere decir que unas determinadas moléculas
o estructuras son afectadas en mayor medida que otras por la radiación. En realidad
las moléculas de ADN son con mucho las moléculas más criticas de todo el sistema
biológico, dependiendo casi en exclusiva la futura viabilidad celular de los daños que
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estas reciban. No obstante, las células eucariotas disponen de mecanismos eficientes
de reparación celular, por lo que la mayoŕıa de las lesiones leves son reparadas en un
corto espacio de tiempo. Si los daños no son reparados de forma correcta se formarán
aberraciones cromosómicas, que, o bien incapacitan a la célula a dividirse, provo-
cando la catástrofe mitótica, o bien se convierten en daños no letales heredables que
se transmitirán a la descendencia, generalmente modificando la funcionalidad de la
linea celular.

1.2.1. Daño Biológico y Muerte Celular.

En este primer apartado de la sección estudiaremos los daños biológicos causa-
dos por la radiación ionizante al tejido biológico, concretamente a las células que lo
componen. Haremos una clasificación general de dichos daños, atendiendo exclusi-
vamente al efecto general que producen en las células, sin diferenciar las orgánulos o
moléculas afectados u otras consideraciones. También estudiaremos en este apartado
la muerte celular asociada con la exposición celular a la radiación. Generalmente en
bioloǵıa se considera muerte celular al proceso que pone fin, de manera brusca en la
necrosis y de manera ordenada en la apoptosis, toda función biológica en el organis-
mo. Sin embargo en el ámbito de la radiobioloǵıa esos dos tipos de muerte celular no
son los más comunes, si no que se considera a una célula muerta cuando ésta pierde
su capacidad de replicarse. Haremos una breve clasificación también sobre los tipos
de muerte celular que pueden darse al verse estas expuestas a la radiación ionizante.

Daño Biológico por Radiación.

Antes de proceder a clasificar los tipos de daño biológico debemos introducir
dos conceptos, los de funcionalidad y viabilidad celular. Se define funcionalidad
celular como la capacidad que tiene una célula para realizar todos los procesos
celulares asociados a ella, tanto los que tienen que ver con su propio desarrollo y
mantenimiento como los que tienen que ver con su función dentro de un organismo.
Por otra parte, se entiende por viabilidad celular como la capacidad que tiene una
célula de replicarse, y poder aśı mantener la linea celular. Utilizaremos estos dos
conceptos para realizar nuestra clasificación.

Dada una célula expuesta a una determinada dosis de radiación ionizante, clasi-
ficaremos los daños ocasionados en ella mediante la siguiente clasificación [24].

Sin daño: Aunque la célula ha sido irradiada, y en ella puedan haberse pro-
ducido ciertos daños menores en estructuras biológicas no cŕıticas, estos no
comprometen en absoluto a la célula. Aśı pues, podemos considerar que la
célula no ha sido dañada propiamente dicho, ya que conserva intacta tanto
la funcionalidad como la viabilidad durante todo el tiempo que sigue a la
irradiación.

Daño subletal: Esta forma de daño celular es más evidente a bajas dosis.
En ella la célula muestra daños, ya que la funcionalidad y la viabilidad de la
misma tras la irradiación suelen verse afectados temporalmente. Dichos daños
son reparados de forma efectiva por los mecanismos de reparación celular en
un tiempo relativamente corto, siendo una hora la media de tiempo necesario
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para la mayoŕıa de tipos celulares, tras lo cual la célula presenta todas las
caracteŕısticas de una célula sana, esto es, recupera su funcionalidad y via-
bilidad completamente. Por otra parte, la acumulación de lesiones subletales
puede conducir a la aparición de lesiones más graves, asociadas al daño po-
tencialmente letal o al daño letal, que comprometan la viabilidad celular. Esto
se pone de manifiesto al irradiar por segunda vez el tejido durante el periodo
de recuperación, obteniendo que aumenta la producción de daños más graves
con respecto a si la segunda irradiación se produce cuando los daños subletales
han sido completamente reparados.

Daño potencialmente letal: Se puede considerar el daño potencialmente
letal como una forma agravada de daño subletal. Bajo este tipo de daño las
células que permanecen en un estado estacionario, esto es, que por cualquier
motivo han cesado temporalmente su actividad mitótica, pueden ser capaces
de reparar el daño de forma efectiva, aunque es posible que la reparación no
se produzca de forma correcta, reduciendo aśı la funcionalidad o la viabilidad
de la célula en el futuro. Por otra parte, si las células están proliferando acti-
vamente, el daño potencialmente letal no podrá ser reparado a tiempo, y las
células incurrirán en muerte mitótica en el subsiguiente proceso de división ce-
lular. El daño potencialmente letal se puede apreciar al forzar la proliferación
de un tejido tras la irradiación de este, viéndose aumentada la mortalidad en
las células.

Daño no letal: Este tipo de daño puede estar asociado con la acción directa
de la radiación o con una incorrecta reparación de una lesión menos grave. En
el daño no letal la sufre lesiones heredables, que no previenen la proliferación,
aunque pueden afectar al ritmo en que la misma se produce, por lo que con-
serva, en principio, la viabilidad celular. La funcionalidad de las células suele
verse afectada por el daño no letal. Al igual que en el caso del daño subletal, las
células con daño no letal son más susceptibles a una segunda irradiación. Las
lesione no letales pueden producir inestabilidad genómica, que se manifiesta
por la aparición de aberraciones genéticas en la progenie clonal de la célula
afectada varias generaciones después de producirse el daño. Las lesiones no
letales pueden inducir también hipersensibilidad a la linea celular. Un ejemplo
t́ıpico de daño no letal es la carcinogénesis por radiación.

Daño letal: El daño letal es el daño más grave al que puede enfrentarse una
célula. Dicho daño compromete de forma inevitable e irreversible la viabilidad
celular, abocando a la muerte mitótica si la dosis es baja y a la muerte durante
la interfase en determinadas células o cuando la dosis es elevada. Si la dosis es
baja no tiene por que afectar a la funcionalidad de la célula.

Muerte Celular por Radiación.

Una vez producidos los daños celulares debidos a la radiación ionizante descritos
en el apartado anterior, la célula puede tener diferentes destinos, dependiendo del
tipo y cantidad de daños que ha sufrido. Si los daños son pocos y leves la célula puede
repararlos eficientemente, recuperando su funcionalidad y viabilidad, volviendo a
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ser una célula “sana”. Si la célula no es capaz de reparar los daños correctamente
puede suceder que la célula recupere su viabilidad, pero no su funcionalidad, como
ocurre en el caso de la carcinogénesis inducida por radiación. Por último, si los
daños son demasiado severos o los errores de reparación celular demasiado graves
la célula posiblemente perderá su viabilidad y morirá. Ahora bien, la definición de
muerte celular inducida por radiación difiere ligeramente de lo que se entiende por
muerte celular en el resto de la bioloǵıa, y pueden darse varias alternativas. En un
principio podemos distinguir dos tipos de muerte celular, la muerte celular temprana
y la muerte celular tard́ıa. La muerte celular temprana coincide con la definición
general de muerte celular en bioloǵıa, y se produce poco después de la irradiación
del organismo, traduciéndose en una pérdida de la funcionalidad y viabilidad del
mismo de manera rápida. Puede darse por los mecanismos de necrosis, apoptosis,
autofagia o senescencia celular. En el caso de la muerte celular tard́ıa la célula
conservará total o parcialmente la funcionalidad hasta su próxima mitosis, aunque
habrá perdido su viabilidad, momento en el que se producirá la “catástrofe mitótica”,
que desembocará en la muerte celular del organismo por las mismas vias que en el
caso de muerte celular temprana [20]. Haremos una breve descripción de los tipos
posibles de muerte celular, descritos hasta la fecha, a los que se enfrenta una célula
tras ser irradiada [20][14].

Necrosis: La necrosis es la muerte “violenta” de la célula, siendo un proceso
rápido, aparentemente desordenado y que libera sustancias que pueden llegar
a dañar a las células circundantes, por lo que no es, generalmente, un meca-
nismo de muerte celular deseable. Suele producirse cuando la célula soporta
una gran cantidad de daño en un breve espacio de tiempo, y se caracteriza
por tumefacción celular, deformación de la membrana, rotura de orgánulos
y liberación de enzimas lisosomáticas que atacan a la célula. En el caso de
muerte celular inducida por radiación, parece que el desencadenante de la ne-
crosis es la activación de la protéına p53 por daño genético, que permeabiliza
la membrana de los lisosomas, acidificando el citoplasma y liberando enzimas
que promueven la necrosis.

Apoptosis: A diferencia de la necrosis, la apoptosis es la muerte programada
y ordenada de la célula. Esta mediada por rutas bioqúımicas bastante bien
estudiadas que desencadenan la apoptosis, no solo por daños a la célula, si no
también por necesidades tisulares. Morfológicamente se caracteriza por la for-
mación de ampollas en la membrana plasmática, condensación y digestión del
ADN en pequeños fragmentos y división de la célula en pequeños fragmentos
encapsulados por una membrana denominados cuerpos apoptóticos, que son
eliminados por los macrófagos. Tras la irradiación de la célula y la activación
de la protéına p53, esta induce la actuación de protéınas pro-apoptóticas co-
mo BAX o PUMA que inhiben a las protéınas anti-apoptóticas, activando la
caspeasa 9 que desencadena la apoptosis. No todos los tipos de células son pro-
pensas a la apoptosis, ya que el balance entre protéınas pro y anti-apoptóticas
puede no romperse por la activación de p53.

Autofagia: La autofagia generalmente es un proceso por el cual las células,
en respuesta a situaciones como la exposición al factor de crecimiento o la
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carencia de recursos, digieren parte de su citoplasma para generar pequeñas
macromoléculas y enerǵıa. En otras circunstancias puede constituir una forma
alternativa a la apoptosis de muerte celular programada. Suele denominarse
a este tipo de autofagia muerte tipo II (en contraste con la muerte tipo I
que representa la apoptosis), y sus mecanismos son muy parecidos a los de la
apoptosis, aunque sin la activación de la caspeasa o la escisión del ADN. Suele
desencadenarse cuando los mecanismos de apoptosis están dañados.

Senescencia celular: La senescencia celular suele ocurrir de forma natural
en células que han sufrido muchos ciclos celulares y cuyos telómeros han ido
reduciéndose de forma gradual al final de los cromosomas. Sus consecuencias
son la pérdida permanente de la capacidad de división celular, conservando
su capacidad metabólica y pudiendo variar su funcionalidad. La senescencia
celular también se puede inducir en células “jóvenes”, por ejemplo mediante el
daño radioinducido en el ADN. Morfológicamente, las células en senescencia
se caracterizan por un citoplasma aplanado y un aumento en la granulosidad.
La senescencia celular no supone una muerte inmediata de la célula, ya que
metabólicamente sigue activa, pero śı significa el fin de su viabilidad.

Catástrofe mitótica: El tipo de muerte celular más común bajo los estánda-
res de utilización de la radiación ionizante en medicina (bajo LET, pequeñas
dosis) es la catástrofe mitótica. Se produce cuando los puntos de control en la
fase G2 o al comienzo de la mitosis fallan, y la célula comienza la división celu-
lar cuando el ADN aún no ha sido completamente reparado o replicado. Bajo
estas condiciones, las aberraciones genéticas impiden la separación del mate-
rial genético y la citocinesis. Morfológicamente está asociada con la formación
de células gigantes multinucleadas que contienen cromosomas no condensa-
dos con presencia de aberraciones cromosómicas y micronúcleos. La catástrofe
mitótica suele ser el desencadenante en las células gigantes resultantes de pro-
cesos de muerte celular ya vistos, como la necrosis, la apoptosis, la necrosis o
la senescencia celular.

Por último, describir un tipo de muerte celular que sufren las células que, aunque
no se han visto afectadas directamente por la radiación, si están en la vecindad de
células que si lo han sido, y han desencadenado el proceso de muerte celular. A
este efecto se lo conoce como efecto de vecindad, en el cual las células afectas por
la radiación segregan sustancias que incitan a las células vecinas a promover su
apoptosis.

1.2.2. Radiosensibilidad en Función de la Estructura y la
Fase Celular.

Hasta ahora hemos hablado de la radiosensibilidad de la célula como un to-
do, sin embargo las células están conformadas por diversas estructuras, denomina-
das orgánulos, y podŕıamos esperar, como aśı sucede realmente, que no todos esos
orgánulos poseen la misma radiosensibilidad.

Aśı pues, habrá orgánulos o moléculas cŕıticas que desencadenen la muerte celu-
lar si no son convenientemente reparados, mientras que otros, aún siendo dañados
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irreparablemente, no contribuirán a la perdida de la viabilidad celular en absoluto.
Esto es aśı debido a que hay orgánulos con multiples copias, como los ribosomas o
las mitocóndrias, o compartimentadas, como el ret́ıculo endoplasmático o el apara-
to de Golgi, por lo que en caso de ser dañadas, las unidades o secciones alteradas
pueden ser eliminadas por autofagia y reemplazadas por otras unidades análogas. El
único orgánulo que podemos considera único es el núcleo, y más concretamente el
material genético que este contiene. Experimentos realizados irradiando zonas muy
localizadas de las células demuestran que 250 Gy depositados sobre el citoplasma
no ocasionan ningún efecto apreciable sobre la viabilidad celular, mientras que la
dosis letal media si se irradia el núcleo es de tan solo 1,5 Gy [24]. Otros experimen-
tos demuestran que el núcleo posee una radiosensibilidad más de tres ordenes de
magnitud superior a la de cualquier otro orgánulo.

Atendiendo a la radiosensibilidad de las principales macromoléculas biológicas
presentes en la célula, se deduce que las moléculas más sensibles son las cadenas de
ADN, seguidas de lejos por el ARN. Tras el ARN encontramos a las protéınas como
las siguientes moléculas en orden de radiosensibilidad, siendo las menos sensibles de
todas los ĺıpidos y demás macromoléculas. Otra vez la razón de este fenómeno se
encuentra en el número, hay innumerables copias de cada protéına, ĺıpido o cadena
de ARN, y es más, la célula es capaz de sintetizar más. Sin embargo el ADN y los
genes que codifica son únicos, y si es dañado no puede ser sustituido. Este hecho
nos da lo que podŕıamos considerar la piedra filosofal de la radiobioloǵıa, “todos
los efectos de la radiación ionizante sobre el tejido vivo se deben a la acción de esta
sobre el material genético, esto es, sobre las cadenas de ADN y los cromosomas”. Las
evidencias experimentales que refuerzan esta afirmación se resumen en los siguientes
puntos [3]:

Para organismos simples existe una relación directa entre la cantidad de daño
inducido al ADN y la viabilidad del organismo.

Para organismos complejos la relación es más compleja, pero también se ob-
serva una alta correlación entre el d año producido al ADN y la capacidad de
supervivencia del organismo.

La capacidad de reparación de ADN se ha demostrado ı́ntimamente ligada al
aumento de la probabilidad de que la célula se divida tras una lesión.

Las células con defectos que impiden la reparación del ADN son mucho más
sensibles a los efectos de la radiación que sus equivalentes normales. La acción
de agentes qúımicos que bloquean la reparación de ADN radiosensibilizan en
gran medida a las células irradiadas.

Este fenómeno explica porque solo unos pocos grays causan la pérdida de la viabi-
lidad en la mayoŕıa de los tipos de células humanas. Dada la vital importancia del
daño genético por radiación, lo desarrollaremos con más profundidad en el siguiente
apartado.

Por otro lado la célula no es estacionaria en el tiempo, si no que evoluciona a
través de un ciclo conocido como ciclo celular [5]. En un principio podemos dividir
en dos periodos diferenciados el ciclo vital de una célula, un periodo de división
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activa en el que la célula divide su material genético en dos partes iguales y divide
su citoplasma mediante la citocinesis, conformando dos células iguales, denominado
mitosis, y un periodo de crecimiento celular entre dos periodos mitóticos, denomina-
do interfase. Un estudio más exhaustivo divide la interfáse en cuatro fases diferentes,
una que ocurre de forma opcional denominada fase G0, y otras tres que se realizan
siempre, la fase G1 (o gap1) que separa la mitosis de la fase S, dicha fase S en la
cual el ADN se replica en dos copias iguales, y la fase G2 (o gap2) entre la fase
S y la siguiente mitosis. A estas fases habŕıa que añadir la mitosis, o fase M, para
completar el ciclo celular.

Figura 1.3: Ciclo celular con sus diferentes fases.

El tiempo que transcurre entre dos divisiones celulares se denomina tiempo de
generación, y más o menos suele ser constante para cada tipo celular. En un cultivo
las células de mamı́fero suelen tener un tiempo de generación de entre 18 y 24 horas.
Estudios sobre la duración de las diferentes fases nos indican que la fase S requiere
de un tercio de dicho tiempo de generación, entre 6 y 8 horas, para completarse. La
fase M también tiene una duración bastante bien establecida, entre un 3 y un 5% del
tiempo de generación (30-45 minutos). A diferencia de las fases S y M, la duración
de la fase G1 no está bien establecida. Aunque de media suele durar entre 8 y 10
horas, hay células que pasan en ella unos minutos mientras que otras permanecen
largos periodos de tiempo. En ella la célula decide si se divide y cuando. Las células
retenidas durante periodos indefinidos de tiempo en la fase G1, hasta que les llega
la señal de progresar a la siguiente fase, se dice que se encuentran en la fase G0. Al
final de la fase G1 hay un punto de control que, en caso de darse las condiciones
adecuadas, permite el paso de la célula a la fase S. La fase G2 es mucho más uniforme
en cuanto a duración que la fase G1, durando generalmente entre 4 y 6 horas. Al
final de la fase G2 hay otro punto de control que permite a la célula el paso a la fase
M, y si no se cumplen las condiciones necesarias para la mitosis, retiene la evolución
celular en la fase G2.

La célula no posee la misma radiosensibilidad en las diferentes fases del ciclo
celular [14][24]. Si la célula es irradiada en la primera parte de la fase G1, justo
después de la mitosis, la célula presentará una cierta resistencia a la radiación. La
cantidad de resistencia que muestre en esta primera parte de la fase G1 dependerá de
la duración de ésta, si la célula tiene una fase G1 muy corta el aumento de resis-
tencia será apenas perceptible, mientras que si la fase G1 es prolongada la célula
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presentará un gran pico de resistencia. A medida que transcurre la fase G1 la célula
se irá sensibilizando a la radiación ionizante, hasta alcanzar un mı́nimo en el punto
de control que precede a la fase S. Durante la fase S la radiosensibilidad de la célula
irá disminuyendo, siendo esta fase la que, en general, presenta una mayor resistencia
global a la radiación. Podemos apreciar una primera parte, la fase S temprana, en
la que la célula es más sensible a la radiación, y una fase S final muy resistente a
la misma. El mı́nimo en la radiosensibilidad se alcanzará justo antes de entrar en la
fase G2. La fase G2 se caracteriza por un aumento brusco de la radiosensibilidad,
que mantiene durante la fase M. Ambas son las fases más radiosensibles del ciclo ce-
lular. Este aumento brusco de la sensibilidad se debe a la falta de tiempo para llevar
a cabo los procesos de reparación genética antes de que la célula entre en mitosis
y se produzca la catástrofe mitótica. Podemos observar estos efectos de variación
de la radiosensibilidad dependiendo de la fase en la figura 1.4, donde la subfigura
(a) muestra la supervivencia celular de células con fase G1 corta, mientras que la
subfigura (b) muestra lo propio con células con fase G1 prolongada.

(a) Curva de una célula con G1 corta.
(b) Curva de una célula con G1 prolon-
gada.

Figura 1.4: Curva de supervivencia a la radiación dependientes de la edad celular.

Comentar también que la radiosensibilidad de la célula no solo se ve afectada por
la fase en la que se encuentre, si no que a su vez el ciclo celular se ve afectado por
la irradiación de la célula. La radiación ionizante provoca un alargamiento del ciclo
celular con el fin de dar tiempo a los procesos de reparación celular de subsanar el
daño ocasionado. Cuanto más avanzado esté el ciclo cuando la célula es irradiada,
mayor será el alargamiento inducido, ya que queda menos tiempo para la siguiente
mitosis. El tiempo medio de retraso inducido será aproximadamente de 1 min/cGy
para el ciclo completo, aunque puntualmente variará durante el mismo, de los tan
solo 0,4 min/cGy durante la fase G1 a los hasta 1,4 min/cGy que alcanzará en
la fase G2. Estos retrasos se deben a la actuación de las ciclinas y la protéına p53
sobre los mecanismos de los puntos de control entre las fases, bloqueando el progreso
a la siguiente fase hasta que los daños no estén reparados y los niveles de dichas
moléculas disminuyan. Si la reparación falla, la célula puede inducir la apoptosis
durante estas fases, especialmente en la fase G1, sin llegar a la mitosis.
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1.2.3. Daño al Material Genético.

Una vez identificado el ADN como la molécula cŕıtica que determinará, casi en
exclusiva, la futura viabilidad celular en función de los daños que sufra y de la
capacidad de la célula para repararlos, estudiaremos en este apartado dicho posibles
daños. Pero antes haremos un breve repaso a la estructura de la molécula de ADN
y de los cromosomas. Tras ello śı procederemos a detallar una breve descripción
de las lesiones más comunes ocasionadas por la radiación ionizante a la molécula
de ADN. Terminaremos describiremos las aberraciones cromosómicas derivadas de
una incorrecta reparación de las lesiones de ADN conocidas como roturas dobles de
cadena (DBS).

Estructura del ADN.

Previamente a describir el daño inducido en las moléculas de ADN por parte de
la radiación ionizante, recordaremos brevemente la estructura del mismo [29]. Una
molécula de ADN es un poĺımero cuyas unidades monoméricas están conformadas
por nucleótidos. Un nucleótido esta formado a su vez por un nucleósido, compuesto
de una base y un azúcar, donde el nitrógeno de la base está unido mediante un
enlace N-glucośıdico al carbono anomérico del azúcar, y un grupo fosfato, donde el
fosfato inorgánico se une al grupo hidroxilo 5’ del azúcar por un enlace ester. En el
ADN, las cuatro bases están formadas por dos purinas, la adenina (A) y la guanina
(G), y dos pirimidinas, la citosina (C) y la timina (T), mientras que el azúcar es la
desoxirribosa, un derivado de la ribosa que carece del grupo hidroxilo del carbono
2. La union entre diversos monómeros de la cadena se realiza a través del fosfato,
que forma enlaces fosfodiéster entre los carbonos 3’ de un azúcar y el 5’ del azúcar
siguiente.

R

pentose

Base

glycosidic bond

OH = ribose
H = deoxyribose

Purines

Pyrimidines
nucleoside

nucleoside monophosphate

nucleoside diphosphate

nucleoside triphosphate

Adenine Guanine

Cytosine Uracil Thymine

Figura 1.5: Bases del ADN y estructura de un nucleótido.

Watson y Crick resolvieron la estructura del ADN. La molécula de ADN está com-
puesta de dos cadenas de polinucleótidos complementarias, unidas mediante puentes
de hidrógeno a través de las bases. En cada par de bases una purina está enfrentada
a una pirimidina, siendo la adenina la base complementaria a la timina, que esta-
blecen entre ellas dos puentes de hidrógeno, y la guanina la complementaria de la
citosina, que realizan tres puentes de hidrógeno. Las dos cadenas de polinucleótidos
son antiparalelas, una de las cadenas se recorre de 5’ a 3’ mientras que la opuesta se
recorre de 3’ a 5’. Como cada par de bases contienen una purina y una pirimidina
enfrentadas, las cadenas son equidistantes de principio a fin, por lo que, al estar
curvadas, formarán una doble hélice. Los pares de bases se situarán en el eje central
de la molécula rodeados por el esqueleto azúcar-fosfato. En el grupo fosfato dos de
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los átomos de hidrógeno crearán enlaces con los azucares adyacentes, mientras que el
tercer grupo -OH estará libre. A pH fisiológico este grupo -OH se disociará, liberan-
do un ion hidrógeno y quedando el ox́ıgeno con carga negativa, lo que favorecerá su
unión a protéınas espećıficas. Existen tres formas de enrrollamiento de la molécula
de ADN, la forma B, que tiene forma de hélice dextrógira con una distancia de 3,4
Å entre pares de bases y 10,4 pares de bases por vuelta; la forma A, similar a la B
pero más compacta, con 2,3 Å entre pares de bases y 11 pares de bases por vuelta;
y la forma Z, con una hélice levógira, 3,8 Å entre pares de bases y 12 pares de bases
por vuelta.

(a) Doble hélice de ADN y enlaces fosfo-
diéster. (b) Las formas A, B y Z del ADN.

Figura 1.6: Estructuras tridimensionales del ADN.

Las moléculas de ADN son muy extensas, por lo que deben empaquetarse para
adaptarse a las dimensiones celulares. En procariotas el material genético, compuesto
de un solo cromosoma circular, se encuentra superenrollado y unido a un núcleo de
RNA-protéına. En eucariotas el empaquetamiento es más complejo. Al ADN se une
a un peso igual de histonas, que se denomina cromatina. Dos moléculas de cada una
de las cuatro clases de histonas (H2A, H2B, H3 y H4) forman el centro del núcleo
alrededor del cual se unen unas 140 pares de bases de la molécula de ADN, que
se denomina nucleosoma. El ADN que une los diferentes nucleosomas está también
acomplejado con la histona H1. Una compactación posterior de la cromatina se forma
al enrollarese los hilos de nucleosomas en carretes tubulares helicoidales denominados
estructuras solenoidales.

Figura 1.7: Estructura de la cromatina y los cromosomas.

Por último, el genoma humano está compuesto por 22 pares de cromosomas
autosómicos, cada uno de los cuales esta formado por dos cromosomas homólogos
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que contienen una serie similar de genes. Además de estos, consta además de dos
cromosomas sexuales, el cromosoma X y el cromosoma Y. Una mujer posee dos
cromosomas X, mientras que una varón tiene un cromosoma X y un cromosoma Y.

Daño Inducido por la Radiación Ionizante.

Las lesiones inducidas en las moléculas de ADN se deben no solo a la acción de la
radiación ionizante, si no que son un proceso común, que se da más frecuentemente
por otras causas que por la mediación de la radiación [22]. Diariamente las especies
reactivas de ox́ıgeno (ROS) generan 50000 lesiones al ADN, mientras que una dosis de
2 Gy provoca tan solo alrededor de 3000 lesiones, sin embargo las lesiones inducidas
por la radiación ionizante son mucho más perjudiciales para la célula que las debidas
a otros origenes, conllevando frecuentemente la muerte celular. Esto se debe a que
las lesiones por radiación son, en general, más graves, y además se produce una gran
concentración temporal de las mismas.

Podemos distinguir además, entre las lesiones producidas por radiación de baja
LET y las producidas por radiación de alta LET. La radiación de baja densidad
de ionización suele dañar la cadena de ADN de forma indirecta a través de los
radicales libres generados en torno a la molécula. Debido a la baja densidad de
ionización y a que actúan de forma indirecta los daños en la molécula de ADN suelen
estar espacialmente dispersos en la misma, debiéndose, generalmente, la acumulación
local de daño a la acción de “tracks” de part́ıculas diferentes. En cambio, en la
radiación de alta densidad de ionización tiene mayor preponderancia el efecto directo,
formando los denominados “blobs” [14], que generan una gran cantidad de daño
localmente localizado. Con la radiación de alta LET la concentración de daño local
suele producirse debido al “track” de una sola part́ıcula, desencadenando lo que se
denomina daño tipo “cluster”. El daño tipo cluster es dif́ıcilmente reparable, y suele
provocar irremediablemente la muerte celular.

Respecto a la clasificación de los tipos de daños causados por la radiación io-
nizante, independientemente de la LET de la misma, podemos agruparlos en [38]:
rupturas de la cadena simples o dobles, alteración de las bases, destrucción de los
azucares o cross-links y formación de d́ımeros. Aunque se han identificado alrededor
de 100 formas de lesiones diferentes, las roturas de cadena son predominantes, tanto
en frecuencia como en importancia.

Rotura de cadena.
Son el tipo de lesión más común, donde el efecto indirecto juega un papel
fundamental en su producción.

Una rotura simple de cadena (SSB) puede producirse al nivel del enlace fos-
fodiéster, entre el fosfato y la desoxirribosa, o más frecuentemente al nivel
del enlace entre la base y la desoxirribosa. Su mayor causante es el radical
OH•, aumentando en 3 o 4 veces su proporción en células oxigenadas respecto
a las hipóxicas. Tras la rotura las dos cadenas pueden separarse como si se
tratara de una cremallera, con la inserción de moléculas de agua en la brecha
que rompen los puentes de hidrógeno entre las bases, alterando tres o cuatro
nucleótidos en torno a la rotura.
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Una rotura doble de cadena (DSB) involucra la rotura de las dos cadenas
de ADN en puntos separados menos de tres nucleótidos de distancia. Pueden
producirse por una sola part́ıcula (un solo cluster con una transferencia de
enerǵıa de alrededor de 300 eV) o por la interacción de dos roturas simples en
cadenas complementarias por dos part́ıculas diferentes, ocurriendo la segunda
antes de que la primera haya sido reparada. Se dice que es homóloga si aparece
en el mismo par de bases y heteróloga si no es aśı. Las DSB heterólogas son
más comunes que las homólogas.

El número de SSB es directamente proporcional a la dosis en un rango de
entre 0,2 y 6 · 104 Gy, y se necesitan entre 10 y 20 eV para producirla. La
relación entre DSB y dosis es discutida, defendiendo algunos autores que es
lineal mientras otros opinan que es lineal-cuadrática.

Una dosis de entre 1 y 1,5 Gy produce alrededor de 1000 SSB y entre 50 y
100 DSB, pero solo causa la pérdida de viabilidad en un 50% de las células de
mamı́fero, lo que demuestra la existencia de un mecanismo de reparación de
este tipo de daños.

Alteración de las bases.
Las bases pueden ser parcialmente destruidas o modificadas qúımicamente por
la acción de la radiación ionizante o de los radicales que genera. La alteración
de base más común se produce por la hidroperoxidación de la timina.

Las pirimidinas son más radiosensibles que las purinas, siendo el orden de ra-
diosensibilidad dado por la relación: timina>citosina�adenina>guanina. Hay
sobre 20 tipos de modificaciones en la estructura molecular para cada base.

Se producen entre 2 y 3 alteraciones de bases por cada 10 roturas simples de
cadena.

Destrucción de azúcares.
La alteración de la desoxirribosa es rara y no está bien entendida. Se producen
alrededor de 0,2-0,3 alteraciones de azucares por cada 10 roturas simples de
cadena. Los azucares son oxidados, y luego hidrolizados con la liberación de
la base, con o sin rotura del enlace fosfodiéster.

Otras lesiones.
Otro tipo de lesiones son los cross-link en la espiral, uniones intercatenarias
(entre dos partes de una cadena simple), uniones intercatenarias (entre las dos
cadenas), cross-link entre DNA y protéınas y la formación de d́ımeros.

En la formación de d́ımeros, dos bases adyacentes de una cadena simple se unen
por enlaces covalentes, lo que provoca la formación de un anillo ciclobutano
entre ellas. Interrumpen la replicación del ADN. Los d́ımeros de timina (T-T)
son los más frecuentes y presentan una gran estabilidad.

Aberraciones Cromosómicas.

La forma más habitual de muerte celular cuando la célula es expuesta a dosis
moderadas de radiación es la catástrofe mitótica. En ella, cuando la cromatina con-
densa en los cromosomas, es posible apreciar aberraciones cromosómicas, puentes
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anafásicos y fragmentos sueltos, que conlleva al fracaso mecánico del proceso genéti-
co y a la perdida de material genético [24][14]. Estas aberraciones son causadas por
una incorrecta reparación tras la aparición de una o varias roturas dobles de cadena.

La irradiación de las células en las fases tempranas del ciclo celular, antes de que
la replicación del ADN durante la fase S haya tenido lugar, producirá un daño en las
dos cromátidas, fenómeno que recibe el nombre de aberración de tipo cromosoma.
Por otro lado, si la irradiación se produce en las fases tard́ıas del ciclo celular, cuando
las cromátidas ya se han dividido, el daño solo afecta a una de ellas, recibiendo el
nombre de aberraciones de tipo cromátida.

Una gran variedad de permutaciones y combinaciones pueden darse al recombinar
las secciones resultantes de las roturas dobles de cadena. Diversos autores se han
encargado de clasificarlas (figura 1.8). De las cuatro categoŕıas, la de tipo D necesita
que se produzca una sola DSB, mientras que las otras tres requieren de al menos
dos DSB. Las de tipo intercambio (A) son las más comunes de las aberraciones tipo
cromosoma. De las aberraciones tipo cromátida, las más comunes son las del tipo
C, debidas a roturas en cromátidas hermanas.

Figura 1.8: Clasificación de las aberraciones cromosómicas de Savage.

Las formas asimétricas conllevan la rápida muerte celular, y se denominan por
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ello inestables. Las formas simétricas no implican la pérdida de viabilidad celular, y
pueden ser transmitidas a la descendencia, denominándose estables. La aberración
dicéntrica inestable es la más común, con un 60% de probabilidades de ocurrencia,
de todas las aberraciones de uno y otro tipo.

1.2.4. Mecanismos de Reparación del ADN.

Las células de mamı́fero han desarrollado rutas especializadas en percibir, res-
ponder y reparar el daño a bases, roturas simples de cadena, roturas dobles de
cadena, daños en los azúcares y el ADN-ADN crosslink. Los mecanismos usados
para reparar lesiones inducidas por la radiación ionizante a las bases difieren de los
mecanismos usados para reparar las roturas dobles de cadena. Además, diferentes
rutas de reparación son empleadas para reparar lesiones dependiendo de la fase en
la que se encuentre la célula en cada momento.

Haremos una breve descripción de los principales mecanismos de reparación de
ADN conocidos hasta la fecha.

Reparación por Escisión de Bases.

Las bases en las cadenas opuestas han de ser complementarias, adenina con
timina y guanina con citosina. Representaremos por U a una base sustitutiva de
cualquiera de ellas debido a una mutación. Dicho daño se repara mediante de repa-
ración por escisión de bases (BER). Existen dos variantes de la ruta, la primera en
la que solo una base a de ser sustituida, y consta de los siguientes pasos:

1. Retirada de la base mediante glicosilasa/ADN liasa.

2. Eliminación de los restos del azúcar por una endonucleasa apuŕınica 1 (APE1).

3. Mediante la ADN polimerasa β se coloca el nucleótido correcto.

4. Se cierra la cadena con ADN ligasa III-XRCC1.

Si más de un nucleótido ha de ser reemplazado se usa la ruta alternativa:

1. El complejo de reparación factor C (RFC)/ant́ıgeno nuclear de proliferación
celular (PCNA)/ ADN polimerasa δ/ε realizan la śıntesis de la estructura
correcta a reparar.

2. La estructura dañada es retirada por la endonucleasa de solapa 1 (FEN1).

3. Las cadenas de ADN son selladas por la ligasa I.

Si el mecanismo de reparación BER se encuentra dañado se verá aumentado
el riesgo de mutación, aunque no se suele elevar la radiosensibilidad de la célula.
No obstante, si se daña el gen que codifica XRCC1 se multiplica la sensibilidad a la
radiación por 1,7, aunque este aumento puede deberse a otros procesos de reparación
en la que también esté implicada XRCC1.
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Reparación por Escisión de Nucleótidos.

La reparación por escisión de nucleótidos (NER) es el mecanismo utilizado para
eliminar aductos del ADN, como los d́ımeros de pirimidinas. El proceso NER debe
ser dividido en dos rutas, la reparación global del genoma (GG-NER), que repara
el ADN cuando no está siendo transcrito, y la reparación acoplada a la transcrip-
ción (TC-NER), que solo actúa durante la transcripción de genes, ya que la ADN
polimerasa puede bloquear el acceso del GG-NER al daño. Las rutas GG-NER y
TC-NER solo difieren en el mecanismo de detección de la lesión, el resto del proceso
es el mismo. Los principales pasos de las rutas NER son:

1. Reconocimiento del daño.

2. Incisiones en el ADN que encapsulan la lesion, generalmente entre 24 y 32
nucleótidos.

3. Eliminación de la región que contiene los aductos.

4. Śıntesis de la sección a reparar, e inserción de la misma en la cadena.

5. Cierre de la cadena de ADN.

La mutación de los genes implicados en las rutas NER no aumentan la sensibili-
dad de las células a la radiación ionizante, pero si lo hacen con la sensibilidad hacia
la radiación UV y agentes anticanceŕıgenos.

Reparación de Roturas Dobles de Cadena.

Existen dos tipos de mecanismos para la reparación de DSBs en moléculas de
ADN, la unión terminal no homóloga (NHEJ), que une los terminales de la fractura
de forma simple, y la reparación por recombinación homóloga (HRR), que emplea la
cromátida homóloga de la dañada para reparar las lesiones en torno a la rotura. La
HRR está libre de errores al usar la cromátida hermana como patrón, mientras que
la NHEJ es propensa a cometer errores y tiende a ocasionar lesiones premutagénicas
en el ADN. Obviamente, para llevar a cabo la HRR hace falta que el ADN se haya
replicado en la fase S, por lo que solo es posible en las fases S tard́ıa y G2, mientras
que la NHJ puede darse durante toda la interfase, aunque es más probable durante
la fase G1.

La activación de ambas rutas es común. Como respuesta a la creación de una DSB
en la cadena de ADN se activan una serie de sensores que promueven la reparación
del material genético y paralizan la progresión en el ciclo celular. Dichos sensores son
el ATM y el Rad3-relacionado (ATR), protéınas kinasas pertenecientes a la familia
PIKK. La competición entre el NHEJ y el HRR está regulada por la protéına 53BP-
1.

Unión Terminal No Homóloga (NHEJ).
Aunque la ruta NHEJ no necesita de una secuencia homóloga, los dos extremos
del ADN en torno a la DSB no pueden ser unidas sin más, si no que deben
ser modificadas antes de proceder a la ligadura de la unión. La NHEJ consta
de los siguientes pasos, aunque no los describiremos detalladamente (para más
información consultar [14]):
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1. Reconocimiento del extremo de la cadena por la unión del heterod́ımero
Ku.

2. Movilización de la subunidad cataĺıtica protéına kinasa ADN-dependiente
(DNA-PKcs).

3. Procesamiento del terminal.

4. Śıntesis de relleno en torno al terminal o “end bridging”.

5. Unión de los extremos.

Reparación por Recombinación Homóloga (HRR).
La HRR repara la rotura doble de cadena utilizando la cromátida homólo-
ga como patrón. Es una ruta aún no comprendida del todo de la que solo
enumeraremos los pasos de los que consta.

1. HRE11 y quizás otras endonucleasas reseccionan el ADN, produciendo
una cadena única de ADN que sirve como punto de unión para Rad51.

2. La molécula Rad51 forma nucleofilamentos y cataliza el intercambio con
la cadena complementaria en el cromosoma dañado.

3. Invasión de la doble cadena homóloga.

4. Śıntesis de ADN usando la cadena homóloga como molde.

5. Resolución de la unión Holliday.

Reparación de Crosslink.

Las rutas de reparación de uniones ADN-ADN o ADN-protéına no se comprenden
de forma completa, pero se piensa que están formadas por una combinación de
rutas NER y reparación recombinacional. El crosslink es eliminado en un proceso
multietapa en el que está implicada la ruta NER. Este proceso multietapa concluye
con la formación de una DSB, que es restituida mediante una ruta HRR.

Reparación de Desajustes.

La ruta de reparación de desajustes (MMR) elimina los desajustes de tipo base-
base y pequeñas inserciones que se producen durante la replicación. La MMR se
divide en cuatro componentes:

1. El desajuste ha de ser identificado por sensores que transmiten la señal de un
desajuste en un par de bases.

2. Los factores de movilización del MMR son activados.

3. Se genera una nueva cadena resintetizada y se eliminan los nucleótidos inco-
rrectos de la cadena original.

4. Reśıntesis y unión.

Si los genes que regulan el MMR están dañados se aumenta la probabilidad de
inestabilidad genómica y carcinogénesis.
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Tiempo Medio de Recuperación.

Las lesiones comentadas en el apartado 1.2.3 deben ser clasificadas según los
tipos de daño descritos en el apartado 1.2.1, de forma que, por ejemplo, una SSB
se considera una lesión subletal mientras que una DSB se clasifica como una lesión
potencialmente letal. Aśı, las rutas de reparación comentadas en este apartado se
pueden clasificar dentro de dos grupos, las rutas de recuperación del daño subletal
y las rutas de recuperación del daño potencialmente letal [24].

El tiempo medio que necesitan esas rutas para reparar el daño se conoce como
el tiempo medio de recuperación, λ. Generalmente, para un tipo de lesión dado se
observa que la mayor parte de las células se recuperan con un tiempo de recuperación
corto, λf , mientras que las células restantes lo hacen a un ritmo mucho más lento,
λs. El tiempo medio de recuperación será la combinación lineal, pesada por las
frecuencias relativas, de dichos tiempos cortos y largos de recuperación, λ = ffλf +
fsλs. Un ejemplo de tiempos medios de recuperación para lesiones subletales se
muestra en la figura 1.9.

Tejido λf (min) λs (h)
Riñón de ratón 9 5
Piel de cerdo 10.2 5.38

Pulmón de ratón 19.2 1.92
Médula espinal de rata 42 3.8

Figura 1.9: Tiempos cortos y largos de recuperación de lesiones subletales en dife-
rentes tejidos.

1.3. Curvas de Supervivencia Celular.

Tras irradiar un tejido con una cierta dosis de radiación ionizante, las células que
lo componen pueden sufrir ciertos daños que ya hemos descrito. Los mecanismos de
reparación celular intentarán arreglar los daños inducidos en el ADN, y en el caso de
no conseguirlo la célula perderá su viabilidad, y estará abocada a la muerte sin dejar
progenie que continúe la linea. Aśı, si partimos de un número inicial de células N0

antes de irradiar el tejido, y tras ella solo sobrevive un numero N de las N0 células
iniciales (no hay que tener en cuenta la multiplicación de las células no afectadas,
consideramos que no hay división celular), definiremos fracción de supervivencia
celular como:

S =
N

N0

(1.6)

Diferentes procedimientos experimentales nos permiten medir, tanto in vivo co-
mo in vitro, las fracciones de supervivencia celular para diferentes organismos y
tejidos en diferentes condiciones, de forma que podemos, primero constatar que
la fracción de supervivencia celular depende de la dosis irradiada sobre el material
biológico, S = S(D), y segundo obtener una relación experimental de dicha relación,
obteniendo aśı la llamada curva de supervivencia celular. Tanto la forma como los
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parámetros que la caracterizan difieren con el tipo de organismo y tejido irradiados,
aśı como de otros factores que analizaremos a continuación.

El conocimiento de las caracteŕısticas de las curvas de supervivencia celular es
esencial para el desarrollo de este proyecto, ya que el objetivo del mismo es describir
un modelo desarrollado recientemente para modelar el proceso de supervivencia ce-
lular, y cuya expresión matemática ha de ajustarse a dichas curvas de supervivencia
celular. La mayor parte del siguiente capitulo estará dedicada exclusivamente a co-
mentar los numerosos modelos de supervivencia celular desarrollados hasta la fecha,
y en ellos también veremos como han de correlacionarse las expresiones funcionales
de los mismos con la curvas de supervivencia.

Conocer las curvas de supervivencia celular y los parámetros que de ellas se
derivan para diferentes tejidos humanos, tanto sanos como afectados por alguna
patoloǵıa, y en diferentes condiciones tienen también una gran aplicación práctica
en el ámbito de la radiomedicina, ya que son esenciales para programar tratamientos
de radioterapia efectivos, que eliminen los tumores in afectar de forma cŕıtica a los
tejidos sanos.

1.3.1. Caracteŕısticas de las Curvas de Supervivencia Celu-
lar.

Aunque las curvas de supervivencia celular vaŕıen dependiendo del organismo y
tejidos irradiados, el tipo de radiación ionizante empleado, las propiedades celulares
especificas y otros parámetros, hay una serie de caracteŕısticas comunes a todas las
curvas de supervivencia celular. Un ejemplo t́ıpico de curva de supervivencia celular
de una célula de mamı́fero pude verse en la figura 1.10a.

(a) Curva de supervivencia celular en
una representación lineal.

(b) Curva de supervivencia celular en
una representación semilogaŕıtmica.

Figura 1.10: Curva de supervivencia celular t́ıpica de una célula de mamı́fero.

Las curvas de supervivencia celular no suelen estar perfectamente definidas de-
bido a problemas experimentales, sobre todo a dosis muy bajas o muy altas, donde
el error es grande comparado con la variación de supervivencia con la dosis. Aun
aśı es posible inferir ciertas propiedades matemáticas, como que las curvas de su-
pervivencia celular son estrictamente decrecientes. La pendiente inicial es siempre
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finita y no nula, disminuyendo monótonamente a altas dosis. Puede o no presentar
un punto de inflexión, y de presentarlo la primera parte de la curva, hasta el punto
de inflexión, seŕıa cóncava y la segunda parte, a partir del punto, convexa.

En radiobioloǵıa no suele presentarse la curva representada en escala lineal, si no
que suele recurrirse a la escala semilogaŕıtmica, representando en el eje de ordenadas
el logaritmo neperiano de la supervivencia celular y en el de abscisas la dosis en escala
lineal. Esta es la representación empleada en la figura 1.10b. Se emplea la escala
semilogaŕıtmica porque se intuye un comportamiento exponencial en la curva.

De forma general podemos diferenciar dos tipos de curvas de supervivencia celu-
lar [38], las curvas de supervivencia exponenciales puras y las curvas de supervivencia
con hombros.

Curvas de Supervivencia Exponenciales.

Estas curvas se reconocen muy bien porque en escala semilogaŕıtmica se repre-
sentan como una linea recta. Se puede, por lo tanto, modelar la curva según la
expresión:

S(D) = eαD (1.7)

También se emplea la notación alternativa α = 1/D0, donde D0 recibe el nombre de
dosis letal media y representa la dosis a la cual sobreviven solo el 37% de las células
iniciales.

La razón de que la curva sea exponencial simple es que los daños letales produ-
cidos por la radiación son proporcionales a la dosis administrada 1.1. No considera
una posible reparación del daño.

Curvas de Supervivencia con Hombro.

Las curvas de supervivencia con hombros tienen el aspecto de la presentada en
la figura 1.10. La curva en representación semilogaŕıtmica [14], comienza a bajas
dosis como una linea recta, esto es, se asemeja a una exponencial simple en esa
primera parte de la curva. A medida que la dosis aumenta la curva se va curvando,
aumentando la pendiente gradualmente, de forma que parece forma un hombro. Esta
región curvada se extiende durante unos cuantos grays. A altas dosis la curva vuelve
a enderezarse de nuevo, adquiriendo de nuevo una forma exponencial.

La presencia del hombro en este tipo de curvas está asociada a la reparación de
daños a nivel celular. Este hecho se prueba mediante irradiaciones fraccionadas a
cultivos celulares [3]. A bajas dosis de radiación con baja densidad de ionización los
daños en las células son pequeños y pueden ser reparados con bastante eficiencia.
A medida que la dosis aumenta la reparación se vuelve más dif́ıcil, y aumenta de
forma brusca la mortalidad celular. A altas dosis la reparación celular está saturada
y pierde eficiencia, volviéndose a obtener un comportamiento exponencial puro [14].
No obstante, este último punto es controvertido, ya que ciertos autores y evidencias
sugieren que la curvatura en la parte final de la curva sigue siendo no nula [3]. Quizás
esta última opción es geológicamente más plausible, ya que una curva exponencial
pura en la parte final implica una cierta probabilidad no nula de que una célula
sobreviva a dosis muy elevadas, teóricamente infinitas, mientras que la intuición y
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los hechos experimentales sugieren la existencia de una dosis ĺımite a la cual, o por
encima de ella, ninguna célula puede sobrevivir.

Los modelos que veremos en el capitulo siguiente pretende modelizar este tipo
de curvas con hombros, sobre todo en las regiones de baja dosis empleadas en la
medicina.

1.3.2. Factores que Afectan a las Curvas de Supervivencia.

Por último veremos que factores conocidos afectan a las curvas de superviven-
cia celular, tanto para definir su forma, diferenciando entre curvas exponenciales o
curvas con hombros, como en asignar los parámetros que ajustaran a los modelos
teóricos.

Tipo de Células.

Las virus y las células simples como las procariotas o las levaduras haploides,
además de ciertos tipos de células de mamı́feros, como los hemocitoblastos o los
linfocitos presentan curvas de tipo exponencial simple. Esto se asocia a que este
tipo de organismo carecen de sistemas de reparación del daño genético.

La mayoŕıa de las células eucariotas, como las células de mamı́fero, presentan
curvas de supervivencia celular del tipo curvas con hombro, asociados a procesos
eficientes de reparación celular. Cuanto más eficiente sean las rutas de reparación
de daños al ADN de un determinado tipo de célula, más marcado será el hombro y
mayor sera la dosis letal media.

LET de la Radiación.

Las células expuestas a radiación de alta densidad de ionización (alta LET), como
neutrones de baja enerǵıa o radiación alfa, presentan curvas de supervivencia celular
de tipo exponencial simple. Esto es debido a que los daños causados por este tipo
de radiación, generalmente de tipo cluster, suelen ser muy complicadas de reparar,
sobrepasando la capacidad de las rutas antes mencionadas. Aśı pues consideramos
que las lesiones provocadas por esta radiación son letales de origen.

Las células expuestas a radiación de baja LET, como los rayos X, gamma y
electrones, presentan curvas de supervivencia del tipo curva con hombro. Este tipo
de radiación ha sido la más usual con diferencia, por lo que la mayoŕıa de modelos
suponen una radiación de baja LET. En los últimos tiempos, debido a los avances
tecnológicos y en el conocimiento de la radiobioloǵıa, comienzan a usarse radiaciones
de alta LET para los tratamientos de radioterapia, por lo que es previsible que dichos
modelos deban ser revisados para aceptar también estos tipos de radiación.

Forma de Muerte Celular.

Los procesos que implican la muerte temprana de la célula, como la apoptosis
o la necrosis, están asociados a curvas de supervivencia celular de tipo exponencial
simple. Esto es aśı porque, o bien los daños son tan graves que la célula muere antes
de poder activar las rutas de reparación del ADN, o bien porque esas rutas han
fallado y se desencadena la muerte en la fase G1 o S del ciclo celular. De una forma
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o de otra, eso elimina el hombro asociado a la correcta reparación de los daños a
bajas dosis.

Para células que mueren principalmente por catástrofe mitótica, las curvas suelen
tener hombro, ya que en gran parte de ellas los procesos de reparación se han activado
y han tenido éxito.

En la figura 1.11 se muestran los efectos en las curvas de supervivencia celular
del tipo de muerte celular.

Figura 1.11: Variación de la forma de la curva de supervivencia en función del tipo
de muerte celular.

Fase del Ciclo Celular.

Por último, el momento en el que se produzca la irradiación dentro del ciclo
celular también influye en la forma de la curva de supervivencia celular, como puede
verse en la figura 1.12.

Figura 1.12: Variación de la forma de la curva de supervivencia en función de la fase
en la que se produzca la irradiación.
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Como ya vimos las fases mas sensibles de todo el ciclo son las fases G2 y M,
ya que en ellas no hay tiempo suficiente para reparar los daños de forma eficiente.
En dichas fases la curva de supervivencia será de tipo exponencial simple, y además
la dosis letal media será muy baja. La fase más resistente es la fase S tard́ıa, y
esto se debe a que en ella se da una ruta de reparación de DSB muy efectiva, la
reparación por recombinación homóloga (HRR). Esto se traduce en una curva con
un hombro muy pronunciado y una dosis letal media muy elevada. Las fases G1 y S
temprana poseen curvas con caracteŕısticas intermedias a ambos extremos, siendo la
curva asociada a la fase G1 más parecida a la de las fases G2 y M, y la de la fase S
temprana más parecida a la curva de la fase S tard́ıa, aunque eso depende también
de si las células poseen una fase G1 corta o prolongada.



Caṕıtulo 2

Modelos de Supervivencia Celular
a la Radiación.

Este tema de la introducción estará dedicado a enumerar y describir los princi-
pales modelos propuestos para describir los mecanismos implicados en determinar
la futura viabilidad de una célula tras ser expuesta a la acción de la radiación ioni-
zante. Como hemos visto en el capitulo anterior, dedicado a la qúımica y la bioloǵıa
asociadas a los efectos de la radiación ionizante sobre el tejido biológico, el proceso
de modelado puede advertirse como una tarea complicada, debido al gran número
y complejidad de los factores implicados. Sin embargo pudimos comprobar que la
respuesta del sistema a la radiación era en gran manera predecible, mostrando una
cantidad relativamente baja de posibles comportamientos, debido, en gran mediada
a que la radiación ionizante tiene un objetivo prioritario, la doble cadena de ADN.
Este hecho, unido a que normalmente los parámetros de la radiación empleada son
reducidos, baja dosis absorbida y baja LET, propicia que sea posible desarrollar mo-
delos relativamente sencillos que se ajusten de forma bastante eficaz a los resultados
experimentales.

En la primera sección del caṕıtulo detallaremos de forma bastante superficial los
modelos más importantes desarrollados para describir el fenómeno de supervivencia
celular a la radiación, y veremos que la mayoŕıa convergen al denominado modelo
lineal-cuadrático para las condiciones estándar empleadas en radiobioloǵıa médica
u radioterapia.

Por este motivo dedicaremos la segunda parte en profundizar en las propiedades
del modelo lineal-cuadrático y su aplicación a la medicina. En principio este será el
modelo con el que deberemos comparar el modelo entrópico no-aditivo para evaluar
sus propiedades, ya que, hoy por hoy, el modelo lineal-cuadrático supone la piedra
filosofal de la radiobioloǵıa y radioloǵıa. Además de él se derivan gran parte de los
protocolos de radioterapia y cálculos de isoefectos empleados hoy en d́ıa en medicina.

En una breve última sección, describiremos de forma muy sucinta los modelos
de control tumoral, empleados para planificar dosis de radioterapia, desarrollados
hasta el momento. Aśı mismo introduciremos los sistemas de cálculo de isoefectos
y los protocolos de fraccionamiento más utilizados, empleados en la radioterapia
fraccionada para reducir los daños a los tejidos periféricos sanos.

Debido a la falta de tiempo, y que el proyecto se alargaŕıa demasiado, no desa-
rrollaremos estas dos últimas secciones tanto como se merecen y deseaŕıamos, ya
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34 CAPÍTULO 2. MODELOS

que son esenciales para comparar el modelo entrópico no-aditivo y establecer su
viabilidad para planificar tratamientos cĺınicos. No obstante la bibliograf́ıa trata
convenientemente estos temas por lo que nos referenciamos a ella para ampliarlos.

2.1. Modelos Interpretativos.

Al final del capitulo anterior vimos que las células expuestas a una cierta dosis
de radiación ionizante teńıan una probabilidad de supervivencia en función de la
dosis absorbida que veńıa dada por la curva de supervivencia celular. Una parte
de la radiobioloǵıa se encarga de modelar los procesos bioqúımicos activados por la
radiación presentes en la célula que determinan si la célula pierde su viabilidad o no.
También vimos que las curvas de supervivencia celular presentaban dos formas bási-
cas, la monoexponencial pura y la sigmoide o curva con hombro. De forma general
estas curvas pueden ajustarse, entre otros a los siguientes modelo matemáticos.

Modelo Exponencial Simple.

Ya vimos en el caṕıtulo anterior que para los organismos simples, como virus
o bacterias, en ciertos tejidos de los organismos superiores, y bajo ciertas
condiciones, como el tipo de radiación, estado de las células en el ciclo celular,
etc., las curvas de supervivencia celular eran de tipo exponencial simple.

− lnS = αD (2.1)

El parámetro α esta relacionado con la dosis media, D0, siendo esta el inverso
de la primera, α = D−1. A dicha dosis media, la probabilidad de supervivencia
celular desciende hasta un 37%.

Modelo Lineal-Cuadrático.

Para la mayoŕıa de las células de mamı́fero, que son las más utilizadas en
radiobioloǵıa debido a sus aplicaciones médicas, la curva de supervivencia se
ajusta bastante bien para dosis bajas de radiación a una función exponencial,
con exponente de tipo lineal-cuadrático.

− lnS = αD + βD2 (2.2)

Como en aplicaciones radiológicas las dosis empleadas son bajas, este modelo
es mayoritariamente empleado en la planificación de sesiones de radioterapia,
tanto externa como braquiterapia. Veremos sus propiedades en la siguiente
sección.

Modelo Lineal-Cuadrático-Cúbico.

El modelo lineal-cuadrático-cúbico (LQC) [20] obedecerá a la expresión (2.3).

− lnS = αD + βD2 − γD3 (2.3)

El modelo LQ describe bien la respuesta celular a la radiación para dosis de
hasta 5 o 6 Gy. Para dosis mayores existe la controversia de si el logaritmo de
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la fracción de supervivencia es lineal con la dosis o no. Los autores que defien-
de la hipótesis de la linealidad consideran que el modelo LQ no ajusta bien
esta última parte de la curva. Por este motivo se añadió un término cúbico
adicional, con signo opuesto a los dos primeros, que anulase la curvatura pro-
ducida por el término cuadrático en esta parte final de la curva. Esta expresión
puede obtenerse de modelos como el LPL al extender el desarrollo en serie de
potencias hasta el tercer grado. No es mucho más complejo que el modelo LQ,
pero si resta bastante manejabilidad, por lo que no es muy empleado.

Veremos a continuación los modelos mecańısticos más relevantes que se han for-
mulado para describir el comportamiento que muestran las curvas de supervivencia
celular. Este tipo de modelos, denominados interpretativos o mecańısticos, son de
tipo deductivo, y partiendo de un conjunto inicial de suposiciones sobre el sistema
biológico, obtienen una expresión, generalmente sencilla o simplificable para con-
diciones normales, para la curva de supervivencia celular a la radiación ionizante.
Los primeros modelos mecańısticos son los denominados modelos de objetivo, desa-
rrollados antes de comprender totalmente el funcionamiento bioqúımico y biológico
de las células y los efectos que sobre ellas causa la radiación. Hacen una serie de
suposiciones muy generales pero sus resultados han sido empleados durante cerca de
50 años, lo que da cuenta de su potencial. A partir de los años 70-80 del siglo pasado
se impusieron sobre estos los llamados modelos moleculares. Debido al desarrollo
de la bioloǵıa celular, bioqúımica y radiobioloǵıa se comprendieron mejor los meca-
nismos involucrados, por lo que las suposiciones son más concretas y precisas. Las
predicciones de estos modelos moleculares, describen directamente o se aproximan,
a un comportamiento de tipo lineal-cuadrático de la supervivencia celular, por lo
que este modelo se ha convertido en estándar desde los años 90.

2.1.1. Modelo de Objetivo.

Los modelos de objetivo son una familia de modelos que pretenden modelar las
curvas de supervivencia celular, esto es, la probabilidad de supervivencia celular
que tiene una célula expuesta a una determinada dosis. Una familia de modelos es
un conjunto de modelos que comparten enfoque y ciertas suposiciones iniciales. El
modelo original de objetivo fue propuesto por Lea en 1955, y fue uno de los primeros
modelos interpretativos propuestos para modelar el proceso de supervivencia celular
a la radiación.

En general, los modelos de objetivo se basan en las siguientes suposiciones gene-
rales [3]:

1. Existen dentro de la célula un conjunto de objetivos discretos, f́ısicamente
descriptible pero no identificados, sobre los que actúa la radiación. El volumen
de esta sustancia sensible (objetivo u objetivos) tiene sentido f́ısico, esto es, el
objetivo es una entidad real que ocupa un determinado espacio.

2. Existen una cantidad numerable de dichos objetivos en una célula, y la desac-
tivación de n de ellos conduce a la pérdida de la viabilidad. El número exacto
de dichos objetivos no se conoce de antemano.
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3. La transferencia de enerǵıa es un proceso discreto y aleatorio, tanto temporal
como espacialmente.

4. Las desactivaciones de distintos objetivos son procesos independientes. No
hay probabilidades condicionada para la interacción de la radiación con los
objetivos individuales, esto es, el orden de activación no es importante.

Veremos dos tipos de modelos de objetivo, los expuestos en este apartado, mo-
delos de un objetivo, y los vistos en el siguiente apartado, modelos multiobjetivo
[3][4].

Desarrollo del Modelo.

Para desarrollar el modelo de objetivo debemos hacer las siguientes suposiciones
adicionales, además de concretar algunas definiciones.

1. Asumiremos que la población es expuesta a una radiación de baja LET, por
lo que la interacción de eventos es rara. La probabilidad de que se produz-
can eventos múltiples en un solo objetivo es baja si el volumen del mismo es
pequeño.

2. Supondremos que la célula contiene un volumen o volúmenes sensibles y obje-
tivos de tamaño v.

3. Designaremos aquellos eventos de absorción de enerǵıa que pueden (aunque
no necesariamente) producir el daño biológico necesario como eventos activos.
Esto excluye eventos como la recombinación de iones y radicales, aśı como
eventos de restitución qúımica.

4. Los eventos activos registrados en el volumen, v, serán denominados impactos.

5. Denotaremos como V al volumen celular total de la población expuesta a la
radiación. Será el producto del tamaño medio celular por el número de células.

6. D̃ representará la densidad de eventos activos. Esta magnitud será directamen-
te proporcional a la dosis activa, D̃ ∝ D, y durante el desarrollo del modelo
se la tratará como un análogo de la dosis.

La probabilidad de que un evento activo haga blanco en un objetivo de la po-
blación expuesta vendrá dado por el cociente entre el número total de eventos re-
gistrados en el volumen sensible, vD̃, entre el número total de eventos, V D̃. A esta
probabilidad de impacto se la denota por ρ = v/V .

Definiremos D como el número total de eventos asociados a la población total de
células, D = V D̃. La probabilidad de que en una célula haya h impactos se puede
expresar a través de la distribución binomial como el producto de términos dados
en la ecuación (2.4),

p(ρ, h,D) = ρh(1− ρ)D−h
DCh (2.4)

donde ρh expresa la probabilidad de que una célula sea impactada h veces, (1−ρ)D−h

que los eventos restantes no produzcan impactos, y DCh es el coeficiente binomial
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que determina la forma en que h impactos y D − h fallos pueden asignarse para D
eventos.

Debemos ahora introducir una distribución que nos proporcione relaciones entre
las probabilidad de supervivencia celular y el número de impactos que la célula ha
sufrido, H(h), y que denominaremos función impacto-supervivencia. En un principio
no daremos una expresión formal de ella, ya su forma funcional dependerá en un
principio de diversas consideraciones. Las diferentes formas que adopte la función
impacto-supervivencia nos proporcionarán diversos submodelos de la familia de mo-
delos de objetivo. La probabilidad de supervivencia celular si la célula ha sufrido
h impactos durante D eventos con probabilidad de impacto ρ vendrá dada por la
expresión (2.5).

P (ρ, h,D) =D Ch · ρh · (1− ρ)D−h ·H(h) (2.5)

Dependiendo de la naturaleza de la función impacto-supervivencia, H(h), una de-
terminada célula puede tener una probabilidad de supervivencia no nula para h =
1, 2, 3, · · · ,D. La probabilidad de supervivencia total de una célula será entonces la
suma de las probabilidades de supervivencia para todos los valores posibles de h,
desde 0 hasta D.

S(ρ,D) =
D∑

h=0

P (ρ, h,D) (2.6)

Veremos a continuación un par de submodelos deducidos a partir de expresiones
expĺıcitas de la función impacto-supervivencia.

Modelo de Impacto Único.

Si suponemos que la célula solo sobrevive si no recibe impactos estaŕıamos ante
el modelo de impacto único. La función impacto-supervivencia tendrá entonces la
forma:

H(h) =

{

1 si h = 0.

0 en otro caso.
(2.7)

Tendremos,entonces, que el único sumando no nulo para la ecuación (2.6) será aquel
con h = 0.

S(ρ,D) = p(ρ0, h = 0,D) = (1− ρ0)
D (2.8)

Teniendo en cuenta que (1− ρ0)
D = eD ln (1−ρ0), podemos reescribir la ecuación (2.8)

como:

S(ρ,D) = eD ln (1−ρ0) (2.9)

Suponiendo que ρ0 es muy pequeño, esto es, que v � V , suposición considerada
aceptada en prácticamente todos los casos, podemos emplear el infinitésimo equi-
valente − ln (1− ρ0) ' ρ0, de forma que S = e−ρ0D. Si sustituimos por último el
número total de eventos, D = V D̃, y teniendo en cuenta que la densidad de efectos
activos es proporcional a la dosis absorbida a través de una determinada constante,
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D̃ = (α/ρ0)D, podemos constatar que, en el modelo de impacto único, la super-
vivencia celular sigue una distribución exponencial, dado por la expresión (2.11),
caracterizada por el coeficiente de inactivación, α.

S = e−αD (2.10)

La dosis letal media, D0, definida como la dosis media que hace falta para matar
una célula, y a cuya dosis sobreviven solo el 37% de las células, estará relaciona-
da con el coeficiente de inactivación mediate la relación αD0 = 1. Respecto a la
interpretación biológica del modelo, estará relacionado con lesiones que impliquen
directamente la muerte celular, como es el caso de radiaciones de alta densidad de
ionización, que ocasionarán daños muy graves y localizados, organismo simples sin
capacidad de recuperación. Este tipo de lesiones fueron las que vimos que estaban
asociadas con curvas de supervivencia celular de tipo exponencial pura, por lo que
el modelo describe bien el sistema para el que estaba diseñado.

Modelo Objetivo Único-Multimpacto.

En este tipo de modelo en la célula hay un solo objetivo, que deberá recibir n
impactos para ser desactivado. El modelo es más complicado pero también tiene
solución anaĺıtica. Este modelo no tiene aplicaciones prácticas, y no es apenas em-
pleado, excepto por motivos meramente teóricos, por lo que no lo desarrollaremos.

2.1.2. Modelo Multiobjetivo - Impacto Único.

En la mayoŕıa de las células de mamı́fero, y en general en muchas de las células
eucariotas complejas, bajo condiciones de exposición a radiación de baja LET, el
modelo de impacto único no se cumple, ya que las curvas presentan un aspecto
sigmoidal como vimos en el caṕıtulo anterior. La extensión general del modelo de
objetivo es el modelo multiobjetivo-impacto único (MTSH). En este modelo se asume
que hay un cierto número de objetivos por célula, y uno o más de estos han de ser
desactivados. Se considera que los objetivos tienen la misma probabilidad de sufrir
un impacto, esto es, poseen todos el mismo volumen v.

Desarrollo del Modelo.

Al igual que en el modelo de impacto único deberemos asumir un cierto número
de suposiciones y consideraciones.

1. El número de objetivos por célula es el mismo e igual a n.

2. Cada objetivo tiene la misma probabilidad, q, de sufrir un impacto por parte
de la radiación ionizante.

3. Un impacto es suficiente para desactivar cada objetivo, pero no a la célula en
śı.

4. En el caso general habrá una función impacto-supervivencia como en el mo-
delos del impacto único, denotada como B(b).
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Observando esta suposiciones, y empleando el teorema binomial, tendremos que la
probabilidad de que una célula sobreviva al efecto de b impactos vendrá dada por la
expresión (2.11):

P (q, b, n,D) = (1− e−qD)b · (e−qD)n−b ·n Cb ·B(b) (2.11)

donde (1− e−qD)b representa la probabilidad de impacto, (e−qD)n−b la probabilidad
de fallo, nCb la distribución binomial, y B(b) la función impacto-supervivencia. Para
el modelo multiobjetivo-impacto único, dicha función puede ser definida como:

Para b < n, B(b) asume el valor que hace P (q, b, n,D) = 1, esto es, para un
número de impactos menor que el número de objetivos por célula, la probabi-
lidad de supervivencia es total.

Para b ≥ n, B(b) = 0 y por lo tanto P (q, b, n,D) = 0. Para un número mayor
o igual de impacto al número de objetivos por célula, está muere irremedia-
blemente.

Considerando dicha función impacto-supervivencia, y teniendo en cuenta la ecua-
ción (2.6), S(q, n,D) =

∑
P (q, b, n,D), se deriva de forma directa que la frac-

ción de supervivencia celular para el modelo multiobjetivo-impacto único (MTSH)
vendrá dada por la expresión (2.12).

S(q, n,D) = 1−
(
1− e−qD

)n
(2.12)

En el caso de que los objetivos por célula sean igual a uno, n = 1, el modelo MTSH
convergerá hacia el modelo de impacto único, y la ecuación (2.12) se verá reducida
a (2.11).

Propiedades del Modelo MTSH.

El modelo MTSH ha sido durante bastante tiempo un modelo muy reconocido, y
aunque a d́ıa de hoy está cayendo en desuso, aún numerosos libros, publicaciones y
autores hacen referencia al mismo, y analizan las curvas de supervivencia atendiendo
a sus parámetros, aunque solo sea a nivel comparativo con el modelo lineal-cuadráti-
co. Haremos un breve repaso a las caracteŕısticas matemáticas que lo caracterizan.
Para ello haremos referencia al aspecto de la curva bajo una representación semilo-
gaŕıtmica.

1. Las curvas se vuelven lineales para fracciones de supervivencia celular por
debajo de 0,1, punto a partir del cual el hombro no tiene efecto sobre la
curvatura.

2. La extrapolación de dicha linea recta intersecta al eje de ordenadas en el valor
n, denominado la multiplicidad del objetivo.

3. Excepto por el caso de n = 1, en que el modelo converge a la forma de pri-
mer orden, las curvas poseen un hombro que aumenta en amplitud con la
multiplicidad.
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4. Las curvas con n > 1 tendrán pendiente nula cuando la dosis es nula, dS/dD|D=0 =
0.

5. q tiene las dimensiones y la naturaleza del coeficiente de inactivación en el caso
del modelo de impacto único de primer orden.

6. 1/q es la dosis a la cual la supervivencia celular cae a un 37% en la parte
lineal de la curva, y se suele designar como D0, que tiene dimensiones de dosis
absorbida.

7. El punto en que la recta extrapolada de la parte final de la curva intersecta al
eje de abscisas se denomina dosis cuasiĺımite, Dq. Se cumple que Dq = D0 lnn.

Algunas de estas propiedades descritas no se ajustan con lo conocemos del com-
portamiento habitual de las curvas sigmoideas vistas en el capitulo anterior. La
mayor discrepancia se observa en el hecho de que predice una pendiente de la curva
de supervivencia nula al comienzo de la misma, para dosis muy bajas. Esto está en
desacuerdo con todas las evidencias experimentales, que demuestran sin genero de
dudas que la pendiente inicial es no nula. Además, según este modelo la relación
entre el logaritmo de la supervivencia celular y la dosis en la parte final de la curva
es lineal. Algunos autores consideran esta predicción correcta, aunque la mayoŕıa
defienden que la pendiente de la curva debe disminuir monótonamente con la dosis,
aunque la curvatura de la misma se modere en la última parte.

Modelo MTSH Modificado.

Para solventar el primer problema se introdujeron algunas modificaciones en el
modelo MTSH, obteniendo el modelo MTSH modificado. Para obtener dicho modelo
supondremos que una parte de las células irradiadas pierden su viabilidad a través
de un mecanismo de acción directa del daño. La función que describirá el daño total
será la combinación de un término asociado a modelo de objetivo único - impacto
único, que multiplicará al modelo MTSH [3].

S(q, n,D) = e−q1D ·
[
1−

(
1− e−qnD

)n]
(2.13)

El parámetro q1 corresponde con el coeficiente de inactivación de la parte de las
células que obedecen un modelo de objetivo único - impacto único, mientras que el
coeficiente qn estará asociado con las células que siguen el modelo MTSH.

Este modelo ajusta bien la primera parte de las curvas de supervivencia celular,
aunque es un modelo de tres parámetros, lo que lo convierte en menos manejable
a nivel de aplicaciones que modelos de solo dos parámetros, como el modelo lineal-
cuadrático o el MTSH. Además, en la última parte de las curvas de supervivencia no
está del todo justificado su comportamiento, rechazando gran parte de los autores
que la pendiente en la parte final de la curva de supervivencia semilogaŕıtmica tenga
un carácter lineal.

En la figura (2.1) tenemos una representación gráfica de los tres modelos de
objetivo presentados en este tema. Con los avances en el estudio de las causas de los
daños biológicos causados por la radiación ionizante y sus mecanismos de reparación,
y con la mejora en los métodos experimentales utilizados para obtener las curvas de
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supervivencia celular, que han definido mejor la forma que tiene ésta, los modelos
de objetivo han quedado relegados frente a otros que ajustan la curva a una función
de tipo lineal-cuadrática.
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Figura 2.1: Representación gráfica de los diferentes modelos de objetivo.

2.1.3. Modelo Molecular de Acción Radiativa.

El modelo molecular de acción radiativa fue propuesto por Chadwick y Leenhouts
en 1981 con la intención de mejorar el ajuste a las curvas de supervivencia con
respecto a los modelos de objetivo. Aunque el nombre original propuesto por los
autores fue modelo molecular, se ha generalizado con el nombre de modelo lineal-
cuadrático. Nosotros, como otros modelos también predicen este comportamiento,
nos seguiremos refiriendo a él por el nombre original.

Se basa en las siguientes suposiciones:

1. Las células contienen unas ciertas moléculas cŕıticas de cuya integridad depen-
derá la viabilidad de las mismas. Tienen un carácter similar a los objetivos de
los modelos de objetivo.

2. Identificaremos dichas moléculas con las dobles cadenas de ADN, y el daño
cŕıtico en ellas ocasionado con las roturas dobles de cadena (DSBs).

3. La acción de la radiación, ya sea de forma directa o indirecta, será la ruptura
de los enlaces moleculares en las cadenas de ADN.

4. Las células poseen mecanismos de reparación de los daños ocasionados al ADN,
que actuarán bajo ciertas condiciones. Los efectos biológicos de la radiación
dependerán de los diferentes grados de reparación de los daños.

5. Los procesos de reparación incluyen procesos de recombinación fisicoqúımicos,
transferencia de carga, restitución qúımica y reparación enzimática.
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6. Aunque no haya mención expĺıcita al tiempo en la formulación del modelo,
éste juega un papel impĺıcito muy importante.

Supongamos que el número total de enlaces cŕıticos por unidad de masa en
una célula es igual a N . La rotura de uno de dichos enlaces, bajo las condiciones
adecuadas, ocasionarán una rotura simple de cadena (SSB). Si denotamos por k
a la probabilidad de ruptura del enlace por unidad de dosis, y por N0 al número
inicial de enlaces cŕıticos, tendremos que, tras administrar una dosis D, el número
de enlaces cŕıticos intactos seguirá la expresión dada en (2.14).

dN

dD
= −kN ⇒ N = N0e

−kD (2.14)

Por consiguiente el número de enlaces que se romperán por unidad de masa y unidad
de dosis será la diferencia entre N0 y N :

N0 −N = N0

(
1− e−kD

)
(2.15)

Estos enlaces pueden ser reparados. Denotando por r a la proporción de enlaces
reparados, tendremos que r(N0 − N) enlaces cŕıticos se repondrán, mientras que
(1− r)(N0 −N) = f(N0 −N) se mantendrán dañados. Por lo tanto, el número de
enlaces rotos efectivo por unidad de masa y dosis tendrá la forma:

N0 −N = fN0

(
1− e−kD

)
(2.16)

Estas roturas generan roturas simples de cadena, por lo que esta magnitud co-
rresponderá con el número de SSB en la cadena de ADN tras aplicarse la dosis.
Sin embargo el modelo supone que solo las roturas dobles de cadena comprometen
la viabilidad celular. Estas DSB pueden producirse por dos mecanismos diferentes:
la rotura simultanea de las dos cadenas causadas por un único evento y la rotura
independiente de cada cadena por dos eventos diferentes producidos a menos de tres
bases de distancia y con una diferencia temporal que impide la reparación efectiva
de la primera cuando se produce la segunda.

Aśı pues, deberemos modelar de forma independiente ambos mecanismos de pro-
ducción de DBSs. Comenzaremos por el proceso en el que se producen dos eventos
separados que rompen sendas cadenas de forma independiente. Designaremos por
n1 el número de enlaces cŕıticos de la primera cadena y por n2 a los de la segunda.
Supondremos que ambas cadenas tienen la misma probabilidad de ruptura por uni-
dad de dosis, k, y denotaremos por f1 y f2 la fracción de rupturas no reparadas de la
primera y segunda cadena respectivamente. Debemos introducir además otro nuevo
parámetro, ∆, que nos indique la proporción de dosis total que está involucrada en
la primera forma de producir DSBs, esto es, la fracción de la dosis absorbida que
produce una DSB de forma directa. Aśı pues, (1−∆) representará la proporción de
la dosis absorbida que generará dos roturas independientes en sendas cadenas con
el resultado de la formación de una DSB. Bajo estas condiciones, y designando el
número de enlaces rotos por célula en la primera cadena como q1, y los producidos
en la segunda cadena como q2, tendremos que ambas magnitudes vendrán dadas por
las ecuaciones (2.17) y (2.18) respectivamente.
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q1 = f1n1

[
1− e−k(1−∆)D

]
(2.17)

q2 = f2n2

[
1− e−k(1−∆)D

]
(2.18)

Para que las roturas simples de cadena en cadenas opuestas generen una rotura
doble de cadena deben darse ciertas condiciones de proximidad, tanto espacial como
temporal. Estas condiciones vendrán descritas por el factor de efectividad, E. Si
denotamos como Q2 al número de DSB por célula causadas por la interacción de
dos SSBs independientes, que tendrán una probabilidad de reparación designada por
f0, tendremos que vendrá dado por la expresión:

Q2 = En1n2f1f2f0
[
1− e−k(1−∆)D

]2
(2.19)

El número por célula de roturas dobles de cadena que se producen en un único
evento se denotara, análogamente, por Q1. Denotando por n0 al número de sitios
donde se pueden producir DSBs, k0 la probabilidad de impacto y f0 la fracción no
reparada, tendremos que Q1 seguirá la ecuación (2.20).

Q1 = n0f0
[
1− e−k0∆D

]
(2.20)

Aśı pues, el número total de roturas dobles de cadena por célula será la suma de
las generadas por ambas vias, Q = Q1 +Q2.

Q = n0f0
[
1− e−k0∆D

]
+ En1n2f1f2f0

[
1− e−k(1−∆)D

]2
(2.21)

Aunque aún deberemos añadir otro parámetro más que nos relaciones el número de
DSBs con la supervivencia celular, al estilo de la función impacto-supervivencia de
los modelos de objetivo, y que llamaremos p.

Qp = p
[

χ
(
1− e−k0∆D

)
+ φ

(
1− e−k(1−∆)D

)2
]

(2.22)

Hemos agrupado constantes de forma que χ = n0f0 y φ = En1n2f1f2f0. Qp repre-
sentará el número de DSBs letales presentes en la célula tras la irradiación con una
cierta dosis D. El proceso de muerte celular seguirá una distribución de Poisson
con el número de dichas lesiones letales, aśı que la fracción de células que mueren
seguirán la ecuación:

1− S(D) = 1− e−Qp (2.23)

De forma general se cumple que las probabilidades de ruptura de las cadenas, k
y k0, son muy pequeñas, por lo que podŕıamos aplicar los infinitésimos equivalentes
1− e−k0∆D ' k0∆D y 1− e−k0(1−∆)D ' k0(1−∆)D a la ecuación (2.22), obteniendo
que la curva de supervivencia celular tendrá la forma:

S(D) = e−p[χk0∆D+φk20(1−∆)2D2] = e−p[α̃D+β̃D2] (2.24)

donde hemos definido las constantes como α̃ = k0∆n0f0 y β̃ = k2
0(1−∆)2En1n2f1f2f0.

Esta expresión se suele dar de forma aún más condensada, como se muestra en el
ecuación (2.25).
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S(D) = e−(αD+βD2) (2.25)

Dado que − lnS(D) sigue una relación de tipo lineal-cuadrática con la dosis,
ha dicho modelo se le dio el sobrenombre de modelo lineal-cuadrático, por el que
es más conocido. En parte, hoy, ciertas suposiciones de este modelo, tal y como
lo hemos presentado, han sido rebatidas, y el modelo ha sido reformulado. Dado
que ajusta de forma bastante razonable las curvas de supervivencia, y es el modelo
mayoritariamente empleado en aplicaciones médicas, dedicaremos una sección del
capitulo ha hablar con más detalle del mismo.

2.1.4. Modelo de la Doble Acción Radiativa.

La teoŕıa de la doble acción radiativa fue propuesta por Kellerer y Rossi en 1971,
en parte como explicación para las observaciones emṕıricas realizadas sobre la efec-
tividad biológica relativa (RBE) de los neutrones. Kellerer y Rossi observaron que si
se disminúıa la dosis la RBE de la radiación compuesta por neutrones aumentaba,
lo que indujo a pensar a los autores que el efecto de los neutrones veńıa dado una
interacción de primer orden, en comparación con radiaciones de baja LET como
los rayos X, en lo que el efecto veńıa dado por una interacción de segundo orden.
En el modelo molecular esto indicaŕıa que en los neutrones, radiación de alta LET,
primaŕıa la dosis de tipo ∆, mientras que en la radiación electromagnética, de baja
LET, seŕıa predominante la componente (1−∆) de la dosis.

El modelo de acción dual radiativa propone que la desactivación de la célula ocu-
rre a través de la formación de lesiones en lugares cŕıticos de la misma. Los autores
descubrieron que, a bajas dosis, la radiación de alta LET teńıa una eficiencia relativa
respecto a la de baja LET tal que la RBE segúıa una relación lineal de pendiente
−1/2 con la dosis absorbida de la radiación de alta LET. Por ello supusieron que a
bajas dosis la trayectoria de un único neutrón pod́ıa ser capaz de inactivar la célula.
Bajo dicha hipótesis la producción de lesiones es proporcional a la dosis absorbida:

ε = knDn (2.26)

donde ε es la producción de lesiones, kn es la constante de proporcionalidad para la
radiación de neutrones empleada y Dn la dosis de dicha radiación. Como la RBE es
descrita por una pendiente de −1/2, podemos deducir que:

DX

Dn

= RBE =

√

λ

Dn

(2.27)

y la dosis de neutrones equiefectiva puede ser descrita en términos de la radiación
equivalente de rayos X como:

Dn =
D2

X

λ
(2.28)

Sustituyendo (2.28) en (2.26) obtendremos que la producción de lesiones a partir
de una radiación electromagnética en función de la dosis, definiendo k = kn/λ,
vendrá dada por la ecuación (2.29).
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ε = kD2
X (2.29)

Los autores concluyeron que la desactivación celular por radiación de alta LET era
causada por una única part́ıcula, y los efectos de la radiación de baja LET eran
descritos por el cuadrado de la dosis, lo que sugeŕıa una interacción de part́ıculas.
Aśı pues podemos pensar que ambas expresiones, ε = kD2

X y ε = knDn, eran
aproximaciones de una expresión general, ε = k(λD + D2), donde λ depende del
factor de calidad de la radiación, y tiene un valor baja para radiación de baja LET.

De sus observaciones experimentales, Kellerer y Rossi plantearon las siguientes
suposiciones para desarrollar el modelo:

1. La exposición de una célula a la radiación ionizante induce la producción de su-
blesiones en la misma. El número de sublesiones es directamente proporcional
a la dosis absorbida.

2. Una lesión biológica se forma a través de la interacción de dos o más suble-
siones. La interacción de sublesiones para producir una lesión es posible a
distancias significativas a escala subcelular.

3. Una vez que la lesión se ha formado, hay una probabilidad constante de que
la lesión degenere en efectos biológicos perniciosos.

4. Todas las parejas de sublesiones dentro de un rango especifico de distancias
tiene la misma probabilidad de interacción. Cuando las sublesiones están se-
paradas por una distancia superior a la distancia limite la probabilidad de
interacción es nula. La probabilidad de interacción estará representada por la
función escalón, H(d− d0), siendo d0 la distancia ĺımite.

El número de lesiones como función de la dosis vendrá expresada como:

E(D) =

∫ ∞

0

E(z) · f(z,D)dz (2.30)

donde f(z,D)dz representa la probabilidad de que para una dosis D dada, la enerǵıa
especifica esté comprendida entre z y z + dz. Esta enerǵıa especifica es la enerǵıa
depositada por el evento de ionización por unidad de masa, y será propiedad espe-
cifica de cada tipo de radiación. El número medio de lesiones en una localización
sensible serán:

E(z) = kz2 (2.31)

donde k es una cierta propiedad biológica del sistema. La enerǵıa especifica z es
un indicador directo del número de sublesiones, por lo que está elevado al cuadrado
debido a que es necesaria la participación de dos sublesiones para producir una lesión.
Aśı pues, tendremos que el numero de lesiones en función de la enerǵıa impartida
tendrá como expresión:

E(z) =

∫ ∞

0

E(z) · f(z,D)dz =

∫ ∞

0

kz2 · f(z,D)dz = kz̄2(D) (2.32)
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donde z̄2(D) es el valor medio de z, elevado al cuadrado, para la dosis D. A partir
de procedimientos experimentales, Kellerer y Rossi reescribieron (2.32) en función
de los espectros de enerǵıas especificas de eventos simples, obteniendo (2.33), siendo
f1(z) la distribución de enerǵıas especificas, z1, de cada evento de ionización simple.

z̄2(D) =
z̄21
z̄1
D +D2 =

∫∞

0
z2f1(z)dz

∫∞

0
zf1(z)dz

D +D2 (2.33)

Denotando por ξ = z̄21/z̄1 obtendremos que el número de lesiones en función de la
dosis tendrá una relación de tipo lineal-cuadrático.

E(D) = k(ξD +D2) (2.34)

Obtendremos la curva de supervivencia celular en función de la dosis al considerar
que ésta sigue un proceso de Poisson con el número de lesiones ocasionadas, E(D),
volviendo a obtener la expresión del modelo lineal-cuadrático.

S(D) = e−k(ξD+D2) (2.35)

2.1.5. Modelo de Reparación - Reparación Errónea.

Desarrollado por Tobias et al. en 1980, tiene un enfoque totalmente diferente a los
vistos hasta ahora. Mientras que los modelos anteriores se basaban en la identidad
geométrica y localización de las lesiones en el ADN, este modelo trata sobre los
procesos de reparación del mismo. Para desarrollar el modelo se harán las siguientes
suposiciones:

1. Hay un proceso inicial de transferencia f́ısica de enerǵıa, seguido de la difusión
de dicha enerǵıa depositada y, por último, la producción de especies molecu-
lares semiestables a consecuencia de la qúımica de la radiación en el sistema.

2. La fase qúımica es seguida de otra biológica, en la que se incluyen procesos de
reparación o aumento del daño, y su fijación, acompañada del progreso de la
célula por diferentes estados fisiológicos.

3. La célula, si sobrevive, puede sufrir una alteración permanente de su fenotipo.

El modelo de reparación-reparación errónea (RMR) describe la producción de
lesiones macromoleculares relevantes como función de la dosis. Se contempla una
transformación de las lesiones dependiente del tiempo, acompañada de unas proba-
bilidades de supervivencia (S), mortalidad (L) y mutación (M) que también depen-
derán del tiempo y de la dosis. El modelo también postula la existencia de un tipo
de lesiones denominadas no comprometidas (U), y de varios estados de recuperación
(R) que son resultado de la transformación de las lesiones (U). Podemos observar
un modelo del esquema en la figura 2.2.

En la forma más sencilla del modelo, dos estados de reparación (R) son posibles,
RL representa la producción por la célula de estados de reparación debidos a reac-
ciones que son lineales con la concentración de lesiones, y RQ, asociado a procesos
de reparación cuadráticos, y proporcional al cuadrado de la densidad de lesiones.
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Lesiones macromoleculares
estables U(t)

Proceso
lineal
R (t)L

Proceso
cuadrático

R (t)Q

Lesión no
comprometida

U(t)

Supervivencia
(S)

Mutación
(M)

Mortalidad
(L)

Células con
lesiones no
reparadas

(U)

Figura 2.2: Esquema del modelo original de Tobias.

Si suponemos que las células son irradiadas con una cierta dosis de radiación de
baja LET, durante un tiempo pequeño comparado con los asociados a los procesos
de reparación, tendremos que el número de lesiones seguirá la relación:

dU

dt
= −λU(t)− kU 2(t) (2.36)

donde λ y k son las tasas de reparación asociadas a los procesos de reparación lineal y
cuadrático respectivamente. Integrando dicha E.D. obtendremos la expresión (2.37).

U(0)− U(t) =

∫ t

0

λU(t)dt+

∫ t

0

kU 2(t)dt (2.37)

Si definimos RL y RQ como la producción de estados de reparación lineales y
cuadráticos,

RL =

∫ t

0

λU(t)dt (2.38)

RQ =

∫ t

0

kU 2(t)dt (2.39)

podemos reescribir (2.37) como:

U(t) +RL(t) +RQ(t) = U(0) (2.40)

Suponiendo que λ y k son independientes del tiempo y la dosis, que ε = λ/k, y que
U(0) = U0, RL(0) = RQ(0) = U(∞) = 0, tendremos que:
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U(t) =
U0e

−λt

1 + U0

ε
(1− e−λt)

(2.41)

RL(t) = ε ln

[

1 +
U0

ε

(
1− e−λt

)
]

(2.42)

RQ(t) =
U0

(
1 + U0

ε

) (
1− e−λt

)

1 + U0

ε
(1− e−λt)

− ε ln

[

1 +
U0

ε

(
1− e−λt

)
]

(2.43)

Hemos de tener en cuenta que el número de lesiones inicial dependerá de la dosis
U0 = U0(D), por lo que aunque no se muestre expĺıcitamente, estas expresiones
también dependerán de la dosis absorbida. Ambos procesos de reparación, el lineal
y el cuadrático, son capaces de reparar correctamente el daño molecular, eurepair, o
de repararlo incorrectamente, misrepair. Si introducimos los parámetros φ, como la
probabilidad de reparación lineal correcta, y δ, como la probabilidad de reparación
cuadrática correcta, podemos formular el número de lesiones lineales correctamen-
te reparadas, φRL(t), o incorrectamente reparadas, (1 − φ)RL(t), y el número de
lesiones cuadráticas correcta, δRQ(t), o incorrectamente reparadas, (1 − δ)RQ(t).
Dependiendo de los valores dados a φ y δ tendremos diferentes expresiones para el
modelo. Nosotros solo veremos los dos más importantes.

Eurepair Lineal - Misrepair Cuadrático.

Si suponemos que las reparaciones lineales son siempre correctas, φ = 1, que
las cuadráticas son siempre incorrectas, δ = 0, y que no hay lesiones sin reparar
U(t) = 0, tendremos que las lesiones cuadráticas obedecerán a la expresión:

RQ(t) = U0 −RL(t) = U0 − ln

[

1 +
U0

ε

(
1− e−λt

)
]ε

(2.44)

y teniendo en cuenta que el proceso de muerte celular sigue una estad́ıstica de Poisson
con el número de estas lesiones no reparadas, tendremos que:

1− S(t) = 1− e−RQ(t) = e−U0

[

1 +
U0

ε

(
1− e−λt

)
]ε

(2.45)

Si además suponemos que el número de lesiones iniciales es lineal con la dosis,
U0 = αD, y definimos el factor T , relacionado con el tiempo máximo de reparación,
tmax tiempo entre la irradiación y la mitosis, como T = 1−e−λtmax , podemos escribir
la supervivencia celular como:

S = e−αD

[

1 +
αDT

ε

]ε

(2.46)

Asumiendo por último que λtmax � 1 ⇒ T ' 1 obtendremos el resultado final
expuesto en (2.47).

S = e−αD

[

1 +
D

ε/α

]ε

(2.47)
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Esta expresión se ha demostrado que ajusta correctamente todas las curvas de su-
pervivencia celular, con mejores resultados que los obtenidos con modelos como el
MTSH o de tipo lineal-cuadrático. Sus desventajas, a la par que su fortaleza, recae
sobre sus suposiciones, que son pocas y ŕıgidas. Tampoco queda clara la relación
entre las lesiones iniciales y la dosis. Nosotros hemos aceptado que dependen lineal-
mente, pero otra posible relación hubiese sido U0 = α1D+α2D

2, si bien este aspecto
puede ser medido de forma experimental. También presenta un problema de flexi-
bilidad a la hora de tratar con dosis fraccionadas o exposiciones prolongadas en el
tiempo.

La teoŕıa de objetivo general describ́ıa la supervivencia celular para un número
de impactos m y constante de desactivación α como:

Sm = e−αD

m−1∑

i=0

(αD)i

i!
(2.48)

mientras que el desarrollo en serie de potencias del modelo RMR, siendo ε = m− 1,
será:

Sε = e−αD

m−1∑

i=0

(m− 1)!

i!(m− 1− i)

(
αD

m− 1

)i

(2.49)

Tobias encontró que ambas expresiones solo difieren en el factor (m−1)!/i!(m−1−i).
Para m = 1 ambas expresiones son idénticas en la t́ıpica forma S = e−αD. Para
m = 2 en el modelo MTSH y ε = 3 para el modelo RMR, ambas expresiones
vuelven a coincidir. Esto implica que λ/k = 1, esto es, los coeficientes de reparación
lineal y cuadrático son iguales.

La Reparación Lineal No es Siempre Eurepair.

Podemos considerar que la reparación lineal no siempre es eurepair, esto es, que
φ < 1. Siendo éste el caso, la curva de supervivencia celular tendrá la forma:

S = e−αD

[

1 +
D

ε/α

]εφ

(2.50)

Este modelo predice una pendiente inicial de la curva de supervivencia igual a−α(1−
φ). El modelo lineal-cuadrático predice una pendiente inicial igual a −α.

2.1.6. Modelo Letal - Potencialmente Letal.

El modelo letal-potencialmente letal (LPL) fue propuesto en 1986 por Curtis
basandose en el trabajo anterior de Pohlit y Heyder en 1981. Se basa en el esquema
propuesto en la figura 2.3.

El número de lesiones B y C depende linealmente con la dosis a través de las
constantes de proporcionalidad ηAB y ηAC respectivamente. Las lesiones potencial-
mente letales (B) pueden ser reparadas mediante procesos de primer orden o pueden
ser convertidas en lesiones letales (C) mediante procesos de segundo orden.
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Células
viables

(A)

Lesiones

letales
(B)

potencialmente

Lesiones
letales

(C)

hAC

hAB

eBA

eBC

Figura 2.3: Esquema del modelo LPL.

Para llevar a cabo el modelo supondremos que se cumplen las siguientes propie-
dades en el sistema.

1. Las lesiones B están distribuidas espacialmente y son semiestables. Son creadas
en el núcleo de la célula por radiación de baja LET. Las lesiones potencialmente
letales pueden ser reparadas mediante procesos enzimáticos, que son de primer
orden, esto es, dependen linealmente del número de lesiones potencialmente
letales. Si las lesiones de tipo B no son reparadas pueden interaccionar con otras
lesiones del mismo tipo, formando lesiones letales (C), que son irreparables y
conllevan ineludiblemente la perdida de viabilidad celular. Esta interacción
será de segundo orden, ya que será proporcional al cuadrado del número de
lesiones potencialmente letales. No se aplican restricciones de distancia para
la interacción de dos lesiones de tipo B, solo influye su número.

2. Las lesiones letales pueden formarse durante la irradiación si son creadas cer-
canas unas de otras, y en un lapso breve de tiempo. La constante ηAC describe
la proporción directa por unidad de dosis de estas lesiones.

3. Las constantes ηAB y ηAC son constantes de proporcionalidad de ambos tipos
de lesiones, y la tasa de producción de cada una será el producto de la constante
correspondiente por la tasa de dosis, Ḋ(t). Las constantes εBA y εBC son
constantes de tasa de reparación y de producción de lesiones letales a partir
de lesiones potencialmente letales por unidad de tiempo respectivamente.

4. La tasa de reparación no depende del número de lesiones. No hay saturación
del mecanismo de reparación.

El sistema durante el proceso de irradiación quedará descrito por el sistemas de
ecuaciones diferenciales propuesto en (2.51) y (2.52).

dB(t)

dt
= ηABḊ(t)− εBAB(t)− εBCB

2(t) (2.51)

dC(t)

dt
= ηACḊ(t) + εBCB

2(t) (2.52)
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Si añadimos las condiciones iniciales B(0) = C(0) = 0 tendremos que la solución
general del mismo tendrá la forma:

B(t) =
2ηABḊ [1− e−ε0t]

ε0 + εBA + (ε0 − εBA)e−ε0t
(2.53)

C(t) = ηACḊ + ε ln

[
2ε0

ε0 + εBA + (ε0 − εBA)e−ε0t

]

+
(ε0 − εBA)

2t

4εBC

(2.54)

siendo ε0 =
√

ε2BA + 4εBCηABḊ y ε = εBA/εBC . Una vez concluido el proceso de

irradiación, Ḋ(t) = 0, el sistema quedará descrito por el sistema de E.D.:

dB(t)

dt
= −εBAB(t)− εBCB

2(t) (2.55)

dC(t)

dt
= εBCB

2(t) (2.56)

donde impondremos como condiciones iniciales (t=T) el número final de lesiones
potencialmente letales y lesiones letales al concluir la irradiación, B(T ) = NPL y
C(T ) = NL. Definiremos también el tiempo tr como el tiempo disponible para la
reparación de las lesiones antes de la mitosis. Entonces:

B(t) =
NPLe

−εBAtr

1 + [NPL(1− eεBAtr)] /ε
(2.57)

C(t) =
NL + [1 +NPL/ε] (1− eεBAtr)

1 + [NPL(1− eεBAtr)] /ε
+ ε ln

[

1 +
NPL (1− e−εBAtr)

ε

]

(2.58)

Suponemos que T + tr es el tiempo ĺımite en el cual, cualquier lesión, ya sea letal
o potencialmente letal, causará la muerte celular. Por otro lado, es de suponer que
la supervivencia celular siga una distribución de Poisson con el número de lesiones
inducidas en ella que perduran a tiempo T + tr, por lo que podemos expresar la
fracción de células supervivientes según la ecuación (2.59).

S = e−[B(T+tr)+C(T+tr)] = e

{

−(NL+NPL)+ε ln

[

1+
NPL(1−e−εBAtr)

ε

]}

=

= e−Ntot

[

1 +
NPL (1− e−εBAtr)

ε

]ε

(2.59)

Donde NL es el número de lesiones letales, NPL el número de lesiones potencialmente
letales, y Ntot = NL + NPL el número de lesiones totales presentes en la célula al
final de la exposición. ε = εBA/εBC es el cociente entre las tasas de reparación y
producción de lesiones letales a partir de lesiones potencialmente letales, y tr el
tiempo disponible de reparación al finalizar la exposición. La expresión (2.59) puede
ser simplificada en casos determinados, dando lugar a diferentes aproximaciones.



52 CAPÍTULO 2. MODELOS

Aproximación de Baja Tasa de Dosis.

Si se define tasa de dosis baja como aquella tasa de dosis que si decrece no se ob-
servan efectos en la fracción de supervivencia, entonces todas las lesiones potencial-
mente letales (B) serán reparadas antes de que interaccionen entre ellas (εBC = 0).
La mortalidad de las células solo estará determinada por la tasa directa de for-
mación de lesiones letales. Bajo ésta condición, la curva de supervivencia celular
vendrá dada por la expresión:

S = e−ηACD (2.60)

Expresión equivalente a la encontrada en el modelo de impacto único de Lea.

Aproximación de Alta Tasa de Dosis.

Si definimos tasa alta de dosis como aquella para la cual la forma de la cur-
va de supervivencia no depende de la tasa de dosis obtenemos otra aproximación
interesante. Si T � 2/ε0 tendremos que:

− lnS = (ηAC + ηAB)D − ε ln
[

1 +
ηAB

ε
D
(
1− e−εBAtr

)]

(2.61)

Esta expresión coincide con la obtenida en el modelo de reparación-reparación
errónea (2.46). La condición impuesta se cumple con relativa frecuencia, para célu-
las de mamı́fero una exposición de 5 minutos o menos acepta esta aproximación.
La expresión obtenida es similar a (2.59), pero con la suposición de que todas las
lesiones creadas por la radiación se mantendrán después de la exposición, esto es,
no hay reparación durante el proceso de exposición.

Aproximación Lineal-Cuadrática.

Partiendo de la expresión anterior (2.61), y desarrollando en series de potencias
para la región de bajas dosis y truncando el desarrollo a partir del tercer término,
obtenemos la expresión (2.62).

− lnS = (ηAC + ηABe
εBAtr)D +

η2AB

2ε

(
1− e−εBAtr

)2
D2 (2.62)

Esto es, obtendremos una relación de tipo lineal-cuadrático entre la dosis y el loga-
ritmo de la supervivencia celular, con parámetros:

α = ηAC + ηABe
εBAtr

β =
η2AB

2ε

(
1− e−εBAtr

)2

Esta aproximación también puede realizarse en el modelo RMR, obteniendo que
bajo ciertas condiciones, éste también converge hacia un modelo lineal-cuadrático.
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2.1.7. Otros Modelos.

Existen otros modelos interpretativos, que por falta de tiempo y espacio en el
proyecto, no podremos desarrollar como se merecen. Solo haremos una breve mención
a ellos y a las referencias bibliográficas donde podemos ampliar estudiarlos con más
detalle.

Modelos de Saturación.

El modelo LPL de Curtis es un ejemplo de un modelo de lesión-interacción que
incorpora procesos de reparación [20]. Otros modelos de este tipo son los llamados
modelos de saturación de reparación, que proponen que la forma de la curva de
supervivencia solo depende de la tasa de reparación, que a su vez dependerá de la
dosis.

Se postula una única clase de lesiones y un proceso de muerte celular basado en
un único impacto, y en ausencia de procesos de reparación esas lesiones provocarán la
pérdida de la viabilidad celular. El proceso de reparación aumentará la proporción de
células que sobreviven a la radiación, pero como el número de enzimas implicadas en
dichos procesos es finito, la velocidad de reparación no aumenta proporcionalmente
con el daño, si no que tiende asintóticamente a un valor máximo, como podemos
observar en la figura 2.4.

Daño

vrep

insaturado

parcialmente
saturado

totalmente
saturado

Figura 2.4: Grados de saturación según el modelo de saturación de reparación.

Aśı pues, a altas dosis se producen menos reparaciones en el tiempo disponible
antes de la mitosis y la fracción de células que sobreviven disminuye en mayor
proporción que lo esperado para los daños iniciales causados por dicha dosis.

Al igual que otros modelos como el PLP, bajo ciertas condiciones, los modelos
de saturación de reparación predicen un comportamiento de tipo lineal-cuadrático
[6][7].

Modelo de Estructura Amorfa de la Trayectoria.

Modelo propuesto por Katz en 1960 con el propósito de aunar el modelo MTSH
que describe la respuesta celular a la radiación de baja LET y sus estudios sobre
la supervivencia celular a la radiación de alta LET [4]. Dado que el modelo MTSH
predice una fracción de supervivencia:

Sγ(D) = 1−
[

1− e
− D

D0

]n

(2.63)
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y para iones determinó que dicha fracción respond́ıa a la ecuación:

Si(D) = e−σF (2.64)

donde F es la fluencia de part́ıculas, directamente proporcional a la dosis, y σ
es la sección eficaz de interacción. Katz propuso un modelo general en el que la
supervivencia celular era el producto de las supervivencias correspondientes a ambas
contribuciones.

S(D) = Sγ(D) · Si(D) = e−σF
[

1−
(

1− e
− D

D0

)n]

(2.65)

Modelo de Efecto Local.

Este modelo asume que el efecto biológico local, esto es, los daños ocasionados
en volúmenes pequeños del núcleo, están determinados por el valor esperado de la
enerǵıa depositada en dicho volumen, independientemente del tipo de radiación [4].
El modelo también predice un comportamiento de tipo lineal-cuadrático, pero para
hacer que la pendiente final de la curva de supervivencia en escala semilogaŕıtmica
sea constante propone la siguiente modificación:

− ln (S) =

{

αXD + βXD
2 si D ≤ Dt

αXDt + βXD
2
t + smax(D −Dt) si D > Dt

(2.66)

con smax = αX + 2βXDt.

2.2. El Formalismo Lineal-Cuadrático.

Como hemos visto en el apartado anterior, numerosos modelos predicen un com-
portamiento de tipo lineal-cuadrático del logaritmo neperiano de la fracción de su-
pervivencia celular, aunque sea de forma aproximada para ciertas condiciones. No
obstante hay que considerar el modelo lineal-cuadrático como un modelo comple-
to en si mismo, no como un mero desarrollo en serie de potencias de una relación
funcional más compleja entre la supervivencia celular y la dosis absorbida.

S(D) = e−αD−βD2

(2.67)

A todo modelo que obedezca la expresión (2.67) se le puede considerar como
un modelo de tipo lineal-cuadrático o modelo LQ, y a la metodoloǵıa que le rodea
formalismo lineal-cuadrático. Dicho formalismo es mayoritario actualmente, tanto a
nivel de investigación como a nivel ćınico.

A d́ıa de hoy el modelo más aceptado para obtener la expresión lineal-cuadrática
es el modelo de reparación de DSBs [6]. Considera que la radiación de baja LET
puede actuar de forma directa causando un daño letal; produciendo una DSB que
puede ser reparada correctamente o incorrectamente, causando está última posibi-
lidad un daño letal a la célula; o induciendo dos DSBs independientes, que pueden
ser reparadas de forma letal al producir dicentros o anillos, o ser reparada de forma
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viable, siendo la reparación correcta o produciendo daños no-letales como la traslo-
cación. Ya estudiamos en el capitulo anterior las posibles aberraciones cromosómicas
producidas por la radiación. Un esquema de este modelo se muestra en la figura 2.5.

Radiación
de baja

LET

un

evento

dos

eventos

1 DSB

2 DSBs

restitución

viable

restitución

letal

letal

viable

rep. binaria

rep. binaria

un evento
letal Daño letal

Daño no-letal

Daño letal

Dicentros o Anillos

Traslocaciones,...

Figura 2.5: Esquema del modelo de reparación de DSBs.

Un hecho que caracteriza al modelo LQ es que es un modelo estático, que no
depende expĺıcitamente del tiempo como lo hacen otros modelos como el modelo
MRM, el modelo LPL o los modelos de saturación de reparación. Sin embargo la
tasa de dosis, Ḋ(t), juega un papel relevante en determinar el valor del parámetro
β, por lo que se extendió el modelo original mediante la inclusión del factor de
Lea-Catcheside.

2.2.1. El Factor de Lea-Catcheside.

Como hemos comentado, uno de los factores que determinarán la curva de su-
pervivencia celular es la tasa de dosis con la que se irradia el tejido. Se comprobó ex-
perimentalmente que dicha tasa de dosis solo afectaba al parámetro β relacionado
con los daños ocasionados por la interacción de dos eventos producidos a tiempos
distintos. Para formular dicha dependencia se introdujo un nuevo parámetro, de-
nominado factor generalizado de Lea-Catcheside, G, de forma que el parámetro β
se reformulase como β = G · β. El factor G tiene una expresión anaĺıtica dada en
(2.68).

G =
2

D2

∫ ∞

−∞

[

Ḋ(t)

∫ t

−∞

e−λ(t−t′)Ḋ(t′)dt′
]

dt (2.68)

El parámetro λ representa la constante de reparación de daño subletal, y está rela-
cionado con el tiempo medio de reparación vista en el apartado 1.2.4 del caṕıtulo
anterior. Si denotamos a dicho tiempo medio de reparación como T1/2 tendremos
que λ = ln 2/T1/2. El factor de Lea-Catcheside toma valores comprendidos entre 0
y 1.

Podemos diferenciar cuatro posibles casos entre los procedimientos de irradiación
empleados habitualmente en biomedicina, dependiendo de la tasa de dosis utilizada.

Dosis Prolongada.
Se define dosis prolongada como aquella que irradia el tejido biológico con
una tasa de dosis constante durante un tiempo de exposición, T , significativa-
mente superior al tiempo medio de reparación, por lo que se dan procesos de
reparación durante la irradiación. Si suponemos que la tasa de dosis tiene la
forma:
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Ḋ(t) =

{
D
T

si 0 < t < T

0 en otro caso
(2.69)

tendremos que el factor de Lea-Catcheside tomará por valor:

G =
2

(λT )2
(
λT + e−λT − 1

)
=

2

(λT )2
(λT + θ − 1) (2.70)

siendo θ = e−λT [7].

Dosis Aguda.
Es aquella en la que el tiempo de irradiación, T , es mucho menor que T1/2,
por lo que no se dan procesos de reparación durante la exposición. La tasa de
dosis puede aproximarse a una delta de Dirac, Ḋ(t) = D · δ(t) y su factor de
Lea-Catcheside será muy elevado, idealmente equivaldrá a la unidad.

Dosis Exponencial.
Habitualmente en braquiterapia, donde los radioisótopos empleados irradian
según una distribución exponencial, la tasa de dosis asociada tiene la forma
Ḋ(t) = kDe−kt, siendo k la constante de desintegración de radionúclido. Su
factor G será entonces:

G =
k

k + λ
(2.71)

Dosis Fraccionada.
Supongamos dos únicas dosis fraccionadas agudas, D1 y D2, separadas por un
cierto tiempo T [6]. La tasa de dosis será Ḋ(t) = D1 · δ(t) + D2 · δ(t − T ), y
bajo esta tasa el factor de Lea-Catcheside tendrá la forma:

G =
D2

1 +D2
2 + 2D1D2e

−λT

D2
(2.72)

siendo D la dosis total, D = D1 +D2.

Si tenemos un conjunto de n fracciones cortas separadas por un tiempo T , el
factor G tomará la forma [7]:

G =
2θ

1− θ

(

n− 1− θn

1− θ

)

(2.73)

En tratamientos fraccionados de radioterapia, el tiempo transcurrido entre
sesiones suele ser del orden de un d́ıa, por lo que podemos considerar que
T > T1/2. Además el tiempo de irradiación suele ser mucho menor que el
tiempo medio de recuperación. Por estos dos motivos se suele considerar a
efectos prácticos que el factor de Lea-Catcheside equivale a la unidad, G ' 1,
en planificaciones de radioterapia basadas en el modelo LQ.
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2.2.2. Parámetros del Modelo.

Si no tenemos en cuenta el factor de Lea-Catcheside el modelo lineal-cuadrático
depende solo de dos parámetros, α y β. Para el modelo lineal-cuadrático definimos
efecto o efecto de tejido como el logaritmo neperiano de la fracción de supervivencia
celular con signo negativo.

E = − lnS(D) = αD + βD2 (2.74)

Esta magnitud esta relacionada con los daños biológicos causados por la radiación
ionizante, y es adimensional. Aśı pues α es el factor de proporcionalidad asociado
a los efectos de primer orden, que dependen directamente de la dosis. Sus unidades
serán por lo tanto Gy−1. Gráficamente representa la pendiente inicial de la curva
asociada al efecto tejido. El parámetro β será el factor de proporcionalidad de los
efectos de segundo orden, que dependen del cuadrado de la dosis absorbida. Los
efectos de segundo orden están asociados con la interacción de lesiones de primer
orden, por lo que, como comentamos en la sección anterior, es susceptible de depen-
der del tiempo. Tiene dimensiones de Gy−2. Gráficamente está relacionado con la
curvatura negativa de la curva del efecto tejido que induce a la pendiente de esta a
disminuir.

Un factor importante en radiobioloǵıa es el cociente entre los parámetros α y β,
α/β, que tiene dimensiones de dosis [11]. Matemáticamente el factor α/β representa
la dosis a la cual los efectos de primer orden son iguales a los de segundo orden,
por lo tanto los efectos directos predominarán sobre los de segundo orden para dosis
menores que α/β, mientras que lo contrario sucederá para dosis superiores. Desde
un punto de vista biológico el ratio α/β tiene dos connotaciones, la primera sobre
el tiempo de respuesta celular y la segunda sobre la capacidad de prevención de
daños de los tejidos. Para las células de mamı́fero sanas los valores habituales de
α/β son de entre 3 y 10 Gy. Los valores bajos de α/β están asociados a tejidos con
respuesta tisular lenta, que muestran los efectos de la radiación meses o años después
de la irradiación, mientras que en los tejidos con respuesta tisular rápida los efectos
aparecen a los pocos dias o semanas, y están asociados al valores de α/β altos. Esto
se debe a que los tejidos de respuesta tisular lenta tienen ciclos celulares largos,
frente a los cortos de las células con respuesta rápida. Esto estará relacionado con la
capacidad de prevención de daños de ambos tipos de tejidos. Al tener más tiempo
para llevar a cabo las reparaciones en el material genético, los tejidos de respuesta
tisular lenta muestran mayor capacidad de recuperación que los tejidos de respuesta
tisular rápida. Por otro lado, los tejidos con ratio α/β alto son menos sensibles a
la disminución de la tasa de dosis o al fraccionamiento de la misma, por lo que se
considera a α/β como un indicador de la sensibilidad del tejido al fraccionamiento
de la dosis.

Los tejidos tumorales se caracterizan por tener valores altos de α/β, de entre 5
y 25 Gy, mientras que el tejido sano tiene un rango de entre 2 y 5 Gy. Esta es una
de las razones por las que el fraccionamiento de dosis suele ser un tratamiento muy
efectivo en radioterapia.
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2.3. Modelos de Control Tumoral e Isoefectos.

Esta última sección del capitulo está dedicada a los modelos de control tumoral
y de cálculo de isoefectos necesarios para planificar tratamientos de radioterapia.
Este es un aspecto fundamental de la radioloǵıa cĺınica, y una de las mayores apli-
caciones de la radiobioloǵıa. Implementaremos el formalismo lineal-cuadrático a los
modelos obtenidos, ya que conforman la metodoloǵıa estándar moderna de cálculo
y desarrollo de protocolos de irradiación, por lo menos a bajas dosis por fracción y
con radiación de baja LET. Para terapias de alta dosis por fracción o radiaciones no
estándares en radioloǵıa se han reportado discrepancias entre los datos experimenta-
les y las predicciones del formalismo lineal-cuadrático, por lo que en un principio éste
no es un formalismo universal. En un principio debeŕıamos comparar los resultados
del formalismo lineal-cuadrático con el formalismo basado en el modelo entrópico
no-aditivo para comparar predicciones, que debeŕıan, al menos en la región de bajas
dosis, coincidir.

2.3.1. Modelos de Probabilidad de Control Tumoral.

En radioterapia uno de los principales factores a considerar es si tras la irra-
diación, en una o varias dosis fraccionadas, se ha podido controlar el tumor. Con
control tumoral nos referimos a si se han podido eliminar todas las células canceŕıge-
nas clonogénicas, ya que la viabilidad de un número reducido de ellas conlleva la
reaparición del tumor. Los modelos de probabilidad de control tumoral o modelos
TCP nos dan cuenta de la eficiencia del tratamiento. Otro aspecto muy importante
a tener en cuenta, aunque nosotros no lo desarrollaremos aqúı, es la probabilidad
de que el tejido sano resulte irremediablemente dañado en el proceso de irradiación.
Dado que los tumores pueden desarrollarse en órganos vitales, la radioterapia, pa-
ra ser realmente terapéutica, no solo debe acabar con el tejido tumoral, si no que
además debe mantener la viabilidad del tejido sano para conservar la funcionali-
dad del órgano. Este parámetro del proceso de radioterapia se estudia mediante los
modelos de probabilidad de complicación en tejido normal o modelos NTCP.

La probabilidad de supervivencia de una célula expuesta a una dosis comprendida
en el rango [D,D+dD] viene dada por la curva de supervivencia celular, S(D). Dado
un número inicial de células, por ejemplo el número total de células tumorales, N ,
la probabilidad de erradicar la totalidad de las mismas vendrá determinada por la
distribución binomial [25][12]. A dicha probabilidad se la denomina probabilidad de
control tumoral, TCP.

TCP = [1− S(D)]N (2.75)

Dado que generalmente N será muy grande y S(D) muy pequeña, mediante la ley de
grandes números podemos aproximar 1− S(D) ' e−S(D), por lo que la distribución
binomial converge hacia una distribución de Poisson, y la TCP puede expresarse
según ésta última.

TCP = e−N ·S(D) (2.76)

Esta expresión es más manejable y será la que nos encontremos en la bibliograf́ıa en
la práctica totalidad de las ocasiones. Si consideramos que la curva de superviven-
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cia celular es de tipo lineal-cuadrático para una dosis puntual, S(D) = e−αD−βD2
,

tendremos que:

TCP = e−N ·e−αD−βD2

(2.77)

y para un tratamiento fraccionado, S(D) = e−αD−βdD

TCP = e−N ·e−αD−βdD

(2.78)

que tendrán la forma sigmoidal mostrada en la figura 2.6.

Figura 2.6: Muestras de curvas TCP para diferentes valores de N .

Sin embargo, para el caso de tratamientos fraccionados el número de células tu-
morales aumentará en el periodo comprendido entre dos sesiones debido a la división
de células cancerosas viables, por lo que habrá que tener en cuenta la dinámica de
repoblación. Si consideramos que el tumor tiene una proliferación de tipo exponen-
cial, N = N0e

γt, donde el factor γ está relacionado con el tiempo de duplicación
celular, T0, mediante la expresión T0γ = ln 2, la forma más directa de obtener la
TCP es sustituyendo directamente:

TCP = e−N0eγT ·S(D) = e−N0eγ/f ·S(D) (2.79)

donde f = T−1 es la frecuencia con la que se imparten las sesiones de radioterapia.
Sin embargo esta formulación directa no es muy efectiva. Zaider y Minerbo desa-
rrollaron en el año 2000 un modelo TCP dependiente del tiempo que modelaba de
manera efectiva la TCP en sistemas con repoblación tumoral [25]. Propusieron la
siguiente ecuación diferencial para el sistema:

d

dt
N(t) = (b− d− h(t))N(t) (2.80)

con N(0) = N0, donde b es la tasa de crecimiento de la población, d es la tasa
de mortalidad natural y h(t) la tasa de mortalidad inducida por la radiación. Su
solución viene dada por la expresión (2.81).
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TCP (t) =

(

1− N(t)

N0 + bN0

∫ t

0
N(t)
N(τ)

dτ

)N0

(2.81)

Si b = 0 recuperamos la TCP asociada a la distribución binomial. Extensiones al
modelo ZM-TCP han sido consideradas, incluyendo el efecto del ciclo celular, sin
embargo las expresiones obtenidas , aún en el caso del modelo ZM-TCP, son dema-
siado complicadas. Otro tipo de aproximación emṕırica a las TCPs [1] es mediante
su formulación como producto de las probabilidades locales, P (Di):

TCP =
M∏

i=1

P vi(Di) (2.82)

donde M es el número de vóxeles o subdivisiones del sistema y vi = Vi/V . Si
consideramos D50 como la dosis a la que el 50% de los tumores han sido controlados,
y σ = D(dTCP/dD) como el gradiente de la TCP normalizado, empleando el modelo
LQ obtendremos que:

P (Di) = e−eeγ−αDi−β
D2
i

n (2.83)

siendo

α =
eγ − ln (ln 2)

D50

(

1 + 2
α/β

)

β =
eγ − ln (ln 2)

D50 (α/β + 2)

Otras posibles aproximaciones son:

Formulación lineal-Poisson.

P (Di) = e−e
eγ−

D2
i

D50
(eγ−ln (ln 2))

(2.84)

Formulación loǵıstica.

P (Di) =
e

Di−D50
k

1 + e
Di−D50

k

(2.85)

Siendo k = D50/4γ.

Formulación emṕırica log-loǵıstica.

P (Di) =
1

1 + (D50/Di)k
(2.86)

Donde k controla la pendiente de la curva.
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2.3.2. Fraccionamiento de Dosis e Isoefectos.

El fraccionamiento de dosis es un protocolo de radioterapia externa ampliamente
generalizado en el tratamiento de tumores. Experimentos radiobiológicos desarrolla-
dos en Francia entre 1920 y 1930 sobre la esterilización de carneros con radiación
ionizante demostraron que la dosis necesaria para esterilizar al animal impartida en
una sola sesión provocaba un daño excesivo al tejido circundante, mientras que si
se fraccionaba la dosis en varias sesiones, aunque la dosis total necesaria para la
esterilización era mayor, el tejido circundante no desarrollaba efectos adversos.

El fraccionamiento de dosis sigue la regla de las cuatro Rs de la radioterapia:
reparación del daño subletal, redistribución de las células en el ciclo celular, repobla-
ción y reoxigenación. Los principios por los que el fraccionamiento de dosis mejora
los resultados de la radioterapia impartida en una sola dosis son simples. Dividir la
dosis mejora el efecto sobre el tejido normal ya que permite la reparación de daños
subletales en el periodo de tiempo comprendido entre sesiones, y permite la repobla-
ción de dichos tejidos. Por otra parte aumenta el daño sobre las células tumorales
al permitir la reoxigenación del tejido anóxico y la redistribución de las células en
fase G0, resistente a la radiación, a otras fases donde la célula es más sensible.

Obviamente los efectos del fraccionamiento de dosis afectan por igual a células
del tejido sano como a las del tejido tumoral, sin embargo ambos tejidos tienen
diferentes parámetros de supervivencia celular, luego para optimizar el fracciona-
miento y que los efectos de la radiación sean máximos sobre las células tumorales y
mı́nimo sobre las sanas hay que programar protocolos de fraccionamiento. Algunos
de estos protocolos son [25]: el fraccionamiento estándar; el hiper-fraccionamiento
(pequeñas dosis por fracción, mismo dosis total y tiempo de tratamiento) emplea-
do en cáncer orofaringeo; fraccionamiento acelerado (menor tiempo de tratamiento
con la misma dosis total) empleado en cancer de cuello y cabeza; CHART (Conti-
nuous Hyperfractionated Accelerated Radiotherapy) para cancer de cuello y cabeza,
glioblastomas y cancer de pulmón de tamaño medio-grande; ARCON (Accelerated
Hyperfractionated Radiation Therapy with Carbogen and Nicotinamide) empleado
en cancer de laringe; SMART boost (Simultaneous Modulated Accelerated Radia-
tion Therapy) en cancer de cabeza y cuello; hipo-fraccionamiento (pequeño número
de sesiones de grandes dosis) aplicado a cancer prostático; y otros. Podemos observar
las caracteŕısticas de algunos de estos protocolos en la figura 2.7.

Tratamiento Dosis/frac. N. de frac. Dias/sem. Ses./dia Dosis
(Gy) (n. de sem.) total

Fracc. estándar 2 30− 35 5 (6− 7) 1 60− 70
Hiper-fracc. 1,15 70 5 (7) 2 (4− 6 h) 80,5

Fracc. acelerado 1,6 45 5 (5∗) 3 72
CHART 1,4− 1,5 36 7 (1,7) 3 (6 h) 50− 54

Figura 2.7: Caracteŕısticas de algunos protocolos de terapia fraccionada.

Para deducir la dosis por fracción, el número de fracciones, la dosis total y el
tiempo entre sesiones se recurre al cálculo de isoefectos. Se define isoefecto como un
conjunto de número de fracciones (n) y dosis total impartida (D) que tienen como
resultado el mismo efecto, considerando como efecto, o efecto tejido, una magnitud
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adimensional función de la dosis, E = E(D), y que está relacionado con los daños
celulares a través del número de lesiones que provocan la perdida de viabilidad a la
célula.

Existen dos métodos de utilidad contrastada cĺınicamente para calcular isoefec-
tos, los modelos de ley de potencias de Ellis, como el NSD (Nominal Standard Dose)
o el TDF (Total Dose Fractionation), de carácter exclusivamente emṕırico, y el
formalismo lienal-cuadrático, basado en el modelo LQ. Aunque hoy en d́ıa el predo-
minio es claro para la metodoloǵıa LQ, aún hay autores que defienden y emplean
los modelos de ley de potencias.

Sistema de Dosis Nominal Estándar.

El modelo de dosis nominal estándar de Ellis se basa en la ley de Schwarzschild de
fotoqúımica [12]. La ley de Bunsen-Roscoe establece que el producto entre la intensi-
dad lumı́nica (I) y el tiempo de exposición (T) es constante. En 1899, Schwarzschild
modificó esta ley para establecer que:

I · T q = cte (2.87)

donde q depende del material y cumple que 0 < q < 1. Dado que la intensidad
lumı́nica puede definirse como la dosis entre el tiempo de exposición para la radiación
ionizante, sustituyendo en la expresión de Schwarzschild tendremos que:

D · T q−1 = cte (2.88)

Como q < 1 ⇒ 1 − q > 0, esta fórmula implica que para un determinado isoefec-
to se requiere mayor dosis si se prolonga el tiempo de exposición. En los años 30
Holthusen y Liechti adoptaron la formulación en ley de potencias. En 1944 Strandq-
vist estudió los resultados del tratamiento a pacientes en función de la dosis total
y el tiempo, desarrollando las famosas gráficas de Strandqvist y determinó que, en
efecto, se cumpĺıa emṕıricamente la relación:

D = cte · T 0,22 (2.89)

En 1949 Cohen constató los resultados de Strandqvist. Basándose en los estudios de
Strandqvist y Cohen, Ellis estableció la relación (2.90),

D = NSD ·N 0,24 (2.90)

donde NSD es la denominada dosis nominal estándar y N el número de fracciones.
Sus estudios concluyeron que las células cancerosas no eran susceptibles al tiempo
por definición, mientras que las células sanas śı, por lo que manteniendo el exponente
para el número de fracciones, añadió para éstas últimas un factor dependiente del
tiempo.

D = NSD ·N 0,24 · T 0,11 (2.91)

Estas ecuaciones constituyen el modelo de Ellis o modelo NSD. Es un modelo me-
ramente emṕırico, lo que es parte fue criticado por estar basado solo en un reducido
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número de evidencias experimentales. Además no considera la proliferación tumo-
ral, mientras que las pruebas experimentales indican que se ve incluso aumentada
durante la irradiación. Por último, el exponente de T es artificial y una convención
inconsistente para la escala de tiempos de los datos tisulares normales y tumorales.
Aún aśı, el modelo NSD, y en general todos los modelos de ley de potencias, fueron
empleados durante décadas para la planificación de radioterapia, y aún hoy tiene
fervientes defensores, como se aprecia en el articulo [15].

Sistema Basado en el Modelo LQ.

El sistema de cálculo de isoefectos que actualmente tiene más repercusión, tanto
a nivel experimental como cĺınico, está basado en el modelo lienal cuadrático. Par-
tiendo de la expresión de la fracción de supervivencia celular de dicho modelo para
una dosis fraccionada:

S = e−(αD+βdD) (2.92)

el efecto de tejido para dicho modelo se define como:

E = − lnS = αD + βdD (2.93)

que puede reescribirse como:

1

D
=

α

E
+

β

E
d (2.94)

La representación del inverso de la dosis respecto de la dosis de las fracciones para
un efecto dado es lineal, siendo β/E la pendiente de la recta, y cortando ésta el eje
de ordenadas en en α/E. El punto de corte para el eje de abscisas estará situado
en −α/β. El parámetro α/β es muy importante en la planificación de radioterapia,
ya que de su valor depende el tiempo de respuesta celular. Para valores de α/β
altos (7-20 Gy) la respuesta es aguda, mientras que para valores bajos (0.5-6 Gy) la
respuesta es lenta.

Para calcular isoefectos, esto es, fraccionamientos que produzcan el mismo efecto,
tendremos que hacer que se cumpla la relación:

E1 = E2 ⇒
α

β
=

d2D2 − d1D1

D1 −D2

(2.95)

que suele reescribirse como:

D2 =
α/β + d1
α/β + d2

D1 (2.96)

Esta expresión se conoce como ecuación de isoefectos LQ y fue propuesta por Withers
en 1983. Es ampliamente utilizada para realizar cálculos cĺınicos en tratamientos de
radioterapia.
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Caṕıtulo 3

Entroṕıa de Tsallis.

Una vez repasados los conceptos básicos de radiobioloǵıa y habiendo descrito los
principales modelos que describen la supervivencia celular tras la aplicación de cierta
dosis al tejido biológico, entraremos en estos dos últimos caṕıtulos de la introducción
a detallar el procedimiento metodológico que emplearemos para el desarrollo del
modelo. Este capitulo estará centrado en el introducción del concepto de “Entroṕıa
de Tsallis” y sus propiedades.

Se abrirá el caṕıtulo con una introducción al concepto termodinámico de en-
troṕıa, ya que en el ámbito de la termodinámica es donde se acuñó por primera
vez el concepto de entroṕıa, y desarrollaremos las propiedades termodinámicas de
la misma, lo que nos será útil en el siguiente caṕıtulo. A continuación, y a través
de la mecánica estad́ıstica, deduciremos la expresión de Maxwell-Gibbs para la en-
troṕıa, concepto fundamental para la f́ısica estad́ıstica y la teoŕıa de la información.
También desarrollaremos de forma bastante detallada sus propiedades.

La última parte del capitulo estará dedicada a la entroṕıa de Tsallis y sus pro-
piedades, piedra angular para desarrollar el modelo en el que se basa este trabajo.
Veremos la expresión que toma la entroṕıa de Tsallis, y como es una generalización
de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, por lo que describirá tanto la f́ısica estad́ısti-
ca no-extensiva como la extensiva en el ĺımite en el que tiende a la entroṕıa de
B-G. Describiremos también sus propiedades, necesarias a la hora de modelar nues-
tro sistema, y resumiremos de forma breve un conjunto de operaciones asociadas
a la entroṕıa de Tsallis, que nos ayudarán a manejarnos en el ámbito de la f́ısica
estad́ıstica no-extensiva, como son el producto-q y la suma-q.

3.1. Introducción al Concepto Termodinámico de

Entroṕıa.

La entroṕıa (del griego τρoπη, que significa evolución o transformación), es un
concepto f́ısico que fue introducido por primera vez en el ámbito de la termodinámica
por Rudolf Clausius (1822-1888) en 1865. Esta nueva magnitud f́ısica se convertiŕıa
en un concepto tan fundamental y universal como lo es la enerǵıa.

“I propose to call the magnitude S the entropy of the body, from the Greek
word τρoπη, transformation.”

65
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La entroṕıa surgió a partir del “segundo principio de la termodinámica”, que nos
da cuenta de la posibilidad y dirección en la evolución de un determinado proceso
termodinámico. Existen varios enunciados a dicho principio y varias aproximaciones
al concepto de entroṕıa, nosotros optaremos por el empleado por Tejerina [35]. Uno
de los varios enunciados del segundo principio de la termodinámica viene dado por
el “principio de Caratheodory” [2]:

“Si un sistema se encuentra en un estado de equilibrio térmico, siempre
existen otros estados próximos a aquél que no pueden alcanzarse median-
te procesos adiabáticos.”

Del principio de Caratheodory se puede deducir que dado que no todos los estados
pueden alcanzarse por v́ıas adiabáticas, es imposible convertir calor en trabajo sin
compensaciones. Desde el punto de vista f́ısico, este hecho evidencia la existencia
de una nueva función de estado que permanece inalterada en procesos adiabáticos
y cuasiestáticos, dicha función de estado será la entroṕıa.

3.1.1. Entroṕıa termodinámica y calor.

En termodinámica el trabajo y el calor tienen diferenciales inexactas, que repre-
sentamos como δW y δQ respectivamente. Esto indica que variación de trabajo y
calor a través de un proceso depende del camino seguido, y por lo tanto ni el calor
ni el trabajo son funciones de estado. El trabajo representa la enerǵıa intercambia-
da con el exterior mediante el acoplamiento del sistema con parámetros externos,
y su expresión viene dada por el producto de una fuerza generalizada con un des-
plazamiento generalizado, δWi = Aidai, siendo Ai la fuerza generalizada, que tiene
carácter de variable termodinámica intensiva, y dai el desplazamiento generalizado,
que es una variable extensiva. Si el sistema es abierto, además de intercambio de
enerǵıa en forma de calor y trabajo, también hay intercambio de materia, que tiene
la forma µidni, siendo µ el potencial qúımico, que tiene forma de variable intensiva,
y dn la cantidad de materia intercambiada, que tiene forma de variable extensiva.
Aśı, el primer principio de la termodinámica para un sistema general (abierto), nos
queda como:

dU = δQ+ δW +
∑

i

µidni = δQ+
∑

i

Aidai +
∑

i

µidni (3.1)

Una cuestión que nos queda por resolver es si la diferencial del calor puede expre-
sarse como producto de una variable extensiva y otra intensiva. Queda demostrado
[35] que la diferencial del calor es holonómica, esto es, admite factor integrante, por
lo que el producto del diferencial del calor por su factor integrante define una nueva
función de estado, δQ/φ = dη, siendo 1/φ el factor integrante y dη la nueva función
de estado, que como veremos se corresponderá con la entroṕıa, S. Para procesos cua-
siestáticos podremos identificar el inverso del factor integrante con la temperatura
absoluta, T , por lo que podremos reescribir la expresión anterior como:

dS =
δQ

T
(3.2)



3.1. CONCEPTO TERMODINÁMICO DE ENTROPÍA 67

que constituye la formulación matemática del segundo principio de la Termodinámi-
ca para procesos reversibles. De esta expresión se deduce que si el sistema es cerrado
o abierto la entroṕıa puede aumentar, disminuir, o mantenerse constante en el ca-
so de procesos adiabáticos. Sin embargo, en sistemas aislados asiento de procesos
reversibles la entroṕıa siempre permanece constante.

También podemos comprobar que la entroṕıa de un sistema cerrado que evolu-
ciona ćıclicamente de modo reversible en nula.

∆S =

∮
δQ

T
= 0 (3.3)

Expresión a la que se conoce como Teorema de Clausius para procesos reversibles
y ćıclicos. Mediante este teorema se evidencia que la entroṕıa es independiente del
camino y del proceso seguido, caracteŕıstica esencial en cualquier función de estado.

Volviendo a la expresión (3.2) del segundo principio de la Termodinámica pa-
ra procesos reversibles, podemos deducir que dados dos subsistemas 1 y 2 a igual
temperatura, cuyas entroṕıas denotaremos como dS1 = δQ1/T y dS2 = δQ2/T , la
entroṕıa general del sistema será:

dS = d(S1 + S2) = dS1 + dS2 =
δQ1 + δQ2

T
(3.4)

por lo que se infiere que S = S1 + S2, esto es, “la entroṕıa es una magnitud aditiva
y proporcional al número de subsistemas que integran el sistema, proporcional, por
tanto, al número de partes del sistema, al número de part́ıculas del sistema; es en
definitiva, una magnitud extensiva” [35].

Si definimos el universo como el conjunto formado por nuestro sistema y el medio
exterior, dado que la entroṕıa termodinámica es una propiedad aditiva, tendremos
que la variación de entroṕıa del universo es igual a la variación de entroṕıa del
sistema más la variación de entroṕıa del exterior, dSuni = dSsis + dSext. Atendiendo
a la expresión (3.2), y teniendo en cuenta que la enerǵıa intercambiada en forma
de calor desde el medio al sistema es igual y tiene el signo opuesto a la enerǵıa en
forma de calor intercambiada desde el sistema al medio, tendremos entonces que
dSsis = −dSext ⇒ dSuni = 0, esto es, la variación de entroṕıa del medio compensa la
variación de entroṕıa del sistema, permaneciendo la entroṕıa del universo constante.
Se puede reformular la definición de proceso reversible como aquel en el que la
entroṕıa del universo se mantiene constante.

Hasta aqúı hemos estudiado exclusivamente el concepto de entroṕıa para procesos
reversibles, daremos paso ahora al estudio de procesos irreversibles, esto es, cuando
los estados intermedios del sistema durante el proceso no están en equilibrio. Se dice
que un proceso mediante el cual un sistema termodinámico pasa del estado inicial al
final es irreversible si para retornar, tanto el sistema como los alrededores, al estado
inicial es necesaria la presencia de una transformación no compensada de calor en
trabajo, esto es, violar el segundo principio de la Termodinámica.

Para comprobar que comportamiento tiene la entroṕıa durante un proceso irre-
versible tomaremos la evolución que sufre un sistema mediante dos caminos diferen-
tes entre el estado inicial y el final, uno dado por un proceso reversible y el otro por
uno irreversible. La unión entre ambos procesos conformará un ciclo cerrado, tal y
como se observa en la figura 3.1. Teniendo en cuenta el primer principio de la Ter-
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modinámica, y dado que la enerǵıa interna es una función de estado, la diferencial
entre dos estados del sistema no depende de el tipo de proceso o el camino seguido,
luego dUrev = dUirr = dU , tendremos que para proceso se cumple:

δQirr = dU + δWirr

− δQrev = −dU − δWrev

Sumando ambas expresiones obtendremos la relación entre los calores y los trabajos
en los procesos reversible e irreversible, que tendrá la forma:

δQirr − δQrev = δWirr − δWrev (3.5)

Si ambos miembros de la expresión (3.5) fuesen positivos significaŕıa que no habŕıa
compensación en la transformación de calor en trabajo, violando el segundo princi-
pio, por lo que termodinámicamente este ciclo estaŕıa prohibido. Si ambos miembros
fuesen nulos implicaŕıa que ambos procesos son reversibles, en contra del postulado
inicial dado. Solo nos queda entonces como única posibilidad aceptable que ambos
miembros de la ecuación sean negativos, algo termodinámicamente correcto. Esto
nos lleva a que el trabajo puesto en juego mediante una via irreversible es menor
que el puesto mediante un camino reversible, δWirr < δWrev, y análogamente que el
calor intercambiado por via irreversible también es menor al intercambiado por via
reversible, δQirr < δQrev.

1

2

A

a

Figura 3.1: Representación gráfica del ciclo 1-2-1 integrado por la evolución no-
estática 1→2 y la evolución cuasiestática 2→1.

Si tenemos en cuenta la formulación matemática del segundo principio de la ter-
modinámica dada en (3.2), TdS = δQrev, y la expresión recién expuesta, δQirr <
δQrev, deducimos de forma directa que la entroṕıa generada en un proceso irrever-
sible es mayor que la esperada por el intercambio de calor con el exterior.

dS >
δQirr

T
(3.6)

Esta expresión se conoce como la formulación matemática del segundo principio de
la Termodinámica para procesos irreversibles sobre sistemas cerrados. Si el sistema
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sigue una evolución cerrada obtenemos directamente el teorema de Clausius para
procesos irreversibles.

∮
δQirr

T
< 0 (3.7)

Si nos encontramos ante un sistema aislado, δQirr = 0, tendremos que la entroṕıa,
al contrario que en el caso reversible, no se conserva, dS > 0, si no que aumenta
dentro del sistema.

Cuanto mayor es la diferencia entre δQrev y δQirr mayor será la irreversibilidad
del proceso, y además, atendiendo a (3.6), mayor sera el aumento de entroṕıa del
sistema. Aśı pues el aumento de entroṕıa de un sistema nos proporciona una medida
de la irreversibilidad de los procesos acaecidos en él.

Del hecho de que el universo conforma un sistema aislado, si en él se dan pro-
cesos irreversibles su entroṕıa debe aumentar, dSuni > 0. Ahora bien, el universo
está compuesto por dos subsistemas, nuestro sistema particular en el que se dan los
procesos irreversibles y el exterior, con el que intercambia calor, trabajo y/o mate-
ria, por lo que, recordando la propiedad de aditividad de la entroṕıa termodinámica,
tendremos dSuni = dSsis + dSext, que ha de ser positiva, pero eso no implica que
obligatoriamente dSsis tenga que ser positiva, ya que dSext puede compensar una
variación negativa de la entroṕıa del sistema. Este fenómeno se observa frecuente-
mente en la naturaleza, sobre todo en los seres vivos, donde el sistema disminuye
su entroṕıa, aún siendo asiento de procesos irreversibles, a costa de aumentar la
entroṕıa de los alrededores.

Volviendo a la expresión (3.6) para un sistema cualquiera en el que se den pro-
cesos irreversibles, a partir de él podemos inferir que el aumento de entroṕıa del
sistema vendrá dado por la suma de dos componentes [21]:

dS = deS + diS (3.8)

donde deS es la variación de entroṕıa del sistema debido al intercambio de enerǵıa y
materia con el exterior, mientras que la variación de entroṕıa diS se debe a procesos
irreversibles dentro del sistema. Para sistemas cerrados se cumple que deS = δQ/T ,
y puede ser tanto positiva como negativa, y su modulo mayor, menor o igual a diS.
En cambio diS es sempre positiva.

Históricamente, en el ámbito de la termodinámica, a la función de estado entroṕıa
se la ha relacionado con diversas caracteŕısticas o parámetros del sistema. De forma
generalizada la entroṕıa siempre ha estado asociada al orden dentro de un sistema
[2]. Aśı, de la experiencia se induce que un sistema con mayor entroṕıa suele estar
más desordenado que el sistema con una entroṕıa menor. Por ejemplo, el agua al
evaporarse, posee mayor entroṕıa que en su fase liquida, y sus átomos están más
“desordenados”, menor correlación en el espacio, mientras que al congelarse, su
entroṕıa disminuye y aumenta el orden al formar una red cristalina. Veremos este
concepto más desarrollado cuando estudiemos la entroṕıa en el ámbito de la f́ısica
estad́ıstica.

A la entroṕıa también se la ha asociado con el tiempo [35], de hecho se la suele
denominar como la “flecha del tiempo” (arrow of time). Un fenómeno que debemos
tener en cuenta es que tanto el tiempo como la entroṕıa evolucionan en una única
dirección, aumentando su magnitud, por lo que podŕıamos inducir que la evolución
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de uno y de otro van parejos. El tiempo que tenemos de medir el tiempo es mediante
fenómenos periódicos, como la oscilación de un péndulo, la rotación de un astro o
la frecuencia de un electrón, pero eso nos da la magnitud del tiempo, no su sentido.
Una manera de asociar el sentido al tiempo en un sistema aislado, como por ejemplo
el universo, en el que se dan procesos irreversibles, es relacionando el aumento de la
entroṕıa con el aumento del tiempo.

3.1.2. Entroṕıa del Sistema en Equilibrio.

En la termodinámica clásica el concepto de equilibrio jugaba un papel funda-
mental. Decimos que un sistema está en equilibrio cuando sus variables de estado
no evolucionan con el tiempo, da/dt = 0, y tampoco dependen de la posición dentro
del sistema, da/dr = 0 [21]. Un hecho fundamental en la termodinámica nos viene
dado por el primer postulado de la termodinámica:

“Todo sistema aislado en el curso del tiempo alcanza un estado de equi-
librio termodinámico que no puede abandonar de modo espontaneo.”

Los sistemas cerrados o abiertos no tienen por que alcanzar el equilibrio, aunque
tenderán a la configuración más estable posible. En dichos sistemas se suele alcanzar
un estado denominado sistema estacionario, en el cual, aunque las variables de estado
no evolucionan con el tiempo, śı que vaŕıan con la posición.

Hemos visto que entroṕıa es una función de estado, y como tal, si el sistema se
encuentra en equilibrio, esta solo dependerá de las variables de estado extensivas,
S = S(U, ai, nj), siendo U la enerǵıa interna, ai los desplazamientos generalizados y
n el intercambio másico con el exterior en un sistema abierto. De lo expuesto en el
apartado anterior deducimos, para un proceso reversible cuasiestático en el que el
sistema está en equilibrio, dados el primer y segundo principio de la termodinámica
podemos expresar la variación de entroṕıa del sistema como:

dS =
1

T
dU +

1

T

d∑

i=1

Aidai +
1

T

c∑

j=1

µjdnj (3.9)

Dado que la entroṕıa tiene diferencial exacta al ser función de estado, por otro lado
tendremos que:

dS =

(
∂S

∂U

)

Ai,nj

dU +
d∑

i=1

(
∂S

∂Ai

)

Ak,nj

dai +
c∑

j=1

(
∂S

∂nj

)

Ai,nl

dnj (3.10)

De las expresiones (3.9) y (3.10) podemos deducir los parámetros intensivos del
sistema a partir de la expresión de la entroṕıa y los parámetros extensivos. Aśı pues,
conociendo la ecuación entrópica del sistema, S = S(U, ai, nj), podemos caracterizar
completamente al sistema en equilibrio termodinámico.

Integrando la ecuación (3.9) obtenemos la ecuación de Euler de la representación
entrópica, expresada como:
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S =
1

T
U +

d∑

i=1

Ai

T
ai +

c∑

j=1

µj

T
nj (3.11)

que nos da una relación entre las variables extensivas del sistema. La ecuación de
Gibbs-Duhem nos dará la relación entre las variables intensivas del mismo.

Ud

(
1

T

)

+
d∑

i=1

aid

(
Ai

T

)

+
c∑

j=1

njd
(µj

T

)

= 0 (3.12)

Para finalizar este apartado describiremos un aspecto, para nosotros esencial, de
la termodinámica del equilibrio; el carácter extremal de la entroṕıa. Dado un sistema
cualquiera asiento de un proceso irreversible, este ha de obedecer la expresión:

TdS > dU +
d∑

i=1

Aidai +
c∑

j=1

µjdnj

Imponiendo las condiciones de contorno impuestas por las ligaduras de un sistema
aislado, dU = 0, dai = 0 y dnj = 0, obtendremos que para un sistema aislado
asiento de un proceso irreversibles la entroṕıa siempre aumenta, dS > 0. El au-
mento de entroṕıa continuará hasta que se alcance el equilibrio termodinámico, que
está garantizado por el primer postulado de la termodinámica, siendo entonces la va-
riación de la entroṕıa nula, dS = 0. Aśı pues, podemos asegurar el carácter extremal
de la entroṕıa en un sistema aislado, siendo la entroṕıa del mismo máxima acorde
con las caracteŕısticas del sistema, cumpliendo entonces que dS = 0 y d2S < 0. Este
fenómeno dará pie a enunciar el Principio de Máxima Entroṕıa (PME), fundamental
para el desarrollo de nuestro modelo, que veremos en el caṕıtulo siguiente.

3.1.3. Entroṕıa Fuera del Equilibrio.

Lo descrito en el apartado anterior resume de forma muy breve parte de la
termodinámica clásica desarrollada hasta el siglo XX, que estudia exclusivamente
sistemas en equilibrio o sistemas que evolucionan mediante procesos cuasiestáticos.
Es a comienzos del siglo XX cuando la termodinámica expande su area de estudio a
procesos irreversibles fuera del equilibrio, los cuales, por otra parte, constituyen la
mayor parte de los procesos que se dan en la naturaleza.

Partimos de la expresión (3.8) que nos describe la variación de entroṕıa de un
sistema general, cualesquiera que sean los procesos que en él se den, representando
deS la variación de entroṕıa debido al intercambio de materia y enerǵıa con el exterior
y diS la variación de entroṕıa debido a transformaciones no compensadas dentro del
sistema. La variación deS equivaldrá a la variación de un proceso reversible

deS =
δQ

T
=

1

T
dUe +

d∑

i=1

Ai

T
dai +

1

T

c∑

j=1

µjdnje (3.13)

siendo dUe y dnje la variación de enerǵıa interna y de elementos materiales inter-
cambiados con el entorno. Dicha variación de la entroṕıa del sistema, deS, puede ser
positiva, negativa o nula (en el caso de sistemas aislados). La variación de entroṕıa



72 CAPÍTULO 3. ENTROPÍA DE TSALLIS.

diS está asociada a procesos irreversibles, siendo nula en procesos cuasiestáticos.
De la desigualdad de Clausius deducimos que diS ≥ 0, es más, dado cualquier tipo
de sistema (abierto, cerrado o aislado), la variación de entroṕıa diSn de cualquier
subsistema n que de él elijamos será positiva, diSn ≥ 0, independientemente de los
subsistemas elegidos, y se cumplirá que la variación de entroṕıa debida a procesos
irreversibles del sistema será igual a la suma de las variaciones de entroṕıa de sus
subsistemas, siempre y cuando sus subsistemas sean disjuntos y cubran todo el sis-
tema, diS =

∑ntot

n=1 diSn. Mediante la teoŕıa del equilibrio local se puede demostrar
que la variación de entroṕıa asociada a un proceso irreversible k equivale al producto
de un flujo termodinámico, dXk, con la correspondiente fuerza termodinámica, Fk,
que la origina, diSk = FkdXk. De esta forma, la variación de entroṕıa del sistema o
subsistemas debido a procesos irreversibles será:

diS =
n∑

k=1

diSk =
n∑

k=1

FkdXk (3.14)

donde en este caso solo se ha de cumplir que diS ≥ 0, pudiendo suceder que diSk < 0
para algunos procesos y diSk ≥ 0 para el resto, de tal forma que la suma sea positiva o
nula. A estos procesos se los denomina procesos acoplados y son de vital importancia
en la biof́ısica.

Una magnitud importante en la termodinámica del no-equilibrio es la producción
entrópica local. Dado cualquier sistema a considerar, se define producción entrópica
local, σ(x, t), como:

σ(x, t) ≡ diS

dt
=

n∑

k=1

Fk
dXk

dt
=

n∑

k=1

FkJk (3.15)

donde Jk es el flujo asociado a la fuerza termodinámica Fk. Los flujos termodinámi-
cos dependen de las fuerzas termodinámicas que los originan. Si los procesos ter-
modinámicos están acoplados cada flujo termodinámico dependerá de las fuerzas
termodinámicas acopladas, estén o no asociadas. En general, para cualquier con-
junto de flujos y fuerzas termodinámicas acopladas, J1, J2, · · · , Jn, F1, F2, · · · , Fn,
tendremos que

J1 = J1(F1, F2, · · · , Fn;P )

J2 = J2(F1, F2, · · · , Fn;P )

...

Jn = Jn(F1, F2, · · · , Fn;P )

donde P es un conjunto de parámetros como la temperatura, presión, etc. En equi-
librio, las variables termodinámicas no vaŕıan con el tiempo y son homogéneas en
todo el sistema, por lo que las fuerzas termodinámicas se anularán, y consecuente-
mente los flujos termodinámicos también, anulándose la producción entrópica local,
diS = 0. Todo sistema aislado evoluciona hasta alcanzar un estado de equilibrio
termodinámico. En sistemas abiertos o cerrados este estado no tiene por que ser
alcanzado, pudiendo alcanzar los llamados estados estacionarios, donde las variables
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termodinámicas permanecen constantes en el tiempo, pero no en el espacio, por lo
que las fuerzas termodinámicas no se anulan, aunque śı permanecen constantes, y
los flujos también serán estacionarios y uniformes sobre todo el sistema como refleja
el hecho de que las variables termodinámicas no vaŕıan. Bajo estas condiciones la
producción entrópica local será constante. En sistemas cercanos al equilibrio termo-
dinámico, que como veremos funcionan en un regimen lineal, el sistema tenderá hacia
el equilibrio o un estado estacionario, para sistemas abiertos o cerrados lejanos del
equilibrio el sistema puede exhibir comportamientos complejos como oscilaciones,
ondas o caos.

Volviendo a la dependencia de los flujos termodinámicos respecto de las fuerzas
termodinámicas, esta relación puede ser de cualquier tipo, no necesariamente lineal,
sin embargo podemos desarrollar esta dependencia funcional en series de Taylor en
torno a un punto y truncar dicho desarrollo para términos de orden mayor o igual a
dos.

Ji(F1, F2, · · · , Fn;P ) = Ji(F1, F2, · · · , Fn;P )|
F1=F

(0)
1 ,··· ,Fn=F

(0)
n
+

+
∑

j

(
∂Ji
∂Fj

)

F1=F
(0)
1 ,··· ,Fn=F

(0)
n

(

Fj − F
(0)
j

)

+

+
1

2

∑

j

∑

k

(
∂2Ji

∂Fj∂Fk

)

F1=F
(0)
1 ,··· ,Fn=F

(0)
n

(

Fj − F
(0)
j

)(

Fk − F
(0)
k

)

+ · · ·
︸ ︷︷ ︸

'0

Este desarrollo puede realizarse en principio en torno a cualquier estado estacionario,
pero al hacerlo sobre el estado de equilibrio eliminamos también el término de orden
cero, de tal forma que tendremos

Ji(F1, F2, · · · , Fn;P ) =
∑

j

(
∂Ji
∂Fj

)

F1=F
(0)
1 ,··· ,Fn=F

(0)
n

Fj =
∑

j

LijFj (3.16)

Estas relaciones se denominan ecuaciones fenomenológicas y a Lij coeficientes feno-
menológicos. Aśı pues, podemos expresar la relación entre flujos termodinámicos y
fuerzas termodinámicas del sistema como

~J =








J1
J2
...
Jn








=








L11 L12 · · · L1n

L21 L22 · · · L2n
...

...
. . .

...
Ln1 Ln2 · · · Lnn















F1

F2
...
Fn








= ¯̄L · ~F

donde se cumple la ley de reciprocidad de Onsager, Lij = Lji. En ciertas ocasiones es
más fácil medir y trabajar con flujos termodinámicos que con fuerzas termodinámi-
cas, en ese caso se suele invertir la relación entre ambas, Fi = Fi(J1, J2, · · · , Jn;P ),

obteniendo que ~F = ¯̄R · ~J , donde también se cumple la ley de Onsager. A estos coefi-
cientes se los denomina coeficientes fenomenológicos de resistencia, en contraposición
a los coeficientes fenomenológicos de conducción, ¯̄L.
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Aśı pues, volviendo sobre la ecuación (3.15), y teniendo en cuenta lo visto para
sistemas que operan en el regimen lineal, tendremos que la producción entrópica en
ellos tendrá la forma:

σ(x, t) =
∑

jk

LjkFjFk > 0 (3.17)

Por último, para concluir este apartado, enunciaremos el teorema de Prigogine
o teorema de mı́nima producción entrópica [21]:

“In the linear regime, the total entropy production in a system subject to
flow of energy and matter, diS/dt =

∫
σdV , reaches a minimum value

at the nonequilibrium stationary state.”

Esto es, al alcanzar el estado estacionario el sistema sigue produciendo entroṕıa a
diferencia del caso en el que alcanza el equilibrio, sin embargo, dicha producción de
entroṕıa alcanzará el mı́nimo compatible con el sistema.

3.2. Entroṕıa de Boltzmann-Gibbs.

En la sección precedente describimos la entroṕıa desde un punto de vista termo-
dinámico, parte de la f́ısica donde el concepto de entroṕıa fue desarrollado por pri-
mera vez. La termodinámica se basa en la descripción de sistemas con gran número
de componentes individuales a través de un reducido número de parámetros ma-
croscópicos del mismo, como pueden ser, por ejemplo, el volumen, la presión y la
temperatura de un sistema qúımico, denominadas coordenadas macroscópicas. Otra
forma de abordar el problema de un sistema macroscópico compuesto por multitud
de individualidades microscópicas (microscópicas en relación al tamaño del sistema,
pueden ser tanto moléculas de un gas como estrellas de una galaxia) es median-
te una descripción microscópica o atomı́stica, en la que se caracteriza el estado de
cada individualidad a través de coordenadas microscópicas. Aśı por ejemplo, para
describir un sistema conformado por un mol de un cierto gas desde una descrip-
ción microscópica necesitaŕıamos especificar la posición, ~r = (x, y, z), y el momento,
~p = (px, py, pz), de cada part́ıcula en cada momento, esto es, necesitaŕıamos 6NA

coordenadas. Obviamente estudiar sistemas con un gran número de individualida-
des bajo una descripción microscópica de esta forma resulta inabarcable, por lo que
para estudiar un sistema desde un punto de vista microscópico, en la segunda mitad
del siglo XIX, se desarrolló a partir de los estudios iniciales de Thomson, y ampliada
con las aportaciones de Maxwell, Boltzmann y Gibbs entre otros, la f́ısica estad́ısti-
ca. A partir de escasos principios básicos en comparación con la termodinámica, la
estad́ıstica clásica es capaz de deducir los principios y postulados fundacionales de la
termodinámica, que en ella se toman como hipótesis. Además es capaz de calcular de
forma teórica parámetros termodinámicos como capacidades caloŕıficas, coeficientes
de dilatación, etc. Uno de los nexos de unión entre la termodinámica y la f́ısica es-
tad́ıstica es la entroṕıa, y veremos en las secciones siguientes la expresión general de
la entroṕıa en f́ısica estad́ıstica. El otro vértice del triángulo que tiene como centro
la entroṕıa seŕıa la teoŕıa de la información, desarrollada inicialmente por Shannon
a principios del siglo XX. Realmente nosotros usaremos la teoŕıa de la información
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para desarrollar nuestro modelo, pero al estar ésta tan ı́ntimamente ligada a la f́ısi-
ca estad́ıstica, haremos un desarrollo paralelo de ambas para acabar llegando a la
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs y la entroṕıa de Shannon, que son equivalentes.

3.2.1. Espacio de las Fases y Conjuntos.

Un concepto esencial en la f́ısica estad́ıstica es el de espacio de las fases [13][30].
Un sistema en f́ısica estad́ıstica esta compuesto, como ya mencionamos anterior-
mente, por un gran número de individualides. El estado de dichas individualidades
quedará determinado por un conjunto de coordenadas, siendo el mı́nimo de coorde-
nadas necesarias para determinar el estado de la part́ıcula igual al doble de grados
de libertad de la misma en el sistema, f . El espacio f-dimensional conformado por
dichas coordenadas de la part́ıcula se denomina espacio de las fases molecular, o
espacio-µ. Dicho espacio puede ser discreto o continuo, dependiendo del carácter de
las f coordenadas que lo componen. En cada instante la part́ıcula ocupará un estado
determinado, que se corresponderá con un punto en el espacio-µ, denominado punto
fásico. Al evolucionar en el tiempo el sistema, la part́ıcula describirá trayectorias
en el espacio de las fases al ir cambiando las coordenadas de la misma, denomina-
das trayectorias fásicas. Si consideramos que nuestro sistema está compuesto por N
individualidades, tendremos N espacios-µ [2]. Con dichas N copias del espacio-µ po-
demos realizar un histograma, de modo que obtengamos la frecuencia con la que se
ocupa un estado del sistema, y por lo tanto, las probabilidades de que una determi-
nada part́ıcula se encuentre en un determinado estado, hecho que queda reflejado en
la ecuación (3.18), donde ~ε denota las coordenadas del estado i, ~ε = (ε1, ε2, · · · , εf )
(dε = dε1 · dε2 · · · dεf ) y Ni el número de individualidades con dichas coordenadas
en el sistema.

ρ(~ε) =
Ni

dε
(3.18)

Extrapolando al caso en que N tiende a infinito, mediante la expresión (3.18) ob-
tendremos la denominada función de distribución estad́ıstica o densidad de puntos
fásicos. Aśı obtenemos el v́ınculo entre la f́ısica estad́ıstica y la probabilidad. Pode-
mos considerar que el estado de coordenadas fásicas ~ε como una variable aleatoria de
dimensión f , que tendrá asociada una función densidad de probabilidad, FDP, que
equivaldrá a la función de distribución estad́ıstica, p(~ε) = ρ(~ε). Aśı pues, conocida la
función de distribución estad́ıstica tendremos caracterizado todo el sistema. Aunque
cada individualidad en el espacio-µ describe orbitas fásicas, en equilibrio la función
de distribución estad́ıstica se mantiene constante en el tiempo, esto es, aunque las
part́ıculas individuales mantienen una dinámica propia, en conjunto las propiedades
del sistema que vienen dadas por la función de distribución no cambian. Esto es lo
que hace asumible el estudio de un sistema mediante la f́ısica estad́ıstica.

Otro espacio ampliamente empleado en la f́ısica estad́ıstica es el espacio de las
fases Γ, o espacio-Γ. Este espacio tiene dimensión F = N · f , esto es, caracteriza
todas las dimensiones, f , de todas las part́ıculas, N , del sistema. Cada punto del
espacio-Γ representa un microestado del sistema, esto es, caracteriza de forma com-
pleta todas las individualidades dentro de él. A medida que el sistema evoluciona
en el tiempo, el punto asociado a su estado describirá una trayectoria en el espacio
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fásico, estando las caracteŕıstica del sistema relacionadas con la media sobre la tra-
yectoria en un determinado intervalo de tiempo. Las cantidades f́ısicas de interés en
un sistema son generalmente medias temporales sobre la trayectoria en el espacio de
las fases. Hemos comentado que los puntos del espacio-Γ representan un microesta-
do del sistema, pero no hemos definido aún el concepto de microestado. Se define
estado microscópico o microestado como aquel estado que describe completamente
el sistema, y especificado por todas las coordenadas del espacio fásico. Sin embar-
go, generalmente no es necesaria toda la información del sistema para describir las
propiedades macroscópicas del mismo. Se definirá entonces estado macroscópico de
un sistema, o macroestado, como el estado observado por el experimentador. El ma-
croestado no depende del espacio-Γ, sino que depende de la función de distribución
estad́ıstica obtenida a partir del espacio-µ. Estos conceptos se entienden mejor me-
diante un ejemplo, supongamos un sistema compuesto por N part́ıculas que pueden
tener una enerǵıa cuantizada de 0, ε ó 2ε. Para que el sistema tenga una enerǵıa
total de Nε las part́ıculas pueden distribuirse de muchas formas, por ejemplo, todas
teniendo una enerǵıa de ε, o la mitad teniendo una enerǵıa de 0 y el resto de 2ε,
etc. Cada una de las configuraciones en las que el sistema tuviera una enerǵıa de Nε
seŕıa un microestado diferente, mientras que el macroestado seŕıa un sistema con
enerǵıa total Nε. Para conocer las propiedades energéticas del sistema no nos hace
falta conocer todas las posibles configuraciones del sistema, microestados, solo nos
hace falta conocer el macroestado, esto es, las probabilidades de que el sistema se
encuentre en ese macroestado.

Para terminar este apartado dedicado a la f́ısica estad́ıstica describiremos su-
perficialmente el concepto de conjuntos, colectividad o “ensemble”. Introducido por
Gibbs, un conjunto es una colección de un gran número de sistemas, η, con el mismo
tamaño, número de part́ıculas y sometidos a las mismas interacciones externas. Esto
es, para una propiedad dada, un conjunto representa a una colección de microesta-
dos correspondientes a un mismo macroestado. La hipótesis ergódica nos dice que
los valores medios de las propiedades de un sistema a lo largo del tiempo pueden
reemplazarse por los valores medios de todos los miembros de un conjunto en un
momento determinado. No es trivial demostrar que se cumple la hipótesis ergódica
para un sistema dado, pero es esencial para aplicar los conjuntos a un problema de
f́ısica estad́ıstica. Aunque se pueden construir infinidad de conjuntos, en el ámbito
de la f́ısica estad́ıstica se suelen emplear solo tres. El conjunto microcanónico fue
el primero en ser desarrollado, y en el se basa la mecánica estad́ıstica clásica. En
él cada uno de los sistema que lo componen está aislado de los demás por paredes
ŕıgidas, impermeables y adiabáticas, de forma que no puede intercambiar masa ni
enerǵıa. Las magnitudes enerǵıa interna, U , volumen, V , y número de constituyentes,
N , de los sistemas en el conjunto microcanónico se conservan. Microscópicamente,
el conjunto microcanónico se corresponde con un sistema aislado. Si en lugar de
esas condiciones tenemos que los sistemas del conjunto están separadas por paredes
ŕıgidas, impermeables y diatérmicas, nos encontramos ante el conjunto canónico.
En él los sistemas conservan la temperatura, T , el volumen, V , y el número de
constituyentes, N . Su equivalencia seŕıa la de un sistema cerrado isotermo, y es el
conjunto que más aplicaciones tiene. Por último, si nos encontramos ante sistemas
separados por paredes ŕıgidas, permeables y diatérmicas estaremos ante el conjunto
gran canónico o macrocanónico. Las magnitudes que se conservan en los sistemas
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de dicho conjunto serán la temperatura, T , el volumen, V , y el potencial qúımico,
µ. Macroscópicamente se asocia a un sistema abierto isotermo, y suele emplearse
en sistemas en los que tienen lugar reacciones qúımicas y reacciones de creación de
pares.

3.2.2. Entroṕıa de Boltzmann y Entroṕıa de Boltzmann-
Gibbs.

El concepto de entroṕıa está muy ligado a la f́ısica estad́ıstica. En este aparta-
do deduciremos la expresión de la entroṕıa para la f́ısica estad́ıstica y veremos su
interpretación dentro de ella. Haremos un desarrollo histórico, deduciendo primero
la expresión de la entroṕıa que está inscrita en la tumba de Boltzmann, y que es
especifica para los conjuntos microcanónicos, para después extenderla a cualquier
conjunto generalizado, obteniendo la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs.

Para deducir la ecuación de Boltzmann para la entroṕıa seguiremos el razona-
miento planteado en [2][35]. Según el primer postulado de la f́ısica estad́ıstica, en un
sistema aislado todos los microestados en el que puede encontrarse el sistema son
igualmente probables. El número de microestados o complexiones de un estado ma-
croscópico determinado recibe el nombre de probabilidad termodinámica, W , y sirve
para darnos una medida de la probabilidad de ocurrencia de un estado termodinámi-
co. El número total de microestados del sistema se denota como Ω (atendiendo al
primer postulado de la f́ısica estad́ıstica, en un sistema aislado la probabilidad de
encontrarnos en un determinado microestado será 1/Ω), por lo que la probabilidad
matemática de un macroestado del sistema tendrá la forma w = W/Ω. La proba-
bilidad termodinámica, W , tiene un rango de valores comprendido en los números
naturales, W ∈ N, mientras que la probabilidad matemática, w, estará compren-
dida en el intervalo entre 0 y 1, w ∈ [0, 1]. Ambas probabilidades son claramente
proporcionales.

W = Ω · w ∝ w ⇒ W

W ′
=

w

w′

Teniendo en cuenta que desde el punto de vista estad́ıstico “un sistema aislado evolu-
ciona hacia el macroestado al que corresponde mayor probabilidad termodinámica”,
y que por otra parte el segundo principio de la termodinámica postula que “un siste-
ma aislado evoluciona en el sentido que implica un aumento de entroṕıa, finalizando
la evolución cuando aquella alcanza el valor máximo compatible con las coordenadas
del sistema”, Boltzmann propuso que la entroṕıa de cada macroestado era función
de la probabilidad termodinámica, S = f(W ). Consideremos ahora dos sistemas
independientes, A y B, y admitamos que la entroṕıa es aditiva, tendremos entonces
que la entroṕıa del sistema conformado al unir los sistemas A y B será la suma de
las entroṕıas asociadas a dichos sistemas.

S = f(W ) = SA + SB = f(WA) + f(WB) (3.19)

Por otro lado, cada microestado del sistema total serán la combinación de los micro-
estados de los sistemas A y B, por lo que la probabilidad termodinámica del sistema
total será el producto de las probabilidades termodinámicas de los sistemas A y B,
W = WA ·WB. Aśı se cumplirá también, teniendo en cuenta (3.19), que:
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f(W ) = f(WA ·WB) = f(WA) + f(WB) (3.20)

Para encontrar la expresión de la entroṕıa debemos resolver esta ecuación funcional.
Derivando la expresión (3.20) con respecto a WA primero, y con respecto a WB

después, obtenemos que:

f ′
WA

(WA ·WB) +WAWBf
′′
WAWB

(WA ·WB) = 0

donde f ′
WA

(WA·WB) denota la derivada de f(WA·WB) respecto deWA, y f
′′
WAWB

(WA·
WB) la doble derivada de f(WA · WB) respecto de WA y WB. Teniendo en cuenta
que W = WA ·WB y que S(W ) = f(W ), dicha expresión equivale a:

S ′(W ) +WS ′′(W ) = 0 (3.21)

cuya solución general tiene la forma:

S(W ) = k lnW + C (3.22)

Expresión que depende de dos constantes, k, que estudiaremos más adelante, y C,
una constante de integración que veremos que es nula. A partir de la ecuación (3.22)
se deriva inmediatamente la ecuación de Boltzmann, que nos da la entroṕıa de un
determinado sistema a partir de otro de referencia.

SA − SB = k ln

(
WA

WB

)

(3.23)

Intentaremos determinar ahora el valor de la constante de integración, para ello
tendremos que recurrir a la hipótesis enunciada por el tercer principio de la termo-
dinámica, que nos dice que “Todos los cuerpos que a 0K han alcanzado su estado de
orden perfecto (W = 1, todas las individualidades se encuentran en el mismo ele-
mento de volumen del espacio fásico) poseen una entroṕıa nula”. A partir de dicho
principio podemos aseverar la condición S(W = 1) = 0, que añadimos como condi-
ción inicial a la ecuación diferencial (3.21), obteniendo entonces que la expresión de
la entroṕıa para un sistema aislado en equilibrio obedece a la expresión:

S(W ) = k lnW (3.24)

La entroṕıa será aśı proporcional al logaritmo de la probabilidad termodinámica
a través de la constante k. Dicha constante será universal, y puede ser calculada
a partir de la ecuación de Boltzmann mediante un caso en el que conozcamos la
entroṕıa y la probabilidad. Si consideramos N moléculas de un gas ideal a dos
volúmenes diferentes, V1 y V2, con V2 > V1, tendremos que la probabilidad relativa
de encontrar una molécula en V2 respecto a encontrarla en V1 será el cociente entre
ambos volúmenes. Aśı pues, y considerando que la localización de una molécula es
independiente de la localización del resto por ser un gas ideal, tendremos que el
cociente de probabilidades termodinámicas vendrá dado por la ecuación (3.25).

W2

W1

=
w2

w1

=

(
V2

V1

)N

(3.25)
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Aplicando la expresión (3.23) obtenemos que la variación de entroṕıa de un sistema
a otro tendrá la forma:

S2 − S1 = kN ln

(
V2

V1

)

(3.26)

Por otra parte sabemos que en un proceso isotermo la variación de la entroṕıa
correspondiente a la expansión isoterma reversible de un volumen V1 a un volumen
V2 equivale a:

S2 − S1 =

∫
δQ

T
=

N

NA

R ln

(
V2

V1

)

(3.27)

Comparando las expresiones (3.26) y (3.27) obtenemos que la constante k, que deno-
minaremos constante de Boltzmann y denotaremos por kB, obedece a la expresión:

kB =
R

NA

(3.28)

y tiene un valor kB = 1,38 · 10−23 J K−1, representando la constante universal de los
gases ideales por part́ıcula en vez de por mol.

Podŕıamos llamar a la entroṕıa expuesta en la ecuación (3.24) como entroṕıa de
Boltzmann, aunque se postuló varios años después de su muerte, ya que aśı aparece
esculpida en la lápida del célebre f́ısico. No obstante, esta expresión de la entroṕıa
no es general, ya que como hemos expuesto al comienzo del apartado, solo es válida
para sistemas aislados en equilibrio, esto es, solo aplicable al conjunto microcanóni-
co. Aunque la termodinámica clásica se basaba en procesos reversibles, ya vimos que
era bastante restringida su aplicación, y en mecánica estad́ıstica es mucho más útil
el conjunto canónico, para el cual esta definición de la entroṕıa no tiene validez. Por
esta razón Gibbs extendió la teoŕıa para cualquier conjunto generalizado [9]. Realiza-
remos el razonamiento desde el punto de vista de un sistema termodinámico simple
de fuerza generalizada A y desplazamiento generalizado a, aunque será válido para
cualquier sistema dado. De esta forma la probabilidad termodinámica dependerá de
la enerǵıa interna y el desplazamiento generalizado, W = W (U, a). La variación de
la entroṕıa que vimos en la ecuación (3.9) quedará para este sistema como:

dS =
1

T
dU +

1

T

d∑

i=1

Aidai

Reorganizando un poco la expresión no quedará como:

kBS = βdU + ξda

donde β = (kBT )
−1 = (∂ lnW/∂U)a y ξ = β · A siendo A la fuerza generalizada

asociada al desplazamiento generalizado a.
Imaginemos un sistema en equilibrio en el que U y a pueden fluctuar. Este

sistema puede ser visto como una parte de un sistema compuesto aislado en el
que otra parte es un gran reservorio para la enerǵıa interna y el desplazamiento
generalizado. La probabilidad de los microestados no será ahora uniforme, y puede
ser descrita mediante la expresión:
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Pν =
1

Ξ
e−βUν−ξaν

donde Ξ =
∑

ν e
−βUν−ξaν .

La enerǵıa interna y el desplazamiento generalizado vendrán dado por las valores
esperados expuestos a continuación,

〈U〉 =
∑

ν

PνUν =

[
∂ ln Ξ

∂(−β)

]

ξ,b

〈a〉 =
∑

ν

Pνaν =

[
∂ ln Ξ

∂(−ξ)

]

β,b

donde b se refiere a las variables extensivas que no fluctúan en el sistema. De lo
expuesto se deduce que:

d ln Ξ = −〈U〉dβ − 〈a〉dξ
Consideremos ahora la cantidad

S = −kB
∑

ν

Pν lnPν

Tendremos entonces que

S = −kB
∑

ν

Pν [− ln Ξ− 〈U〉dβ − 〈a〉dξ] =

= kB {ln Ξ + 〈U〉dβ + 〈a〉dξ}

Aśı pues, S/kB es la transformada de Legendre que convierte ln Ξ a una función de
〈U〉 y 〈a〉, esto es:

S = βkBd〈U〉+ ξkBd〈a〉
lo que implica que Ses, de hecho, la entroṕıa S. Aśı pues, para un sistema en general,
y cualesquiera que sea el conjunto escogido, la expresión de la entroṕıa tendrá la
forma:

S = −kB
∑

ν

Pν lnPν (3.29)

Esta es pues la celebre expresión de Boltzmann-Gibbs de la entroṕıa. Podemos
comprobar que para el caso del sistema aislado, esto es, del conjunto microcanónico,
donde la probabilidad de los microestados está homogeneamente distribuida (Pν =
1/W ), recuperaremos la expresión de Boltzmann para la entroṕıa.

S = −kB
∑

ν

Pν lnPν = kB
∑

ν

Pν lnW = kB lnW
∑

ν

Pν = kB lnW

La ecuación expuesta en (3.29) es válida para sistemas clásico discretos, aun-
que es fácilmente extendible a sistemas clásicos continuos o sistemas cuánticos [37].
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Describiremos ahora como serán las expresiones de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs
para los diferentes tipos de sistemas. Supongamos un sistema discreto compuesto
por un conjunto de W microestados, cada uno con una cierta probabilidad pi. Para
dicho sistema la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs vendrá dada por la expresión (3.29):

SBG = −kB

W∑

i=1

pi ln pi (3.30)

Donde ha de cumplirse que
∑

pi = 1. Si el espacio de las fases de nuestro sistema
es continuo, con una función de distribución de probabilidad p(x), tendremos que la
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs equivaldrá a:

SBG = −kB

∫

X

p(x) ln [σp(x)]dx (3.31)

donde σ es una constante con las mismas unidades f́ısicas que x, de forma que
el cociente entre ambas sea adimensional. Por ejemplo, para el caso del sistema
hamiltoniano aislado clásico de N part́ıculas puntuales interactuando entre ellas en
d dimensiones deberemos usar σ = ~

Nd. Para el caso de equiprobabilidad tendremos
que SBG = kB ln (Ω/σ). Debe cumplirse la condición

∫
p(x)dx = 1. Por último, para

un sistema cuántico la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs toma la forma introducida por
von Neumann.

SBG = −kBTrρ ln ρ (3.32)

Donde Trρ = 1, y siendo ρ la matriz de densidad actuando sobre un espacio de
Hilbert de dimensión W .

Por último estudiaremos brevemente la asociación que se hace entre la entroṕıa
y el orden a través de la f́ısica y las expresiones que hemos obtenido de la entroṕıa
de Boltzmann-Gibbs. Ya vimos en apartados anteriores que la entroṕıa en termo-
dinámica y f́ısica estad́ıstica estaba asociada al desorden que presentaba el sistema,
aśı, cuando la entroṕıa es alta el sistema tiene asociado un estado de poco orden,
mientras que si es baja el sistema estará muy ordenado. Definiremos el concepto de
orden en f́ısica como la probabilidad de encontrar una part́ıcula en un determinado
lugar o estado, si la probabilidad de encontrar una molécula un un determinado
lugar es alta, entonces el orden será alto. Por ejemplo, en un sólido cristalino, pa-
radigma de orden, la posición de los átomos dentro de la red está perfectamente
definida, de forma que, excepto por las vibraciones asociadas a la temperatura y los
defectos cristalinos de la red, la probabilidad de encontrar al átomo en su posición
en la red es muy alta, denotemosla ps. Si el solido estuviese a 0K y no presentase
defectos tendŕıamos que su posición coincidiŕıa a la perfección con el punto de red,
por lo que ps < p0K = 1. Si el material se encontrase en fase fluida se rompeŕıa la
correlación entre la posición de los átomos, de forma que la probabilidad de encon-
trarlos en una determinada posición seŕıa menor que en el caso de estado sólido,
pf < ps. Por último, en fase gaseosa el material aún estaŕıa más desordenado que en
fase ĺıquida, pg < pf < ps < p0K = 1. Haciendo uso de cualquiera de las definiciones
que hemos dado de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, (3.30),(3.31), o (3.32), podemos
comprobar que Sg > Sf > Ss > S0K = 0. En un sistema de orden perfecto, como ya
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vimos al enunciar el tercer principio de la termodinámica, la entroṕıa es nula, y va
creciendo a medida que disminuye el orden.

3.2.3. Teoŕıa de la Información.

Como ya comentamos, la tercera parte de la ciencia que comparte y hace uso
de la entroṕıa es la teoŕıa de la información, y es en este ámbito de la ciencia en el
que realmente nos basaremos para trabajar en el modelo de supervivencia celular a
la radiación ionizante. La teoŕıa de la información fue desarrollada a partir de las
investigaciones de Shannon en la primera mitad del siglo XX, y tiene importantes
aplicaciones en los campos de la computación, de la ingenieŕıa de telecomunicaciones
y en la f́ısica.

La definición de información se deriva de consideraciones estad́ısticas. En la teoŕıa
de la información el concepto de información está vinculado con el resultado de una
elección, no como la base para una predicción. Aśı pues, en este campo, la noción
de información está completamente separado del de conocimiento de un sistema.

Consideremos [8] un sistema en el que se pueden dar N0 casos diferentes, siendo
todos ellos equiprobables a priori. Esta es la situación inicial, cuando no tenemos
especial información sobre el sistema a considerar. Si obtenemos más información
sobre el problema podemos especificar que solo una de las N0 opciones es realmente
posible. La gran incertidumbre en el problema inicial es que, cuanto mayor sea N0

mayor será la cantidad de información necesaria para hacer la selección. Resumiendo,
tenemos:

Situación inicial: I0 = 0 con N0 igualmente probables.

Situación final: I1 6= 0 con N1 = 1; i.e. solo una posibilidad seleccionada.

El śımbolo I representa la información, que es definida como:

I1 = K lnN0 (3.33)

siendo K una constante. El uso del logaritmo está justificado por el hecho de que
queremos que la información sea una propiedad aditiva.

La definición de la medida de la información puede ser generalizada para cubrir
el caso en que N0 posibilidades existen en la situación inicial, mientras que la final
contiene N1 situaciones posibles,

Situación inicial: I0 = 0 con N0 equiprobables.

Situación final: I1 6= 0 con N1 equiprobables.

en este caso tendremos que la información tendrá la forma:

I1 = K ln

(
N0

N1

)

= K lnN0 −K lnN1 (3.34)

que se reduce a la ecuación (3.33) cuando N1 = 1.
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Sin embargo, de manera general, las N0 posibilidades iniciales no suelen ser
equiprobables a priori, si no que tendrán una cierta probabilidad pi, de forma que
∑

pi = 1. La información en este caso vendrá dada por la expresión de Shannon:

I = −K

N0∑

i=1

pi ln pi (3.35)

Podemos fácilmente identificar la expresión (3.33) con la entroṕıa de Boltzmann
y la expresión (3.35) con la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, luego la magnitud infor-
mación y la magnitud entroṕıa están estrechamente vinculadas. Respecto a la cons-
tante K, en la teoŕıa de la información no se le asignará necesariamente el valor de la
constante de Boltzmann, kB, si no que dependiendo del tipo de sistema podrá tomar
diferentes valores. Aśı, en un sistema binario se suele emplear K = 1/ ln 2 = log2 e
para identificar I con el número de selecciones.

Cada restricción impuesta al sistema, cada condición de ligadura que éste posea,
hace que la información necesaria para describirlo sea menor. Aśı, un sistema sin
restricciones de N posibilidades equiprobables a priori y otro con restricciones de
N ′ < N posibilidades, también a priori equiprobables, cumplirá que I ′ = K lnN ′ <
K lnN = I. Esto puede ser visto como que las condiciones de ligadura contienen
información, Ic, y que la información se conserva, de modo que I ′ = I − Ic.

Resumiendo, desde el punto de vista de la teoŕıa de la información, la entroṕıa
nos da cuenta de la cantidad necesaria de información que nos hace falta para
caracterizar un sistema. Cuanto mayor sea la entroṕıa del mismo mayor será su
complejidad, y mayor será la información necesaria para describirlo.

3.2.4. Propiedades de la Entroṕıa de Boltzmann-Gibbs.

En esta última sección dedicada a la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs describiremos
de forma breve las propiedades que ésta presenta [37].

Carácter Positivo de la Entroṕıa.

La entroṕıa de Boltzmann-Gibbs no puede tomar valores negativos. Si conocemos
con certeza el estado del sistema (pi0 = 1, pi = 0 ∀i 6= i0), tendremos que la entroṕıa
será nula, SBG = 0. En cualquier otro caso, dado que 0 < pi < 1, tendremos que

SBG = −k 〈ln pi〉 = k

〈

ln
1

pi

〉

siendo 〈· · · 〉 el valore medio. Como ln 1/pi > 0 ∀i, claramente la entroṕıa será posi-
tiva, SBG > 0.

Entroṕıa Máxima a Probabilidades Iguales.

La entroṕıa no depende del soporte f́ısico del sistema, solo del número total de
configuraciones microscópicas posibles del mismo. Aśı pues, se espera que la entroṕıa
sea invariante ante cualquier permutación de los estados. Ello nos conduce a que la
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs a de ser extremal en el caso en que los estados sean
equiprobables, en concreto deberá alcanzar su máximo.
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Expansibilidad.

Añadir al sistema nuevos estados con probabilidad nula no modifica su entroṕıa
de Boltzmann-Gibbs.

SBG(p1, p2, · · · , pW , 0) = SBG(p1, p2, · · · , pW ) (3.36)

Aditividad.

Dados dos subsistemas independientes A y B, para la entroṕıa de Boltzmann-
Gibbs la unión de ambos subsistemas A+B = A ∪B cumplirá que:

SBG(A+B) = SBG(A) + SBG(B) (3.37)

Por lo tanto la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs es aditiva. Si el sistema, X, está com-
puesto por N subsistemas iguales, Y , tendremos que SBG(X) = NSBG(Y ).

Concavidad.

Dada una distribución de probabilidad {pi} construida a partir de otras dos
distribuciones independientes, {p̃i} y {p̂i}, como:

pi = λp̃i + (1− λ)p̂i (∀i; 0 < λ < 1)

Se puede comprobar que la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs cumple la desigualdad

SBG({pi}) > λSBG({p̃i}) + (1− λ)SBG({p̂i})
que es la condición necesaria y suficiente para que la entroṕıa sea cóncava.

Estabilidad-Lesche o Robustez Experimental.

Dos distribuciones de probabilidad, {pi} y {p̃i}, se dice que son cercanas si sa-
tisfacen la propiedad métrica:

D ≡
W∑

i=1

|pi − p̃i| ≤ dε

siendo dε un pequeño número real. Se dice entonces que la entroṕıa es experimen-
talmente robusta si para cualquier ε > 0 existe un dε tal que, el ser D ≤ dε implica
que

R ≡
∣
∣
∣
∣

S({pi})− S({p̃i})
Smax

∣
∣
∣
∣
< ε

donde Smax es el máximo valor que la entroṕıa puede alcanzar (para el caso de la
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, Smax = lnW ).

Lesche demostró que la robustez experimental garantiza que para experimentos
similares realizados en sistemas f́ısicos similares se alcanzan resultados similares.

La entroṕıa de Boltzmann-Gibbs es robusta experimentalmente y cumple, por lo
tanto, el principio de estabilidad de Lesche.
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Teorema de Unicidad de Shannon.

Si una forma entrópica S({pi}) satisface las siguientes propiedades:

i.- S({pi}) es una función continua de {pi}.

ii.- S(pi = 1/W, ∀i) aumenta monotonamente con el número total de posibilidades
W .

iii.- S(A+B) = S(A)+S(B) si pA+B
ij = pAi p

B
j ∀(i, j), donde S(A+B) ≡ S({pA+B

ij }),
S(A) ≡ S({pAi })

[

pAi ≡∑WB

j=1 p
A+B
ij

]

, y S(B) ≡ S({pBi })
[

pBi ≡∑WA

j=1 p
A+B
ij

]

.

iv.- S({pi}) = S(pL, pM) + pLS({pi/pL}) + pMS({pi/pM}) con pL ≡
∑

L pi, pM ≡
∑

M pi, L+M = W , y pL + pM = 1.

entonces, y solo entonces, la entroṕıa tendrá la forma:

S({pi}) = −k
W∑

i=1

pi ln pi (k > 0)

Teorema de Unicidad de Khinchin.

Si una forma entrópica S({pi}) satisface las siguientes propiedades:

i.- S({pi}) es una función continua de {pi}.

ii.- S(pi = 1/W, ∀i) aumenta monotonamente con el número total de posibilidades
W .

iii.- S(p1, p2, · · · , pW , 0) = S(p1, p2, · · · , pW ).

iv.- S(A + B) = S(A) + S(B|A) donde S(A + B) ≡ S({pA+B
ij }), S(A) ≡ S({pAi })[

pAi ≡∑WB

j=1 p
A+B
ij

]

, y la entroṕıa condicional S(B|A) ≡∑WA

i=1 p
A
i S({pA+B

ij /pAi }).

entonces, y solo entonces, la entroṕıa tendrá la forma:

S({pi}) = −k
W∑

i=1

pi ln pi (k > 0)

Componibilidad.

Una forma entrópica adimensional S({pi}) se dice que es componible so la en-
troṕıa S(A+ B) correspondiente a un sistema compuesto de dos subsistemas inde-
pendientes A y B puede ser escrita en la forma

S(A+B) = f (S(A), S(B); {η})
donde f(x, y; {η}) es una función que más allá de depender simétricamente de
(x, y), depende también de un conjunto de indices universales {η}. La entroṕıa de
Boltzmann-Gibbs es componible, ya que cumple que SBG(A + B) = SBG(A) +
SBG(B). Como la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs es no-paramétrica no contiene in-
dices {η}.
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Producción Entrópica.

Dado un determinado sistema, el método de “producción entrópica basado en un
conjunto de condiciones iniciales” lo divide en W subsistemas, y dando un conjunto
de M condiciones iniciales, evalúa las trayectorias Mi(t) en el espacio fásico y estima
la entroṕıa calculando el número de trayectorias en cada celda Wj. La producción
entrópica por unidad de tiempo se definirá entonces como:

K1 ≡ ĺım
t→∞

ĺım
W→∞

ĺım
M→∞

SBG(t)

t

La identidad de Pesin vincula dicha producción entrópica con lo exponentes de
Lyapunov positivos, λ

(d+)
1 , del sistema mediante la expresión:

K1 =

d+∑

r=1

λ
(r)
1

Cuanto mayor sea la tasa de producción entrópica, K1, mayores serán los exponentes
de Lyapunov positivos, y más caótico será el sistema.

3.3. Entroṕıa de Tsallis.

En esta última sección del caṕıtula desarrollaremos el concepto de entroṕıa de
Tsallis, una formulación de la entroṕıa generalmente no-aditiva y no-extensiva, que
será la que emplearemos en nuestro modelo de supervivencia celular a la radiación.

Antes de continuar e introducir el concepto de entroṕıa de Tsallis debemos re-
cordar y definir las propiedades de aditividad y extensividad en la termodinámica y
la f́ısica estad́ıstica [36]. Dado un sistema compuesto, en el sentido de que está com-
puesto por numerosos componentes o subsistemas, i = 1, 2, · · · , n, con coordenadas
en el espacio de las fases xn = x1x2 · · · xn, y estamos interesados en una determinada
cantidad f́ısica, Q(xn), función del estado del sistema, diremos que dicha magnitud
f́ısica es aditiva si cumple la definición 1.

Definicion 1 (Aditividad). Un observable f́ısico compuesto Q(xn) se dice que es
aditivo con respecto a dos subsistemas con estados xm = x1x2 · · · xm y xn−m =
xm+1xm+2 · · · xn si Q(xn) = Q(xm) +Q(xn−m).

Esta definición puede generalizarse para cualquier partición del estado xn en dos
o más subsistemas. Una condición más fuerte que la aditividad es la aditividad
completa, cuya descripción viene dada por la definición 2.

Definicion 2 (Aditividad Completa). Q(xn) se dice que es completamente aditivo
si es la suma de las contribuciones marginales (dadas por cada elemento del sistema)
de Q, esto es, si Q(xn) =

∑n
i=1 Q(xi).

Es inmediato demostrar que la aditividad completa implica aditividad. Sin embar-
go el concepto de extensividad es completamente independiente del concepto de
aditividad, como queda demostrado en la definición 3 de extensividad.
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Definicion 3 (Extensividad). Un observable Q(xn) es extensivo si la densidad-Q,
definida como el cociente Q(xn)/n, se mantiene constante cuando n tiende a infinito,
n → ∞. Si se usan variables aleatorias se debe establecer un criterio de convergencia
(por ejemplo convergencia en probabilidad, máxima verisimilitud, etc) para dar un
sentido al concepto de limite.

De las definiciones anteriores se deduce que los conceptos de aditividad y exten-
sividad no tienen una vinculación establecida. Una propiedad de un determinado
sistema puede ser aditiva y no ser extensiva, aśı como puede ser extensiva y no adi-
tiva en general. En el caso de la entroṕıa, la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs es aditiva
siempre, sin embargo hay sistemas en los que no es extensiva. Por el contrario, co-
mo veremos a continuación, la entroṕıa de Tsallis es en general no aditiva (excepto
en el caso en que q = 1), y sin embargo en determinados sistemas puede exhibir
un carácter extensivo. Generalmente en la literatura relacionada con la entroṕıa de
Tsallis y la mecánica estad́ıstica no-extensiva se abusa del lenguaje f́ısico, toman-
do aditividad y extensividad como sinónimos, algo que generalmente conlleva un
error inherente, como Tsallis mismo puntualiza [37]. En este trabajo intentaremos
referirnos a ambos conceptos con rigor, aunque, dado que la literatura los mezcla e
intercambia de forma general, quizás haya algún error no consciente.

La termodinámica, f́ısica estad́ıstica y teoŕıa de la información se basan aśı en
un concepto de entroṕıa aditivo y generalmente extensivo. Sin embargo, ya desde
el comienzo del desarrollo de la f́ısica estad́ıstica se intuyó que las definiciones de
entroṕıa empleadas hasta entonces, ya fuese en la termodinámica como en la f́ısica
estad́ıstica, no serv́ıan para estudiar cualquier tipo de sistema, debido básicamen-
te a su carácter aditivo [37]. Para sistemas que exhibieran interacciones entre sus
individualidades de carácter débil y corto alcance, como en el caso de los gases, le
entroṕıa era extensiva y la teoŕıa funcionaba bien, sin embargo para sistemas con
interacciones de largo alcance entre sus part́ıculas se intúıa que seŕıan necesarias
otras formulaciones de la entroṕıa para dar cuenta de carácteres no-aditivos o no-
extensivos de la misma. Una parte de la f́ısica estad́ıstica ha evolucionado en las
últimas décadas para dar cobertura a este tipo de sistemas, enunciándose varias ex-
presiones alternativas a la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs. Repasaremos brevemente
algunas de ellas:

Entroṕıa de Renyi.

SR
q ≡ ln

∑W
i=1 p

q
i

1− q
=

ln [1 + (1− q)Sq]

1− q
(3.38)

Entroṕıa de Curado.

SC
b ≡

W∑

i=1

(1− e−bpi) + e−b − 1 (b ∈ R; b > 0) (3.39)

Entroṕıa exponencial.

SE ≡
W∑

i=1

pi

(

1− e
pi−1

pi

)

(3.40)
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Entroṕıa de Anteneodo-Plastino.

SAP
η ≡

W∑

i=1

[

Γ

(
η + 1

η
,− ln p1

)

− piΓ

(
η + 1

η

)]

(η ∈ R; η > 0) (3.41)

donde

Γ(µ, t) ≡
∫ ∞

t

yµ−1e−ydy =

∫ e−t

0

(

ln
1

x

)µ−1

(µ > 0)

es la función gamma complementaria incompleta, y Γ(µ) = Γ(µ, 0) es la función
gamma.

Entroṕıa de Landsberg-Vedral-Rajagopal-Abe.

SLV RA
q ≡ SN

q ≡ Sq
∑W

i=1 p
q
i

=
1−

[
∑W

i=1 p
q
i

]−1

1− q
=

Sq

1 + (1− q)Sq

(3.42)

Entroṕıa escolta.

SE
q ≡

1−
[
∑W

i=1 p
1/q
i

]−q

1− q
=

1−
[

1− 1−q
q
S1/q

]−q

q − 1
(3.43)

Entroṕıa de Kaniadakis o entroṕıa-κ.

SK
κ ≡ −

W∑

i=1

pi ln
K
κ pi (3.44)

con

lnK
κ x ≡ xκ − x−κ

2κ
(lnK

0 x = ln x)

Hemos denotado la entroṕıa de Tsallis como Sq, y ya la definiremos en el apartado
siguiente. Todas las entroṕıas anteriores, además de la entroṕıa de Tsallis, convergen
hacia la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs para un valor determinado de su parámetro
caracteŕıstico, por lo que todas son generalizaciones de dicha entroṕıa.

ĺım
q→1

Sq = ĺım
q→1

SR
q = ĺım

q→1
SN
q = ĺım

q→1
SE
q = ĺım

η→1
SAP
η = ĺım

κ→1
SK
κ = SBG

No obstante, de todas las entroṕıas mencionadas, la más completa desde el punto
de vista teórico, y la que mejor se adapta a nuestras necesidades, además de la más
estudiada y desarrollada es la entroṕıa de Tsallis. En el siguiente apartado intro-
duciremos dicha entroṕıa y daremos su definición. En otro apartado estudiaremos
sus propiedades, como hicimos con la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, y finalizaremos
el caṕıtulo con dos operaciones en el espacio de probabilidades que nos permitirán
trabajar con la entroṕıa de Tsallis como si se tratase de una magnitud aditiva.
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3.3.1. Generalización de la Entroṕıa No-Aditiva.

Antes de comenzar con la definición y el desarrollo del concepto de entroṕıa de
Tsallis debemos introducir un par de funciones esenciales para ello. Se trata de la
función q-exponencial y q-logaŕıtmica. Para ello empleamos la “metáfora” empleada
por Tsallis en [37].

Quizás las tres ecuaciones diferenciales más simples que podemos hallar sean las
expuestas en las expresiones (3.45), (3.46) y (3.47).

dy

dx
= 0 (y(0) = 1) (3.45)

dy

dx
= 1 (y(0) = 1) (3.46)

dy

dx
= y (y(0) = 1) (3.47)

Todas ellas son situaciones particulares de la ecuación diferencial lineal de primer
grado, dy/dx = a + by. Sus soluciones con las condiciones iniciales especificadas en
(3.45), (3.46) y (3.47), y las funciones inversas de estas estarán dadas según (3.48),
(3.49) y (3.50).

y(x) = 0 x(y) = 1 (3.48)

y(x) = 1 + x x(y) = y − 1 (3.49)

y(x) = ex x(y) = ln y (3.50)

La función logaŕıtmica (3.50), empleada a la hora de definir la entroṕıa de Boltzmann-
Gibbs, cumple la propiedad aditiva, ln (xAxB) = ln xA ln xB. La pregunta que nos
surge es si podemos expresar las ecuaciones diferenciales (3.45), (3.46) y (3.47) de
forma conjunta, como en la e.d. lineal, pero con un solo parámetro. En efecto, la
ecuación diferencial

dy

dx
= yq (y(0) = 1; q ∈ R) (3.51)

cumple esa condición. Si q → −∞ la expresión (3.51) se convierte en (3.45), si
q → 0 tenderá a (3.46), mientras que si q → 1 obtendremos (3.47). Integrando
(3.51) obtenemos que la solución general vendrá dada por (3.52).

exq ≡ y(x) =

{

[1 + (q + 1)x]
1

1−q si q 6= 1

ex si q = 1
(3.52)

Denominaremos a tal expresión como función q-exponencial. Cuando q = 1 la ecua-
ción diferencial (3.51) se reduce a (3.47), cuya solución general es la función exponen-
cial, permitiendo entonces la solución para dicho valor del parámetro. La expresión
gráfica de la función q-exponencial para varios valores del parámetro q se muestra
en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Función q-exponencial para diferentes valores de q.

Podemos deducir la función inversa a la función q-exponencial, que denominare-
mos función q-logaŕıtmica por razones obvias, de forma inmediata.

lnx
q ≡ x(y) =

{
y1−q−1
1−q

si q 6= 1

ln y si q = 1
(3.53)

Su expresión gráfica se muestra en la figura 3.3.
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Figura 3.3: Función q-logaŕıtmica para diferentes valores de q.

Como propiedad a destacar de la función q-logaŕıtmica decir que en general
(salvo, claro esta, que q = 1) dicha función es no-aditiva.

lnq xAxB = lnq xA + lnq xB + (1− q) lnq xA lnq xB (3.54)

Una vez introducida la función q-logaŕıtmica estamos en disposición de poder
definir la entroṕıa de Tsallis, que no será más que la generalización de la entroṕıa
de Boltzmann-Gibbs empleando la función q-logaŕıtmica en lugar del logaritmo. La
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs puede expresarse como el valor medio de la cantidad
ln (1/pi), referida como “sorpresa” o “inesperabilidad” por algunos autores.

SBG = k

〈

ln

(
1

pi

)〉



3.3. ENTROPÍA DE TSALLIS. 91

Aśı pues, la entroṕıa de Tsallis se definirá como el valor medio del q-logaritmo de
la inversa de la probabilidad, Sq = k 〈lnq (1/pi)〉. En el caso de tener una variable
aleatoria discreta como magnitud, esto es, que es espacio de las fases sea discreto,
tendremos que la entroṕıa de Tsallis toma la forma:

Sq =
k

q − 1

(

1−
W∑

i=1

pqi

)

(3.55)

Si en lugar de tener un espacio de las fases dado como una variable aleatoria discreta
fuese una variable aleatoria continua tendŕıamos que la expresión de la entroṕıa de
Tsallis seŕıa:

Sq =
k

q − 1

(

1−
∫

X

pq(x)dx

)

(3.56)

En cualquier caso, si la distribución de probabilidades de la variable aleatoria estu-
viese uniformemente distribuida, pi = 1/W , la entroṕıa de Tsallis obedeceŕıa a la
expresión (3.57).

Sq = k lnq W (3.57)

La entroṕıa de Tsallis converge hacia la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs cuando
q → 1. Aśı la expresión (3.57) se convierte en la famosa expresión de la tumba de
Boltzmann (3.24), y las expresiones (3.55) y (3.56) evolucionan a (3.30) y (3.31)
respectivamente.

3.3.2. Propiedades de la Entroṕıa de Tsallis.

Al igual que hicimos con la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, enumeraremos ahora
las propiedades más importantes que muestra la entroṕıa de Tsallis [37].

Carácter Positivo.

Al igual que suced́ıa con con la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, la entroṕıa de
Tsallis es una magnitud que no puede tomar valores negativos. Si el estado del sis-
tema está perfectamente definido, esto es, si pj = 1 para un determinado estado j
y consecuentemente pi = 0, ∀i 6= j, tendremos que la entroṕıa de Tsallis será nula,
cualesquiera que sea q. Si tenemos un conjunto de estados probables con pi ∈ (0, 1),
tendremos que el q-logaritmo de la inversa de las probabilidades, lnq 1/pi será defi-
nido positivo, por lo que la entroṕıa de Tsallis será positiva. Aśı pues se cumple que
Sq ≥ 0 en cualquier caso.

Extremal a Probabilidades Iguales.

Dado que la entroṕıa de Tsallis, al igual que la de Boltzmann-Gibbs, a de ser
invariante ante cualquier permutación de los estados, cuando nos encontramos ante
probabilidades iguales la entroṕıa de Tsallis ha de ser extremal. Como veremos más
adelante al estudiar la concavidad y convexidad de la entroṕıa de Tsallis, si q > 0
este extremo será un máximo, mientras que si q < 0 será un mı́nimo. Para q = 0 la
entroṕıa será constante y no presentará extremos (S0 = k(W − 1) ;∀{pi}).
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Expansibilidad.

Se puede demostrar de forma directa a partir de su definición que la entroṕıa de
Tsallis es expansible para cualquiera que sea el valor de q.

Sq(p1, p2, · · · , pW , 0) = Sq(p1, p2, · · · , pW ) (3.58)

No-Aditividad.

Dados dos subsistemas independientes, A y B, siendo la probabilidad conjunta
pA+B
ij = pAi p

B
j , se cumplirá que:

Sq(A+B)

k
=

Sq(A)

k
+

Sq(B)

k
+ (1− q)

Sq(A)

k

Sq(B)

k
(3.59)

Aśı pues, para q 6= 1 tendremos que la entroṕıa de Tsallis es no-aditiva. Para el
caso q = 1 la entroṕıa de Tsallis converge hacia la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, y
por lo tanto es aditiva. Si los subsistemas A y B están correlacionados, esto es, no
son independientes, puede darse el caso en el que, aunque la entroṕıa de Tsallis siga
siendo no-aditiva, se comporte de forma extensiva para valores de q diferentes a 1.

Por otra parte, se puede demostrar que, dado el carácter no-negativo de la en-
troṕıa de Tsallis, se cumplen las siguientes desigualdades:

Sq(A+B) ≥ Sq(A) + Sq(B) si q < 1

Sq(A+B) ≤ Sq(A) + Sq(B) si q > 1

por lo que al caso q > 1 se le suele denominar superaditivo y al caso q < 1 se le
denota como subaditivo.

Concavidad y Convexidad.

El razonamiento llevado a cabo para la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs puede
extenderse al caso de la entroṕıa de Tsallis. La segunda derivada de la función
x(1− xq−1)/(q − 1) es negativa para q > 0, por lo que:

pi
(
1− pq−1

i

)

q − 1
> λ

p̃i
(
1− p̃q−1

i

)

q − 1
+ (1− λ)

p̂i
(
1− p̂q−1

i

)

q − 1
(∀i; 0 < λ < 1)

de donde deducimos que:

Sq(pi) > λSq(p̃i) + (1− λ)Sq(p̂i)

por lo que, para q > 0 la entroṕıa de Tsallis será cóncava. Si q < 0 la segunda
derivada será positiva y las desigualdades tendrán sentido contrario, por lo que,
para q < 0 la entroṕıa de Tsallis será convexa.
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Derivada de Jackson.

Se define el operador diferencial de Jackson, Dq, sobre una función f(x) como:

Dqf(x) ≡
f(qx)− f(x)

qx− x
(3.60)

donde D1f(x) = df(x)/dx.
Abe descubrió que la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs cumple la propiedad:

SBG = − d

dx

W∑

i=1

pxi |x=1 (3.61)

que se puede generalizar al caso de la entroṕıa de Tsallis mediante la derivada de
Jackson.

Sq = −Dq

W∑

i=1

pxi |x=1 (3.62)

Estabilidad-Lesche o Robustez Experimental.

Dadas las definiciones de estabilidad-Lesche y robustez experimental dados en la
sección sobre las propiedades de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, se puede demostrar
que para q > 0 la entroṕıa de Tsallis cumple el principio de estabilidad de Lesche,
y por lo tanto es experimentalmente robusta.

Entroṕıa Condicional No-Extensiva, Valores q-Esperados y Distribucio-
nes de Escolta.

Si dividimos es espacio de las fases enK subespacios independientes,W1,W2, · · · ,WK ,
de forma que su union conforma el espacio de las fases total,

∑K
k=1 Wk = W , po-

demos definir las probabilidades πk ≡
∑

Wk
pi, donde obviamente se cumplirá que

∑K
k=1 πk = 1. Se verificará entonces la propiedad:

Sq({pi}) = Sq({πk}) +
K∑

k=1

πq
kSq({pi/πk}) (3.63)

donde {pi/πk} son las probabilidades condicionales que obedecen el teorema de
Bayes. Definiendo el valor q-esperado no-normalizado como:

〈Sq({pi/πk})〉(u)q =
K∑

k=1

πq
kSq({pi/πk})

tendremos que Sq({pi}) = Sq({πk}) + 〈Sq({pi/πk})〉(u)q . La ecuación (3.63) puede
reescribirse como:

Sq({pi}) = Sq({πk}) + 〈Sq({pi/πk})〉q + (1− q)Sq({πk}) 〈Sq({pi/πk})〉q
donde 〈Sq({pi/πk})〉q es el valor q-esperado normalizado:
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〈Sq({pi/πk})〉q ≡
K∑

k=1

ΠkSq({pi/πk})

con probabilidades de escolta:

Πk ≡
πq
k

∑K
k′=1 π

q
k′

(k = 1, 2, · · · , K)

Teorema de Unicidad de Santos.

Si una forma entrópica S({pi}) satisface las siguientes propiedades:

i.- S({pi}) es una función continua de {pi}.

ii.- S(pi = 1/W, ∀i) aumenta monotonamente con el número total de posibilidades
W .

iii.- S(A+B)
k

= S(A)
k

+ S(B)
k

+ (1− q)S(A)
k

S(B)
k

si pA+B
ij = pAi p

B
j ∀(i, j), con k > 0.

iv.- S({pi}) = S(pL, pM) + pqLS({pi/pL}) + pqMS({pi/pM}) con pL ≡∑L pi, pM ≡
∑

M pi, L+M = W , y pL + pM = 1.

entonces, y solo entonces, la entroṕıa tendrá la forma:

S({pi}) =
k

q − 1

(

1−
W∑

i=1

pqi

)

Teorema de Unicidad de Abe.

Si una forma entrópica S({pi}) satisface las siguientes propiedades:

i.- S({pi}) es una función continua de {pi}.

ii.- S(pi = 1/W, ∀i) aumenta monotonamente con el número total de posibilidades
W .

iii.- S(p1, p2, · · · , pW , 0) = S(p1, p2, · · · , pW ).

iv.- S(A+B)
k

= S(A)
k

+S(B|A)
k

+(1−q)S(A)
k

S(B|A)
k

donde S(A+B) ≡ S({pA+B
ij }), S(A) ≡

S
(
∑WB

j=1 p
A+B
ij

)

, y la entroṕıa condicional S(B|A) ≡
∑WA

i=1 (pAi )
q
S({pA+B

ij /pAi })
∑WA

i=1 (pAi )
q .

entonces, y solo entonces, la entroṕıa tendrá la forma:

S({pi}) =
k

q − 1

(

1−
W∑

i=1

pqi

)
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Componibilidad.

Dada la definición de componibilidad dada con anterioridad, y dado que la en-
troṕıa de Tsallis cumple que F (x, y; q) = x + y + (1 − q)xy, podemos aseverar que
la entroṕıa de Tsallis en componible, con parámetro q.

Producción Entrópica.

Definiremos ahora la producción entroṕıa del sistema asociada a la entroṕıa de
Tsallis como:

Kq = ĺım
t→∞

ĺım
W→∞

ĺım
M→∞

Sq(t)

t

En f́ısica estad́ıstica no-extensiva se diferencia entre caos fuerte, como aquel al
que estamos habituados en sistemas dinámicos, y caos débil, que se da cuando λq > 0
y q < 1. Para un sistema caótico unidimensional tendremos una pareja de paráme-
tros (qsen, λsen) que nos caracterizarán el mismo. El caos fuerte será una situación
particular en la que qsen = 1. La producción entrópica se relacionará entonces con
los exponentes de Lyapunov mediante la expresión Kqsen = λqsen , que se correspon-
derá con la identidad de Pesin cuando nos encontremos en el caso de caos fuerte,
qsen = 1.

3.3.3. Aritmética Asociada a la Entroṕıa de Tsallis.

En el apartado anterior ya hemos descrito la propiedad pseudo-aditiva de la
entroṕıa de Tsallis.

Sq[A+B] = Sq[A] + Sq[B] + (1− q)Sq[A]Sq[B] (3.64)

Para poder operar como si estuviésemos ante una magnitud aditiva se han desarro-
llado un par de nuevas operaciones matemáticas, el producto-q y la suma-q.

El Producto-q.

Definimos el q-producto como:

x⊗q y ≡
[
x1−q + y1−q − 1

] 1
1−q

+
(x ≥ 0, y ≥ 0) (3.65)

o equivalentemente como:

x⊗q y ≡ elnq x+lnq y
q (3.66)

El q-producto cumple las siguientes propiedades:

I.- Para q = 1 recuperamos el producto estándar.

x⊗1 y = xy (3.67)

II.- Cumple la propiedad conmutativa.

x⊗q y = y ⊗q x (3.68)
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III.- Es aditivo bajo el q-logaritmo.

lnq (x⊗q y) = lnq x+ lnq y (3.69)

de donde deducimos que:

exq ⊗q e
y
q = ex+y

q (3.70)

Recordemos que para el producto estándar teńıamos que lnq(xy) = lnq x +

lnq y + (1− q) lnq x lnq y y que exqe
y
q = e

x+y+(1−q)xy
q .

IV.- Cumple la propiedad dualidad/inversa-(2-q).

1

x⊗q y
=

1

x
⊗2−q

1

y
(3.71)

V.- Cumple la propiedad asociactiva.

x⊗q (y⊗q z) = (x⊗q y)⊗q z = x⊗q y⊗q z = (x1−q+y1−q+z1−q−2)
1

1−q (3.72)

VI.- Admite el elemento identidad.

x⊗q 1 = x (3.73)

VII.- Bajo ciertas condiciones admite en elemento cero.

x⊗q 0 =

{

0 si (q ≥ 1 y x ≥ 0) o (q < 1 y 0 ≤ x ≤ 1)

(x1−q − 1)
1

1−q si q < 1 y x > 1
(3.74)

VIII.- Satisface que (xq ⊗1/q yq)1/q = x ⊗2−q y, o equivalentemente, x ⊗1/q y =
(x1/q ⊗2−q y

1/q)q.

IX.- Podemos definir la nava q-potencia como el q-producto de n términos iguales.

x⊗n
q ≡ x⊗q x⊗q ⊗q · · · ⊗q x = [nx1−q − (n− 1)]

1
1−q (3.75)

Evidentemente n ∈ N, aunque podemos generalizar para y ∈ R.

x⊗y
q ≡ [yx1−q − (y − 1)]

1
1−q (3.76)

Cumpliéndose entonces que lnq(x
⊗y

q ) = y lnq x.

La Suma-q.

Análogamente a como definimos el q-producto definiremos la q-suma como:

x⊕q y ≡ x+ y + (1− q)xy (3.77)

qué cumplirá las siguientes propiedades:
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I.- Para q = 1 recuperamos la suma estándar.

x⊕1 y = x+ y (3.78)

II.- Cumple la propiedad conmutativa.

x⊕q y = y ⊕q x (3.79)

III.- La q-exponencial de la q-suma equivale al producto de las q-exponenciales.

e(x⊕qy)
q = exqe

y
q (3.80)

IV.- Cumple la propiedad asociactiva.

x⊕q (y ⊕q z) = (x⊕q y)⊕q z = x⊕q y ⊕q z =

= x+ y + z + (1− q)(xy + yz + zx) + (1− q)2xyz (3.81)

V.- Admite en elemento cero.
x⊕q 0 = x (3.82)

VI.- La q-suma de n términos iguales obedece a la expresión:

x⊕n
q ≡ x⊕q x⊕q · · · ⊕q x =

= nx

[
n−2∑

i=0

(1− q)ixi

]

+ (1− q)n−1xn (n = 2, 3, . . .) (3.83)

VII.- Satisface la siguiente generalización de la propiedad distributiva:

a(x⊕q y) = (ax)⊕ q+a−1
a

(ay) (3.84)

Por último enumeraremos un par de propiedades que cumplen la q-exponencial
y el q-logaritmo con las dos nuevas operaciones introducidas ahora.

lnq (xy) = lnq x⊕q lnq y (3.85)

lnq (x⊗q y) = lnq x+ lnq y (3.86)

y consecuentemente

ex+y
q = exq ⊗q e

y
q (3.87)

e(x⊕qy)
q = exqe

y
q (3.88)
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Caṕıtulo 4

Principio de Máxima Entroṕıa.

Una vez desarrollada nuestra herramienta de trabajo en el caṕıtulo anterior,
la entroṕıa de Tsallis, nos dedicaremos en el presente caṕıtulo a detallar nuestro
procedimiento operativo, que será el principio de máxima entroṕıa. Este caṕıtu-
lo será bastante esquemático, careciendo casi por completo de la t́ıpica estructura
matemática de teoremas y demostraciones.

Comenzaremos introduciendo el principio de máxima entroṕıa desde el punto
de vista de la teoŕıa de la información, que será la parte que nos interese para el
desarrollo del modelo, dejando a un lado la parte asociada a la f́ısica estad́ıstica. Para
maximizar la entroṕıa dadas ciertas condiciones de ligadura emplearemos el método
de los multiplicadores de Lagrange, por lo que la segunda sección estará dedicada a
este procedimiento. En las dos últimas secciones se empleará el principio de máxima
entroṕıa para maximizar, en la tercera sección la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs bajo
diferentes condiciones de contorno, y en la cuarta lo propio con la entroṕıa de Tsallis,
describiendo brevemente diferentes enfoques de la aplicación de los multiplicadores
de Lagrange.

4.1. Introducción al Principio de Máxima Entroṕıa.

El principio de máxima entroṕıa (PME) fue una metodoloǵıa de la f́ısica estad́ısti-
ca introducida por E.T. Jaynes [19] en la década de los cincuenta como alternativa
al método de los conjuntos desarrollado por Gibbs, que se basaba en la utilización de
los conjuntos o colectividades estad́ısticas vistos en el caṕıtulo anterior, siendo ne-
cesario hacer suposiciones previas sobre el sistema, y emplear principios no siempre
válidos como la hipótesis ergódica. Además, la metodoloǵıa de Gibbs solo era válida
para casos de equilibrio termodinámico, lo que restrinǵıa su utilización en el cada
vez más extendido ámbito de la f́ısica del no-equilibrio. Ya desde la presentación
de las teoŕıas de Gibbs, estas fueron atacadas por eminentes f́ısicos como Ehren-
fest, que criticaban las hipótesis de partida de las mismas, pero su éxito al modelar
sistemas termodinámicos en equilibrio, obteniendo expresiones de las variables ter-
modinámicas acordes con los datos experimentales, y ostensiblemente mejores que
las teoŕıas precedentes como la teoŕıa cinética de Boltzmann, le valieron el reco-
nocimiento durante décadas, de forma que hoy en d́ıa la mayoŕıa de las facultades
de f́ısica emplean aún esta metodoloǵıa como referente fundamental a la hora de
impartir asignaturas relacionadas con la f́ısica y la mecánica estad́ıstica. Aśı pues,
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aunque la metodoloǵıa de Gibbs se considera aún hoy como válida, y de hecho es
aún mayoritariamente empleada en detrimento de la desarrollada por Jaynes, esta
última, basada solamente un una hipótesis, simplifica de manera notable los cálcu-
los necesarios, reproduce los resultados de la metodoloǵıa de Gibbs en sistemas en
equilibrio o procesos cuasiestáticos, y además es extensible a sistemas fuera del equi-
librio y procesos irreversibles, dando paso a una rama nueva de la f́ısica estad́ıstica,
la f́ısica estad́ıstica fuera del equilibrio. Por último, y no menos importante ya que
será empleada por nosotros, el principio de máxima entroṕıa se emplea además en
la teoŕıa de la información, siendo este el enfoque que le daremos a lo largo del
caṕıtulo.

Veremos ahora la aproximación al “principio de máxima entroṕıa” desde el punto
de vista de la teoŕıa de la información. Para Shannon la entroṕıa, S (el se refeŕıa a
la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, pero el el concepto es extensible a otros tipos de
entroṕıa), es una “mediada de la información”, o más bien de la incertidumbre, que
contiene cualquier distribución de probabilidad p(x) sobre un determinado sistema.
De esta definición de entroṕıa podemos deducir que la distribución de probabilidad
que maximice la misma, sujeta a las ligaduras del sistema que representan la infor-
mación que tenemos sobre el mismo, proporcionará la más honesta descripción de
lo que sabemos del mismo, sin ambigüedades. Podŕıamos decir que la distribución
que maximiza la entroṕıa es la más imparcial de todas las posibles, sujetas a las
condiciones de ligadura.

Aśı, si tenemos una cierta variable x que toma valores discretos (la discusión con
una variable continua seŕıa análoga), xi (i = 1, 2, · · · , n), teniendo cada intervalo xi

una cierta probabilidad asociada desconocida a priori, pi, de tal forma que el espacio
probabiĺıstico esté, obviamente, normalizado,

∑
pi = 1. Si además conocemos el

valor medio de una magnitud que depende de x, f(x), de forma que obedece la
ligadura (4.1):

〈f(x)〉 =
n∑

i=1

pif(xi) (4.1)

en principio, para encontrar la distribución de probabilidad asociada a la variable
aleatoria x nos haŕıan falta conocer n− 2 condiciones adicionales. El primer intento
de resolver el problema fue el “principio de razón insuficiente” de Laplace, que
asigna probabilidades iguales a todos los eventos si no hay condiciones que aseveren
lo contrario. Sin embargo esta hipótesis de Laplace se demostró falsa para gran
número de casos, por lo que en principio se desecho de manera general para este tipo
de casos. Nuestro problema será entonces encontrar una asignación probabiĺıstica sin
ambigüedad, y acorde con cualquier información que nos sea suministrada sobre el
sistema, y la solución a dicho problema será el “principio de máxima entroṕıa”. La
metodoloǵıa más usual asociada a dicho principio se basa en la maximización de la
entroṕıa, cualquiera que sea su definición, en nuestro caso entroṕıa de Boltzmann-
Gibbs o entroṕıa de Tsallis, atendiendo a las condiciones de ligadura impuestas por
el sistema, al menos la condición de normalización de probabilidades ha de estar
presente, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, que veremos en
el apartado siguiente. El método de los multiplicadores de Lagrange en realidad no
nos proporciona máximos, si no puntos cŕıticos, luego nos queda por demostrar que
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dichos puntos cŕıticos son en realidad máximos para la entroṕıa. En el caso de la
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, dado que tiene forma de función definida positiva,
continua y cóncava, como vimos en las propiedades de dicha entroṕıa en el caṕıtulo
previo, queda garantizado el hecho de que dicho extremo será un máximo. Respecto
a la entroṕıa de Tsallis, dado q > 0 se cumplen los mismos requisitos que en el caso
de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, los que nos garantiza que el extremos será un
máximo.

Por último comentar en breves pinceladas el principio de máxima entroṕıa desde
el punto de vista de la termodinámica y la f́ısica estad́ıstica. Si nos encontramos
ante un sistema en equilibrio, o asiento de un proceso cuasiestático, un corolario del
segundo principio de la termodinámica nos dice que la entroṕıa será máxima, lo que
concuerda con la hipótesis del principio de máxima entroṕıa. Bajo estas condiciones
los resultados obtenidos mediante éste principio concuerdan perfectamente con los
obtenidos mediante la metodoloǵıa de las colectividades de Gibbs, que solo es válida
para sistemas en equilibrio. Aśı, si en el principio de máxima entroṕıa especificamos
el valor esperado de la enerǵıa, encontraremos los mismos resultados que usando el
conjunto canónico. Si especificamos los valores esperados de la enerǵıa y el número
de moles estaremos ante el conjunto gran-canónico, y si especificamos los valores
esperados de la enerǵıa y el momento angular obtendremos el conjunto rotacional.
Aśı pues, todos los resultados de la mecánica estad́ıstica de Gibbs se derivan de
forma rápida y sencilla a través del principio de máxima entroṕıa, lo que nos da una
muestra de su validez y su potencia. Además éste método tiene la ventaja, en contra
de los conjuntos de Gibbs, de que puede extenderse a sistemas fuera del equilibrio.

4.2. Multiplicadores de Lagrange.

Aśı pues, hemos llegado a la conclusión que la entroṕıa, S(pi), tomará el máxi-
mo valor posible atendiendo a las condiciones externas impuestas sobre el sistema,
dadas por las condiciones de ligadura. Una condición siempre necesaria a la hora de
maximizar la entroṕıa es que las probabilidades estén normalizadas,

∑
pi = 1 (o en

el caso continuo,
∫
p(x)dx = 1). El resto de las condiciones, una o varias, suele estar

relacionado con el conocimiento a priori de la media de una determinada magnitud
f́ısica, 〈A〉 =∑Aipi (〈A〉 =

∫
A(x)p(x)dx para magnitudes continuas).

El problema de buscar máximos de una función restringida mediante condicio-
nes de ligadura puede abordarse desde una perspectiva de fuerza bruta [28]. Este
procedimiento consiste en despejar variables de las ligaduras y sustituirlas en la
función a maximizar, reduciendo aśı el número de variables de las que depende la
función y restringiéndola a las condiciones impuestas por el problema. Sin embargo
este método adolece de ciertos inconvenientes, ya que en ocasiones las variables no
pueden ser despejadas expĺıcitamente de las ecuaciones de ligadura, y de poder serlo,
al sustituirlas en la función, la expresión resultante no es manejable desde el punto
de vista anaĺıtico. Más sutil y eficiente será utilizar el método de los multiplicadores
de Lagrange.

Dada una función de varias variables, f(~x) = f(x1, x2, · · · , xn), no indepen-
dientes, esto es, que están sujetas a una determinada condición adicional conoci-
da como ligadura, φ(~x) = φ(x1, x2, · · · , xn) = 0, definiremos la función auxiliar,
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g(~x) = g(x1, x2, · · · , xn), donde ahora las variables ~x = x1, x2, · · · , xn śı serán inde-
pendientes, como:

g(~x) = f(~x) + λφ(~x) (4.2)

donde a λ se le conoce como “multiplicador de Lagrange”, es independiente de las
variables del sistema, y se determina a la vez que resolvemos los puntos cŕıticos del
sistema. Nuestro objetivo es demostrar que la existencia de un punto cŕıtico en la
función g(~x) es condición necesaria y suficiente para la existencia de un máximo o
mı́nimo relativo en la función f(~x) restringida por la ligadura φ(~x) = 0 [39].

Imaginemos que el gradiente de la función g(~x) es nulo en un determinado punto
~x0 = (x10 , x20 , · · · , xn0), ∇g(~x)|~x0 = 0. Esto nos querrá decir que, en dicho pun-
to, tanto el gradiente de la función f(~x) como de φ(~x) serán nulos también, ya
que ∇g(~x)|~x0 = ∇f(~x)|~x0 + λ∇φ(~x)|~x0 = 0, por lo que ∇f y ∇φ serán paralelos
geométricamente hablando.

Supongamos que la función f(~x) alcanza su máximo sobre φ(~x) = 0 en el punto
~x0, tomando un valor f(~x0) = A. Considerando la familia de superficies que cumplen
que f(~x) = cte, tendremos que para f(~x) = B con B < A no pasará por ~x0,
solo lo hará para la superficie f(~x0) = A. Como en ~x0 la condición ∇f(~x)|~x0 +
λ∇φ(~x)|~x0 = 0 nos dice que el gradiente de f(~x) = A y φ(~x) son paralelos, sabemos
que ambas superficies tienen un plano tangente común en un punto que es el máximo
de f(~x). Aśı pues, que el gradiente de g(~x) sea nulo será una condición necesaria para
encontrar un máximo relativo de f(~x) en ~x0, pero no será una condición suficiente.
El punto cŕıtico hallado puede no ser único o no ser un máximo.

El método puede ser generalizado para un conjunto de condiciones de ligadura,
φr(~x) = 0, con r = 1, 2, · · · , R. La función auxiliar de Lagrange tendrá entonces la
forma:

g(~x) = f(~x) +
R∑

r=1

λrφr(~x) (4.3)

siendo λr con r ∈ [1, R] los multiplicadores de Lagrange. La condición extremal de
la función f(~x) con las ligaduras dadas por φr(~x) = 0 será que el gradiente de g(~x)
sea nulo.

∇g(~x) = 0 ⇒ ∂g(~x)

∂xi

= 0 con i = 1, 2, · · · , n (4.4)

4.3. PME con Entroṕıa de Boltzmann-Gibbs.

En esta sección del caṕıtulo veremos los casos más comunes de optimizaciones
entrópicas teniendo como base la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs. Para ello recorda-
mos que la expresión de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs para casos continuos y
discretos viene dada por las ecuaciones (4.5) y (4.6) respectivamente.

SBG = −
∫

X

p(x) ln p(x)dx (4.5)
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SBG = −
W∑

i=1

pi ln pi (4.6)

Haremos los cálculos para el caso continuo, aunque derivar las expresiones para los
casos discretos es inmediato siguiendo el mismo procedimiento. No tendremos en
cuenta la optimización de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs para sistemas cuánticos
debido a que es irrelevante para el proyecto. Para más información sobre el caso
cuántico las referencias ([26]) y ([18]) cubren ese tema.

4.3.1. Probabilidades Normalizadas.

A la expresión de la entroṕıa dado por (4.5) añadiremos la condición de ligadura
de que las probabilidades estén normalizadas.

∫

X

p(x)dx = 1 (4.7)

La función auxiliar de Lagrange tendrá entonces la forma:

L(p) = −
∫

X

p(x) ln p(x)dx+ λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

(4.8)

cuya derivada respecto a p(x) ha de anularse en el máximo.

d

dp
L(p) = −

∫

X

[− (ln p(x) + 1) + λ0] dx = 0 ⇒ − ln p(x)− 1 + λ0 = 0

Aśı pues, tendremos que

p(x) = eλ0−1 (4.9)

Llevando el resultado (4.9) a la condición de ligadura (4.7) podemos calcular el valor
del multiplicador de Lagrange λ0.

∫

X

eλ0−1dx = 1 ⇒ eλ0−1 =
1

Vf

⇒ λ0 = 1− lnVf

Donde Vf =
∫

X
dx representa el volumen fásico total (hipervolumen del espacio

fásico). Llevando el valor del multiplicador de Lagrange hallado a la expresión (4.9)
tendremos:

p(x) =
1

Vf

(4.10)

que la probabilidad está homogeneamente distribuida en el volumen fásico total.
Comentaremos brevemente este resultado, ya que nos da información para poder

apreciar el potencial de esta metodoloǵıa de trabajo. Podemos notar que el principio
de máxima entroṕıa, cuando no se imponen más ligaduras que la normalización del
espacio probabiĺıstico, se reduce al principio de razón insuficiente de Laplace, que
postulaba la igualdad de probabilidades cuando no hab́ıa más información disponi-
ble. Por otra parte, con tan solo unas ĺıneas de cálculo hemos hallado la entroṕıa y la
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función de partición del conjunto microcanónico, ya que este caso es el equivalente
del dicho conjunto en la metodoloǵıa de Gibbs, y solo hemos supuesto la hipótesis
de entroṕıa máxima, en lugar del laborioso proceso que llevó a Gibbs a formular
dicho conjunto. Por último, mencionar que bajo las probabilidades obtenidas la en-
troṕıa de Boltzmann-Gibbs se simplifica a la forma de la entroṕıa de Boltzmann,
S = k lnW .

4.3.2. Imponiendo un Valor Medio a la Variable.

En este caso, además de la ligadura de probabilidades normalizadas, impon-
dremos que la media de la variable aleatoria tenga un determinado valor prefijado
(4.12).

∫

X

p(x)dx = 1 (4.11)
∫

X

xp(x)dx = 〈x〉 (4.12)

Aśı pues, la función auxiliar de Lagrange tendrá la forma:

L(p) = −
∫

X

p(x) ln p(x)dx+λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

+λ1

(∫

X

xp(x)dx− 〈x〉
)

(4.13)

y su derivada:

d

dp
L(p) =

∫

X

[− (ln p(x) + 1) + λ0 + λ1x] dx

deberá anularse en el máximo.

d

dp
L(p) = 0 ⇒ ln p(x) = λ0 − 1 + λ1x ⇒ p(x) = eλ0−1eλ1x

Definamos ahora las constantes Z (denominada función de partición) y β como
lnZ = 1− λ0 y β = −λ1. Tendremos entonces que:

p(x) =
e−βx

Z
(4.14)

Si llevamos esta expresión a la condición de normalización de probabilidades (4.11)
tendremos que:

∫

X

e−βx

Z
dx = 1 ⇒ Z =

∫

X

e−βxdx

Si tomamos el espacio de las fases de forma que x ∈ [0,∞) obtendremos que Z = 1/β.
Por otra parte, llevando (4.14) a (4.12) tendremos:

∫

X

xe−βx

Z
dx = 〈x〉



4.3. PME CON ENTROPÍA DE BOLTZMANN-GIBBS. 105

que en el espacio de las fases antes descrito se traduce en que β = 1/〈x〉. Sustituyendo
los valores de ambas constantes en la ecuación (4.14) tendremos que la probabilidad
optimizada para el caso en el que imponemos un valor medio a la variable aleatoria
obedecerá a la expresión (4.15)

p(x) =
1

〈x〉e
− x

〈x〉 (4.15)

4.3.3. Imponiendo un Valor Medio al Cuadrado de la Va-
riable.

Las ligaduras serán ahora la normalización de las probabilidades (4.16) y fijar el
valor del momento de orden dos (4.17).

∫

X

p(x)dx = 1 (4.16)
∫

X

x2p(x)dx = 〈x2〉 (4.17)

La función auxiliar tomará la forma:

L(p) = −
∫

X

p(x) ln p(x)dx+ λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

+ λ1

(∫

X

x2p(x)dx− 〈x2〉
)

(4.18)
cuya derivada será:

d

dp
L(p) =

∫

X

[
− (ln p(x) + 1) + λ0 + λ1x

2
]
dx

La anulación de dicha derivada nos llevará a que la función densidad de probabilidad
tendrá la forma:

d

dp
L(p) = 0 ⇒ ln p(x) = λ0 − 1 + λ1x

2 ⇒ p(x) = eλ0−1eλ1x2

Con ayuda de las constantes lnZ = 1 − λ0 y β = −λ1 podremos reformular dicha
función como:

p(x) =
e−βx2

Z
(4.19)

Aplicando las ligaduras (4.16) y (4.17) podemos determinar el valor de las cons-
tantes.

∫

X

p(x)dx = 1 ⇒ Z =

∫

X

e−βx2

dx −−−−−−→
x∈(−∞,∞)

Z =

√
π

β
∫

X

x2p(x)dx = 〈x2〉 ⇒
∫

X

x2 e
−βx2

Z
dx = 〈x2〉 −−−−−−→

x∈(−∞,∞)
β =

1

2〈x2〉
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Por lo tanto, sustituyendo en (4.19) obtendremos que la distribución de probabili-
dades para este caso obedece a la expresión (4.20).

p(x) =
1

√

2π〈x2〉
e
− x2

2〈x2〉 (4.20)

Esto es, la distribución de probabilidad seguirá una gaussiana centrada en el origen
y con desviación t́ıpica σ =

√

〈x2〉.

4.3.4. Imponiendo un Valor Medio y una Varianza a la Va-
riable.

En este caso fijaremos tres condiciones de ligadura, la normalización del espacio
probabiĺıstico (4.21), el valor medio de la variable aleatoria (4.22) y su varianza
(4.23).

∫

X

p(x)dx = 1 (4.21)
∫

X

xp(x)dx = 〈x〉 (4.22)
∫

X

(x− 〈x〉)2p(x)dx = Var(x) = σ2 (4.23)

Tendremos entonces que la función auxiliar de Lagrange será:

L(p) = −
∫

X

p(x) ln p(x)dx+ λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

+

+ λ1

(∫

X

xp(x)dx− 〈x〉
)

+ λ2

(∫

X

(x− 〈x〉)2p(x)dx− σ2

)

(4.24)

cuya derivada respecto de p deberá anularse en el máximo.

d

dp
L(p) =

∫

X

[
− (ln p(x) + 1) + λ0 + λ1x+ λ2(x− 〈x〉)2

]
dx = 0 ⇒

⇒ p(x) = eλ0−1eλ1xeλ2(x−〈x〉)2

Introduciendo las constantes lnZ = 1− λ0, β1 = −λ1 y β2 = −λ2, y recurriendo
a las ligaduras como en los casos anteriores, podremos calcular el valor de dichas
constantes. La distribución de probabilidad aśı obtenida tendrá por función densidad
de probabilidad la expresión (4.25).

p(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−〈x〉)2

2σ2 (4.25)

También se tratará de una gaussiana, pero esta vez centrada en la media, 〈x〉, y con
desviación t́ıpica, σ =

√

〈x2〉 − 〈x〉2 =
√
Var.
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4.3.5. Imponiendo un Valor Medio a una Magnitud Depen-
diente de la Variable.

Por último estudiaremos la optimización de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs
asociando un valor medio a una determinada magnitud, f = f(x), que dependa de
la variable aleatoria del sistema. Para ello las condiciones de ligadura vendrán dadas
por (4.26) y (4.27).

∫

X

p(x)dx = 1 (4.26)
∫

X

f(x)p(x)dx = 〈f〉 (4.27)

El procedimiento de optimización en este caso es análogo al de optimización impo-
niendo un valor medio a la variable aleatoria, por lo que no detallaremos los pasos.
Las probabilidades del espacio fásico vendrán dadas por la expresión (4.28),

p(x) =
e−βf(x)

Z
(4.28)

donde la función de partición y la constante β vendrán especificadas por las con-
diciones de ligadura. Esta forma de optimizar la entroṕıa es muy usada en f́ısica
estad́ıstica, por ejemplo la enerǵıa media por molécula de un gas ideal no sujeto a
interacciones exteriores (como por ejemplo un campo gravitatorio) vendrá dada por
el momento de dichas moléculas mediante la relación E = p2/2m.

4.4. PME con Entroṕıa de Tsallis.

Terminaremos este caṕıtulo repasando las optimizaciones más usuales para la
entroṕıa de Tsallis tal y como hicimos en la sección anterior con la entroṕıa de
Boltzmann-Gibbs. Recordamos que las expresiones de la entroṕıa de Tsallis para
sistemas continuos y discretos obedecen a las ecuaciones (4.29) y (4.30) respectiva-
mente.

Sq =
1

q − 1

(

1−
∫

X

pq(x)dx

)

(4.29)

Sq =
1

q − 1

(

1−
W∑

i=1

pqi

)

(4.30)

Al igual que en el apartado anterior, haremos las demostraciones solo para el
caso continuo, siendo el caso discreto similar de demostrar. Dejaremos los sistemas
cuánticos (ver [26] para más información sobre dichos sistemas).

4.4.1. Probabilidades Normalizadas.

Partiendo de la expresión de la entroṕıa de Tsallis para sistemas continuos (4.29),
y añadiendo la condición de ligadura de que las probabilidades deben estar norma-
lizadas (4.31)



108 CAPÍTULO 4. PRINCIPIO DE MÁXIMA ENTROPÍA.

∫

X

p(x)dx = 1 (4.31)

podemos construir la función auxiliar de Lagrange.

L(p) =
1

q − 1

(

1−
∫

X

pq(x)dx

)

+ λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

(4.32)

La derivada de la función auxiliar de Lagrange con respecto a p(x) a de anularse
en el máximo.

d

dp
L(p) =

∫

X

[
λ0 − pq−1(x)

]
dx = 0 ⇒ λ0 − pq−1(x) = 0

De ah́ı deducimos que:

p(x) = λ
1

q−1

0 (4.33)

Si llevamos (4.33) a la condición de ligadura (4.31) podremos calcular el valor del
multiplicador de Lagrange λ0.

∫

X

λ
1

q−1

0 dx = 1 ⇒ λ
1

q−1

0 =
1

Vf

⇒ λ0 = V 1−q
f

Sustituyendo el valor del multiplicador de Lagrange en (4.33) tendremos que la distri-
bución de probabilidad en este caso obedecerá a la función densidad de probabilidad
dada por (4.34).

p(x) =
1

Vf

(4.34)

Obtenemos el mismo resultado que obtuvimos en el caso de la optimización de la
entroṕıa de Boltzmann-Gibbs con la misma ligadura.

4.4.2. Imponiendo un Valor Medio a la Variable.

Ahora impondremos dos condiciones de ligadura al sistema, que las probabilida-
des estén normalizadas, (4.35), y asignar un valor medio a la variable independiente,
(4.36).

∫

X

p(x)dx = 1 (4.35)
∫

X

xP (x)dx = 〈x〉q (4.36)

En la condición (4.36) fijamos en realidad la q-media de la variable aleatoria, que
viene dada por la distribución de escolta (4.37)

P (x) ≡ pq(x)
∫

X
pq(x′)dx′

(4.37)
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que es la renormalización de la distribución dada por la función densidad de proba-
bilidad p̃(x) = pq(x). Por lo tanto dicha distribución estará también normalizada,
∫

X
P (x)dx = 1.
Como en los casos anteriores construiremos la función auxiliar de Lagrange,

L(p), e impondremos que dicha función se anula en el máximo, obteniendo aśı una
expresión de la función densidad de probabilidad de la distribución dada en función
de los multiplicadores de Lagrange λ0 y λ1. Aplicando las condiciones de ligadura
seremos capaces de eliminar la dependencia de dicha función con respecto a λ0,
obteniendo la expresión (4.38).

p(x) =
1

∫

X
e
−λ1(x′−〈x〉q)
q dx′

e−λ1(x−〈x〉q)
q = Ce−λ1(x−〈x〉q)

q (4.38)

4.4.3. Imponiendo un Valor Medio al Cuadrado de la Va-
riable.

En el caso de imponer la ligadura de tener un valor conocido para el momento
de orden 2 de la variable aleatoria (4.40), además de la normalización probabiĺıstica,
(4.39), asumiendo, como en el caso anterior, que será el q-momento de orden dos el
que conoceremos, dado a partir de la distribución de escolta,

∫

X

p(x)dx = 1 (4.39)
∫

X

x2P (x)dx = 〈x2〉q (4.40)

tendremos que, construyendo la función asociada de Lagrange, e imponiendo su
derivada nula para calcular el máximo, además de aplicar las condiciones de ligadura,
la distribución de probabilidades obedecerá a la expresión (4.41)

p(x) =
1

∫

X
e
−λ1(x′2−〈x2〉q)
q dx′

e−λ1(x2−〈x2〉q)
q (4.41)

Podemos construir la constante λ̃1 a partir del multiplicador la Lagrange de la forma
dada en (4.42)

λ̃1 =
λ1

1 + (1− q)λ1〈x2〉q
(4.42)

de forma que la ecuación (4.41) se transforma en

p(x) =
1

∫

X
e−λ̃1x′2

q dx′
e−λ̃1x2

q = Ce−λ̃1x2

q (4.43)

A las funciones que comparten estructura con la expresión (4.43) se las denomi-
nan q-gaussianas por analoǵıa con las funciones gaussianas. Aśı pues, las distribucio-
nes de probabilidad obtenidas al optimizar la entroṕıa de Tsallis imponiendo un valor
medio al cuadrado de la variable aleatoria seguirán una distribución q-gaussiana, co-
mo en el caso de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs bajo la misma optimización segúıa
una distribución gaussiana.
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4.4.4. Imponiendo un Valor Medio a una Magnitud Depen-
diente de la Variable.

Veremos ahora el caso de la optimización de la entroṕıa de Tsallis más general
posible, aquel al que además de imponerle la condición de la normalización del
espacio probabiĺıstico, asignamos un valor a una o varias magnitudes dependientes
de la variable aleatoria [26][23].

∫

X

p(x)dx = 1 (4.44)
∫

X
fj(x)p

q(x)dx
∫

X
pq(x)dx

= 〈fj〉q (4.45)

Construyendo la función auxiliar de Lagrange obtenemos:

L(p) =
1

q − 1

(

1−
∫

X

pq(x)dx

)

+ λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

+

+
n∑

j=1

λj

(∫

X
fj(x)p

q(x)dx
∫

X
pq(x)dx

− 〈fj〉q
)

(4.46)

y maximizándola obtenemos que la distribución de probabilidad asociada a la va-
riable aleatoria obedecerá la expresión (4.47)

p(x) =
g

1
1−q (x)

Zq

(4.47)

donde f(x) es la llamada caracteŕıstica configuracional

g(x) = 1−
(1− q)

∑

j λj(fj(x)− 〈fj〉q)
∫

X
pq(x)dx

(4.48)

y Zq la función de partición.

Zq =

∫

X

g
1

1−q (x)dx (4.49)

El procedimiento descrito fue propuesto por Plastino [26] y a partir de él se
deducen los dos apartados anteriores. No obstante, este método de maximización
tiene algunas pegas [23]. El hecho de que en la expresión de p(x) se autoreferencie
hace que puedan aparecer problemas de cálculo al intentar su expresión expĺıcita
para un determinado problema. Por otra parte, mediante este procedimiento, y
analizando el Hessiano concomitante, no podemos garantizar que el punto cŕıtico
hallado sea un máximo.

Para subsanar este fallo, Martinez et al. [23] proponen otro algoritmo para op-
timizar la entroṕıa de Tsallis mediante los multiplicadores de Lagrange. Partiendo
de las mismas condiciones de ligadura, proponen despreciar el uso de la distribución
de escolta, formando la función auxiliar de Lagrange como se muestra en (4.50).



4.4. PME CON ENTROPÍA DE TSALLIS. 111

L(p) =
1

q − 1

(

1−
∫

X

pq(x)dx

)

+ λ0

(∫

X

p(x)dx− 1

)

+

+
n∑

j=1

λj

(∫

X

pq(x) (fj(x)− 〈fj〉q) dx
)

(4.50)

Maximizando esta expresión obtendremos la misma relación para la distribución

de probabilidad, p(x) = g′
1

1−q (x)/Zq, pero ahora la caracteŕıstica configuracional
tendrá la forma:

g′(x) = 1− (1− q)
∑

j

λ′
j(fj − 〈fj〉q) (4.51)

Comparando (4.48) con (4.51) podemos descubrir la relación entre los multiplicado-
res de Lagrange de ambos procedimientos:

λ′
j =

λj
∫

X
pq(x)dx

(4.52)

lo que nos conduce a que las caracteŕısticas configuracionales de ambos métodos
son iguales, g′(x) = g(x), y por lo tanto también sus funciones de partición. Las
probabilidades que aparecen en (4.52) son aquellas que maximizan la entroṕıa, no
unas genéricas.

Aśı pues, dado que la distribución de probabilidad no se autoreferencia con este
método, se evitan problemas de cálculo. Además, puede demostrarse que para q > 0
el punto cŕıtico encontrado mediante los multiplicadores de Lagrange es un máximo.



112 CAPÍTULO 4. PRINCIPIO DE MÁXIMA ENTROPÍA.



Parte II

DESARROLLO DEL MODELO.
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Caṕıtulo 5

Desarrollo y Discusión del Modelo.

En el segundo caṕıtulo del presente proyecto describ́ıamos los principales mode-
los que caracterizan el proceso de supervivencia a la radiación ionizante por parte de
células y tejidos biológicos. De entre todos ellos, actualmente se impone el modelo
lineal-cuadrático o modelo LQ, aunque es considerado como uno de los que mejor
ajusta los datos y el más manejable con radiación de baja LET a bajas dosis, si-
tuación que suele darse frecuentemente en los procesos de irradiación en el ámbito
cĺınico, muestra algunas inconsistencias y falta de correlación con los datos experi-
mentales a dosis elevadas. Un posible modelo que pretenda competir con el modelo
LQ deberá ser tan consistente y manejable en el ámbito de las bajas dosis como lo
es éste, y además presentar mejores resultados en la región de dosis elevadas y ser
más general.

Partiendo del modelo exponencial simple o lineal, que obedece a la expresión
(5.1),

σL(D) = e−αD (5.1)

donde hemos denotado a la fracción de supervivencia celular como σ(D) para no
confundirla con la entroṕıa, notación que mantendremos durante todo el caṕıtulo.
Es inmediato demostrar que la fracción de supervivencia es acumulativa siguiendo
un modelo aditivo:

σL(D1 +D2) = e−α(D1+D2) = e−αD1e−αD2 = σL(D1)σL(D2) (5.2)

siendo el efecto tejido, EL = − ln σL = αD, la variable aditiva.

EL(D1 +D2) = α(D1 +D2) = αD1 + αD2 = EL(D1) + EL(D2) (5.3)

Sin embargo para el modelo LQ, cuya fracción de supervivencia veńıa descrita
por la ecuación (5.4),

σLQ(D) = e−(αD+βD2) (5.4)

el efecto tejido tendrá la forma ELQ = αD + βD2, y para un conjunto de dos dosis,
se cumplirá que:

ELQ(D1 +D2) = α(D1 +D2) + β(D1 +D2)
2 =

115



116 CAPÍTULO 5. DESARROLLO Y DISCUSIÓN DEL MODELO.

= αD1 + αD2 + βD2
1 + βD2

2 + 2βD1D2 = ELQ(D1) + ELQ(D2) + 2βD1D2 (5.5)

siendo en este caso una variable no aditiva debido al término cuadrático. La fracción
de supervivencia tendrá entonces la forma:

σLQ(D1 +D2) = σLQ(D1) · σLQ(D2) · e2βD1D2 (5.6)

Dado que e2βD1D2 < 1 tendremos que σLQ(D1 +D2) > σLQ(D1) · σLQ(D2), esto es,
la fracción de supervivencia es superaditiva.

Teniendo en cuenta lo expuesto, Sotolongo et al. propusieron que el problema
pod́ıa ser abordado desde la óptica de la f́ısica estad́ıstica y la teoŕıa de la informa-
ción. Dado que en el modelo LQ el efecto tejido no es aditivo, plantearon el problema
desde la aproximación de la f́ısica estad́ıstica y la entroṕıa propuestos por Tsallis,
en el marco de la mal llamada f́ısica estad́ıstica no-extensiva.

Empezaremos el caṕıtulo describiendo el proceso de deducción del modelo lle-
vado a cabo por Sotolongo et al. [31][32][33]. Tras ello veremos los resultados ex-
perimentales obtenidos por los autores [31][32], con datos obtenidos de bibliograf́ıa.
Continuaremos discutiendo las propiedades del modelo y expendiéndolo a un mode-
lo dinámico como hicimos con el modelo LQ en el tema 2 [34]. Por último veremos
algunas aplicaciones del modelo de Sotolongo et al. en el ámbito de la radioterapia
y la medicina [34][27].

5.1. Deducción del Modelo.

A diferencia de los modelos interpretativos vistos en el caṕıtulo 2, Sotolongo es
al. optaron por un enfoque del problema desde la óptica de la teoŕıa de la informa-
ción. Esta aproximación es totalmente novedosa en el ámbito de la radiobioloǵıa, y
presenta ventajas y desventajas respecto a los modelos interpretativos.

Se dice que la metodoloǵıa del principio de máxima entroṕıa es de carácter infe-
rencial, ya que proporciona un modelo general para el sistema infiriéndolo a partir a
partir de unas pocas imposiciones sobre las probabilidades de los estados posibles. No
requiere, por lo tanto, un conocimiento detallado y microscópico de los mecanismos
que rigen el comportamiento del sistema, solo unas pocas ligaduras macroscópicas de
carácter teórico o experimental. Esto simplifica bastante el proceso de modelado si
dichas condiciones de ligadura son pocas y sencillas, proporcionando el modelo más
imparcial con la información proporcionada de entre todos los posibles. No obstante
las ligaduras han de ser correctas y completas para que dicho modelo se ajuste a la
realidad que pretende modelar, lo que representa la mayor dificultad a la hora de
implementar el PME de Jaynes. Por otra parte los modelos mecańısticos confieren
a sus parámetros un significado biológico, lo que ayuda al estudio de los procesos
microscópicos que rigen el sistema, mientras que en los modelos inferenciales los
parámetros son meramente magnitudes matemáticas sin, en principio, significado
biof́ısico.

Aśı pues, la gran ventaja que posee esta metodoloǵıa es que nos proporciona un
modelo simple, general e imparcial, sin necesidad de hacer suposiciones sobre los
numerosos y complejos procesos expuestos en el caṕıtulo 1 del proyecto.

Antes de comenzar a modelar el sistema debemos describirlo correctamente desde
un punto de vista estad́ıstico. Nuestro sistema estará descrito por un espacio de



5.1. DEDUCCIÓN DEL MODELO. 117

las fases monodimensional caracterizado por una única variable aleatoria, el efecto
tejido E(D), que será un indicador de la perdida de viabilidad celular. Asociada
a esta variable aleatoria tendremos una función densidad de probabilidad (FDP)
que denotaremos como p(E), y que nos proporciona la probabilidad de que entre
todas las células que pierden la viabilidad en un proceso de irradiación con un rango
amplio de efecto tejido, nos encontremos ante la proporción de células que presentan
un efecto tejido en el rango entre E y E + dE. La fracción de células que mueren
tras una exposición a una dosis que genera unos efectos E será entonces la función
de probabilidad, o función acumulativa:

P (E) =

∫ E

Ωmin

p(E)dE (5.7)

siendo Ωmin el extremo inferior del rango de la variable aleatoria E, ΩE = (Ωmin,Ωmax).
Por último, la fracción de supervivencia celular, que denotaremos por σ para no con-
fundirla con la entroṕıa, S, vendrá dada por la expresión:

σ(E) = 1−
∫ E

Ωmin

p(E)dE =

∫ Ωmax

E

p(E)dE (5.8)

Esta fracción de supervivencia no es una función densidad de probabilidad ya que
no está normalizada, es simplemente una función que nos da la probabilidad de
supervivencia de una célula a un efecto de tejido dado.

Para comprobar la fiabilidad y potencia de este tipo de modelado haremos una
aproximación clásica al modelo mediante la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, para re-
cuperar de forma sencilla las formulaciones lineal y lineal-cuadrática del sistema.

5.1.1. Aproximación Clásica.

Para la aproximación clásica al problema de la supervivencia celar partiremos de
la expresión de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs [32][33].

S = −
∫

Ω

p(E) ln p(E)dE (5.9)

Al que impondremos las condiciones de ligadura de que la FDP de la variable alea-
toria está normalizada y que la media de dicha variable tenga un valor dado 〈E〉.

∫

Ω

p(E)dE = 1 (5.10)
∫

Ω

Ep(E)dE = 〈E〉 (5.11)

Bajo estas condiciones ya vimos en el apartado 4.3.2 del caṕıtulo 4 que la distribución
de probabilidad de E vendrá caracterizada por la función densidad de probabilidad
mostrada en la ecuación (5.12).

p(E) =
1

〈E〉e
− E

〈E〉 (5.12)
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Aśı pues, la probabilidad de que una célula irradiada que muere haya recibido una
dosis que cause un efecto en el intervalo (E,E+dE) sigue una distribución exponen-
cial. Si calculamos la fracción de supervivencia en función del efecto tejido a través
de las expresiones (5.8) y (5.12), suponiendo que Ω = (0,∞), tendremos que:

σ(E) =

∫ Ωmax

E

1

〈E〉e
− E

〈E〉dE = e−
E

〈E〉 (5.13)

Nos queda por último determinar la relación entre el efecto tejido y la dosis absorbida
para obtener las curvas de supervivencia en función de la dosis. Veremos dos casos
t́ıpicos que derivan en los dos modelos matemáticos más generales descritos en el
caṕıtulo 2.

Efecto Proporcional a la Dosis.

Si suponemos que el efecto tejido es proporcional a la dosis absorbida, esto es,
que la dosis genera lesiones de primer orden, producidas en un único evento, como
es el caso de las radiaciones de alto LET, tendremos que E = αD, siendo α la
constante de proporcionalidad. Aśı pues, la FDP de la variable aleatoria en función
de la dosis tendrá la forma:

p(E)dE = p(D)
dD

dE
dE = p(D)

(
dE

dD

)−1

dE =
1

α
p(D)dE ⇒

⇒ p(D) =
1

〈D〉e
− D

〈D〉 (5.14)

La media de esta variable aleatoria será 〈D〉 = 1/α, e integrando para conseguir la
fracción de supervivencia tendremos que:

σ(D) =

∫ Ωmax

D

1

〈D〉e
− D

〈D〉dD = e−αD (5.15)

Obteniendo aśı el modelo exponencial simple de supervivencia celular. Para un con-
junto de condiciones de ligadura simples y la condición de que el efecto es propor-
cional a la dosis hemos obtenido el mismo resultado que el modelo de objetivo de
Lea.

Relación Efecto-Dosis de Tipo Lineal-Cuadrático.

La relación más común en la bibliograf́ıa entre el efecto tejido y la dosis absorbida
es la de tipo lineal-cuadrático, empleada por ejemplo en el modelo LQ, E = α̃D +
β̃D2. El parámetro α̃ dará cuenta de la proporcionalidad con las lesiones de primer
orden y β̃ con las de segundo orden. Sustituyendo la relación anterior en (5.13), y
teniendo en cuenta que 〈E〉 = α̃〈D〉 + β̃〈D〉2 es una constante que no depende de
la dosis, tendremos que:

σ(D) = e−
α̃D+β̃D2

〈E〉 = e−(αD+βD2) (5.16)

con α = α̃/〈E〉 y β = β̃/〈E〉.



5.1. DEDUCCIÓN DEL MODELO. 119

Hemos obtenido por lo tanto el modelo matemático lineal-cuadrático. El hecho
de haber obtenido los dos modelos más reconocidos para estudiar la supervivencia
celular a la radiación es una muestra del potencial que ofrecen los modelos inferen-
ciales. También mencionar que otros modelos minoritarios, como el modelo lineal-
cuadrático-cúbico, pueden ser ser obtenidos introduciendo la relación dosis-efecto
adecuada.

5.1.2. Aproximación Generalizada.

Como ya comentamos, Sotolongo el al. plantean una aproximación generalizada
mediante la f́ısica estad́ıstica no-extensiva aplicando la entroṕıa de Tsallis al princi-
pio de máxima entroṕıa [31][32][33]. Recordamos que la entroṕıa de Tsallis tiene la
forma para una variable aleatoria continua mostrada en la expresión (5.17).

Sq(E) =
1

q − 1

[

1−
∫

Ω

pq(E)dE

]

(5.17)

Se dice que la aproximación es generalizada ya que para el caso en que q = 1
la entroṕıa de Tsallis converge a la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, obteniendo por
lo tanto la aproximación clásica. Sotolongo et al. introdujeron además la hipótesis
de que existe una dosis máxima, D0, a partir de la cual la fracción de supervi-
vencia es nula. A dicha dosis máxima le corresponde un efecto de tejido máximo,
E0 = E(D0), que se corresponde con Ωmax. Aśı pues, tendremos que Ω = (0, E0).
Añadiremos también las t́ıpicas condiciones de ligadura de normalización del espacio
probabiĺıstico (5.18) y especificación de un valor medio para el efecto (5.19).

∫ E0

0

p(E)dE = 1 (5.18)

∫ E0

0

Ep(E)dE = 〈E〉q (5.19)

Empleando el principio de máxima entroṕıa según lo vimos en los apartados 4.4.2 o
4.4.4 del tema 4 obtenemos que para que la entroṕıa sea máxima, el efecto E0 y los
multiplicadores de Lagrange han de tener los siguientes valores [33]:

E0 =
2− q

1− q

( 〈E〉q
2− q

) 1
2−q

(5.20)

λ0 = − q

1− q

( 〈E〉q
2− q

) 1−q
2−q

(5.21)

λ1 = − 1

2− q

( 〈E〉q
2− q

)− 1
2−q

(5.22)

La probabilidad de que una célula que muriese recibiese una dosis que provocase un
efecto (E,E + dE) será entonces:

p(E) =

(
2− q

〈E〉q

) 1
2−q

[

1− 1− q

2− q

(
2− q

〈E〉q

) 1
2−q

E

] 1
1−q

(5.23)
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Derivar la fracción de supervivencia es trivial a partir de (5.8) y (5.23).

σ(E) =

[

1− 1− q

2− q

(
2− q

〈E〉q

) 1
2−q

E

] 2−q
1−q

(5.24)

Teniendo en cuenta el valor del efecto E0 (5.20), y definiendo γ = (2 − q)/(1 − q),
podemos reescribirla como:

σ(E) =

{ (

1− E
E0

)γ

para E ∈ Ω

0 para E 6∈ Ω
(5.25)

o en una notación más compacta:

σ(E) =

(

1− E

E0

)γ

[H(E)−H(E − E0)] (5.26)

siendo H(x−x0) la función asociada a la distribución de Heaviside o función escalón.
Cuando q → 1 la entroṕıa de Tsallis convergerá hacia la entroṕıa de Boltzmann-
Gibbs, y por lo tanto recuperaremos la ecuación (5.13). Aśı pues, la forma general
de la curva de supervivencia para cualquier valor del parámetro q vendrá dad por
la expresión (5.27).

σ(E) =







(

1− E
E0

)γ

[H(E)−H(E − E0)] si q 6= 1 ⇒ γ < ∞.

e
− E

〈E〉q si q = 1 ⇒ γ → ∞.
(5.27)

Para completar el modelo solo nos queda suponer una relación formal entre el efecto
tejido y la dosis absorbida.

Modelo de Sotolongo et al.

Si consideramos el efecto tejido directamente proporcional a la dosis obtendremos
el modelo de Sotolongo et al., el cual es objetivo de el presente proyecto. Tomando
E = αD, tendremos que E0 = αD0 y la expresión (5.27) tomará la forma:

σ(D) =







(

1− D
D0

)γ

[H(D)−H(D −D0)] si γ < ∞.

e−
D

〈D〉 si γ → ∞.
(5.28)

Cuando γ → ∞ la dosis superior tiende a infinito, D0 → ∞, y la convergencia es
absoluta la modelo lineal. Para q ' 1, esto es γ �, y baja dosis absorbida, podemos
aproximar la expresión anterior a un desarrollo de Taylor [33]:

− ln σ(D) ' α0

(
2− q

〈E〉q

) 1
2−q

D +
α2
0

2

1− q

2− q

(
2− q

〈E〉q

) 2
2−q

D2 +O(D3) (5.29)

aproximándose el modelo de Sotolongo al modelo LQ con parámetros:
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αLQ = α

(
2− q

〈E〉q

) 1
2−q

(5.30)

βLQ=
α2

2

1− q

2− q

(
2− q

〈E〉q

) 2
2−q

(5.31)

El modelo de Sotolongo et al. es un modelo de tipo potencial, formalmente simple y
que depende únicamente de dos parámetros, D0 y γ. Esto lo convierte en un modelo
manejable desde el punto de vista operacional, lo que es un gran punto a su favor.

De entre todos los modelos interpretativos vistos en el caṕıtulo 2, vemos que
guarda cierto parecido con el modelo RMR considerando un eurepair lineal y un
misrepair cuadrático.

σRMR = e−αD

[

1 +
D

ε/α

]ε

(5.32)

Podŕıa interpretarse la expresión del modelo RMR como el producto de dos fraccio-
nes de supervivencia independientes, uno dado por los efectos extensivos de la dosis,
e−αD, y otro por unos efectos no-extensivos de la misma (1+αD/ε)ε. Desde el punto
de vista de la teoŕıa de la información esto refuerza el modelo RMR frente a otros,
y explica por que tiene un mejor ajuste en todo el rango de dosis que el modelo LQ.

Modelo Entrópico No-Aditivo Cuadrático.

Aunque en principio que el efecto tejido tenga una relación de tipo cuadrático
con la dosis, E = βD2, no tiene demasiado sentido biof́ısico, deriva en una situación
interesante. Bajo esta suposición tendremos que el modelo entrópico tiene la forma
definida en (5.33).

σ(D) =

(

1− D2

D2
0

)γ

[H(D)−H(D −D0)] (5.33)

Si tomamos el modelo RMR considerando un eurepair lienal y un misrepair
cuadrático, y aproximamos a una situación de baja dosis, de tal forma que podamos
emplear el infinitésimo equivalente e−x ' 1− x, tendremos que:

σRMR =

[

e−
D
ε/α

(

1 +
D

ε/α

)]ε

'
[(

1− D

ε/α

)(

1 +
D

ε/α

)]ε

=

(

1− D2

D2
0

)γ

(5.34)

donde γ = ε yD0 = (ε/α)2. El modelo RMR converge al modelo entrópico no-aditivo
cuadrático para bajas dosis. Esto refleja nuestra hipótesis anterior de que el modelo
RMR es la combinación de dos contribuciones que actúan de forma acumulativa,
una asociada a altas dosis y otra de forma no-extensiva asociada a bajas dosis. Si
definimos como η la fracción de la dosis que actúa de forma extensiva, tendremos
que la fracción de supervivencia asociada a dicha dosis según el modelo entrópico
aditivo tendrá la forma:

ση = e
−

Dη
〈Dη〉 = e

− D
〈Dη〉/η = e−

D
〈D〉
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Para la parte no-extensiva tendremos que:

σ(1−η) =

(

1− D(1−η)

D(1−η),0

)γ

=

(

1− D

D(1−η),0/(1− η)

)γ

=

(

1− D

D0

)γ

Aśı pues, si consideramos que ambos contribuciones actúan de forma acumulativa,
tendremos que:

σ(D) = ση(D) · σ(1−η)(D) = e−
D

〈D〉

(

1− D

D0

)γ

(5.35)

Obteniendo el modelo RMR. Por lo tanto el modelo RMR puede ser deducido tam-
bién mediante la metodoloǵıa del principio de máxima entroṕıa.

Modelo Entrópico No-Aditivo Lineal-Cuadrático.

Por último consideraremos de forma meramente informativa el modelo entrópico
no-aditivo lineal-cuadrático, donde el efecto tejido sigue una relación de tipo lineal-
cuadrática con la dosis. E = α̃D + β̃D2. Bajo estas condiciones la fracción de
supervivencia celular tendrá la forma dada por (5.36).

σ(D) =

(

1− α̃

E0

D − β̃

E0

D2

)γ

[H(D)−H(D −D0)] =

=
(
1− αD − βD2

)γ
[H(D)−H(D −D0)] (5.36)

Este ya es un modelo de tres parámetros, lo que lo convierte en menos manejable,
y no representa una mejora respecto del modelo de Sotolongo et al.

5.2. Ajuste del Modelo a Curvas Experimentales.

Una vez obtenida la expresión del modelo de Sotolongo et al., los autores com-
probaron su validez ajustando un conjunto de curvas de supervivencia celular obte-
nidas de bibliograf́ıa. Partiendo de la expresión (5.28) y reescalando la dosis como
D̂ = 1−D/D0 tendremos que:

lnσ(D) = γ ln

(

1− D

D0

)

= γ ln D̂ (5.37)

En una representación de tipo doble-logaritmo, o log-log plot, tendremos que los
datos muestran un aspecto lineal bajo el modelo, siendo γ la pendiente de la recta.

Para realizar el ajuste los autores proponen el método “steepest descent” para
minimizar el parámetro χ2, definido como:

χ2 =
∑

i

ni∑

j=1

[

γ ln

(

1− Dj

D0,i

)

− ln (σj)

]2

(5.38)
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donde i denota el conjunto de muestras a ajustar (esto es, diferentes experimentos
con un mismo tejido), cada uno con un determinado número de puntos ni, confor-
mados por una fracción de supervivencia en una dosis asociada (σj, Dj), siendo D0,i

la dosis mı́nima de aniquilación para el conjunto i-esimo.
Los autores emplearon diferentes tipos de tejidos conformados por células huma-

nas y de mamı́fero en general (CHO, HELA, HEK,...) irradiadas con diferentes tipos
de radiación ionizante (radiación electromagnética a baja y alta tasa de dosis, neu-
trones, electrones rápidos y lentos, part́ıculas α de diferentes enerǵıas, dueterones,...)
y en diferentes condiciones fisiológicas (anoxia y bien oxigenadas). Tras realizar los
ajuste se obtuvieron los parámetros mostrados en las siguientes tablas [32].

1. Melanoma humano (γ = 14,0± 0,9) irradiado a diferentes tasas de dosis.

Tasa de dosis D0

150 cGy/min 27± 2 Gy
7,6 cGy/min 38± 4 Gy
1,6 cGy/min 46± 5 Gy

2. Células madre intestinales (γ = 35,5±0,4) irradiadas con diferentes part́ıculas
y condiciones.

Condiciones D0

Neutrones 36,0± 0,7 Gy
Electrones (alta tasas de dosis) 62,2± 1,2 Gy
Electrones (baja tasas de dosis) 68,8± 1,6 Gy

Electrones (condiciones de hipoxia) 162± 3 Gy

3. Cultivo de células de mamı́fero (γ = 8,9 ± 0,6) expuestas a condiciones óxica
e hipóxica.

Condiciones D0

Óxica 21,7± 1,4 Gy
Hipóxica 61± 4 Gy

4. Células CHO (γ = 14,2± 0,6) irradiadas en presencia o ausencia de misonida-
zole.

Condiciones D0

Hipóxia 85± 7 Gy
Hipóxia, 1mM 46± 3 Gy
Hipóxia, 10mM 33± 2 Gy

Aeróbico 29± 3 Gy
Aeróbico, 1mM 28± 3 Gy
Aeróbico, 10mM 32± 4 Gy

5. Células HEK (γ = 8,8 ± 0,3) expuestas in vitro a radiaciones de diferentes
enerǵıas.
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Condiciones D0

Rayos X, 250kVp 22,4± 0,8 Gy
Deuterones, 14.9MeV 22± 3 Gy
Deuterones, 3MeV 17± 2 Gy
Part́ıculas α, 26MeV 15± 2 Gy
Part́ıculas α, 8.3MeV 9,1± 1,2 Gy
Part́ıculas α, 5.1MeV 7,2± 0,8 Gy
Part́ıculas α, 4MeV 6,9± 0,6 Gy
Part́ıculas α, 2.5MeV 9,2± 0,7 Gy

El parámetro γ solo depende del tipo de tejido al que pertenecen las células,
mientras que D0 depende de las condiciones de irradiación (tipo de radiación ioni-
zante, enerǵıa de ésta, condiciones ambientales a las que está expuesto el tejido como
oxigenación del medio, etc). El la figura 5.1 observamos la representación gráfica de
los ajustes para los diferentes tejidos en representación doble-logaŕıtmica.

Figura 5.1: Ajustes de datos experimentales al modelo de Sotolongo et al. en escala
doble-logaŕıtmica y con el cambio de variable D̂ = 1−D/D0.

Si normalizamos el modelo haciendo la ráız γ-esima de la fracción de superviven-
cia celular, σ1/γ(D), tendremos que para todos los conjuntos de datos, independien-
temente del tejido, la pendiente será unitaria en representación doble-logaŕıtmica,
como se puede ver en la figura 5.2. Podemos observar que la correlación del modelo
con los datos experimentales es muy buena.

Para comparar los ajustes del modelo de Sotolongo et al. y el modelo LQ los
autores emplearon un conjunto de datos con un rango muy amplio de la dosis ab-
sorbida, de hasta 16 Gy. Generalmente las curvas de supervivencia celular no llegan
a dosis tan altas, suelen tener un rango de hasta 10-12 Gy, por lo que la última
parte de esas curvas suele mostrar el comportamiento ya mencionado de que el lo-
garitmo de la fracción de supervivencia es prácticamente lienal con la dosis. Sin
embargo en esta curva se aprecia claramente que a partir de los 12-14 Gy la pen-
diente del logaritmo de la curva vuelve a decrecer de forma brusca. El resultado
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Figura 5.2: Representación de los ajustes de la figura 5.1 con la pendiente normali-
zada.

del ajuste para el modelo LQ arroja unos parámetros de α = 0,167± 0,015 Gy−1 y
β = 0,0205±0,0015 Gy−2 mientras que el modelo de Sotolongo et al. nos proporcio-
na unos valores de γ = 5,0± 0,4 y D0 = 19,4± 0,4 Gy. La representación de ambos
ajustes se muestra en la figura 5.3.

Podemos observar como el modelo de Sotolongo ajusta mejor globalmente el
conjunto de datos experimentales, sobre todo la última parte donde la fracción de
supervivencia se desploma con la dosis.

5.3. Discusión del Modelo.

Una vez modelado el sistema y comprobado que el modelo de Sotolongo et al.
ajusta correctamente la curva de supervivencia celular, en esta sección discutiremos
las implicaciones del modelo y los parámetros de los que depende. En un último
apartado estudiaremos la extensión del modelo a un sistema dinámico que tenga en
cuenta el tiempo, como ya hicimos con el modelo lineal-cuadrático.

5.3.1. Propiedades del Modelo.

Comenzamos deduciendo las propiedades matemáticas básicas. A partir de la
expresión general (5.28) tendremos que si γ → ∞ el modelo de sotolongo et al.
converge hacia el modelo lineal, que ya conocemos. Nosotros estamos interesados en
la situación no extensiva, donde γ < ∞, que obedecerá a la expresión (5.39).

σS(D) =

(

1− D

D0

)γ

(H(D)−H(D −D0)) (5.39)

Su derivada nos dará la pendiente de la curva de supervivencia.



126 CAPÍTULO 5. DESARROLLO Y DISCUSIÓN DEL MODELO.

Figura 5.3: Ajuste de una curva de amplio rango de dosis con el modelo de Sotolongo
et al. y el modelo LQ.

d

dD
σS(D) = − γ

D0

(

1− D

D0

)γ−1

(5.40)

que se anula para γ = 0 y D = D0. Por otro lado, experimentalmente se sabe que la
curva de supervivencia es estrictamente decreciente, lo que implica que la pendiente
ha de ser siempre negativa, dσS(D)/dD < 0, lo cual implica que 0 < D < D0, algo
impĺıcito en la expresión (5.39), y que γ > 0.

Respecto a la derivada del logaritmo de la curva de supervivencia, tendremos
que:

d

dD
lnσS(D) = − γ

D0 −D
(5.41)

La pendiente inicial será no nula, d ln σS(D)/dD|D=0 = −γ/D0, lo que concuerda
perfectamente con los datos experimentales. Para dosis elevadas era mayoritaria la
idea de que la pendiente se manteńıa constante, mientras que el modelo de Sotolongo
et al. predice que es inversamente proporcional a la dosis. Como ya comentamos en
la sección precedente, curvas experimentales con un rango amplio de dosis muestran
que, si bien la curva presenta una zona intermedia en la cual el logaritmo de la
fracción de supervivencia se aproxima a una recta, con una pendiente relativamente
constante, repentinamente muestra un cliff que disminuye su pendiente de forma
brusca. Teniendo esto en cuenta el modelo de Sotolongo et al. predice correctamente
el comportamiento de la curva.

Por otra parte, la segunda derivada de la curva de supervivencia nos proporciona
el carácter cóncavo o convexo de la misma.
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d2

dD2
σS(D) =

γ(γ − 1)

D2
0

(

1− D

D0

)γ−2

(5.42)

Si γ es mayor que 1 tendremos que la segunda derivada será positiva, γ > 1 ⇒
σ′′
S(D) > 0, por lo que la curva será convexa. Lo contrario ocurrirá si 0 < γ < 1.

Experimentalmente también se conoce el carácter convexo de la curva de supervi-
vencia, por lo que de forma general el parámetro γ tendrá que ser mayor que la
unidad en cualquier circunstancia.

El modelo de Sotolongo et al. depende de dos parámetros, γ y D0. Recordamos
que γ = (2 − q)/(1 − q), por lo que representa la extensividad del sistema, cuanto
mayor sea γ el sistema presentará una propiedad no-aditiva más marcada. Como
pudimos comprobar en los ajustes, el parámetro γ solo depende del tipo de célula
o tejido que es irradiado, por lo que puede ser denominado parámetro tisular. D0

era la dosis mı́nima de aniquilación, dosis media a partir de la cual no sobrevive
ninguna célula. Dado que supusimos una relación lineal entre el efecto tejido y la
dosis teńıamos que E0 = D0/α, con E0 obedeciendo la ecuación (5.20), por lo que
depende del efecto medio y del parámetro q de Tsallis. La relación lineal entre E0 y q
se muestra en la figura 5.4, y nos demuestra que cuanto mayor sea q, esto es, cuanto
mayor sea la no-aditividad del sistema, mayor será el efecto mı́nimo de aniquilación,
por lo que el sistema es infra-aditivo. La dosis mı́nima de aniquilación, según los
ajustes, dependerá del tipo de radiación empleada y de las condiciones ambientales
durante la irradiación.

Figura 5.4: Dependencia de Ω ≡ E0 en función del valor de q.

Aśı pues, cada uno de los parámetros del modelo estará relacionado con una
propiedad del sistema, el parámetro γ con las propiedades tisulares, y la dosis mı́ni-
ma de aniquilación con las propiedades f́ısicas de la radiación y las propiedades
bioqúımicas del medio.
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5.3.2. Modelo Dinámico.

El modelo de Sotolongo et al., como suced́ıa con el modelo LQ, es, en principio,
un modelo estático que no tiene en cuenta expĺıcitamente el tiempo. Pero al igual
que con el modelo LQ, el modelo de Sotolongo puede ser expandido a un modelo
dinámico realizando algunas consideraciones [34][27]. Para ello reorganizaremos la
expresión (5.39) realizando el cambio de variable x = D/D0, siendo entonces x
una forma adimensional de dosis. Tendremos de esta manera que la fracción de
supervivencia celular obedecerá a la expresión (5.43).

σS(x) = (1− x)γ (5.43)

La probabilidad de supervivencia dada según es modelo de Sotolongo et al. no
seguirá la propiedad aditiva. Aśı, si tenemos que el sistema está expuesto a dos do-
sis consecutivas, xA y xB, podemos encontrarnos con dos situaciones diferentes. Si
consideramos que la dosis total es aditiva, x = xA + xB, la probabilidad de super-
vivencia celular será σS(x) = (1 − xA − xB)

γ 6= σS(xA) · σS(xB). Por otro lado, si
consideramos que las probabilidades son multiplicativas, σS(x) = σS(xA) · σS(xB),
tendremos que la dosis no es aditiva, x 6= xA + xB. Debemos por lo tanto desarro-
llar una serie de reglas de composición para caracterizar este proceso no-extensivo.
Para ello los autores introdujeron dos operaciones no-extensivas relacionadas con
la q-suma y el q-producto vistas en el caṕıtulo 3. Denominaremos a dicha suma y
producto no-extensivos como γ-suma y γ-producto respectivamente, y se definirán
como:

x⊕γ y = x+ y − xy (5.44)

x⊗γ y = (x1/γ + y1/γ − 1)γ (5.45)

Empleando dichas operaciones las dos situaciones antes descritas quedarán como:

x = xA ⊕γ xB ⇔ σS(x) = σS(xA) · σS(xB) (5.46)

x = xA + xB ⇔ σS(x) = σS(xA)⊗γ σS(xB) (5.47)

Sotolongo et al. dedujeron que si las dosis eran administradas separadas por un
tiempo largo, la capacidad de reparación celular propiciaŕıa que los efectos f́ısicos
fuesen independientes uno de otro. Por otro lado, si las dosis se aplican de forma
conjunta, éstas deben ser consideradas aditivas. Aśı pues, la expresión (5.46) se
correspondeŕıa con un tiempo entre dosis elevado (t → ∞) mientras que (5.47) se
corresponde con la impartición consecutiva de las dosis, (t → 0).

Para extender el razonamiento a un conjunto de dosis debemos generalizar el
concepto de operador suma y operador producto. Si la dosis es aditiva tendremos
que la fracción de supervivencia obedecerá a la expresión:

σn =

(

1−
n∑

i=1

xi

)γ

(5.48)

que puede ser reescrita como:
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σn =

(

1− xn

1−∑n−1
k=1 xk

)γ

σn−1 =
n∏

i=1

(

1− xi

1−
∑i−1

k=1 xk

)γ

(5.49)

Por otro lado, si las probabilidades son independientes tendremos que:

σn =
n∏

i=1

(1− xi)
γ (5.50)

Podemos combinar ambas expresiones mediante la introducción de un nuevo paráme-
tro, ε ∈ [0, 1], de forma que si ε = 1 la expresión resultante describe eventos totalmen-
te correlacionados mientras que si ε = 0 los eventos serán independientes. Definiendo
de paso los operadores no-extensivos suma,

⊕
, y producto,

⊗
, tendremos que:

σn =
n⊗

i=1

(1− xi)
γ =

(

1−
n⊕

i=1

xi

)γ

=
n∏

i=1

(

1− xi

1− ε
⊕i−1

k=1 xk

)γ

(5.51)

El coeficiente ε recibirá el nombre de coeficiente de acoplamiento de sesiones y re-
presentará el proceso de reparación entre la aplicación de las dosis. Por lo tanto
deberá haber alguna relación entre el coeficiente ε y el factor de Lea-Catcheside.
Ambos parámetros dan cuenta de la dependencia temporal y el proceso de repara-
ción celular, y ambas tienen valores comprendidos entre 0 y 1. Deberá, por lo tanto,
existir alguna relación formal entre ellos, de forma que podamos expresar ε = ε(D)
y viceversa. ε tiene un carácter opuesto a G (cuando t → 0 ⇒ ε → 1; G → 0 y
cuando t → ∞ ⇒ ε → 0; G → 1), en el caṕıtulo de conclusiones obtendremos una
relación entre ε y G para el caso especial de tasa de dosis constante.

Aunque en (5.51) se definen de forma impĺıcita los operadores generalizados
suma y producto, es conveniente introducir una definición expĺıcita. Si suponemos un
único evento X correspondiente a todo el proceso, que denominamos dosis efectiva,
tendremos que:

σn = (1−X)γ =

(

1−
n⊕

i=1

xi

)γ

(5.52)

Tras el evento i-esimo, la dosis efectiva tendrá la forma:

Xi = Xi−1 + xi

(
1−Xi−1

1− εXi−1

)

(5.53)

donde X1 = x1 y Xn = X. De aqúı se obtiene que:

x = xA ⊕ xB = xA + xB

(
1− xA

1− εxA

)

(5.54)

σ = σA ⊗ σB = σA

[

σ
1/γ
B − ε(1− σ

1/γ
A )

1− ε(1− σ
1/γ
A )

]γ

(5.55)

siendo σA = σ(xA) y σB = σ(xB). Recuperaremos las expresiones (5.46) y (5.47) en
los ĺımites ε = 0 y ε = 1 respectivamente.
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Lo expuesto hasta el momento es válido para dosis fraccionadas, para estudiar
los efectos de una dosis prolongada debemos adaptar el modelo al ĺımite del conti-
nuo [34]. Si las sesiones de irradiación se imparten muy próximas unas de otras la
expresión (5.53) se convierte en:

Ẋ = r
1−X

1− εX
(5.56)

donde Ẋ es la tasa de dosis efectiva mientras que r ≡ ẋ es la tasa de dosis real. Al
comienzo de la irradiación la dosis efectiva es pequeña, por lo que podemos asumir
que εX � 1 y 1/(1− εX) ' 1 + εX, por lo que:

Ẋ ' r[1− (1− ε)X] (5.57)

donde los términos de segundo orden y superiores son despreciados. Podemos obser-
var como evoluciona la dosis absorbida efectiva con el tiempo en la figura 5.5.

Figura 5.5: Aproximación al ĺımite del continuo para la dosis efectiva con r = 0,1.

Si se cumple la aditividad de la dosis (ε → 1, X =
∑

i xi) es inmediato, trans-
formando el sumatorio en una integral, que:

X =

∫ t1

t0

rdt (5.58)

Esto se cumplirá si t1 − t0 es suficientemente reducido para que los procesos de
reparación no sean tenidos en cuenta y se garantice la aditividad de la dosis. Si no
es aśı la expresión no será válida y tendremos que extender el concepto de integral
para sistemas no-aditivos. Recordando el concepto de q-suma y q-diferencia:
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x� y = x+ y − θxy (5.59)

x� y =
x− y

1− θy
(5.60)

siendo θ = q − 1 ∈ [0, 1], podemos definir la derivada no-extensiva como:

D
dt
f = ĺım

t→t0

f(t)� f(t0)

t− t0
=

ḟ

1− θf
(5.61)

Definimos entonces la tasa de dosis f́ısica, r, como la derivada no extensiva de la
dosis equivalente.

r =
D
dt
X =

Ẋ

1− θX
(5.62)

Aśı pues, tendremos la E.D.

Ẋ + θrX = r (5.63)

donde θ y r son funciones dependientes del tiempo, θ = θ(t) y r = r(t). Si no hay
procesos de reparación θ = 0 y la tasas de dosis f́ısica coincide con la tasa de dosis
equivalente, Ẋ = r. Si hay procesos de reparación, el término θrX, que depende de
factores biológicos y f́ısicos, disminuirá la tasa de dosis equivalente frente a la tasa
de dosis f́ısica.

Si consideramos que r y θ son constantes, algo asumible en ciertas condiciones
cĺınicas, tendremos que la solución de (5.63) es:

X =
1

θ

(
1− e−θrt

)
(5.64)

por lo que se alcanzará la dosis media de aniquilación (X=1) a tiempo tk.

tk = − ln (1− θ)

θr
(5.65)

La tasa de dosis equivalente tendrá entonces la forma:

Ẋ = re−θrt (5.66)

Aśı pues, la tasa de dosis efectiva irá disminuyendo exponencialmente según aumente
el tiempo hasta alcanzar la dosis de aniquilación. Si la capacidad de recuperación
celular es alta (θ ' 1) siempre quedarán células supervivientes, ya que la dosis
efectiva de aniquilación de alcanzará a tiempo infinito, tk = ∞, mientras que si la
capacidad de recuperación es nula (θ = 0) el tiempo de irradiación hasta alcanzar
la dosis de aniquilación será el menor posible, tk = 1/r.

5.4. Aplicación del Modelo a Radioterapia.

En esta última sección del capitulo veremos de forma muy breve dos aplicaciones
directas del modelo de Sotolongo et al. a la planificación de sesiones de radioterapia.
Un modelo básico de TCP basado en el modelo entrópico, y el cálculo de isoefectos
para planificar tratamientos de dosis fraccionada.
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5.4.1. TCP.

En el apartado 2.3.1 del tema 2 estudiamos los modelos de probabilidad de
control tumoral o modelos TCP, generalmente asociados al modelo LQ, que junto
con los modelo NTCP sirven para calcular la dosimetŕıa en orden a causar el mayor
daño al tumor y el menor al tejido sano circundante.

Vimos que el modelo TCP estándar derivaba de la distribución binomial,

TCP = [1− σ(D)]N (5.67)

donde N es el número de células cancerosas que conforman el tumor y σ(D) la
fracción de supervivencia celular de las mismas. Si N es muy grande y σ(D) muy
pequeña, la distribución binomial se aproxima por una distribución de Poisson.

TCP = e−N ·σ(D) (5.68)

que es una expresión mucho más manejable. A partir del modelo de Sotolongo (5.39)
se deduce inmediatamente que el modelo TCP basado en la fracción de supervivencia
de Sotolongo et al. tendrá la forma dada en (5.69).

TCPS = e
−N ·

(

1− D
D0

)γ
(H(D)−H(D−D0)) (5.69)

Comparando el modelo TCPS con el modelo TCPLQ con los datos del ajuste
de la figura 5.3 obtendremos la figura 5.6. Podemos observar que los dos modelos
son muy similares, mostrando apenas pequeñas discrepancias en la zona de subida,
en especial en la parte final de ésta. El modelo TCPLQ es ampliamente utilizado, y
sus predicciones aceptadas como correctas, por lo que el modelo TCP basado en el
modelo de Sotolongo et al. sea compatible con el modelo TCP lineal-cuadrático es
una prueba más de la bondad del primero.

10 20 30 40
D

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

TCP

TCPS

TCPLQ

Figura 5.6: Comparación entre los modelos TCPS y TCPLQ con parámetros corres-
pondientes al mismo conjunto de datos experimentales y N = 100.
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5.4.2. Cálculo de Isoefectos.

Ya vimos en el tema 2 que el cálculo de isoefectos era una parte fundamental
en radioterapia. Recordamos que se defińıa isoefecto como el conjunto de valores
de sesiones de radioterapia y dosis por sesión, (n, x), que producirán un mismo
efecto sobre el tejido. Ya que las curvas de supervivencia del tumor, σtumor, son
diferentes a las del tejido sano, σtejido, ambos tendrán comportamientos diferentes
bajo una irradiación fraccionada. El cálculo de isoefectos en radioterapia pretende,
o bien maximizar el daño biológico al tumor manteniendo constante el efecto sobre
el tejido sano en parámetros aceptables, o bien fijando el efecto sobre el tumor, de
modo que sea erradicado, minimizar el daño sobre el tejido normal.

La fracción de supervivencia para una irradiación fraccionada seguirá la expre-
sión:

σn(X) = (1−X)γ =

(

1−
n⊕

i=1

xi

)γ

(5.70)

donde n es el número de fracciones, xi la dosis por fracción y X la dosis efectiva,
luego para que dos tratamientos tengan el mismo efecto deben tener la misma dosis
efectiva, XA = XB. Dichas dosis efectivas tendrán una relación recursiva para la
sesión i-esima dada por la ecuación (5.71).

Xi = Xi−1 + xi

(
1−Xi−1

1− εXi−1

)

(5.71)

Para comprobar la validez del modelo los autores realizaron ajustes a datos
obtenidos de bibliograf́ıa para tejidos de pulmón de ratón, piel de ratón y células de
las criptas yuyenales de ratón. Obtuvieron valores de ε = 0,50, D0 = 11,3 Gy para
el pulmón de ratón, ε = 0,58, D0 = 24,0 Gy para la piel de ratón y ε = 0,62, D0 =
16,1 Gy para las células yuyonales. Los ajustes se muestran en la figura 5.7.

Figura 5.7: Relación de isoefecto para diferentes tejidos de ratón.
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Los valores del coeficiente de acoplamiento de sesiones, ε, quedan más o menos
situados en el medio de su rango, ε ∈ [0, 1]. Para cada valor de la dosis efectiva
total, X, se obtiene una relación de isoefectos diferentes, como puede observarse
en la figura 5.8. Conocidos ε y D0 se puede calcular el isoefecto óptimo para un
determinado tratamiento. Para el cálculo de dicho isoefecto el parámetro γ no juega
ningún papel, disminuyéndose aśı el numero de parámetros implicados.

Figura 5.8: Relación de isoefecto para células yuyenales de ratón a diferentes dosis
efectivas totales.

Un problema que tenemos al calcular isoefectos mediante el método de Sotolongo
et al. es que, a diferencia del factor de Lea-Catcheside, no tenemos ninguna relación
formal del parámetro de acoplamiento de sesiones, ε. Tampoco hay bibliograf́ıa para
poder deducir una relación emṕırica. Para intentar deducir dicha relación, los autores
emplearon el modelo LQ para simular el sistema y obtener una relación temporal
del parámetro ε. Dicha relación se muestra en la figura 5.9.

Obviamente esta relación no debe basarse en otro modelo con el que pretendemos
comparar el modelo de Sotolongo et al., pero nos da una cierta indicación de como
debeŕıa ser en realidad. Es necesario encontrar una relación formal o emṕırica para
ε.

Para acabar con esta sección introduciremos el concepto de dosis cŕıtica, xc.
Si suponemos que las dosis por fracción son iguales, xi = x, la expresión (5.71)
conforma un mapa recursivo, de cuyo análisis llegamos a la conclusión de que para
cada ε existe un valor cŕıtico de x, xc = 1−ε, que divide el plano (x, ε) en dos regiones
diferentes. Para x < xc siempre existirá una fracción de células supervivientes ya
que nunca se alcanzará la dosis efectiva de aniquilación, Xn < 1 ∀n. Si x > xc, sin
embargo, a partir de una determinada sesión n tendremos que la dosis efectiva supera
la dosis efectiva de aniquilación, Xn > 1, por lo que con las fracciones suficientes se
erradicará el tumor. Podemos observar el comportamiento de la dosis cŕıtica en la
figura 5.10.
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Figura 5.9: Valor del parámetro ε en función del periodo entre sesiones basados en
la inferencia a partir del modelo LQ.

Figura 5.10: El gráfico mayor representa las isoĺıneas n0 como función de ε y x por
encima del valor cŕıtico. El gráfico menor representa el número de fracciones mı́nimas
en función de xc.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones.

Este proyecto fin de master está planteado como un resumen de los art́ıculos
publicados sobre el modelo que los doctores Sotolongo-Grau O., Rodriguez-Pérez
D., Antoranz J.C. y Sotolongo-Costa O. propusieron para modelar el proceso de
supervivencia celular a la radiación ionizante. No pretende ser, por lo tanto, un
trabajo de investigación que aporte nuevas ideas originales.

En la introducción resumimos los aspectos bioqúımicos que determinaban y des-
crib́ıan la fracción de supervivencia celular a la radiación y repasamos brevemente
los principales modelos que ajustaban las curvas de supervivencia. Pod́ıamos dife-
renciar entre dos tipos de curvas, las de tipo lineal, que se ajustaban a un modelo
exponencial simple, y las de tipo sigmoide o de hombro, para las cuales los mo-
delo RMR y LQ obteńıan los mejores resultados. Si bien el modelo RMR obtiene
en general mejores ajustes que el modelo LQ, la mayor simpleza de éste último,
unido a un desarrollo más completo que incluye una versión dinámica del mismo al
introducir el factor de Lea-Catcheside y una metodoloǵıa para su aplicación a ra-
dioterapia probadamente demostrada, convierten al modelo lineal-cuadrático en el
modelo estándar en radiobioloǵıa. Si se pretende desarrollar un modelo alternativo
al modelo LQ debeŕıa al menos igualar al mismo en potencial y simpleza.

El modelo de Sotolongo et al. emplea la teoŕıa de la información y el principio
de máxima entroṕıa para obtener la expresión anaĺıtica que describe al sistema,
imponiendo únicamente las condiciones de ligadura de normalización del espacio
probabiĺıstico y que la dosis media para provocar la muerte celular por radiación
venga dada por un valor determinado, 〈D〉. Dado que el sistema se comporta de
forma no-aditiva, implementa la metodoloǵıa no-extensiva desarrollada por Tsallis,
empleando entonces la entroṕıa de Tsallis en el PME.

Una aproximación clásica el problema mediante la aplicación del principio de
máxima entroṕıa empleando la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs nos permite deducir
directamente las expresiones de los modelos lineal y lineal-cuadrático, lo que pone de
manifiesto el potencial de dicho principio aplicado al modelado de curvas de super-
vivencia celular a la radiación ionizante. Si suponemos un efecto tejido proporcional
a la dosis obtendremos el modelo lineal, mientras que si suponemos el efecto tejido
tiene una relación de tipo lienal-cuadrática con al dosis obtendremos el modelo lineal
cuadrático. La aproximación clásica representa un enfoque extensivo del sistema, ya
que la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs es aditiva. Sotolongo et al. postularon que el
sistema que describe el proceso de supervivencia celular tiene, de forma general, un
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carácter no-extensivo en el sentido de que la entroṕıa es no-aditiva. Para abordar
el problema propusieron la entroṕıa de Tsallis sobre la cual aplicar el principio de
máxima entroṕıa. Además de las condiciones de ligadura antes descritas, también
se imponen en el modelo de Sotolongo et al. que existe una dosis mı́nima de aniqui-
lación, D0, a partir de la cual las probabilidades de supervivencia de las células son
nulas, σ(D > D0) = 0, y que el efecto tejido es directamente proporcional a la dosis
absorbida, E = αD. Bajo estas condiciones se infiere que el modelo de Sotolongo et
al. obedece a la expresión (6.1).

σ(D) =







(

1− D
D0

)γ

[H(D)−H(D −D0)] si γ < ∞.

e−
D

〈D〉 si γ → ∞.
(6.1)

El modelo de Sotolongo et al. ajusta correctamente los conjuntos de datos experi-
mentales a los que los autores le han aplicado. Si bien estos conjuntos son reducidos,
abarcan gran cantidad de tejidos y condiciones experimentales, como LET de la
radiación aplicada, nivel de oxigenación del medio, etc., por lo que en principio con-
sideramos el modelo como válido en el rango habitual de baja dosis en el que las
curvas de supervivencia suelen ser obtenidas. El modelo de Sotolongo et al. presenta
una pendiente inicial del logaritmo de la fracción de supervivencia no nula,

d

dD
− ln σ(D)

∣
∣
∣
∣
D=0

= − γ

D0

(6.2)

lo que concuerda con los resultados experimentales y es reconocido en el ámbito
de la radiobioloǵıa como un indicador de la bondad del modelo. Para dosis altas,
históricamente se consideraba que el logaritmo de la curva de supervivencia a la
radiación se comportaba de forma lineal con la dosis, lo cual discordaba con las
predicciones del modelo lienal-cuadrático. El modelo de Sotolongo et al. prevé una
relación inversamente proporcional entre el logaritmo de la curva de supervivencia
y la dosis para altas dosis absorbidas, lo cual discrepa aún más de esta tesis que
lo que lo hace el modelo LQ. Ahora bien, suponer que para altas dosis el logarit-
mo de la curva es proporcional a la dosis implica que la curva de supervivencia se
aproxima asintóticamente a la supervivencia nula con la dosis, lo que significa que
para cualquier dosis absorbida, por alta que esta sea, siempre se encontrarán células
supervivientes. Esto es algo absurdo desde el punto de vista biológico, donde tiene
más sentido la existencia de una dosis media mı́nima de aniquilación, a partir de la
cual, en promedio, la probabilidad de supervivencia es nula. En curvas experimen-
tales con un rango alto de dosis absorbida se puede observar que el logaritmo de la
fracción de supervivencia śı presenta un comportamiento cuasilineal tras el hombro,
pero para muy altas dosis, superiores a las habituales mostradas en las curvas de
supervivencia, aparece un cliff súbito en el logaritmo de la fracción de supervivencia
que hace que la probabilidad de supervivencia celular decaiga rápidamente hasta
anularse en D0. Este fenómeno es reproducido fielmente por el modelo de Sotolongo
et al., no aśı en el modelo LQ, por lo que el primero proporciona mejores correla-
ciones con la curva de supervivencia experimental en la zona de altas dosis que el
segundo. Si bien los autores solo comprobaron esta correlación con un único juego
de datos experimentales, por lo que se antoja necesario verificarlo con otras curvas
experimentales de alto rango de dosis en diferentes condiciones para poder aseverar
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que el modelo de Sotolongo et al. modela correctamente esta zona de altas dosis de
forma general.

Si suponemos que el efecto tejido se relaciona con la dosis absorbida mediante una
expresión de tipo cuadrático, E = βD2, obtenemos el modelo entrópico no-aditivo
cuadrático, que tendrá por expresión para γ < ∞ la ecuación (6.3).

σ(D) =

(

1− D2

D2
0

)γ

[H(D)−H(D −D0)] (6.3)

Este modelo, que en principio no tiene demasiado sentido biológico, tiene la pecu-
liaridad de que para dosis bajas o γ altos se aproxima al modelo RMR con eurepair
lineal - misrepair cuadrático. Dicho modelo, aunque complejo, era el que mejor ajus-
taba las curvas experimentales. Su expresión anaĺıtica veńıa dada por la ecuación
(6.4).

σRMR(D) = e−αD

[

1 +
D

ε/α

]ε

(6.4)

Se puede considerar que el sistema descrito mediante el modelo RMR está conforma-
do por dos subsistemas independientes, A y B, de tal forma que el sistema total es
la unión de ambos, T = A∪B ⇒ pT = pA+pB ⇒ ST = SA ·SB. Uno de dichos sub-
sistemas tendrá carácter extensivo mientras que el otro será no extensivo, de modo
que la fracción de supervivencia del sistema total será el producto de las fracciones
de supervivencia de ambos subsistemas, σT = σA · σB, obteniendo el modelo RMR
con eurepair lineal - misrepair cuadrático.

El modelo de Sotolongo et al. es un modelo de tipo potencial bastante simple que
depende solo de dos parámetros, lo que lo convierte en un modelo muy manejable
desde el punto de vista operacional, como sucede con el modelo LQ. El parámetro
γ depende únicamente de las caracteŕısticas tisulares o celulares de la muestra, y da
cuenta de la extensividad del sistema al depender exclusivamente del parámetro q
de Tsallis.

γ =
2− q

1− q
(6.5)

El sistema es aditivo si q = 1 (γ → ∞), por lo que cuanto mayor sea γ más
aditivo será el sistema. Por otro lado D0 es la dosis mı́nima de aniquilación, a
partir de la cual la probabilidad de supervivencia celular es nula. Este parámetro
depende del tipo de radiación y de las condiciones biológicas del tejido, como nivel de
oxigenación o presencia de radioprotectores o radiosensibilizadores. Los parámetros
del modelo estarán relacionados con un solo tipo de propiedades del sistema, γ con
las propiedades tisulares y D0 con las propiedades f́ısicas y bioqúımicas.

Un hecho interesante del modelo de Tsallis es que, al igual que suced́ıa con
el modelo LQ, se puede extender a un modelo dinámico que tenga en cuenta el
tiempo. Se plantea por parte de los autores la hipótesis de que cuando dos dosis son
impartidas de forma consecutiva (t → 0), la dosis (expresada en este caso de forma
adimensional como x = D/D0) se comportará de forma aditiva y la supervivencia
celular tendrá la forma σS(x) = σS(xA) ⊗γ σS(xB), siendo ⊗γ el γ-producto. Por
otro lado, si el tiempo entre dosis es elevado (t → ∞), la dosis ya no será aditiva,
x = xA ⊕γ xB, siendo ⊕γ la γ-suma, mientras que la fracción de supervivencia
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celular será el producto de las correspondientes fracciones de supervivencia, σS(x) =
σS(xA) · σS(xB). Aśı, podemos definir una nueva magnitud, la dosis “efectiva” (no
confundir con la dosis “equivalente”, H), X, que caracteriza la dosis impartida en
un determinado periodo como si fuese irradiada en una sola dosis, de forma que la
fracción de supervivencia total tras n dosis obedezca a la expresión σn = (1−Xn)

γ.
Dicha dosis “efectiva” puede ser calculada a partir del operador suma no-extensivo
y de un nuevo parámetro, ε, denominado coeficiente de acoplamiento de sesiones, a
través de la expresión recurrente:

Xn =
n⊕

i=1

xi = Xn−1 + xn

(
1−Xn−1

1− εXn−1

)

(6.6)

En el ĺımite del continuo esta expresión se transforma en:

Ẋ = r

(
1−X

1− εX

)

(6.7)

donde Ẋ es la tasa de dosis efectiva y r ≡ ẋ es la tasa de dosis f́ısica real. El
coeficiente de acoplamiento de sesiones es una magnitud equivalente al factor de
Lea-Catcheside en el modelo LQ, y es esencial para modelar el sistema dinámico,
sin embargo, a diferencia del factor G no tiene una expresión anaĺıtica establecida que
la defina. La E.D. (6.7) no es resoluble anaĺıticamente, por lo no podemos despejar
ε a partir de ella. Es posible expresar la relación entre la dosis efectiva acumulada y
la tasa de dosis f́ısica a través de la derivada no-extensiva, D:

r =
D
dt
X =

Ẋ

1− θX
⇒ Ẋ + θrX = r (6.8)

siendo θ = q − 1. En general tanto θ como r dependerán del tiempo, pero para
ciertas aplicaciones como la radioterapia pueden considerarse constantes. Siendo
aśı, tendremos que:

X =
1

θ

(
1− e−θrt

)
(6.9)

Si llevamos esta expresión a (6.7) podremos despejar ε, y teniendo en cuenta que
γ = (θ − 1)/θ, obtendremos la expresión (6.10).

ε =
γ

γ − 1
e−

1
γ−1

rt (6.10)

Dado que el factor de Lea-Catcheside para una tasa de dosis constante tiene la
forma:

G =
2

(λt)2
(λt− 1) +

2

(λt)2
e−λt (6.11)

tendremos que este factor y el coeficiente de acoplamiento de sesiones se relacionarán
mediante una expresión del tipo:

G = C1(t)ε+ C2(t) (6.12)

donde, operando, tendremos que:
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λ =
r

γ − 1
(6.13)

C1(t) =
2

(λt)2
r

r + λ
(6.14)

C2(t) =
2

(λt)2
(λt− 1) (6.15)

Para el caso de r y θ constantes habremos relacionado el factor G con el coeficiente
ε, obteniendo además una expresión para la tasa de reparación λ en la formulación
no-extensiva.

Por último mencionar que el modelo de Sotolongo et al. puede ser aplicado a la
planificación de radioterapia. A partir de él se puede deducir un modelo TCP.

TCPS = e
−N

(

1− D
D0

)γ
[H(D)−H(D−D0)] (6.16)

y modelos NTCP que permiten calcular las dosis óptimas para eliminar el tumor
permitiendo que el tejido sano pueda recuperarse. Además se pueden calcular iso-
efectos a través de la ecuación (6.6). El cálculo de isoefectos mediante el modelo de
Sotolongo et al. tiene dos inconvenientes básicos, el primero es que la expresión (6.6)
es recursiva, y por lo tanto menos manejable que la expresión expĺıcita obtenida pa-
ra el modelo LQ, y segundo que no disponemos de una expresión anaĺıtica general
para ε, aunque la expresión (6.10) puede ser válida para condiciones estándar de
radioterapia.

El objetivo del trabajo era comprobar si el modelo de Sotolongo et al. era capaz
de predecir correctamente un sistema biológico expuesto a radiación ionizante, en
particular sus parámetros radiobiológicos y radiológicos, y en particular comparar
sus resultados con los brindados por el modelo lineal-cuadrático, al ser éste último el
referente actual en el ámbito de la radiobioloǵıa. Podemos concluir según lo expuesto
en el trabajo que el modelo de Sotolongo et al. posee el mismo potencial que el modelo
LQ para modelar tanto sistemas estáticos como dinámicos, siendo más fidedigno a
los datos experimentales en el caso estático y más complicado que el modelo LQ
en el caso dinámico, además de no estar la teoŕıa dinámica aún completamente
desarrollada. También tiene las mismas aplicaciones radiobiológicas que el modelo
LQ, esto es, modelos TCP/NTCP e isoefectos, aunque el calculo de isoefectos con
el modelo de Sotolongo et al. es más complejo que empleando el modelo LQ. Queda
comprobar de forma cĺınica las predicciones radiobiológicas del modelo entrópico.
Aśı pues concluimos que el modelo de Sotolongo et al. puede competir en estudios
radiobiológicos con el modelo LQ, siendo en algunos aspectos superior a éste. En
el ámbito cĺınico a d́ıa de hoy no pueda competir con el modelo LQ por falta de
desarrollo y pruebas emṕıricas que demuestren su validez, aunque en el futuro si
puede erigirse como una alternativa viable.



144 CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES.



Fuentes de las Figuras.

Capitulo 1.

Fig1.1: Bibliograf́ıa [20].

Fig1.2: Bibliograf́ıa [24].

Fig1.3: “Cell Cycle 2-2” by Cell Cycle 2.svg: *Cell Cycle 2.png: Original uploa-
der was Zephyris at en.wikipediaderivative work: Beaoderivative work: Histidine
(talk) - Cell Cycle 2.svg. Licensed under CC BY-SA 3.0 via Commons - https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:Cell Cycle 2-2.svg#/media/File:Cell Cycle 2-
2.svg

Fig1.4: Bibliograf́ıa [14].

Fig1.5: “Nucleotides 1” by Boris (PNG), SVG by Sjef - en:Image:Nucleotides.png.
Licensed under Public Domain via Commons - https://commons.wikimedia.org/wiki
/File:Nucleotides 1.svg#/media/File:Nucleotides 1.svg

Fig1.6a: “DNA Structure+Key+Labelled.pn NoBB” by Zephyris - Own work.
Licensed under CC BY-SA 3.0 via Commons - https://commons.wikimedia.org/wiki
/File:DNA Structure%2BKey%2BLabelled.pn NoBB.png#/media/File:DNA
Structure%2BKey%2BLabelled.pn NoBB.png

Fig1.6b: “A-DNA, B-DNA and Z-DNA” by Original uploader was Richard
Wheeler (Zephyris) at en.wikipedia - Originally from en.wikipedia; description page
is/was here.. Licensed under GFDL via Commons - https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:A-DNA, B-DNA and Z-DNA.png#/media/File:A-DNA, B-DNA and Z-
DNA.png

Fig1.7: “Chromatin Structures” by Original uploader was Richard Wheeler at
en.wikipedia Later version(s) were uploaded by Seans Potato Business at en.wikipedia.
- Transferred from en.wikipedia; Transfer was stated to be made by User:sevela.p..
Licensed under CC BY-SA 3.0 via Commons - https://commons.wikimedia.org/wiki
/File:Chromatin Structures.png#/media/File:Chromatin Structures.png

Fig1.8: Bibliograf́ıa [24].

Fig1.9: Bibliograf́ıa [24].

Fig1.10: Bibliograf́ıa [20].

Fig1.11: Bibliograf́ıa [14].

Fig1.12: Bibliograf́ıa [14].

145
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