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Notacion.
A. Abreviaturas.

Ecuacién diferencial ordinaria.

Ecuacién diferencial aleatoria.

Ecuacién diferencial estocastica.
Ecuacién diferencial ordinaria estocastica.
Sistema dinamico aleatorio.

Flujo producto asimétrico.

Sistema dindmico auténomo.

Sistema dindmico no auténomo.

B. Notacién Conjuntista.

Definicién.

Espacio métrico.

Elemento de X.

Conjunto de los niimeros enteros.

Conjunto de los ntimeros reales.

Espacio euclideo n-dimensional real.

Conjunto de los ntiimeros enteros mayores o iguales que cero.
Conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que cero.
[(z.5) € R 2,y > 0},

{(z,y,2) e R®: 2, y,2 > 0}.

Semidistancia de Hausdorff entre A y B, sup,. 4 inf,ep d(z,y).
A es un subconjunto de B.

K es un subconjunto compacto de A.

C. Notacion probabilistica.

Espacio de probabilidad.
o-algebra de Borel de R.
Casi seguramente en P.
Elemento de (2.

Proceso de Wiener.
Esperanza.

D. Notacion Funcional.

Espacio de funciones continuas.

Espacio de funciones con derivada continua.
Espacio de funciones continuas acotadas.
Norma L? de f.

Denotara indistintamente a la derivada.
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Introducciéon

Consideremos la EDO auténoma & = f(x) con z(ty) = zo en R". Asumien-
do existencia global y unicidad, la solucién que generara una aplicacion (t, o, xg) —
x(t, to, o) invariante por traslaciones en el tiempo, mas concretamente, z(t—tg, 0, zg) =
x(t, to, xo). Para darse cuenta de este hecho solo hay que comprobar que tanto la parte
izquierda de la igualdad, como la derecha, verifican la misma EDO y el mismo dato
inicial, y entonces, por la unicidad de soluciones, ambas expresiones son la misma.
Esto hace que en el caso de una EDO auténoma nos podamos restringir a tg = 0
y a escribir la solucién como z(t, xg). Si llamamos (¢, xq) := z(t, o), vemos que ¢

verifica
1. Una condicién inicial: ¢(0,xq) = zo.
2. Una propiedad de grupo: ¢(t + s, z9) = ¢(t, o(s, x0)).

Esto motiva la siguiente definicion

Definicién. Sea X un espacio métrico. Un sistema dindmico autonomo es una

aplicacion continua ¢ : T x X — X, verificando las propiedades 1 y 2 anteriores.

El conjunto T es Z (para el caso discreto), o R (para el caso continuo).
Consideremos ahora la EDO no auténoma & = f(t,z) con x(ty) = xo en R". En este
caso, las soluciones no son invariantes por traslaciones, como muestra por ejemplo la
EDO no auténoma & = —2tx con z(ty) = xo, que tiene por solucién a x(t,ty, xg) =

—(t2—t2) 1 . . 1 . 1 .

Toe 0/, que claramente no es mvariante por traslaciones en el tiempo.

En el caso no autéonomo, las soluciones verifican,
1. .Z'(to,to,l'o) = Xy.
2. x(tg,to,l'o) = I(tg,tl,l‘(tl,to, Io)) con to S tl S tQ.

Analogamente a como definfamos un sistema dindmico continuo auténomo, podemos

definir un proceso, en el caso no auténomo como:

Definicién. Sea X un espacio métrico. Un proceso es una aplicacion continua

@ : T xTxX— X, verificando las propiedades 1 y 2 anteriores.
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Una propiedad interesante de los procesos es que pueden ser formulados como
sistemas semidindmicos (¢ > to) auténomos, para ello defino X = T x X y defino una

aplicaciéon 7 : Tt x X — X dada por
7(t, (to, o)) == (t + to, p(t + to, to, o)),
entonces 7 es un sistema semidindmico auténomo sobre X. Efectivamente,
L. 7(0, (to, z0)) = (to, ¢(to, to, o)) = (to, o)

2. w(s+t, (to, x0)) = (s+t+to, p(s+t+to, to, xg)), mientras que 7 (s, m(t, (to, zo))) =
(s, (T + to, p(t + to, to, 20))) = (s + T + to, p(s + t + to, o, o))

Sin embargo, la formulacién de procesos tiene el inconveniente de que al extender
algunos conceptos fundamentales de la teoria de los sistemas dindamicos en el caso
autéonomo (y veremos que también en el caso estocéstico), como es el concepto de
conjunto w-limite, estos, no existen fuera del vacio. Esto es consecuencia de la propia
definicién de conjunto w-limite (ver la Definicién m y la Definicién y de que
el tiempo es un parametro del estado. Sea M C X, entonces, por la definicion de
conjunto w-limite
wM) = YUt M), 7t M) = | {(E+ to, (¢ + touto,70))
T20t>7 (to,x0)EM

y por tanto

w(M) = Jn(t M)

(N U {t+to,0(t +to,to,0))} = 0.

>0 t>1
(to ,xo)EM

Esto significara, entre otras cosas, que la definicién de sistema dindmico no auténomo
tendra que ser modificada adecuadamente, ya que la motivacion de este trabajo, es
el andlisis asintético de sistemas dindmicos (no auténomos) estocasticos. Veamos el
siguiente ejemplo que nos servird como motivacion.

Consideremos un sistema de EDOs

p=f(p), t=g(p,z), pe R"y x € R™.

Asumiendo regularidad suficiente en los datos podemos suponer existencia y unicidad
de soluciones en el sistema que generan un sistema semidindmico auténomo 7 en

R™™ el cual puede ser escrito como
ﬂ-(tvp()v xO) = (p(t7p0)7 x(t7p07 .To))
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Algunas observaciones:
1. La propiedad de semigrupo para p: p(s +t,po) = p(s, p(t,po)), s,t > 0.

2. Una generalizacion de la propiedad de semigrupo, conocida como propiedad de

cociclos para z: z(s + t, po, xo) = (s, p(t, xo), x(t, po, o)), s,t > 0.

Al término p se le llama término director (driven en inglés) ya que & = g(p, ), es el

responsable en el cambio de los campos de vectores con el tiempo.

Definicién. Sean (X,dx) y (P,dp) dos espacios métricos. Un sistema dindmico
no auténomo es un par (0, @) formado por una aplicacion de cociclos ¢ (es decir, la
aplicacion ¢ : TT x P x X — X es continua, satisface la propiedad de cociclos, vy
©(0,p,z) = x) actuando sobre el espacio de fases X, el cual es dirigido por el sistema
dindmico auténomo 0 actuando sobre el espacio de parametros P y el tiempo T (Z o
R). Mds precisamente, {0, }1et es un grupo de homeomorfismos actuando sobre P bajo

composicion satisfaciendo 0y(p) = p, Osi4(p) = 05(0,(p)), (t,p) — 0,(p) es continua.

La aplicacién 7 : TT x P x X — X definida por

(t, (p, %)) = (0:(p), (¢, p, ),

forma un sistema semidindmico auténomo sobre P x X. A este sistema semidinamico
auténomo se le conoce como flujo producto asimétrico ((SKF) Skew product flow en
inglés) del sistema dindmico no auténomo (6, ¢).

Obsérvese que hemos eliminado el tiempo como parametro del espacio de fases a costa
de introducir el grupo de homeorfismos 6;.

La formulacion SKF de un sistema dinamico no auténomo a partir de una ecuacién
diferencial no auténoma es como sigue. Sea x(t) la solucién de la ecuacién no auténo-
ma & = f(t,z), x(0) = xo, entonces para un 7 € R fijo, z,(t) := x(t + 7) es solucién
de la ecuacion @,(t) = fr(t,z.(t)) = f(t + 7,2(t + 7)). Consideremos la clausura
F de {f-(-,-)}rer. Sea ahora 6 : F — F definida por 6.(f) = f,. Sean también
X =F xR y p(t, f,xo) la solucién z(t, f, xg). Entonces m : RT x X — X definida
por 7(t, xo, f) = (0:(f), ¢(t, zo, f)) es la formulacién buscada.

Estamos listos ahora para introducir el concepto de sistema dinamico aleatorio.

Definicién. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea X = R". Un sis-

tema dinamico aleatorio (0,¢) sobre X consiste en un sistema dindmico director
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{0:}1er actuando sobre el espacio de probabilidad (y entonces Oy(w) = w, Os4(w) =
0,(0,(w)), (t,w) — 0,(w) es medible, y 0,(P) = P, es decir P(6;'(F)) = P(F) VF €
F) y una aplicacion cociclo ¢ actuando sobre RT x Q x X (es decir, la aplicacion
¢ :RT x Q x X = X es continua, satisface la propiedad de cociclos, p(0,w,x) = y
(t,w,z) — p(t,w,x) es medible).

Comentemos algunos aspectos concretos de la definicion anterior. En los RDS,
trabajaremos con un espacio de probabilidad (€2, F,P), con F una o-algebra, formada
por subconjuntos medibles de €2, llamado espacio muestral y una probabilidad P. Para
rastrear el efecto del ruido en el tiempo, debemos seguir cada “muestra”, es decir,
cada w € ), en el tiempo. Este rastreo lo denotaremos por 6;(w). Por tanto, en lugar

de tener una ecuacién diferencial ordinaria aleatoria (RODE),

d
= = flt.w,x), ¢
tendremos una ecuacién del tipo
d ~
- = 1(0(w), ). 2)

En el trabajo, consideraremos dos tipos de ruido, uno que podremos modelizar
a través de 0;(w) (ecuaciones diferenciales aleatorias, RDE), y otro a través de un
proceso de Wiener (ecuaciones diferenciales estocasticas, SDE). Uno de los objetivos
del trabajo sera, cuando se pueda, transformar una SDE en una RDE, y aplicar las
técnicas de los RDS.

La generacion del sistema dindmico aleatorio a partir de la ecuacion diferencial

aleatoria es como sigue. Consideremos la RDE

&~ FOuw). ), 8
con {6;}; un sistema dindmico director actuando sobre (€2, F,P).
Denotemos por x(t, ty,w, zg) a su solucién (suponemos hipétesis suficientes de regula-
ridad sobre f para garantizar la solucién tinica de la ecuacién), cont > toy x(tog) = xo.
Definamos ahora

o(t,w, zg) := x(t,0,w, o),

entonces (6, ) es un RDS. Efectivamente, veamos que se verifica la propiedad de

cociclo,
QO(t - th eto(w)a CU(]) - l’(t - tO? 07 eto (w>> .T()) = .T(t, lo, w, .I'()),
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es decir,
o(t, 01 (w), o) = x(t + to, to, w, To).
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Capitulo 1

El caso autéonomo

Los sistemas dinamicos auténomos son una teoria bien establecida, investigada
intensamente en los dos ultimos siglos. En este capitulo intentaremos establecer los
conceptos fundamentales a desarrollar en los sistemas no auténomos, especialmente

en los sitemas aleatorios.

1.1. Formulacion

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio métrico y T o bien R o bien Z. Un sistema

dindmico auténomo (ADS) es una aplicacion continua ¢ : T x X — X, verificando
1. Una condicion inicial: ¢(0,z0) = xg, Yo € X.
2. Una propiedad de grupo: p(t + s,x0) = @(t,p(s,x0)), Vs, t € T, g € X.
Si T = R el sistema dindmico se dice continuo, T = Z se dice discreto.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio métrico y T o bien R o bien Z. Un sistema

semidindmico auténomo es una aplicacion continua ¢ : TT x X +— X, verificando
1. Una condicion inicial: ¢(0,x0) = xg, Yy € X.

2. Una propiedad de semigrupo: o(t + s,x9) = o(t, p(s,x0)), Vs, t € TT, xy € X.

1.2. Teoria de la estabilidad clasica

El comportamiento (asintético) de un sistema semidindmico estd caracterizado

por sus conjuntos invariantes.



Definicién 1.2.1. Sea ¢ : Tt x X — X un sistema semidindmico sobre un espacio

métrico X. Un subconjunto M de X se dice p-invariante si
o(t, M) =M, YVt € T*, con ¢(t, M) = {p(t,m): me M}.

Por otra parte, se dice positivamente invariante si o(t, M) C M, Yt € T*, y negati-
vamente invariante si M C p(t, M), YVt € T+.

Un tipo importante de conjuntos invariantes son los conjuntos w-limite.

Definicion 1.2.2. Sea ¢ : TT x X — X un sistema semidindmico sobre un espacio

métrico X. El conjunto w-limite de un punto £ € X es
w(€) :={z eX:3{¢}; C T, tal que t; — oo, @(t;,&) — x}.
Otra forma de escribir el conjunto w-limite de ¢ es como,

w(©) = U{et.6))
7>0t>T1
Aprovechando esta forma de escribir el conjunto w-limite de &, definimos el conjunto

w-limite de un subconjunto M de X, como

Definicién 1.2.3. Sea ¢ : Tt x X — X un sistema semidindmico sobre un espacio

métrico X, y sea M C X, definimos el conjunto w-limite de M como

w(M) = (et M).

T>0t>T1

1.2.1. Estabilidad de Lyapunov

Veremos que lo que ocurre en la vecindad de un conjunto invariante nos puede

dar pistas de lo que puede ocurrir asintéticamente.

Definicién 1.2.4. Un subconjunto invariante M de un espacio métrico es estable en
el sentido de Lyapunov para un sistema semidindmico @, st para todo € > 0 existe un
d(e) > 0 tal que

dist(¢(t,&), M) <€, YVt € TT cuando dist(£, M) < 4.
Definicién 1.2.5. Un subconjunto invariante M de un espacio métrico es atractivo

en el sentido de Lyapunov para un sistema semidindmico p, si existe un 6 > 0 tal que

lim dist(p(t, ), M) =0, Vo € X si dist(z, M) < 4.

t—o00



1.2.2. Funciones de Lyapunov

Teorema 1.2.1. Supongamos que M es un conjunto compacto invariante no vacio
para un sistema semidinamico @ sobre un espacio métrico completo X. Supongamos

también que existe una funcion continua V' : X — RY | verificando

1. Existen funciones continuas estrictamente crecientes o, 3 : RT — RT con
a(0) = 5(0) =0 tal que

a(dist(z, M)) < V(x) < p(dist(x, M)), Vz € X.

2. V(p(z,t)) <V(x), Yo & M,t> 0.
Entonces M es estable en el sentido de Lyapunov.

Demostracion. Tenemos que
a(dist(p(t,2), M))) < V(e(t,z)) < V(z) < B(dist(z, M)),

y por tanto,
dist(p(t, z), M)) < o Y(B(dist(x, M))).

]

Entendemos a las funciones de Lyapunov en un sentido amplio (por ejemplo, la
funcién V' del teorema anterior), como aquellas funciones que nos permiten probar
la estabilidad de un sistema. Son una medida no lineal de la distancia al conjunto
invariante, que graficamente tienen la forma de una cuenca de energia, en la que el
atractor local, estda en la base de la cuenca, y la energia no crece a lo largo de las

trayectorias fuera del atractor local.

1.3. Atractores

Un atractor local de un sistema semidinamico es un conjunto compacto que atrae

todas las trayectorias que comienzan cerca del atractor. Mas precisamente.

Definicién 1.3.1. Sea ¢ un sistema semidindmico sobre un espacio métrico X. Un
conjunto A compacto invariante se dice un atractor local de ¢ si existe un n > 0 tal
que

lim dist(p(t, B,(A)), A) =0,

t—o0

con B,(A) = {z € X : dist(z, A) < n}.



Cuando el espacio métrico es compacto, el atractor local se puede definir como el

conjunto w-limite de un entorno del atractor.

Proposicién 1.3.1. Sea ¢ un sistema semidindmico sobre un espacio métrico com-

pacto. Son equivalentes:
1. A es un atractor local.
2. Existe unn > 0 tal que w(B,(A)) = A.

Demostracion. Si A es un atractor local, entonces existe un n > 0 tal que
Jim dist(p(t, B,(A)), A) = 0.
—00

Supongamos que w(B,(A)) # A, lo cual implica que w(B,(A)) \ A # 0, y por tanto
existen {t, }, C T convergiendo a infinito, y {z, }, C B,(A) tal que lim,, o(t,,, x,) =
z ¢ A, contradiciendo que lim,_,, dist(¢(t, B,(A)), A) = 0.
Por otra parte, supongamos que existen € > 0, {t, },, C T convergiendo a infinito, y
{zn}n C By(A) tal que

dist(¢(tn, z,), A) > €, Vn.

Ahora, por compacidad de X, existe una subsucesion convergente de {¢(t,, xn)}n, ¥

el limite pertenece a w(B,(A)) = A, lo cual es una contradiccion. O

Vayamos ahora a la cuestion de la existencia de atractores locales.

En lo que sigue, consideraremos que el espacio métrico es completo.

Definicién 1.3.2. Sea ¢ un sistema semidindmico sobre un espacio métrico X. Un
subconjunto compacto C' no vacio de X se dice localmente absorbente para o si existe
unn >0y unT € T tal que ¢(t, B,(C)) C C, Vt > T.

Definicién 1.3.3. Un conjunto (localmente) absorbente que es positivamente inva-

riante se dice (localmente) atractivo.

Teorema 1.3.1. Supongamos que un sistema semidindmico @ tiene un conjunto lo-

calmente atractivo B. Entonces ¢ tiene un atractor local A C B dado por

A=w(B)=(¢lt B).

t>0



Demostracion. Tenemos que ¢(s, B) C ¢(t, B), Vs >t (esto es asi porque ¢(s, B) =
ot + (s —=1t),B) = p(t,o(s — t,B)) C ¢(t, B)), por tanto p(t,B) = W
Ademés todo ¢(t, B) es compacto para todo t > 0 (por compacidad de B y conti-
nuidad de = — @(t,z)). Ahora, puesto que la interseccién de compactos anidados
no vacios (en un espacio métrico completo) es un compacto no vacio, tenemos que
A= ;50 #(t, B) es un compacto no vacfo.

Probemos que es invariante. Nétese que a € A si y solo si existen {t,}, convergien-
do a infinito, y {b,}, C B tal que ¢(t,,b,) — a. Por otra parte o(T + t,,b,) =
(T, o(ty,by)) = @(T,a) € A, y como T > 0 es arbitrario, ¢(T,4) C A, VT > 0.
Anélogamente se prueba que A C p(T,A), VT > 0.

Solo queda probar que A atrae un entorno de si mismo. Como A C B, solo hay
que probarlo para algin B, (B), pero como B es localmente absorbente, solo hay que
probarlo para B. Supongamos que esto es falso, entonces existen € > 0, {b,}, C By

t, — oo tal que
dist(¢(tn, by), A) > €, Vn.

Pero esto es falso por compacidad de B, ya que entonces existe una subsucesion de

{(tn, bn)}n convergente en A. 0

A diferencia de los atractores locales, los atractores globales no solo atraen tra-

yectorias en un entorno, sino que atraen el espacio entero. Més precisamente.

Definicién 1.3.4. Un subconjunto compacto A de X es un atractor global de un

sistema semidinamico ¢ si es p-invariante y atrae cualquier conjunto acotado,
1th’rn dist(p(t, D),.A) = 0, para cualquier acotado D C X.
—00

Usualmente hablaremos solo de atractor, ya que si existe un atractor global, éste

es tunico.
Teorema 1.3.2. Euxiste a lo mas, un atractor global.

Demostracion. Supongamos que existen dos, A; y As. Ya que son compactos, y por

tanto acotados,

lim dist(p(t,41),42) =0, v Jm dist(p(t, A2), A1) = 0.

t—o00

Ahora, ya que son invariantes,
dist( Ay, Ag) = 0, y dist(Az, A1) = 0.

Lo cual implica que A; = A,. n



Definicién 1.3.5. Un conjunto compacto no vacio B se dice un conjunto absorbente

de un sistema semidindmico @, si para todo conjunto acotado D C X, existe un
T(D) >0, tal que
o(t,D)C B, Vt > T.

Teorema 1.3.3. Supongamos que un sistema semidinamico ¢ tiene un conjunto

atractivo B. Entonces ¢ tiene un atractor A C B dado por

A=w(B)=( )¢t B).

>0

Demostracion. Ver la demostracién del Teorema [1.3.1] O

1.4. Referencias

En la elaboracién del capitulo he seguido [22].



Capitulo 2

El caso no autonomo

La formulacién de un sistema auténomo como un grupo o semigrupo depende del
hecho de que la evolucién del sistema depende de t — ¢, sin embargo, para un sistema
no auténomo, la evolucién depende de ¢, y de ty, y no de t — .

Aun asi, conservaremos la formulacién de un sistema auténomo en la formulacion
de un sistema no auténomo, como un mecanismo director que permitira el cambio

temporal del sistema no autéonomo.

2.1. Formulacion

Definicién 2.1.1. Sea (P,dp) un espacio métrico de pardmetros, y sea 6 = {0;}ier

un grupo de homeomorfismos actuando bajo composicion sobre P, satisfaciendo
1. Oy(p) =p, Vp € P.
2. Op1r(p) =6,00.(p), Vt, 7 € T.
3. La aplicacion (t,p) — 6:(p) es continua.

Entonces, a (P,0) se le denomina sistema dindmico director actuando sobre P.

Definicién 2.1.2. Sea (X,dx) un espacio métrico. Una aplicacién cociclo asocia-
da a un sistema dindmico director (P,0) es una aplicacion ¢ : TT x P x X —» X

satisfaciendo:
1. Una condicion inicial: o(0,p,x) = z,Vp € P,z € X.

2. La propiedad de cociclos: p(t + s,p,x) = o(t,05(p), o(s,p,x)), Vt,s € Tt p €
P,xeX.

3. Ser Continua: (t,p,x) — @(t,p,x) es continua.

7



Definicién 2.1.3. Sean (X, dx) y (P,dp) sendos espacios métricos, (P,0) un sistema
dindmico director, y ¢ una aplicacion cociclos. Entonces al par (0, p) se le denomina
sistema dindmico no autonomo (NADS).

La aplicacion 7 : Tt x P x X — P x X dada por,

ﬂ—(tvpv .T) = (et(p)7 QD(t,p, Z’)),

define un ADS sobre X = P x X, que se denomina flujo producto asimétrico (SPF)
asociado al NADS (0, ).

2.2. Atractores

Definicién 2.2.1. Sea (0, ¢) un SPF sobre el espacio base P, y el espacio métrico
X. Un subconjunto M del espacio extendido X = P x X se dice un conjunto no

autonomo, y para cada p € P,
M, = {z €X: (p,z) € M},

se dice la p-fibra de M.

Un congunto no auténomo M se dice invariante (para (0, ¢)) si p(t,p, Mp) = Mo, ),
Vt>0, p€ P,y positivamente invariante si p(t,p, M,) C Mg,y, ¥t >0, p € P.

En general las propiedades topolégicas de las p-fibras las hereda el conjunto no
auténomo.
Ahora podriamos definir un atractor global utilizando las definiciones del capitulo 1
para 7, y utilizarlo como candidato para el sistema no auténomo dado por el SFP
(0, ). Sin embargo, al hacerlo asi, estariamos incluyendo al espacio de pardmetros

como parte del espacio de estados.

Definicién 2.2.2. Sea (0,¢) un SPF. Un conjunto A no auténomo (distinto del

vacio) compacto e invariante se dice un atractor (retrospectivo) si
th’m distx (p(t,0_+(p), D), A,) =0, para todo D conjunto acotado de X y p € P.
— 00

Observaciéon 2.2.1. El objetivo de estos primeros capitulos es desarrollar el marco
teorico en el que desarrollar la teoria de los sistemas dindmicos aleatorios, para ello

es fundamental que la informacion que se use nos retrotaiga al pasado del sistema.



Definicién 2.2.3. Sea (0,) un SPF sobre el espacio métrico X. Un subconjunto
compacto no vacio B de X se dice absorbente (restrospectivamente), si para cada
p € P y para todo subconjunto acotado D de X, eziste T = T(p,D) > 0 tal que
©(t,0_¢(p), D) C B para todo t > T.

Teorema 2.2.1. Sea (0, ¢) un SPF sobre el espacio métrico X con un conjunto com-

pacto B absorbente (retrospectivamente) tal que
o(t,p,B) C B, Yt >0, pe P. (2.1)

Entonces existe un inico atractor A (retrospectivo), con fibras en B, univocamente

determinado por

A, = (Y Ue(t.0-:(p), B), Vp € P. (22)

T>0t>T1

Ademds, si P es un espacio métrico compacto, entonces

lim sup dist (gp(t,p, D), U Ap) =0, (2.3)

t—o00 peP peP
para todo subconjunto D acotado de X.

Demostracion. Probemos la primera parte del teorema.

Sean By A, dados por (2.1) y (2.2)) respectivamente. Veamos que
tlim dist(p(t, 0_:(p), B), A,) = 0. (2.4)
—00

Supongamos que esto no es asi, entonces existen € > 0,t; — ooy ; € @(t;,0_,(p), B) C
B tal que dist(p(t;,0_,(p), B), A,) > € para todo j. Pero por otra parte por la com-
pacidad de B, existe una subsucesién de {z;}; (que renombro de la misma manera),
que converge en B a xg. Ahora, x; € U, ¢(t,0-+(p), B) para todo 7 > 0y t; > 7,

por tanto

To € U gD(t, e—t(p)vB)7 VT > 07

>r
y por tanto zy € A, lo cual contradice que no se cumpla ([2.4).

Probemos ahora la ¢-invarianza de A.

El conjunto F;(p) := U, ¢(s,0_s(p), B) esta contenido en B para todo 7 > 0, y por
definicion Ay_, ) = ﬂQ;m. Veamos que

90(t7 Q—t(p)7 m FT(Q—t(p))) = ﬂ QO(t, 0—t<p>a FT(Q—t(p)))‘

>0 >0



Efectivamente, siz € ¢(t,0_;(p),N,=o Fr(0_:(p))), entonces z € (o, @(t, 0_+(p), Fr(0_:(p))).
Veamos la otra inclusion. ) )

Sea ahora © € () ., ¢(t, 0_+(p), Fr(0_;(p))), entonces para todo 7 > 0 existe 27 €
F,(0_,(p)) tal que r = o(t,0_1(p),z7). Ahora, ya que {F,(_,(p))}r>0 es monétona-

mente decreciente, el conjunto {z7},>¢ tiene un punto limite = ., F(6_(p)), v

por continuidad x = ¢(t,0_4(p), 2), y € o(t,0-+(p), (>0 F.(0_,(p))).

Tenemos entonces que,

@(ta Q,t(p), 'Aeft(P)) = m (p(t, 0 (]9), FT(G,t(p)))

> () elt,0 (6—(p)))
—ﬂUs@N o(5,0_(p). B))
—ngo(t—i—SG i—«(p), B)
= ﬂ U (s, 0 A
Es decir,
A, C p(t,0_4(p) AGft(p)) Vpe Pt>0
Ahora,
(T 9—7’( )7“49_r(p)) C 90(7—7 H—T(p) (t Q—T—t(p) -/49_ — ))
= @(t,0-4(p), (7, 0—r—e(p), As_._ t(p)))
C @(t,0-4(p), o(7,0—r—i(p), B))
C ¢(t,0-¢(p), B),

y tenemos que
o(t,0_1(p), Ag_,»)) C Ay, ¥p € Pt >0.

2.3. Referencias

En la elaboracién del capitulo he seguido [22].
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Capitulo 3

El caso aleatorio

La teoria de los sistemas dindmicos aleatorios se desarrolla introduciendo los ins-
trumentos de la teoria de probabilidad en los modelos deterministas clasicos para
representar la incertidumbre o poder tratar la complejidad. [12]

3.1. Formulacion

Definicién 3.1.1. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad, y sea 0 = {0;}icr una
aplicacion 6 : R x Q — ), satisfaciendo

1. Oh(w) = w, Yw € Q.
2. 9t+T(W) = Ht e} 97-(&)), Vt,T e T.

3. La aplicacion (t,w) — 6;(w) es medible en (B(R) x F,F), y 6,P =P para todo
t € R (donde la anterior igualdad ha de entenderse como que P(6;(w)) = P(w)).

Entonces (2, F,P;0) se denomina un sistema dindmico director.
Pasemos ahora a la definicion de RDS.

Definicién 3.1.2. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y sea X = R%. Un sistema
dindmico aleatorio (continuo o diferenciable) (RDS) consiste en un par (6, ) con 6 un
sistema dindmico director (sobre el espacio de probabilidad) y una aplicacion cociclo
0 : RT x Q x X X satisfaciendo:

1. Una condicion inicial: ¢(0,w,z) = x,Yw € Q,x € X.

2. La propiedad de cociclos: p(t + s,w,x) = ¢(t,05(w), p(s,w,x)), Vt,s € RT w €
O,z eX.

3. Ser Medible: (t,w,z) — @(t,w,x) es medible.

11



4. Ser Continua (o diferenciable): © +— p(t,w,x) es continua (o diferenciable)
Vt € RT a.s.

3.2. Atractores

Definicién 3.2.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Un conjunto aleatorio
C sobre X = R es un subconjunto medible de X x Q con respecto a la o-dlgebra
producto formada a partir de la o-dlgebra de (Borel de) X y F. Ademds, dado un

conjunto aleatorio C', definimos sus w-fibras como
C, ={reX: (z,w) € C}.

En general, un conjunto aleatorio heredara las propiedades topoldgicas de sus

fibras, y asi sera cerrado si sus fibras lo son, y compacto si sus fibras los son.

Definiciéon 3.2.2. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, y sea B un conjunto

aleatorio. El conjunto w-limite de B estd dado por

T(B,w) = [ et 0-+(w), Bo_,)-

T>0¢>T

Por la definicién anterior, el conjunto w-limite de B también estd caracterizado

como
{reX:3t, =00, by, € By_, (), tal que x = thlnoogp(tn, 0y, (w),bn)}

Definicién 3.2.3. Un conjunto aleatorio C' se dice positivamente invariante si p(t,w, C,) C

Co,(w) para todo t > 0, e invariante si p(t,w,C,) = Cy, () para todo t > 0.

Lema 3.2.1. El conjunto w-limite de un conjunto aleatorio B cualquiera es positiva-
mente invariante, es decir, p(t,w,['(B,w)) C T'(B, 0;(w)).

Demostracion. Seay € I'(B,w), entonces existen t; — ooy {z,}; talque z; € Bg_tj ()

tal que y = lim;_,o @(t;,0_¢,(w), z;). Entonces para todo ¢ > 0,

Pt w,y) = p(t,w, M o(t;, 0, (W), z;))

= lm o(t +t;,0-1,(0:(w)), ),
j—o0

y go(t,w,y) S F<B70t<w)) 0

12



Definicién 3.2.4. Sea (0, p) un RDS, y sean A y B dos conjuntos aleatorios. Decimos
que A atrae (retrospectivamente) a B si a.s.

lim dist(o(t,0_+(w), By_,(w)), Aw) = 0.

t—o00

Como en el caso no auténomo, se usa la informacién del pasado del sistema, y la
existencia de un atractor aleatorio estd intimamente relacionada con la existencia de

un conjunto absorbente.

Definicién 3.2.5. Un conjunto aleatorio K C B se dice absorbente (retrospectiva-
mente) para una familia de conjuntos aleatorios B si para todo B € B y w € §) existe
un T(B,w) > 0 tal que

(p(t, H,t(w),Bgft(w)) C K,, Vt> T(B,w).

El siguiente resultado conecta las propiedades del conjunto w-limite de un conjunto

B que es absorbido por un compacto K.

Proposiciéon 3.2.1. Sean K, B conjuntos aleatorios, con K absorbiendo B, y K

compacto a.s. Entonces a.s.
1. T(B,w) es no vacio y estd contenido en K, y por tanto es compacto.
2. I'(B,w) es invariante.
3. T'(B,w) atrae (retrospectivamente) a B.

Demostracion. 1. Sea t, — ooy {by}, C By_, ()- Entonces existe T'(B,w), tal
que para n suficientemente grande ¢(t,,0_;, (w),b,) € K, y por compacidad
existe una subsucesion convergente (de {p(t,,0_¢, (w), by)}n) que renombro de la
misma manera y que converge a y en K. Ademds por construcciéon y € I'( B, w),

y por tanto es no vacio. Ademas

I'(B,w) C ﬂ ngtQ w), By_,(w)) C Ko,

r>T(Bw) t>T

y por tanto es compacto, ya que I'(B,w) es cerrado (es una intersecciéon de

cerrados decrecientes) contenida en un compacto.

2. Por el Lema |3.2.1] solo queda probar una de las inclusiones.
Sea y € I'(B, 05(w)) para todo s > 0. Entonces

y = lim O(tn, Ot +s(w), bn),
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para b, € Bo_, | () Y tn — 00. Y entonces

Yy = nlglgo (s, w, oty — 8,0 4, 4s(W),bn)).

Pero ya que K es absorbente, para n suficientemente grande, {¢(t,—s,0_y, +s(w), by) }n
estd en K, que como ademds es compacto, tiene una subsucesién convergente
en I'(B,w), y por tanto T'(B, f,(w)) C p(s,w,T(B,w)).

3. SiI'(B,w) no atrajese a B, existirfan b, € By_, () ¥ tn — 00, y 6 > 0 tal que
dist(p(tn, 04, (W), b,), T(B,w)) > 0.

Pero por otra parte {¢(t,,0_¢,(w), b,)}, tiene una subsucesién convergente en
['(B,w), lo cual es una contradiccién.

]

Proposicién 3.2.2. Sean IC, B conjuntos aleatorios, con IC absorbiendo B, y K com-
pacto a.s. Entonces a.s. T'(B,w) C T'(KC,w). En particular, T'(K,w) es no vacio, y atrae
a B.

Demostracion. Sea y € I'(B,w), entonces

y = lm @(t,,0_, (w),by),
n—oo

para b, € By_, () Yy tn — 00. Fijemos ahora T', entonces

gO(an, e_tn (w)a bn) - SO(T7 Q—T(w)’ @(tn - T, e—tn (w)> bn))

Entonces para n suficientemente grande, ¢(t,—71,0_,(w), b,) = @(t,—=T,0_,-1)(0-7(w)), by) €
Ko (), lo cual implica que y € I'(K, w). ]

Definicién 3.2.6. Sea (0, ) un RDS, y supongamos que existe un conjunto compacto
aleatorio A estrictamente invariante, que atrae a todo conjunto acotado determinista
B C X. Entonces a A se le llama el atractor global del RDS.

Otra forma de definir conjuntos atractores es imponer la condicién més fuerte,
de que todos los conjuntos acotados aleatorios sean atraidos, en lugar, de la mas
débil, de solo atraer a los conjuntos acotados deterministas; sin embargo, en nuestras

aplicaciones, con la condiciéon mas débil sera suficiente.
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Teorema 3.2.1. Sea (0, ) un RDS, y supongamos que existe un compacto aleatorio
IC absorbiendo todo conjunto acotado determinista B C X. Entonces
A, = | I(Bw),
BCX

es un atractor global para el RDS, y es medible con respecto a la o-dlgebra F~ =
a{o(s,0_t(w),z) :xeX, 0<s <t}

Demostracion. Probemos solo que es un atractor global (la demostracién de la parte
de la mensurabilidad se puede encontrar en [9], Teorema 3. 11). Para eso solo hay que
probar la invarianza estricta y la compacidad de A.

I'(B,w) C K(w) a.s. por Proposicién [3.2.1] por tanto A es compacto a.s. También,
Upgcx ['(B,w) es invariante por la Proposicion m Por la continuidad de ¢, A es

positivamente invariante, pero por la compacidad de A, es invariante. O

3.3. Medidas invariantes de conjuntos aleatorios

Denotemos por P(X) el espacio (topoldgico) de las medidas de probabilidad equi-
pado con la topologia més fina (w-topologia) que hace continua la aplicacién p €

P(X) — fx fdp, con f: X+ R, una funcién continua y acotada.

Definicién 3.3.1. Una medida aleatoria es una aplicacion medible p : Q — P(X),
w > . Dado un RDS (0, ), una medida invariante para ¢ es una medida aleatoria

I que cumple que
90(t7w7 '):uw = Moy (w)-

Noétese que una medida aleatoria induce una medida sobre 2 x X,
H(B) = | ma(B@)IPW), B C QXX
Q

Teorema 3.3.1. Supongamos que un RDS (0,¢) tiene un atractor aleatorio global
A. Entonces toda medida de probabilidad 1, p-invariante, esta soportada por A, es

decir,
HA) = [ (AR =1

Demostracion. Tenemos que I'( K, w) C A para todo acotado determinista K, por el
Teorema [3.2.1] Por otra parte, para todo € > 0 existe un compacto K C X (ya que
X =R") tal que (K x Q) > 1—e. Ademas p(I'(K,w)) > u(K). Por tanto

p(A) > p(T(K,w) > p(K) > 1 e

Y ya que € es arbitrario, u(A) = 1. O
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3.4. Referencias

En la elaboracién de este capitulo he seguido [9], y [6] para la seccién 3.
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Capitulo 4

El caso estocastico

4.1. Generacion de sistemas dinamicos aleatorios

La idea en esta seccion es que la solucion de una SDE genera un RDS. Esto se
lleva a cabo transformando la SDE en un RDS mediante un homeomorfismo, al cual
nos referiremos como el conjugado del RDS. El reto es que para usar tales transfor-
maciones, se necesita una expresion explicita de la solucion.

Introducimos un tipo especial de proceso estocéstico, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck,
que ha sido ampliamente usado en la literatura para obtener RDS.

Consideremos la ecuacion diferencial estocéstica unidimensional
dz(t) = =Xz(t)dt + dWy, (4.1)
para algin A > 0.

Proposicién 4.1.1. Sea A > 0. Eziste un subconjunto {0; }cr-invariante Q € F de
Q= Co(R,R), en el que se cumple que:

w(t)

1. limt_&oo — = 0 a.s.

2. La variable aleatoria dada por z* = —)\f T)dT estd bien definida, y
la aplicacion

0 0

(t,w) — 2" (w) = —)\/ 0, (w(T))dT = —)\/ Aw(t + 7)dr + w(t),

—0oQ —0o
es una solucion estacionaria de (4.1), con trayectorias continuas satisfaciendo:

) *(6
a) limy 4o E ﬁtfw)‘ =0 a.s.

b) hmt_,iootf Ydr =0 a.s.
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¢) Mmy i 1 fg |2*(0,w)|dT < 00 a.s.

Bosquejo de la demostracion. 1. Sigue de la ley de los logaritmos iterados (ver por

ejemplo el teorema 9.23 de [1§]):

. w(?) } ) w(t)
P{limsup ————=———=1, = P<limsu =1;=1
{ Hoop V2tloglogt { Hoop V/2tloglog 1/t

2. El proceso (w,t) — ffoo e M=) dW, (w) es una solucién de (con z(0) = 0),
y el resultado se sigue integrando por partes y observando que la estacionariedad
es una consecuencia de la invarianza de la medida de Wiener, dW, respecto de
{6,}. El resto de propiedades se siguen del teorema ergédico y de la desigualdad
de Burkholder (teorema 3.28 en [18]).

m

4.1.1. Conjugacién

Proposicién 4.1.2. Sea ¢ un sistema dindmico aleatorio sobre un espacio de fases

X. Supongamos que la aplicacion T : Q x X +— X satisface:

1. La aplicacion T'(w,-) es un homeomorfismo sobre X para todo w € ).

2. Las aplicaciones T(-,x) y T~1(-,x) son medibles para todo x € X.

Entonces, la aplicacion (t,w,x) — ¢(t,w,z) := T (0(w), o(t,w, T (w,z))), define
un RDS (conjugado) (hemos de entender la anterior definicion en el sentido de que
T Hw, T(w,x)) =2x).

Demostracion. Primero,
T (0o(w), p(0,w, T(w, 2))) = T~ Hw, T(w, z)) = .
Veamos que se cumple la propiedad de cociclos.

ot +1,w,2) =T HOpr (W), ot + 7,0, T(w, 1))
= T_l(et(g‘r(w»v @(t 97((“))7 90(7—7 w, T(wv .T)))
= ¢(t, 0, (w), d(1,w, x)).

]

[lustremos cémo una SDE con ruido aditivo o ruido lineal multiplicativo la pode-

mos convertir en un RDS.
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4.1.1.1. SDE con ruido aditivo.

Consideremos una SDE con ruido aditivo de la forma

dr(t,w) = f(x)dt + dW;, 2(0,w) =z € R, (4.2)

y supongamos que f es localmente Lipschitz o diferenciable con continuidad, para

garantizar solucién local a (4.2]). Hagamos el cambio de variable
y(t,w) = 2t w) — 2 (0:(w)), (4.3)

con z* definida en la proposicién

Entonces, primero notese que
1. y(0,w) = 2(0,w) — 2*(w) = x¢ — 2" (w).

2. Wi(w) = w(t).

Ahora
dy(t,w) = dx(t,w) — dz"
= Sl )t + dW,(w) — (12" (B (w))dt + dIVi()
= (f(alt,)) + 22" (0, (w))dt
= (Fylt,w) + = (8,))) + A= (B (w)))r
v entonces
Y (1,0) = Fly(t,0) + = (0u(w))) + 12" (). (1.4

La ecuacion (4.4) es una ecuacién diferencial aleatoria, y si las hipétesis sobre f son

suficientes, se genera un RDS ¢, y por la proposicién 4.1.2] podemos obtener un RDS

(conjugado) para la ecuacién (4.2)).
En efecto, la aplicacion T : 2 x X — X, definida por

T(w,z):=z—2"(w),
satisface las hipdtesis de la proposicion 4.1.2] Por tanto,
¢(ta w, ZL‘()) - T_l(et(w)a So(t w, T(wa l’o)))
=T (0:(w), p(t, w, 2 — 2" (w)))
y(ta W, Ty — Z*(W)) + Z*(UJ)

z(t,w, xo),

es un RDS para la SDE (4.2)).
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4.1.1.2. SDE con ruido lineal multiplicativo.

Consideremos una SDE de la forma

dx(t,w) = f(x)dt + ox o dW;, z(0,w) = x¢ € R, (4.5)

y supongamos que f es localmente Lipschitz o diferenciable con continuidad, para

garantizar solucién a (4.2]). Hagamos el cambio de variable
y(t,w) = 7 O (t,w),

con z* definida en la proposicién

Entonces, primero nétese que

L. y(()?w) = x<O,W)e—0z*(w) — xoe_UZ*(w)_

Ahora
dy(t,w) = e 7" 0Dy (t, w) — g7 g (t w) o dz* (6, (w))
efoz*(et(w)){f(m t7 w))dt + Jl‘(t? CU) (e} th((JJ)}
— 0 Ot w) o (=M (0, (w)) + AW (w))
— e 7T O (f((t,w)) + X" (0p(w))z(t, w))dt
(e—az*(Qt(w))f(eaz*wt(w))y(t’ w)) + )\Z*(Gt (w))y(t, w))dt
y entonces
%(t, w) = e 7% O £ D)y (1 0)) + A2* (B (w))y(t, w). (4.6)

La ecuacion (4.6) es una ecuacién diferencial aleatoria, y si las hipétesis sobre f son
suficientes, se genera un RDS ¢, y por la proposicién .1.2] podemos obtener un RDS
(conjugado) para la ecuacién (4.2)).

En efecto, la aplicacion T': €2 x X — X definida por
T(w,z) = e 7% @y,
satisface las hipétesis de la proposicién [4.1.2] Por tanto,

¢(ta W, 230) = T_l(et(w)a @(ta W, T(wv 5130)))
=T (0:(w), y(t, w, zoe™ "))

_ ecrz* (w)

y(t7 w’ xoeiaz* (w))
= z(t,w, zg),

es un RDS para la SDE (4.5).
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4.2. Referencias

En la elaboracién de este capitulo he seguido [3], y [4] para la demostracién de la
proposicién [4.1.1]
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Capitulo 5

Modelos y aplicaciones

5.1. El modelo SIR

5.1.1. El caso autonomo

Modelar la propagacion de enfermedades es una herramienta 1til en el control de
su propagacién y en el disenio de campanas de vacunacion.
Supongamos que la poblacién estd dividida en tres segmentos: Sanos (susceptibles de
ser contagiados), que denoto por S(t), infectados (contagiados), que denoto por I(t),
y recuperados (no susceptibles de contagio), que denoto por R(t): SIR.
Escribamos nuestro modelo (ver [19], [20], [21]):

1. S(t)+ 1(t) + R(t) = N, es constante.

2. La proporcion de nacimientos y muertes es igual, y la denotamos por v. Los

recién nacidos pueden ser infectados (todos nacen sanos).
3. 7 es la fraccién de individuos infectados que se recupera.

4. B es el factor de contacto entre los sanos y los infectados, y por tanto mide la

tasa de contagios.

Entonces tenemos el siguiente sistema:

@ —y(S+I1+R)— 251 —vS
%: LSI — vl —~HI (5.1)
d—?zyl—uR.

De S(t) 4+ I(t) + R(t) = N, constante, el sistema se reduce a

{@:yN—%SI—VS (5.2)



La solucién de equilibrio (S*, I*) verifica

{ O:VN—%S*I*—VS*

0= L5 —vI* —qI". (5:3)

Tenemos dos soluciones de equilibrio:

1. (S*,I*) = (N,0). jTodos sanos!

w 7%\ _ [ Nw+y) 1 1
Analicemos ahora el comportamiento asintético del sistema (ver el Teorema [A.1.1).

Para ello calculamos el jacobiano

21— 5sg
— N N
0= gsTh, )

1. Si v+ > [ tiene una sola solucién estacionaria (IV,0) (la otra no tiene sentido

al salir numeros negativos) que es asintéticamente estable ya que el jacobiano

evaluado en (N, 0) es

N =

o= (7,00 ),
cuyos autovalores son negativos.

2. Si v+ v < [ tenemos dos soluciones de equilibrio. Ahora (N,0) es inestable
ya que tiene un autovalor positivo. Sin embargo la otra solucién estacionaria
es asintoticamente estable al tener los autovalores con parte real negativa. Esto

significa que la enfermedad es endémica, y conviven individuos sanos, e infec-

tados.

Sumando las ecuaciones de (5.2)) tenemos que

d(S + 1)

o =vN—-v(S+1)—~vI <vN—-v(S+1),

es decir,
(N—(S+1)) =-v(N—-(S+1)).

Por tanto
St)+I(t) <N+ (So+1Io— N)e 1(0) = I, S(0) = Sp.
Esto implica que para cada ¢ > 0
K. :={(S,I)eR? : S+1<N +e¢},

es un conjunto atractivo para el sistema dindmico ¢ generado por la solucién de ([5.2)).
Por tanto ¢ posee un atractor global (ver el Teorema[1.3.1]) A en R? tal que:
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1. Cuando v 4+ v > f3, el atractor A consiste en un tnico punto.

2. Cuando v + v < (3, el atractor A consiste en dos puntos, y en las orbitas

heteroclinicas entre ellos.

5.1.2. El caso aleatorio

En el modelo auténomo N = I +.5+ R permanecia constante debido a que la tasa
de nacimiento y muerte es la misma. Consideremos un modelo mas realista en el que
la tasa reproductiva tiene un término aleatorio, por tanto, consideremos el sistema

de ecuaciones diferenciales aleatorias

G (W) = AO(w)) - vS(t) — B
4(t,w) = —(v + I(t) + FLL (54)

G (t.w) =7I(t) — vR(t).

Y el término aleatorio varia del siguiente modo,
Al (w)) € A[l —€¢,14+¢], e€(0,1), A >0. (5.5)

Lema 5.1.1. El conjunto RY = {(S,I,R) € R} : S > 0,1 >0,R > 0} es (positiva-
mente) invariante para el sistema (5.4) para cada w € Q) fijo.

Demostracion. Sobre la frontera de Ri el campo de vectores apunta hacia el interior
de R3. O

Teorema 5.1.1. Para cada w € Q y tg € R y dato inicial (S(to, I(to), R(tos)) €
Ry, el sistema (5.4) admite una tinica solucién no negativa acotada u(-,to,w,uy) €
C*([to, +00), Ry ) wverificando u(to, to,w, ug) = ug.

Ademds la solucion genera un sistema dindamico aleatorio o(t,w,-) definido por

o(t,w,up) == u(t,0,w,ug), YVt >0, up € RY, we .

Demostracién. El sistema puede ser reescrito como %% = f(u, 6y(w)), con f(-,0,(w)) €
C(R3 x [tg, 00|, R3), y diferenciable con continuidad respecto de u, entonces el sistema
posee una tunica solucion local.

Sumando las tres ecuaciones obtenemos

AN
== = ABi(w)) —vN (D).

Por tanto, para la condicién inicial N(tg) = No,

¢
N(t, to, w, Ng) = Noge ¥ {710) 4 e_”t/ A(Os(w))e”*ds.

to
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Ahora, observando que

t

t t
A(1 - e)e_”t/ e”ds < e_”t/ A(Os(w))e”?ds < A1+ e)e_”t/ e”ds,

to to to
tenemos que

t
A(1— e)l(l — e’”(t’t‘))) < e”t/ A(Os(w))e”*ds < A(1+ e)%(l — e”’(t’t‘))).

14 to

Y finalmente

Al —¢) i {NO . Al - 6)} eVt < N < M + {NO _ A(l——i_e)} e V(t=to)
1%

v 14 v

Por lo cual N es acotada, y la soluciéon u puede ser extendida a una solucion global
en C'([to, 0o], RY).
Ademas

U(t + 1o, to, w, uO) = U(t, 0, eto (w)v uO)a

por lo que podemos definir
(p(t, w, Uo) = U(t, 07 w, U()),
que nos genera un RDS. [

Teorema 5.1.2. Eziste un conjunto aleatorio compacto K absorbiendo todo conjunto
acotado determinista B, ademds para todo 0 < n < A(1—¢), el conjunto K puede ser

elegido como el conjunto determinista

A(l_e)_n§5+I+R§A(1+E)+n

14 14

K, :—{(S,I,R)G]Rg': },pamtodOMEQ.

Demostracion. Tenemos que N’ > 0 sobre A(l_j)_", y N’ < 0 sobre A(lff)”, y K, es
positivamente invariante.

Ademas, de

Al
N(t,0_4(w), No) < sup Noe~-t0) 4 2L+

1— e—l/(t—to) ,
sup, — )

existe un T'(B, w) tal que para todo ¢t > T'(B,w), tenemos ¢(t, 0_;(w),ug) C K, para
todo ug € B. O

Teorema 5.1.3. El sistema dindmico aleatorio generado por el sistema (5.4) posee

un atractor aleatorio global.

Demostracion. Ver el teorema [3.2.1] m
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5.1.3. El caso estocastico

5.1.3.1. Término aditivo de ruido blanco

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas,

ds = (A —uS(t) — BSW@) dt + odW
_ (£)I(t) )
dl = (—~(v+ 1) + 50 ) dt (5.6)
dR = (vI(t) — vR(t)) dt.
Entonces, si llamamos a A—vS(t)— ﬁ t)It)t), f(t), tenemos que S(t) So—i-fo s)ds+
oW (t) puede ser negativo para una eleccién adecuada de ¢, y o, siendo el modelo, por

tanto, no realista.

5.1.3.2. Término lineal multiplicativo de ruido blanco

Consideremos ahora el caso

dS = (A—I/S() 550 (t)dt+aSodW

dI = <—(u—|—’y) (t) )dt+ofodw (5.7)
dR = (vI(t) —vR(t)) t+URodW

en el que anadimos un término lineal de ruido blanco multiplicativo en la interpetacion
de Stratonovich. Ahora, transformaremos el sistema ([5.7)) en un sistema de ecuaciones

diferenciales, cuyos coeficientes son aleatorios.
Consideremos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck (ver seccién |4.1.1))

2" (0 (w)) = —/ e*O(w(s))ds, t e R, w e,

—00

con 6 la representacion canodnica del sistema director de un espacio de Wiener.

Haciendo el cambio de variables

S(t) — S(t)efo'z*wt(w)), I(t) _ [(t)efo-z*(et(w)), R(t) _ R(t)efgz*(et(w)),
tenemos el sistema dinamico aleatorio de ecuaciones diferenciales aleatorias, dado por

dt
WD) — — (1 + ) (t) + p2YLO 4 o] (5.8)
dR(tw) = ~I(t) — vR(t )+JRZ .

dg(t,w) — Aefoz* _ l/g(t) _ Bs'(t)(f(t) + SZ*
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Sumando las tres ecuaciones de (5.8)) tenemos que

dN (t,w)
dt

y para todo dato inicial Ny tenemos que

= Ae 7 —UN(t) + oNz* = Ae " — (v — 02")N(t),

t
N(t,w, Nog) = Noe~ Jo(v=o="(6se:))ds +/ Ae=% 0s) o= [ (=07 (0rw))dr o
0

Ahora, haciendo el cambio w — 0_;(w),

(5.9)

0
N(t, H_tw, Ng) = Nye~ fEt(V—UZ*(QSW))dS + Aefoz*(esw)ef fso(ufaz*(efw))d'rdsv

—t

que converge a

0
N*(w) _ A/ e—az*(esw)e—‘]'so(l/—az*(GTw))deS’

—00

el atractor aleatorio, que posee sentido gracias a la Proposiciéon [4.1.1

5.2. El modelo de Lorenz-84

5.2.1. El caso autonomo

Un modelo de circulacién atmosférica fue introducido por Lorenz en 1984 [15],

consistente en tres ecuaciones diferenciales auténomas no lineales.

2 — —qr —y* — 22 +aF
Y =—y+yr—brz+G
& =—z2+bry + xz

Siguiendo a Lorenz:

(5.10)

La variable independiente t representa el tiempo, mientras que z representa la

intensidad de la corriente de viento del oeste simétrica que rodea el globo, y también

el gradiente de temperatura hacia el polo, que se supone que esta en equilibrio

permanente con él. Las variables y y z representan las fases de coseno y seno de

una cadena de remolinos superpuestos a gran escala, que transportan calor hacia los

polos a una velocidad proporcional al cuadrado de su amplitud, y no transportan

ningdn momento angular. Los términos xy y xz representan la amplificacién de

los remolinos a través de la interaccion con la corriente del oeste. Los términos

—bxz y bxy, con b > 0, representan el desplazamiento de los remolinos por la

corriente del oeste. Los términos lineales representan amortiguamiento mecanico y

térmico. El tiempo de amortiguaciéon de los remolinos se ha elegido como unidad

de tiempo, mientras que el coeficiente a > 0, si es menor que la unidad, permite

que la corriente del oeste se amortigiie menos rapidamente que los remolinos. Los

términos constantes aF' y (G representan fuerzas termales simétricas y asimétricas.

[15]
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Puesto que el campo de vectores del sistema es continuamente diferenciable, se
garantiza existencia local y unicidad de las soluciones. Como ademas, las soluciones
permanecen acotadas (como veremos), estan definidas en todo tiempo.

Puesto que tenemos una solucién global, tenemos un sistema dindmico. Para probar
la existencia de un atractor, es suficiente probar la existencia de un conjunto acotado

absorbente.

d(z? + y* + 2?) dx dy dz
P Wia A Pacd
dt i T Va T

=2(—az® —y* — 2* + aFz + yG)

< —ax® —y* — 222 4+ aF? + G?
(hemos utilizado que a(z — F)* >0, (y — G)? > 0)
< —pu(x® +y? + 24 + aF? + G2

Por tanto
aF? + G?
1
aF? + G?
+ -
1

2?4+ y? 4 2% < Kle Mt 4 (1 —e M)

< kPemt

Y

con (22 + y3 + 25) < k*. Por tanto existe un 7' > 0 tal que

F2 G2
x2+y2+z2§L+esz.
7]

Y por tanto para cada € > 0
F? + G?
K. = {(m,y,z) ERY: 22+ P+ 22 < L_’_E},
I

es un conjunto cerrado absorbente para ¢. Entonces, existe un atractor global para
nuestro sistema dinamico. Se puede probar que cuando G = 0, el atractor consiste en

un dnico punto (F,0,0), y si G # 0, el atractor es cadtico (ver [3]).
5.2.2. El caso aleatorio

Consideremos que las fuerzas externas F, G pueden variar aleatoriamente,

dr — _qx —y? — 22+ aF(Ow)
Y — gyt yx — brz + G(Ow) (5.11)
&2 = —2+4bry +z2.
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Lema 5.2.1. Para todo dato inicial ug € R3, la solucion (que existe, ya que el cam-

po de vectores es continuo en t, y clase uno en el resto de la variables) u(-) =
u(+, to,w,up) de (5.11)) satisface

t t

lu(t, o, w, up)|? < e 110 |y |2 + e“/ e F?(Q,w)ds + ae”/ e G?(O,w)ds,

—00 —00

para todo t > tg y | = min{a, 1}.
Demostracion. Razonando como en el caso auténomo

SHul? + 1l < 0F(0,) + G(0u(w).
Y multiplicando por e,

%(e%r?) < ae F2(0y(w)) + €"G* (0 (w)).

Integrando entre ty y t,
t t
e uf2 < eouol2 + a / e F2(0, (w))ds + / ¢8G2 (0, (w))ds.
to to

]

Si ffoo e*F?(0,(w))ds, foto e*G?*(04(w))ds < oo, entonces podemos definir una

solucién globalmente, y tenemos un (4, ¢) RDS,

Teorema 5.2.1. La familia {B(0, p;(w))}. con

0 0

pPw) =1+ a/ e F?(O,w)ds +/ e G*(O,w)ds,

—00 —0o0

es una familia absorbente (retrospectivamente) para (0, ¢). Ademds, existe un atractor

aleatorio (retrospectivo) para (0, ).

Demostracion. Razonando como en el Lema [5.2.1}

0 0

lo(t, O_i(w), uo)|> < e lugl?® + a/ e F?(O,w)ds —|—/ e G2 (0 w)ds.

— 00 —0o0

Y tomando ug perteneciente a una familia de conjuntos acotados deterministas, y

haciendo tender t a infinito, obtenemos el resultado. O
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5.3. La ecuacion logistica

5.3.1. El caso autonomo

Consideremos la ecuacién % = (XA — p — az)z, y 2(0) = g > 0 (con A la tasa de
nacimientos y p la de mortalidad, y « el factor logistico). Es bien conocido que,
Apg

) = Gt g (1= =0

Y tenemos que

1. Si A\ > p, entonces z(t) — 24,

«

2. Si A < pu, entonces z(t) — 0 si 29 # 224,

a

3. Si A = p, entonces x(t) = xq Vt.

5.3.2. El caso estocastico

5.3.2.1. Ruido proporcional multiplicativo (Ito).

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial estocéstica, en el sentido de Ito
dXt = (()\ e OéXt)Xt> dt + O'Xtth7 (512)

que escrita en el sentido de Stratonovich queda

2

Aplicando la transformacién X, = X,e=7*" () (ver seccién |4.1.1)), siendo 6, el flujo

generado por el proceso de Wiener, y 2* el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, tenemos

dX o? - i N
Bt = ((mu=Drror ) K- IR Gy

cuya solucién (que en este caso existe) genera un sistema dinamico aleatorio p(t, w, X, ) =
Xt(t, O, w, Xno), con Xt<0) = Xt,O'
La ecuacion (5.14)) es de tipo Bernoulli, y haciendo el cambio de variable Y; = X, *,

se convierte en la ecuacién lineal,

d—tt:—(k—,u—%—i-az*)Yt—l—e” , (5.15)
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cuya solucién es
t
Y, = Y(—)e—(x—u—é)t—afg 2*(0s(w))ds Jr/ e(s—t)+az*(es(w))—af; z*(Gr(w))drds’ (5.16)
0

que proporciona una expresién explicita para . Si é >\ — [,
Y, > Yoe*(A*#*L;)t*U Jz*(ﬁ’s(w))dS’ (5.17)
y haciendo la transformacion w — 0_;(w)
Y, > Ybe—(k—u—é)t—aﬁt Z*(Gs(w))dS, (5.18)
que tiende a oo cuando t tiende a oo. Por tanto
tlgcr)lo @(t,w,to,)z},o) = p(t, G,t(w),to,)z'w) =0,
y 0 es el atractor global del sistema.

5.3.2.2. Ruido proporcional multiplicativo (Stratonovich).

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica, en el sentido de Stra-
tonovich

dXt = (()\ —u— O{Xt)Xt) dt + UXt o th (519)

Entonces, haciendo el analisis anterior

t
Y, = Yye~ A-wit-o ¥ 2% (0s(w))ds +/ p(s=)+2" (005 () =0 [ =" (0r(w))dr g (5.20)
0

Ahora, haciendo la transformacién w — 0_(w),

0
lim Y, = eSt# (0bs(w))—o N 2 (Or(W))dr g
t—o0 0o

Si a este limite lo denoto por a(w), el sistema tiende a a(w)™!.

5.3.2.3. La ecuacién de Fokker-Planck

En el Teorema velamos que el atractor de un RDS era el soporte de las
medidas invariantes del sistema. Es un lugar comun de las SDE, estudiar la solucion
estacionaria de la ecuacion de Fokker-Planck asociada a la SDE. Esta, es una medida
invariante del sistema (ver el apéndice C). Veamos como el soporte de esta medida

estd relacionado con el atractor del RDS asociado a la SDE.
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Si calculo la solucién estacionaria de la ecuacion de Fokker-Planck (ver ecuacion ((C.3))
asociada a la SDE (j5.12)), tenemos

é 2 rz A—p—au)u 2(/\7u,)7202 _ 2a
ps(l‘) = 5602‘] u2 du == Cm o2 € 02337

con C' un factor de normalizaciéon. Formalmente observamos que la distribucion de

probabilidad no es integrable en el cero si %2 > X\ — p. Por otra parte, si la (5.12)) la

interpretamos en el sentido de Stratonovich, la solucién estacionaria de Fokker-Planck

seria

2
2(A—p)—
( n)—o 72(533

ps(x) =Ca 2 e 27

y la integrabilidad no dependeria de o.

5.4. Una aproximacion RDS a modelos cosmolégi-
cos

Las ecuaciones de campo de Einstein R, = 87G(1),, — %Tgm,) con la métrica de

Robertson-Walker ds? = —dt* + C?(t) <1fﬁng + r2d6? + r? sin? 0dg02>, y con el tensor

de energia-momento dado por T}, = (p+ 9)52(52 + pg, pueden ser escritas utilizando

el pardametro de Hubble (H := %) como (ver [5]. 5.2.)

. 4rG
H=—H?— %(p +3p). (5.21)

Si nos restringimos (ver [I7]) a modelos planos (y entonces k = 0), y utilizamos

p = &p, con & un ruido blanco (ver [16]) tenemos

H= —;HZ(l +£). (5.22)

El modelo determinista que nosotros proponemos utiliza que 3p+ p = 0, y por tanto,

por (5.21) C(t) = at +b con C(0) =b> 0,y C'(0) > 00, tenemos Ht — 1 si t — 0.

Por tanto, en vista de que el modelo determinista tiene £ = —%, escribiendo & = £+ %,
tenemos
d 3 2 2 /
H = —§H (g—l—f). (5.23)

Podemos escribir la ecuacién anterior como una SDE,
3
dH = —H?dt — 5hﬂdW, (5.24)

con W un proceso de Wiener.
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5.4.1. Analisis asintotico

Veamos que el comportamiento asintético de (5.24)) recupera el comportamiento
asintético determinista en el sentido de Ito, y presenta blow up con probabilidad en

(0,1), en el sentido de Stratonovich.

5.4.1.1. En el sentido de Stratonovich

Haciendo z := %, podemos escribir (5.23)) en el sentido de Stratonovich como
3
dr = dt + . AW, (5.25)
que escrita en el sentido de Ito (ver apéndice 2), queda escrita como
3
dr = dt + §dVV. (5.26)

Ahora multiplicando la ecuacién anterior por 2/3, nos encontramos en la situacién
de la ecuacién , que haciendo el cambio de variable , llegamos a (4.4), y
tenemos que y = %t + )\fot Z* con y = %x — 2z*, y utilizando la Proposicion ,
tenemos que

Ht — 1 a.s. cuando t — o0, (5.27)

sit—i—%W—l—C#OparatodotconC’>0.

5.4.1.2. Una aplicacion del teorema de Girsanov

Si integramos ([5.26), tenemos que H = m, con C' > 0, y como una aplicacién
2
del teorema de Girsanov (ver 3.5 de [18]) tenemos que si T,, := inf{t > 0 : 2t+W = a},

entonces

P(T 2 < ) € (0,1), (5.28)

con P una medida de probabilidad bajo la cual %t + W es un movimiento browniano.
Y entonces, H divergerd con una probabilidad en (0, 1), y por tanto, si la solucién
es global, el comportamiento asintético es el que dice ((5.27)), v si hay divergencia, y

prolongamos la solucién, es este el comportamiento asintotico.

5.4.1.3. En el sentido de Ito

Si en la ecuacion ((5.24]) hacemos el cambio de variable z = 1/H en el sentido de

Ito, obtenemos

9 3
dr=|1+—|dt+ =d 2
T ( +4x) +2W, (5.29)

33



2

si hacemos ahora el cambio z = 5

x, obtenemos

2 1
dz = Sdi+ —dt + dW. (5.30)
z

Ahora .
dy = gdt -+ dW, (5.31)

tiene como solucién un proceso de Bessel y con n = 3 (ver [23] o [18]). Tenemos que
P(y > 0) =1 (ver [18]), y por tanto y > 0 a.s. Veamos que z > 0 a.s. para ello veamos
que z > y a.s. Supongamos que en tenemos la condicion inicial z(0) > 0, y en
tenemos la condicion inicial y(0) = z(0). Supongamos que la afirmacién z > y
a.s. es falsa, entonces existe un conjunto Q C Q de medida no nula tal que para todo
w € Q existe un t, > 0 tal que 2(t,,w) < y(t,,w). Si para todo t € (0,t,) se tiene

que z(t,w) < (t,w), entonces

() — sl = 22+ [ (o os) ™

2t
_w>0
3 Y

en contradiccién con que z(t,,,w) < y(t,,w). Por otra parte, supongamos sin pérdida
de generalidad, que existe ¢, tal que para todo t € (0,t})) se tiene que z(t,w) > y(t,w)
y para todo t € (t¥,1,) se tiene que z(t,w) < y(t,w), en particular, por continuidad

de z e y en t, se tiene que z(t¥,w) = y(t,w). Entonces

2(tw, w) = yY(tw,w) = w * /:J (z(rl,w) N y(Tl,w)> o

2(t, — 1)
3

> 0,

en contradiccién con que z(t,,w) < y(t,,w). Y puesto que y > 0 a.s. tenemos que
z > 0 a.s. Ademas, puesto que P(lim; .o,y = 00) =1 (ver [18]), y puesto que z = :,%H
y 2 2 y a.s. tenemos

H — 0 a.s. cuando t — oo. (5.32)

Sin embargo, podemos tener un comportamiento asintético como en ((5.27)), para ello

observamos con un analisis similar al anterior que
2. < z< zy, (5.33)

con z_(t) = 2t+W(t)+a,y 2(0) = a > 0, y z;(t) un proceso de Bessel de tipo n = 3

y dato inicial a, y deriva 2/3, es decir, z;. () = &(t) + 3t, y & un proceso de Bessel
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de tipo n = 3, y dato inicial a = z(0) > 0. Efectivamente,

dr > 0.

2(t,w) — z_(t,w) = /Ot

2(7,w)
Por otra parte

wlthw) = 2lhw) = / (@(j, mi z<rl,w>> =0

, . Wit
ya que como veiamos anteriormente, z > &,. Y ahora, ya que % — 0 a.s. cuando

t — oo (proposicién } y 57“ — 0 a.s. puesto que &, es la norma de un movimiento

Browniano en n = 3 (ver [1§]), y por tanto,

Fepe () () () o

cuando t — oo. Y finalmente, dividiendo ([5.33)) por %t, tenemos ([5.27)).

5.5. Estabilizacion dinamica

5.5.1. El caso autonomo

Consideremos la ecuacion diferencial

Ccll—f =z(1 —2?), (5.34)
que tiene tres puntos de equilibrio {—1,0,1}; en el que 2 = 0 es un punto inestable,
vy = —1y x = 1 son estables (solo hay que derivar z(1 — z?), evaluar en x =
0,—1, y 1, y ver el signo de la derivada. Ver Teorema . El atractor del sistema
es K =[—1,1] (los puntos —1 y 1 son atractivos, mientras 0 es repelente).

5.5.2. El caso estocastico
Consideremos ahora la perturbacién estocéstica
dX; = X;(1 — X2)dt + o X, dW. (5.35)

Veremos que la ecuacion genera un RDS, que posee un atractor global formado
por un unico punto A, = {0} para todo w, si la intensidad del ruido es suficientemente
grande. Es en este sentido que decimos que la dindmica se ha simplificado.
Escribamos la ecuacion en el sentido de Stratonovich,

2

0X, = (Xt(l _x2)— %Xt) dt + 0%, 0 dIV,. (5.36)
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Aplicando la transformacién X, = X,e 7% @) siendo 6, el flujo generado por el
proceso de Wiener, y z* el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, tenemos

dX 2 . . i

i (tw) = (1 - Uz*wt(w))) Xy — e X, (5.37)

cuya solucién (que en este caso existe) genera un sistema dindmico aleatorio o (t, w, X;0) =
Xt<t, 07 w, Xt’()), con Xt(()) = Xug.
La ecuacién (5.37)) es de tipo Bernoulli, y haciendo el cambio de variable Y; = X’{ 2

se convierte en la ecuacion lineal,

dY;f 02 * 202*

cuya solucién es

t
Y, = Yoe—(2—02)t—2cr 3 2 (0s(w))ds + 2/ 6—2(t—s)+202*(93(w))—20fst z*(@r(w))drd& (5.39)
0

que proporciona una expresién explicita para ¢. Si 0% > 2,

Y, > Yoe_(z_a?)t_%fg z*(ﬁs(w))ds, (5.40)
y haciendo la transformacion w — 0_;(w)
Y, > Yoe—(2—02)t—20 f?tz*(es(w))ds’ (5.41)

que tiende a oo cuando ¢ tiende a co por las propiedades de z* (ver la proposicién

4.1.1)). Por tanto

tlirgo gO(t, w, tOv Xt,()) = gO(t, G*t (("-))7 tOv Xt,O) = O

5.6. Bifurcacién de pitchfork

5.6.1. El caso autonomo

Consideremos la ecuacién J
d—f =rz — 2. (5.42)

Para » < 0, el tnico punto de equilibrio es el cero, que es estable, sin embargo, si
r > 0, aparecen dos nuevos puntos, £/, que son estables, y el cero que ahora es

inestable. Y los atractores del sistema dependiendo de r son

A= 0 sir <0
| [=r, ] sir>0.
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Figura 5.1: Representacién de ra — 23

5.6.2. El caso estocastico

Vamos a ver que si anadimos un término aditivo de ruido, el atractor colapsa a

'
[

T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 1000 2000 3000 4000 5000

un punto para cualquier r, y la bifurcacion del caso auténomo desaparece.

Figura 5.2: Sin término aditivo y con término adtivo

Consideremos la ecuacion,
dX, = (rX; — X2)dt + edW,e > 0. (5.43)

Teorema 5.6.1. 51 X =R, y u es una medida invariante ergo’diccﬂ entonces [ es

una delta de Dirac soportada en un punto xy a.s.

1Una medida p se dice ergédica si pu(A) € {0,1} cuando A es p-invariante
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Demostracion. Sea xo(w) = inf{x : p,([z,00)) < 1/2 < p,((—o0,x])}, y consi-
deremos C; = (—o0,29(w)]. Entonces C~ es invariante. Efectivamente, si x; <
e = p(t,w,r1) < p(t,w,zs), v ¢ preserva el orden. Esto es asi, ya que si
o(t,w, 1) > @(t,w,x9) con t el menor ¢t para el que esto ocurre, existiria algin

O(w) € [0,t) tal que ¢(t,w,z1) = (t,w,x3), en contradiccién con la propiedad de

cociclos,
cp(t,w,a:l) = 90(7_ + (t - 7-)7(")7‘771)
- 90(7—7 0t—7'7 QO(t - T,W, $1)>
S QO(T’ 975—7’7 QO(t - T,W, 1'2))
= p(t,w, x9).

Por tanto zo(0:(w)) = @(t,w, zo(w)) y Cy,,y = ¢(t,w,C;). Ahora, por ergodicidad
U, (C) = 1 a.s. Andlogamente, C = [zg(w), 00) es invariante, y u,(CH) = 1 a.s.

Por tanto pu,(zo(w)) =1 a.5. ¥ fl = Ozg(w)- O

Ahora, puesto que la solucién estacionaria de Fokker-Planck es ergddica (en este

2 4
(C.4))), y puesto que es invariante, es una delta de Dirac, y el conjunto atractor esta

caso ps(x) = g exp {6% (ﬁ — ﬁ) }, que estd soportada en toda la recta real. Ver

soportado en la delta de Dirac, y necesariamente es un punto.
En general, cuando un RDS admite una unica medida invariante, el conjunto atractor

se reduce a un punto. Mas precisamente.

Teorema 5.6.2. Sea un RDS generado por una SDE (unidimensional) que admite
una unica medida invariante, y sea IC un compacto aleatorio estrictamente invariante,

F~-medible (ver el Teorema M) Entonces KC estd formado por un unico punto a.s.

Demostracion. Sea, x, = minK,,, y 1 = méxIC,, que son dos variables aleatorias

F-medibles. Ademas, por la estricta invarianza de F~

90(757 W, 93'(:)) = xH_t(w)’

por tanto pu= = §,+ son medidas invariantes, pero por la unicidad, z = . O

En general, la ecuacion
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genera un RDS continuo, si f € C!, y tiene una medida de probabilidad invariante
estacionaria, que es la solucién estacionaria de Fokker-Planck ([10]. 3.7.).

Veamos, también, como en términos del exponente de Lyapunov, las trayectorias con-
vergen a un punto.

Linealizando el RDS (generado por (5.44))) a lo largo de la trayectoria ¢(t, w, z) uno
obtiene un RDS lineal asociado a la ecuacion diferencial ordinaria lineal unidimen-
sional v = f'(¢(t,w, z))v. Para toda medida invariante p de ¢, este es un RDS lineal
sobre el espacio de probabilidad (R x Q, B(R) x F, u).

Para este RDS unidimensional existe un exponente de Lyapunov A (el exponente
de Lyapunov de un sistema dinamico lineal unidimensional es una medida del aleja-
miento de dos trayectorias en el espacio de fases. Si d(t) denota la separacién de dos
trayectorias, d(t) ~ d(0)e*), dado por,

1
A= tliglo ; In |D<P(t7w@)90(t? w, U)| (545>
1 t
= lim —/ I (¢(s,w, z))ds (5.46)
t—oo t 0

= /Q/Rf/(x)d,uw(x)dP(w) (por el teorema ergédico [I]. Apéndice A.) (5.47)
- [ Fwp.wda 18

-~ —N/Rf(u) <fg‘) exp <F€(2“))> (5.49)

(integrando por partes. Con F' la primitiva de f. Ver la ecuacién (C.4))  (5.50)

- —g/Rf(u)2exp (F(“)> du < 0. (5.51)

€2

Consecuentemente, dos trayectorias cualesquiera convergen una a la otra (exponen-

cialmente) para cualquier r.

5.7. Referencias

En la elaboracién de este capitulo he seguido [3] para 5.1, 5.2 y 5.5. La seccién
5.3 estd elaborada aplicando las ideas de 5.5. La seccién 5.4 esta recogida, con mayor
nivel de detalle, en [I1]. He utilizado [10] para la seccién 5.6. También he anadido el
teorema 1.8.4 de [1] como un resultado general de RDS en este contexto, en la seccién
5.6.
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A modo de epilogo

Hemos llegado al final del trabajo y nos gustaria resaltar algunas ideas del tra-
bajo. Hemos intentado mostrar como se construye la teoria de los sitemas dindmicos
estocasticos desde los sistemas auténomos, pasando por los sistemas no auténomos, y
llegando finalmente a los sitemas aleatorios; intentando que los conceptos geométri-
cos que nos sirven para ir construyendo la teoria se puedan reconocer en los distintos
capitulos como sucesivas generalizaciones que permitan atrapar las nuevas situaciones
a describir.

La teoria de los sistemas dindmicos aleatorios no deja de ser una teoria global en la
que se necesitan trayectorias que existan en todo tiempo (ver las secciones 5.1, 5.2,
5.3, 5.5), por lo que cuando hemos tocado el mundo estocético se haya tenido que
hacer un analisis estocastico detallado de la ecuacién, como en la seccion 5.4.
También, como deciamos en el encabezamiento del capitulo 3, citando [12], la teoria
de los sistemas dinamicos aleatorios se desarrolla introduciendo las herramietas de la
teoria de la probabilidad en la teoria de los sistemas dinamicos deterministas por lo
que no es extrano que tengamos resultados como los del teorema [3.3.1, en el que se
relacionan los atractores de un sistema dindmico aleatorio con las medidas invariantes
de este sistema. Un ejemplo de esta relacién es la seccion 5.6.

Otro ingrediente de la teoria es el calculo de estas medidas que nos lleva a la ecuacion
estacionaria de Fokker-Planck y su relacién con los procesos de Markov y la teoria de
semigrupos como apuntamos en el apéndice C.3.

Nos gustaria, para finalizar, resaltar la riqueza de conceptos geométricos y analiticos,
que de alguna manera enumeramos en este epilogo, que resultan de introducir las
herramientas de la teoria de la probabilidad en la teoria de los sistemas dindmicos

deterministas para poder tratar la incertidumbre o la complejidad.
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Apéndice A
Estabilidad de EDOs

A.1. Un teorema

Consideremos el sistema auténomo fli—f = f(z). Un punto de equilibrio de la ante-

rior ecuacién, es un punto que verifica f(z*) = 0. Entonces

Teorema A.1.1. Si los autovalores del jacobiano de f evaluados en x* tienen parte
real negativa, entonces x* es localmente estable. Y si alguno de sus autovalores tiene

parte real positiva, x* es localmente inestable.

A.2. Referencias

En la elaboracién de este apéndice he seguido [3].

41



Apéndice B

Introduccion a las ecuaciones
estocasticas

B.1. Proceso de Wiener

Un proceso de Wiener, {W, };cr, es un proceso estocastico, es decir, una coleccién

de aplicaciones medibles para cada t, verificando,
1. WQ(W) =0 VYw € Q.

2. Sea t > s. Entonces W, — W, es una variable aleatoria Gaussiana con media

cero y varianza t — s.

3. Sisy <t; <s9<ty <o <5, <ty, entonces los W;, — W, son independientes,
parai € {1,--- ,n}.

4. t — W, es continua a.s.

B.2. Algunas notas sobre la integral estocastica

Sea {W;}1er un movimiento Browniano estandar o un proceso de Wiener unidi-
mensional definido sobre el espacio de probabilidad (€2, F,P).

Consideremos la ecuacién determinista

dr(t)
7 = f(l',t), t,l’ c R.

Introduciendo el ruido, consideremos la ecuacién estocastica,

e flz,t) —i—a(x,t)w,
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con % puramente notacional. Escribamos la ecuacién anterior de una forma algo

mas adecuada,
de = f(x,t)dt + o(x, t)dW;,

que adquiere su sentido escrita de forma integral,
t t
ot) =20)+ [ flals)o)ds + [ alals) )W,
0 0

en el que hay que dotar de sentido a f[f o(x(s),s)dWs.

Notese que para todo w € €, la aplicacion
t e R~ Wt(w),

es continua, pero no es de variacién acotada en cualquier intervalo [t1,t3]. Y entonces,
aunque toda trayectoria W; es continua, no puede ser utilizada como una funcién
integrante de una integral de Riemann-Stieljes respecto de la medida asociada al
proceso de Wiener.

Por simplicidad, consideremos fOT WedWs.

Sea A, = {0 =1ty <t} < --- <t = T} una particién de [0,7] tal que 6, :=
Maxo<p<n—1{lp,, — t5} — 0 cuando n — oo.

Sea ahora a € [0, 1], y sea 7' := at} + (1 — a)t}_,, y consideremos la correspondiente

suma de Riemann-Stieljes

S =D W (W = Wiy,

k=1
Ahora por la descomposicién
Wi 1 2, 2
o= =5 2 Wy = Wi )+ (Wop =Wy )
k=1 k=1

+ D (Wig = Wop J(Wop = Wiy ).

k=1

Entonces, por las propiedades de un proceso de Wiener, tenemos que (ver [14] capitulo

4)

2 (1—2
lm 5, = V7 _ 5 V7 en L(Q, F,P; R),

n—00 2

o equivalentemente

2

dP(w) = 0.

lim
n—oo Q

5 (VZ:% _a _22a)T>
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Por tanto fOT W,dW, toma diferentes valores en funcién de a. Siendo en general asi
para integrales del tipo fOT f(s, Ws)dWs. Cuando a = 1/2, elegimos el punto medio
de los intervalos de la particién, y la integral resultante decimos que es en el sentido
de Stratonovich, y si a = 0, el extremo izquierdo de los intervalos de la particion,
decimos en el sentido de Ito. Podemos transformar una integral (en tiempo finito) de
un tipo (Ito, [ fdW) en la otra (Stratonovich, [ f o dW) a través de

8f(ta Xt)

T T T
/to f(t,Xt)odW:/tO f(t,Xt)dWJr%/to L pt, X aw;

si feCt

B.3. Referencias

En la elaboracion de este apéndice he seguido [3].
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Apéndice C

De medidas invariantes

C.1. De medidas aleatorias invariantes

En este apéndice queremos presentar la construccién de una medida aleatoria
invariante para un RDS (0, ¢), generado por una SDE, sobre el espacio de probabilidad
filtrado (2, F, {FL}s<i, P) junto a la familia {6; };cg, a partir de algunos resultados de
convergencia de medidas y de una medida invariante, en un sentido mas débil que el
de medida invariante de un RDS.

Sea p una medida invariante para ¢, en el siguiente sentido
/dppt(:c,B) = p(B), con B medible. (C.1)
X

con pi(z,B) = P{w € Q : ¢(t,w,x) € B}. La ecuacién (C.1) la podemos escribir
como pp; = p.

Ahora para cada t € R defino las medidas aleatorias p' = {ul, }ueq,

ILLZ) = <:0(757 Q—t(w)7 '),0-

Proposicién C.1.1. Para cada f € Cy(X), {p'(f) }ser+ €s una martingala adaptada

a la filtracion {F°, }ier+.
Demostracion. Ver [12], proposicién 85. ]
Ahora, de la observacién
E( (1)) < 11y

y del siguiente teorema

Teorema C.1.1. Sea un espacio de probabilidad filtrado (2, F,{F:}o<t<co, P), Y Sea

{ X} una submartingala continua por la derecha tal que sup,~, E(X;") < oo. Entonces

eziste L' 5 Xoo(w) = limy o0 Xi(w) a.e. w.
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Tenemos que
Teorema C.1.2. u'(f) converge a.s. Vf € Cyp(X).
Y finalmente

Teorema C.1.3. 5i X = R", entonces existe una medida aleatoria invariante p tal
que

pl — i, débilmente a.e. w € €.

Demostracion. Probemos solo la invarianza de p. Para el resto de la demostracion

ver [12], pag. 64.

SO(ta W, '):uw = 90<t7 w, Slirgo (10(57 9*S<w)v ))p
= lim ¢(t + s,05(w),-)p (por continuidad de ¢ y su propiedad de cociclos)
S5—00

= ulirgo <p(u, efuet(w)v '):0

= HUosw-

O

C.2. Ecuacion de Fokker-Planck

Dada la SDE en el sentido de Ito
dr = f(x)dt 4+ og(z)dW, (C.2)
la ecuacion de Fokker Planck asociada es

dp 9, o? O

a——%(fp)Jr?@(g ). (C.3)

Que tiene por solucién estacionaria (cuando las fronteras son naturales. Ver 6.1 de

[16])

N 2 (7

ps(z) = — exp {—2/ %} , con N un factor de normalizacién. (C4)
g o g

Y lo que es mas relevante, esta solucion estacionaria, la podemos identificar con la

funciéon de densidad de la medida aleatoria . La idea de por qué la densidad de

probabilidad de la medida invariante es la solucién estacionaria de Fokker-Planck

viene de la siguiente observacion
0= /ﬁhdu = /ﬁhpdx = /hﬁ*pdx, Vh € C°(R), (C.5)

46



donde L*p = —2(fp) + T L5(¢%p), v 0 = [ Lhdu, Yh € CF(R), es la condicién
de invarianza de p que aparecia en la ecuacién (C.1)) (ver el Teorema 4.4 de [13]).

Efectivamente

J hd(ppy) — [ hdu
p :

t—0+ t t—0+

/Ehdu_ i LPR =P

pero precisamente up: = 1, era la condiciéon de invarianza para p en la ecuacién
- Ahora ( sigue de que L* es el operador adjunto de £, y de integrar por

partes.

C.3. Referencias

En la elaboracién de este apéndice he seguido [12] para la seccién 1, y [13] , y [16]

para la seccion 2.
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