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IV

Resumen

En este trabajo fin de méaster hacemos un estudio numeérico, tanto deter-
minista como estocéstico, de una neurona (como sistema excitable) sometida
a estimulacion magnética externa. En la introducciéon exponemos la fenome-
nologia del sistema (su electrofisiologia) y la caracterizacion como sistema di-
némico, los modelos principales desde los cuales evoluciona el modelo elegido,
asi como los modelos de estimulaciéon magnética propuestos en el trabajo vy,
por altimo, el analisis dindmico y los calculos bésicos. El modelo de neurona
elegido es el de Hindmarsh-Rose tridimensional, ya que es capaz de reproducir
la mayoria de las caracteristicas de la neurona real con una dimensionalidad
manejable en el espacio de las fases (tres frente a las cuatro del modelo mas
realista de Hodgkin-Huxley). A continuacion, detallamos los métodos numéri-
cos elegidos para pasar a exponer y estudiar los resultados de las simulaciones
numéricas. Los resultados se estructuran en un estudio determinista, sin y con
estimulacion magnética, para sentar las bases de la dinamica del sistema y un
estudio estocastico, sin y con estimulacién magnética. De esta manera, pone-
mos de manifiesto los efectos de la estimulacion magnética estatica (SMS) y
la estimulacién magnética transcraneal repetitiva (rTMS) sobre una neurona
sometida a ruido externo y sus implicaciones fisioldgicas, fundamentalmente el
efecto inhibidor de la senal eléctrica transmitida por la neurona que produce
la SMS y el efecto amplificador de dicha senial eléctrica que producen la r'TMS

y un ruido externo de determinada intensidad.
Abstract

In this master thesis we make a numerical study —both deterministic and
stochastic— of a neuron as excitable system, subjected to external magnetic
stimulation. In the introduction, we expose the phenomenology (electrophy-
siology) of the system and the characterization as a dynamic system, the main
models from which the chosen model evolves, as well as the magnetic stimu-
lation models proposed in the work and, finally, dynamic analysis and basic
calculations. The chosen neuron model is the three-dimensional Hindmarsh-
Rose model, as it is able to reproduce most of the features of the real neu-
ron with a tractable dimensionality in phase space (three dimensions of the

Hindmarsh-Rose model versus four dimensions of the most realistic Hodgkin-



Huxley model). Next, we detail the numerical methods chosen to explain and
study the results of numerical simulations. The results are structured in a
deterministic study, without and with magnetic stimulation, to establish the
bases of the dynamics of the system and a stochastic study, without and with
magnetic stimulation. In this way, we show the effects of static magnetic sti-
mulation (SMS) and repetitive transcranial magnetic stimulation (rTMS) on
a neuron subjected to external noise and its physiological implications, mainly
the inhibitory effect on the electrical signal transmitted by the neuron pro-
duced by SMS and the amplifying effect of the electrical signal produced by

rTMS and an external noise of a certain intensity.



VI INDICE
Indice
1. Introducciéon 1
1.1. Motivacion . . . . . .. 1
1.2. Modelos neuronales como sistemas excitables . . . .. .. ... 2
1.2.1. Fundamentos electrofisiologicos: el potencial de accion 3
1.2.2. Clasificacion de Hodgkin de las neuronas . . . . . . . .. 8
1.2.3. Modelo de Hodgkin-Huxley . . . .. ... ... .. ... 9
1.2.4. Modelo de FitzHugh-Nagumo . . . . . . .. .. .. ... 10
1.2.5. Modelo 2D de Hindmarsh-Rose . . . . . . ... ... .. 12
1.2.6. Modelo 3D de Hindmarsh-Rose . . . . . ... ... ... 16
1.3. Modelo de actuacion del campo magnético externo sobre las
NEUTONAS « « « v v v e e e et e e e e e 18
1.4. Modelo de Hindmarsh-Rose con estimulacion magnética 20
1.4.1. Modelo determinista, . . . . . . ... ... ... 20
1.4.2. Modelo estocastico . . . . ... ... ... ... 21
2. Objetivos y métodos 23
2.1. Objetivos . . . . . . . 23
2.2, Métodos . . . . .. 24
2.2.1. Estudio determinista de la dindmica del sistema . . . . . 24
2.2.2. Estudio estocastico del sistema . . . . . . ... ... .. 24
3. Resultados y discusiéon 25
3.1. Estudio determinista . . . . . . .. ... L 0oL 25
3.1.1. Estudio numérico del sistema determinista sin estimula-
cibn magnética . . . .. ..o Lo 25
3.1.2. Estudio numérico del sistema determinista bajo estimu-
lacion magnética estatica (SMS) . . ... .. ... ... 32
3.1.3. Estudio numérico del sistema determinista bajo estimu-
lacion magnética transcraneal repetitiva (rTMS) 32
3.2. Estudio estocastico . . . . . . . ..o L 34



INDICE VII
3.2.1. Estudio numérico del sistema estocastico sin estimula-
cibn magnética . . . . ..o oo 34
3.2.2. Estudio numérico del sistema estocéstico bajo estimula-
cibn magnética estatica (SMS) . . . ... ... ... 41
3.2.3. Estudio numérico del sistema estocéstico bajo estimula-
ci6n magnética transcraneal repetitiva (rTMS) . . . . . 46
4. Conclusiones 47
5. Bibliografia 52
A. Listados de codigos 54
A.1. Seript MATLAB para la solucion numeérica del modelo de Hindmarsh-
Rose . . . . . o 54
A.2. Script MATLAB para el diagrama de bifurcacion . . . . . . . .. 58
A.3. Codigo de MATHEMATICA para la solucion numérica de la ecua-

cion de Fokker-Planck . . . . . . . . . .. ... ... .. ... 59



1 INTRODUCCION

1. Introduccion

1.1. Motivacion

La neurociencia es un area multidisciplinar de creciente interés en los ulti-
mos tiempos. Las neuronas sensoriales, basicamente, funcionan como transduc-
tores que convierten senales que provienen del exterior en trenes de potenciales
de accion (o spikes) que viajan a través de las neuronas y son transmitidas de
unas a otras para ser procesadas en distintos centros del cerebro. Para mejorar
(amplificando o inhibiendo) la transmision de las senales, ademas de los esti-
mulos basicos del exterior, las neuronas pueden ser estimuladas externamente
de forma forzada con senales eléctricas, quimicas (medicacion), etc. Ademas de
usar la estimulacién en investigacién con objetivo de realizar avances en cien-
cia bésica, la estimulacion se realiza como aplicacion clinica. Algunos ejemplos
de aplicacion clinica son el tratamiento de la depresion (se detecta que cuando
se padece depresion la actividad es mas baja de lo normal en ciertas zonas del
cerebro, de modo que realizando un tratamiento del paciente estimulando estas
zonas se logra mitigar el estado depresivo a base de potenciar la actividad neu-
ronal), la paliacion del dolor neuropatico (en este caso la estimulacion inhibe la
intensidad de la senal en las zonas que se muestran mas activas cuando se ma-
nifiesta el dolor), potenciacion de la agudeza visual (estimulando ciertas zonas
del tdlamo y de la corteza visual se logra amplificar la senal visual llegando a
apreciarse méas detalles y obteniendo una percepcion visual més aguda), acti-
vacion de circuitos neuronales alternativos cuando resultan lesionadas ciertas
zonas del cerebro, tratamiento de la epilepsia (en un ataque de epilepsia se
produce una intensa y caotica actividad cerebral, por lo que un efecto inhi-
bitorio y que regularice los pulsos podria paliar el ataque),... La mayoria de
estas estimulaciones suelen ser invasivas y/o irreversibles pero, ultimamente,
se esta tratando con un método no invasivo: la estimulaciéon magnética trans-
craneal. Gracias a la ley de Faraday sabemos que un flujo magnético externo
variable en el tiempo induce una fuerza electromotriz que, a su vez, puede
provocar una corriente eléctrica. También sabemos que, gracias a la fuerza
de Lorentz, un campo magnético puede cambiar la trayectoria de los flujos
de carga modificando estas corrientes. Entonces, aplicando un campo exterior

de determinadas caracteristicas se pueden inducir o modificar las corrientes
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eléctricas en las neuronas y modularlas. Estas técnicas, como ya se ha dicho,
tienen un creciente interés por sus inmediatas aplicaciones clinicas y por su

interés en investigacion bésica.

Existen dos técnicas basicas: (1) la estimulacion magnética estatica o SMS
(por sus siglas en inglés: static magnetic stimulation), generada por campos
estaticos producidos por imanes, y (2) la estimulacién magnética transcraneal
o TMS (por sus siglas en inglés: transcranial magnetic stimulation), produ-
cida con bobinas por las que se hacen circular pulsos de corriente y que se
puede aplicar de forma repetitiva (rTMS) para producir senales periodicas.
Estas técnicas (sobre todo la rTMS) se estan implantando clinicamente pero
a la hora de estudiar en detalle el efecto sobre una neurona simple se obtienen
pocos datos, pues las técnicas aplicadas para el estudio de una neurona (esen-
cialmente técnicas patch-clamp) son costosas y, ademaés, la neurona sobrevive
poco tiempo. Esta escasez de datos, ademas del elevado coste de estas técnicas,
motivaron este trabajo en el que proponemos un modelo basico de estimula-
cion magnética sobre un modelo neuronal (el de Hindmarsh-Rose) que, por si

mismo, es interesante desde un punto de vista de la dindmica de sistemas.

1.2. Modelos neuronales como sistemas excitables

Las neuronas son sistemas que, gracias al comportamiento que muestran,
pueden modelarse como sistemas excitables, esto es, son sistemas dinamicos
que cuando son perturbados més alla de cierto umbral hacen una gran excur-
sion por el espacio de las fases antes de volver al estado de reposo original.
Durante esta excursion existe un intervalo de tiempo en el cual el sistema es
relativamente insensible a perturbaciones: es el llamado periodo refractario.

Comenzamos introduciendo los fundamentos electrofisiologicos de la mem-
brana celular de la neurona y, a partir de aqui, describiremos los modelos ma-
tematicos que describen el comportamiento de la neurona como sistema diné-
mico excitable, desde el mas fenomenolégico y extendido (modelo de Hodgkin-
Huxley) hasta el modelo elegido (Hindmarsh-Rose) més asequible matemati-
camente y que permite una mejor visualizacion de las caracteristicas dinamicas

de la neurona.
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1.2.1. Fundamentos electrofisiologicos: el potencial de acciéon

La informacién transportada en una neurona (y entre neuronas) tiene na-
turaleza de senal eléctrica o de senial quimica. En este trabajo se estudian las
senales eléctricas transitorias que son de importancia capital para la transmi-
sion de informacion rdpida y a larga distancia [1] [2] [3].!

La membrana celular de la neurona esta formada por una bicapa de lipi-
dos y por los llamados canales i6nicos. Los canales i6nicos son moléculas de
proteina de gran tamano cuyas estructuras con poros acuosos permite el flujo
de iones a través de ellas segtin los gradientes electroquimicos de dichos iones.
Existen dos tipos de canales i6nicos: los de reposo o escape y los regulados o de
compuertas. Los de reposo estan casi siempre abiertos y su funciéon principal es
mantener el potencial de la membrana en equilibrio (potencial de reposo). Los
regulados, por el contrario, estdn normalmente cerrados y se abren y cierran
segin algtn estimulo (por voltaje o por ligandos quimicos internos o externos).
Ver Figura 1.

La actividad eléctrica de la neurona viene dada por corrientes idnicas a
través de la membrana (a través de los canales idnicos). Hay cuatro especies
ionicas que fluyen a través de la membrana: tres cationes, Nat, KT y Ca?t, y
un anién, Cl™.

La concentraciéon de iones entre el exterior y el interior de la neurona es
asimétrica. En el exterior de la membrana (medio extracelular) existe una
concentracion alta de Nat y C1~ (medio salino) y relativamente alta de Ca.
En el interior de la membrana (medio intracelular) existe una concentracion
alta de K™ y de moléculas cargadas negativamente para las cuales la membrana
es impermeable que se denominan de forma genérica como A~.

El flujo de Nat y Ca?* no es significativo en reposo pero si el flujo de K+
y Cl7. Sin embargo, la asimetria de la concentracién de mantiene gracias a
mecanismos tales como la redistribucion pasiva (los iones A~ atraen de nuevo
dentro a los iones KT y repelen fuera a los de C1~ manteniendo el gradiente) y

el transporte activos (bombeo de iones dentro y fuera de la membrana a través

'Esta seccion estd basada, casi integramente, en el texto de Izhikevich, “Dynamical Systems
in Neuroscience”[1], salvo la parte que se indica al final de la misma. Las figuras de la seccion
(Figuras 1, 2, 3), aunque dibujadas por el autor, estan inspiradas en figuras del texto de Kandel

et al. “Principios de Neurociencia”[3].
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Figura 1: Detalle de la membrana en el axén con sus principales canales idnicos.

de bombas iénicas como la de Na™-KT que intercambia tres iones de Na™
dos de KT).

Cada especie i6nica puede sufrir una difusiéon a través de los canales i6ni-
cos debido a los gradientes de concentracién y a los gradientes de potencial
eléctrico: los iones tienden a difundirse hacia donde su concentraciéon es menor
pero, al haber iones para los cuales la membrana es impermeable, se produce
una diferencia de carga eléctrica neta entre el interior y el exterior de la neu-
rona y, por tanto, una diferencia de potencial eléctrico (potencial o voltaje de
membrana). El potencial de equilibrio electroquimico entre estos gradientes se

expresa mediante la ley de Nernst:

RT | ion], ’ (1.1)

Eion =
on = 2F 7 Tion),,,

donde R es la constante universal de los gases, T es la temperatura (en K), z
es la valencia del ion, F' =~ 96 480 C/mol es la constante de Faraday e [ion] es
la concentraciéon de la especie idnica.

Asi, la corriente i6nica a través de la membrana se puede expresar como:
Tion = gion(V - Eion) ) (12)

siendo gion la conductancia del ion a través de la membrana (que depende
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del voltaje y del tiempo), V el potencial de membrana y FEi,, el potencial
de equilibrio electroquimico. El término (V' — Ejqy) se conoce como fuerza de
arrastre electroquimica.

Se pueden representar, entonces, las propiedades eléctricas de la membrana

mediante un circuito equivalente (Figura 2).

medio extracelular

T
P }loa %K %c‘ bev
= TEK _I_ECI

l

-__- ENa -; ECa
medio intracelular

Figura 2: Circuito equivalente

Segin las leyes de Kirchhoff:
[=CV +Ina+Ica+Ix+1c1 (1.3)

donde C' = @Q/V es la capacidad de la membrana (Q es el exceso de carga de
la membrana y V' el potencial de membrana).
Obteniendo, de esta manera, la ecuaciéon de un sistema dindmico:

CV=I-) g(V-E) , (1.4)

(2

donde el indice i de la suma corresponde a las distintas especies i6nicas impli-
cadas.

En ausencia de fuentes de corriente (I = 0):

EK < ECI < ‘/reposo < ENa < ECa ) (15)

por lo que INa, Ica < 0 (hacia dentro de la neurona), I, Ic; > 0 (hacia fuera).?

2Como el C1™ es un ion negativo, la corriente Ic; hacia fuera implica que dichos iones entran

en la neurona.
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El potencial de reposo se define a partir del equilibrio (V' = 0):

Zi i

‘/reposo = ZZ i ) (16)
asi como la resistencia de entrada:
1 1
Rentrada = (17)

Jentrada a Zz i

Las corrientes hacia dentro de la neurona aumentan el potencial de mem-
brana (despolarizacion) y las corrientes hacia fuera lo disminuyen (hiperpola-
rizacion).

La conductancia de los canales i6nicos se regula por compuertas de voltaje
(canales regulados por estimulo de voltaje). Las transiciones entre los estados
abierto y cerrado de los canales de forma individual tiene caracter estocéstico®
pero, a pesar de este caracter, para un conjunto suficientemente grande de

canales la corriente neta puede expresarse como:
I'=gp(V-E) , (1.8)

donde p es la proporciéon media de canales abiertos, g es la conductancia mé-
xima y FE es el potencial de inversion (potencial a partir del cual la corriente
invierte su sentido y que para especies i6nicas simples coincide con el potencial
de equilibrio electroquimico de Nernst).

Los canales regulados por voltaje son, como hemos dicho, aquéllos sensibles
al potencial de membrana y van a ser los responsables del potencial de accion.
Estos canales tiene dos tipos de compuertas: las que activan o abren el canal
(compuertas de activacion) y las que inactivan o cierran el canal (compuertas
de inactivacion). Véase la Figura 3.

Si llamamos m a la probabilidad de que una compuerta de activacién esté
abierta (m = 0 corresponde a una compuerta no activada y m = 1 corresponde
a una completamente activada) y llamamos h a la probabilidad de que una
compuerta de inactivacion esté abierta (h = 0 corresponde a inactivaday h = 1
corresponde a eliminar completamente la inactivacion), podemos expresar la

proporcién de canales abiertos como:

p=mht | (1.9)

3Este hecho justifica, por sf mismo, que tengamos que considerar los ruidos y hacer un estudio

estocéastico del sistema, aunque existen otras fuentes de ruido, como justificaremos més adelante.
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Figura 3: Canal regulado por voltaje

donde a es el nimero de compuertas de activacion y b el de inactivaciéon. Si el
canal es de K™ o de C17, a la probabilidad de que una compuerta de activacion
esté abierta se le suele llamar n en lugar de m.

Cuando b = 0, la corriente a través del canal se llama persistente y cuando
b # 0 se llama transitoria.

La dinamica de las variables de regulacion, esto es, las de activacion (m o
n) y las de inactivacion (h) se puede expresar mediante ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden:

oL m -m
. 1
h = W(hoo(v)_h) : (1.11)

donde el valor de m y h correspondientes al estado estacionario (meo(V) y
heo(V)) y las constantes de tiempo 7,,(V') y 7,(V') se determinan experimen-

talmente.?

4La técnica experimental que permitié describir el comportamiento de las corrientes iénicas
a través de membranas celulares es la llamada fijacion de voltaje o woltage-clamp. Esta técnica
permiti6é a Hodgkin y a Huxley deducir las ecuaciones que describen las corrientes iénicas a través
de medidas en la membrana del axén gigante del calamar y conseguir el premio Nobel en Fisiologia

en 1963.
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Toda esta fenomenologia da lugar al concepto fundamental que caracteriza
a la neurona como sistema excitable: el potencial de accion (también llama-
do en inglés spike y traducido como pico o, jqué horror!, espiga). El potencial

® es un pico de potencial (de unos 110 mV) que dura del orden de 1

de accién
ms y tiene lugar cuando la despolarizaciéon de la membrana es suficientemen-
te grande como para que el potencial de la membrana supere cierto umbral
y se inicie un proceso de retroalimentacién positivo. Tras el disparo de un
potencial de accién, la membrana no puede volver a iniciar otro potencial de
accién inmediatamente; es lo que se llama periodo refractario absoluto. Existe,
ademés, un periodo refractario relativo (de varias decenas de milisegundos de
duracién) tras el potencial de accion en el cual, si no imposible, es méas dificil
que se vuelva a producir otro potencial de accion.

Los potenciales de accién son las tinicas fluctuaciones del potencial de mem-
brana que pueden propagarse grandes distancias y, al ser regenerados activa-
mente, no sufren atenuacién. Al llegar al final del axén hacen que se liberen
neurotransmisores que producen la sinapsis y propagar, asi, la sefial de una

neurona a otras.

1.2.2. Clasificacion de Hodgkin de las neuronas

Antes incluso de la formulaciéon matematica del modelo de neurona que
propuso con Huxley, y de un estudio matemético de las bifurcaciones en este
modelo, Hodgkin ya hizo un estudio de las bifurcaciones en los mecanismos
de excitabilidad de las neuronas excitando éstas con pulsos de corriente de
distintas amplitudes y estudiando el comportamiento de los disparos de los
potenciales de accion [5] [1] [4]. De dicho estudio resulté una clasificacion de
tres clases de excitabilidad neuronal (o tipos de neurona) segtn la frecuencia

media de disparo que, ademas, vamos a relacionar con el tipo de bifurcacion:

» Clase de excitabilidad 1 (neurona de tipo I): la frecuencia de dispa-
ro de los potenciales de acciéon es funcién de la intensidad de la corriente
aplicada, pudiendo ser dicha frecuencia arbitrariamente baja. La rela-
cion entre la intensidad de corriente aplicada y la frecuencia de disparo

es continua (Figura 4). Esta clase se corresponde, fundamentalmente,

®Definicién obtenida del texto de Dayan y Abbot “Theoretical Neuroscience”|2].
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con una bifurcacién de punto de silla.

» Clase de excitabilidad 2 (neurona de tipo II): la frecuencia de
disparo de los potenciales de accién es relativamente insensible a la in-
tensidad de la corriente aplicada, permaneciendo en una banda bastante
estrecha. La relaciéon entre la intensidad de corriente aplicada y la fre-
cuencia de disparo muestra una discontinuidad (Figura 4). Esta clase se
puede corresponder, fundamentalmente, con dos tipos de bifurcaciones:

bien una bifurcacion de punto de silla, bien una bifurcacién de Hopf.

» Clase de excitabilidad 3 (neurona de tipo III): se produce el dispa-
ro de un tnico potencial de accidén como respuesta a un pulso de corriente,
aunque se puede conseguir un secuencia ténica de disparos de potencia-
les de accion para corrientes extremadamente altas (normalmente fuera
del rango de aplicabilidad fisiologica). Esta clase se corresponde con un

sistema que permanece estable en el rango de interés fisiologico.

.

: T | |rfrrninrlnrrmmrlm

recuencia

el

Excitabilidad de clase 1 Excitabilidad de clase 2

Frecuencia

Figura 4: Excitabilidad neuronal de clases 1 y 2. Imagen tomada de [4] y editada.

Los modelos que vamos a detallar a continuacion (Hodgkin-Huxley, FitzHugh-
Nagumo y Hindmarsh-Rose), con los parametros ajustados a neuronas del
talamo o de la corteza, se corresponden con una excitabilidad de clase 2 y a

una bifurcacion de Hopf.

1.2.3. Modelo de Hodgkin-Huxley

El modelo de Hodgkin-Huxley 6] para la generacion del potencial de accion

se basa en los experimentos que éstos realizaron y en los cuales usaron la
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técnica de fijacion de voltaje (voltage-clamp) con el axén gigante del calamar.
A partir de los resultados obtenidos expresaron la corriente de membrana
como la debida a tres corrientes i6énicas principales: una corriente persistente
de K* regulada por voltaje con cuatro compuertas de activacién, una corriente
transitoria de Na™ regulada por voltaje con tres compuertas de activacion y
una de inactivacién y, por dltimo, una corriente éhmica de fuga Iy cuyos
portadores de carga son, fundamentalmente, iones de Cl~.

Las ecuaciones del modelo quedan [1] [2]:

CV =1 —gn*(V — Eg) — gnam®h(V — Eng) —g.(V — E) , (1.12)
e n -n
he 1 m -m
. 1
h = W(hoo(‘/) —h) (1.15)

siendo I la corriente aplicada. Los valores neo, Moo, hoos Tn, Tm, Th ¥ las con-
ductancias se obtienen experimentalmente. En el trabajo original de Hodgkin
y Huxley, se expresaban 7, 7 y h en términos de unas funciones (V) y B(V)
que describen la transicién entre estados abierto y cerrado de los canales. En
la Figura 5 se muestra la generacién del potencial de acciéon del modelo,
asi como la evolucién de las variables de regulacién, las conductancias y las
corrientes.

Este modelo, si bien describe muy bien la fenomenologia del comporta-
miento de la neurona y es bastante realista, no es comodo para el estudio de
las caracteristicas de la neurona como sistema dinamico pues el espacio de las
fases asociado al problema es de cuatro dimensiones y hace realmente farragoso
analizar y entender las caracteristicas dindmicas de la neurona como sistema
excitable, ademés de resultar las simulaciones realizadas con este modelo muy

costosas computacionalmente.

1.2.4. Modelo de FitzHugh-Nagumo

El modelo de FitzHugh-Nagumo [7] [8] [9] se propuso como una simplifica-
cion del modelo de neurona de Hodgkin-Huxley. FitzHugh obtiene el modelo

modificando el oscilador no lineal de Bonhoeffer-van der Pool, resultando unas
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Figura 5: Potencial de accion en el modelo de Hodgkin-Huxley. Figura tomada del

texto de Izhikevich, “Dynamical Systems in Neuroscience”[1] y editada.
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ecuaciones para el modelo [9]:

: 1
V=V_-V3-W+I
3 : (1.16)

W=a(V —cW)+d

donde la variable I corresponde a la corriente de membrana, V imita el compor-
tamiento del potencial de membrana y W imita la activacién de una corriente
saliente (variable de recuperacion). a, b, ¢ y d son constantes que para una
neurona suelen tomar los valores: a = 0.08, b=1, ¢ = 0.8 y d = 0.056.

El hecho de tener un modelo con tan solo dos dimensiones en el espacio de
las fases hace mucho més facil el estudio dinamico del sistema.

Las isoclinas nulas resultan:

W=V- év?’ +1

W = 4 + QV =0.875+1.25V
ac ¢

(1.17)

esto es, una funciéon cibica (V = 0) y una recta (W = 0) que intersectan
en el punto de equilibrio. En la Figura 6 podemos observar el diagrama de
fases y la correspondencia del estado fisiol6gico del sistema con las trayectorias
correspondientes a distintos estado iniciales.

Cuando el valor de I es pequefio, el punto de equilibrio estd en la rama
izquierda de la isoclina nula V= 0, resultando el equilibrio estable y el sistema
permanece en equilibrio. Al aumentar I, el punto de equilibrio pasa a estar
en la rama central de la isoclina nula V = 0, siendo inestable y dando lugar
a un ciclo limite que produce el disparo peridédico de potenciales de acciéon: se
produce una bifurcaciéon de Hopf. Si se sigue aumentando I, se pasa a la rama
derecha de la isoclina nula V = 0 que es, de nuevo, estable y se bloquea el
disparo de los potenciales de accidon. Véase la Figura 7. Este modelo, a pesar
de la gran simplificacion matemaética, explica algunas de las caracteristicas
importantes del potencial de accién y permite un gran avance en el estudio

dindmico de la neurona como sistema excitable.

1.2.5. Modelo 2D de Hindmarsh-Rose

Uno de los aspectos que cabe mejorar del modelo de FitzHugh-Nagumo es
que, dado el gran recorrido que tiene la trayectoria en el espacio de las fases

entre las dos isoclinas nulas, el periodo absolutamente refractario dura mucho
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variable de recuperacion, W
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Figura 6: Diagrama de fases y de estado fisiologico del modelo de FitzHugh-Nagumo

para distintos estado iniciales. Las lineas discontinuas representan las isoclinas nulas.
Figura tomada de [9] y editada.
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Figura 7: Bifurcaciéon de Hopf al aumentar I en el modelo de FitzHugh-Nagumo. En
(a) y (b) se muestran, respectivamente, el diagrama de fase y la evoluciéon temporal
del potencial de membrana para una intensidad I = 0.32 (por debajo del umbral de
la bifurcaciéon de Hopf). En (c¢) y (d) se muestran, respectivamente, el diagrama de
fase y la evolucion temporal de la membrana para una intensidad I = 0.33 (por encima
del umbral de la bifurcaciéon de Hopf). En (e) y (f) se muestran, respectivamente, el

diagrama de fase y la evolucién temporal de la membrana para una intensidad I = 1.5.
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més de lo que se mide en los experimentos y de lo que reflejan modelos méas
realistas (como el de Hodgkin-Huxley). Hindmarsh y Rose [10][11] proponen,
entonces, un modelo en el que la recuperacién es més rapida introduciendo
una funcion de segundo grado (una parabola) en la variable de recuperacion,
en lugar de la funcion lineal del modelo de FitzHugh-Nagumo.

Las ecuaciones (adimensionales) correspondientes a este modelo son:

t=y—axd+bx®+1
, (1.18)
y=c—dz®—vy
donde x representa el potencial de membrana e y la variable de recuperacion.
a, b, ¢ y d son constantes.

En la Figura 8 tenemos una representacién del espacio de las fases para
a=1,b=3,¢c=1yd=>5. Los puntos de equilibrio son: el nodo estable
A (x4 = —1.6), el punto de silla B (con xp = —1) y la espiral inestable C
(xc = 0.6).

F -r-|
-2 2
_ Ciculo
— limite
—~—x=0
P
Separador |
del punto y=U
—1n- desilla
A

;J'

Figura 8: Representacion del espacio de las fases del modelo de Hindmarsh-Rose en
dos dimensiones para a = 1, b = 3, ¢ = 1 y d = 5. Los puntos de equilibrio son: el
nodo estable A (z4 = —1.6), el punto de silla B (con 25 = —1) y la espiral inestable C
(zc = 0.6). Figura tomada de [11] y editada.

En la Figura 9 tenemos la solucién numeérica del sistema (1.18) paraa = 1,

b=3,c=1yd=5, con un pulso de corriente de I = 1.
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Figura 9: Soluciéon numérica del sistema (1.18) paraa=1,b=3,¢c=1y d =5, con un

breve pulso de corriente de I = 1. Figura tomada de [11].

1.2.6. Modelo 3D de Hindmarsh-Rose

Hindmarsh y Rose [11] proponen otra modificacion en el modelo que per-
miten simular otras propiedades observadas en los potenciales de accién de
las neuronas (sus propuestas y resultados se apoyan experimentalmente en el
estudio de neuronas de varios moluscos, como los caracoles de estanque del
género Lymnaea). Estas propiedades son, basicamente, una hiperpolarizacion
por debajo del valor inicial z1 tras el disparo del potencial de accién y, sobre
todo, el disparo de rafagas de potenciales de accion.

Las rafagas son ampliamente observadas en multitud de experimentos con
neuronas y, para poder modelar este comportamiento, Hindmarsh y Rose pien-
san en anadir una tercera dimension en el espacio de las fases (una nueva va-
riable dindmica) en cuya direccion se extenderia el ciclo limite y proponen una

tercera ecuacion diferencial:
bt=y—ard+br?—z+1
j=c—da®—y : (1.19)
z=r(s(x—x1)—2)
donde la nueva variable z tiene una dinamica maés lenta (dada por un valor
pequeno de la constante 7), s es constante y 1 es un valor de equilibrio de

la variable x. Fisiol6gicamente, la variable z se interpreta como una corriente

saliente de K debido a una entrada de iones de Ca?t en la neurona al des-
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polarizarse la membrana entre disparos del potencial de accion (corriente de
K* activada por Ca?*).

Al subsistema formado por las dos primeras ecuaciones (las correspondien-
tes a & e ¢) se le suele llamar subsistema rapido.

En la Figura 10 tenemos la representacion esquematica de un ciclo de
rafagas y las proyecciones en el plano xy de los diagramas de fases correspon-

dientes.

fal

(bl

if)

—

Figura 10: Representacion esquematica de un ciclo de rafagas (a) y las proyecciones
en el plano zy de los diagramas de fases correspondientes a los tiempos « (b), 5 (c),

v (d), 0 (e) y € (f). Figura tomada de [11].

Una caracteristica que ofrecen las rafagas generadas es que, para ciertos

valores altos de I, los potenciales de accion de las rafagas no siguen un patron
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aparente, generdndose una estructura aleatoria de disparos.

Existen otras caracteristicas observadas experimentalmente que se dan en
este modelo sin necesidad de més modificaciones. Aunque lo esencial para este
trabajo es una forma de potencial de accién mas realista que la de FitzHugh-
Nagumo y, sobre todo, la generacién de rafagas. Estas caracteristicas y un
modelo relativamente asequible mateméaticamente (al menos, en cuanto a cos-
te computacional para la resolucién numérica y porque el espacio de fases
tridimensional es visualizable) justifican la eleccion del modelo para este tra-
bajo.

En lo que sigue, cuando hagamos referencia al modelo de Hindmarsh-Rose
estaremos hablando del modelo 3D. En este modelo, la variable = que emu-
la el potencial de membrana tiene unidades arbitrarias (asi como y, z y las

corrientes) al ser el modelo adimensional.

1.3. Modelo de actuaciéon del campo magnético ex-

terno sobre las neuronas

La actuacién de los campos magnéticos sobre la neurona se modela intro-
duciendo un término de corriente por excitacion externa (lext.) en la primera

ecuacion del modelo (1.19):
I=1Iy+ Iy, | (1.20)

donde Ij es la corriente producida por el estimulo procedente del exterior.
La estimulacion magnética estatica (SMS) consiste en la aplicacion de un
iman en las proximidades del crdneo o, en el caso de una sola neurona, en
las proximidades de la misma. La SMS, basicamente, afecta solo a los canales
regulados por Ca?* al cambiar la orientaciéon de dichos canales debido a su
momento magnético [12]. De esta forma, acta sobre la variable lenta de nues-
tro modelo (z). Esta modificacién se puede introducir en las ecuaciones del
modelo como un término lineal en x en la primera ecuacién con una constante
de acoplamiento k entre la membrana de la neurona y el campo magnético
aplicado. Asi, la corriente I de la primera ecuacion del modelo (1.19) contiene

un término Jlext

Ixt. = —kz . (1.21)
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En este modelo se ha tomado un acoplamiento estatico como primera apro-
ximacion (aplicando el iman durante tiempo suficiente como para alcanzar
el estado estacionario) aunque este acoplamiento puede depender del tiempo
en modelos més avanzados y se incorpora una nueva ecuacion diferencial al
sistemal|13].

La TMS consiste en la aplicacién de una bobina, a través de la cual se
hace circular un pulso de corriente, sobre el craneo o cerca de la neurona. La
TMS es producida por un pulso de corriente que genera el campo magnético
variable de la bobina gracias a la ley de Ampére y este campo magnético acaba
induciendo, gracias a la ley de Faraday, un pulso de corriente en la neurona
con cierto desfase y, claro estd, distinta amplitud (aunque proporcional a la
del pulso original). La TMS puede funcionar mediante pulsos rectangulares y
pulso sinusoidales.

Para un pulso rectangular aplicado en ¢; y de duracién t2 — ¢t; que genera

un excitacion externa Iext. en la membrana de la neuronas:

Ay sl 1 <t<ty
Text () = : (1.22)

0 , en otro caso

Para un pulso sinusoidal aplicado en t1 y de duracién ty — ty:

Aocos( t) ,sl <t <ty

to —t1

Text (1) = (1.23)

0 , en otro caso
(También se puede generar un pulso de medio periodo.)

Més interesante es la aplicacion repetitiva de la TMS de forma periodica
(rTMS) y consistira en un tren de pulsos periddico, ya sean pulsos rectangula-
res o sinusoidales. Para pulsos de duracién d; y equiespaciados do tendremos
un periodo T = d; + do. Asi, el tren de pulsos rectangulares genera una exci-

taciéon externa sobre la membrana:

Ay ,si nT<t<nT+dy
T () = ,conn=0,1,2,... (1.24)

0 , en otro caso

Para un tren de pulsos sinusoidales:

2
Ay cos <d7r(tnT)> ,si nT<t<nT+d;
Texe (t) = !

0 , en otro caso

(1.25)

,conn=0,1,2,...
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1.4. Modelo de Hindmarsh-Rose con estimulacion mag-
nética

Disponemos ya de una forma de modelar el comportamiento dinamico de
la neurona (modelo de Hindmarsh-Rose) y de una forma de modelar la esti-
mulacién magnética externa. Podemos pasar, entonces, a tratar el modelo de

neurona incorporando la estimulacién magnética de forma determinista (sin

ruido) y de forma estocastica (incorporando ruido).

1.4.1. Modelo determinista

Las ecuaciones con las que podemos describir el modelo son:
=y —ax®+bx® — 2 +io + Lot
j=c—da®—y : (1.26)
Z=r(s(x—z1)—2)
donde Iy, es la corriente inducida por la estimulacién magnética e ip es la
corriente debida al estimulo sensorial.

Para trabajar numéricamente, tomamos valores de los parametros corres-

pondientes a neuronas del talamo [15]:

a=1 , b=3 , ¢c=1 , d=5 , r=0006 , s=4 , x1=-1.6

quedando las ecuaciones del modelo:
&=y —a’+ 32" — 2 +io + Lexe.
g=1-52>—y : (1.27)
2=0.006 (4 (z + 1.6) — 2)

Si llamamos I = ig + oy, obtenemos las isoclinas nulas:

y=a3 -3+ 2z—1 — isoclina nula x
y=1-—52° — isoclina nulay . (1.28)
z=4(zx+1.6) —  isoclina nula z

Los puntos de equilibrio son las intersecciones de las isoclinas nulas y cumplen

las ecuaciones:
xh 4+ 20k +drg =154

yo =1— 53 : (1.29)

20 = 4(:U0 + 1.6)
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Usando de teorema de Harman-Grobman de linealizacién en torno al punto

de equilibrio mediante el jacobiano del sistema

—31’% + 63?0 1 -1
J=| -10z0 -1 0 : (1.30)
0.024 0 —0.006

podemos clasificar y estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio. Para
ello, calculamos los autovalores del jacobiano a partir de la ecuacién caracte-

ristica:

|[J—Al|=0 —
A+ (1.006 — 69 + 323) A% + (0.03 4 3.964x0 + 3.018x%)\ (1.31)

+ (0.024 + 0.024x¢ 4 0.01822) = 0

Para I ~ 1.32 (9 =~ —1.3161) encontramos la bifurcacion de Hopf (el ciclo

limite se desestabiliza al pasar a ser positiva la parte real de \).

1.4.2. Modelo estocastico

Como se ha comentado anteriormente, los canales i6nicos sufren fluctua-
ciones, es decir, tienen caracter estocastico. Asimismo, existen fluctuaciones
en la excitabilidad y la ya mencionada aleatoriedad en la estructura de dis-
paros de las rafagas (en el intervalo entre disparos o ISI, esto es, interspike
interval). Ademés, en cualquier experimento electrofisiologico con montaje
electromagnético se producen ruidos de caracter electrénico, ambientales, etc.
Este caracter estocastico justifica el hecho de incluir el ruido en las ecuaciones
del modelo [14] [18].

Sin embargo, el ruido puede ser un aliado a la hora de mejorar la senal en
la neurona en lugar de ser un estorbo. Por una parte, un ruido de una inten-
sidad adecuada puede hacer que se produzcan disparos de forma oscilatoria
y mantenida aunque el sistema esté por debajo del umbral de la bifurcacién
de Hopf en la que se entra en el ciclo limite. De esta manera, se pueden lle-
gar a procesar senales sensoriales débiles que en principio no son lo bastante
intensas como para producir un tren de disparos de potenciales de accion.
Por otra parte, para senales periodicas (como las producidas por rTMS) en

presencia de ruido se da resonancia estocastica, por lo que se refuerza positiva-
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mente la sefial sensorial a frecuencias proximas a las de la excitacion periddica
externa|15][16].

Entonces, no sélo hay que tener en cuenta el caracter estocéstico del siste-
ma sino que es conveniente una fuente de ruido para reforzar la senal de las
neuronas. En este trabajo trabajamos con fuentes de ruido blanco gaussiano.

Las ecuaciones con las que podemos describir el modelo son:
J'U:y—x3+3x2—z+lg—|—fext.
G 1-50%—y , (1.32)
2 =0.006 (4 (z +1.6) — 2)
donde introducimos un ruido blanco a partir de un proceso de Wiener:

AW,
h:urup@i:m+a@ , (1.33)

con (&) =0, (&&s) = d(t — s) y donde o es la intensidad del ruido. Iey. es la
corriente inducida por la estimulacién magnética e ig es la corriente debida al
estimulo sensorial [15] [16] [17].

Para analizar las posibles bifurcaciones de origen estocéstico estudiamos la
distribucién de probabilidad estacionaria y podemos centrarnos en el subsis-
tema rapido, ya que la dindmica de la variable z es mucho mas lenta que la
de z e y, de forma que apenas supondria un sesgo en la dindmica de = que
se puede asumir dentro de la variable Iy [16]. Ademas estudiamos el sistema
sin estimulacién magnética, esto es, Ioxt. = 0, pues la estimulacién magnética
solo harfa que el sistema pasara de una zona a otra de la bifurcacién que pu-
diera manifestarse gracias al ruido y no cambiaria en esencia la distribucion
estacionaria de probabilidad [16] [17]. Asi, el subsistema rapido estocastico en

ausencia de estimulacion magnética (lexs. = 0) queda:
. 3 2 .
T=y—x°+ 32"+ 1+ &
(1.34)
y=1-5x*—y
de donde deducimos la ecuacién de Fokker-Planck asociada para la distribuciéon
de probabilidad p(z,y,t):

dp 0 . 0 1 ,0p
p o [(y —2° + 32% +ig) p| — a [(1—52% —y)p] + 502@ (1.35)

Podemos solucionarla numéricamente (usando el método de elementos finitos)

con condiciones de contorno naturales:

p(z,y,t) -0 para z,y — *oo (1.36)
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esto es, densidad de probabilidad nula para x e y suficientemente grandes, y

con la condicion inicial (distribucion gaussiana bidimensional):

1 (z — ,Ux)2 (y — My)2
0 _ - ) 1.37
p(@,y,0) 2mo L0y P < 202 xp 202 ’ (1.37)

€T
siendo p; los valores medios de las variables i y o7 las varianzas de estas
variables i.
Para un tiempo suficientemente grande en la simulacién llegamos a la so-
lucién estacionaria.
Se podria intentar resolver la ecuacion estacionaria para obtener la distri-

bucién estacionaria:

P ‘ o 1 82pes .
0= 8755 [(y — xg + 3%2 + 710) pest.] + chy [(1 - 5(132 o y) peSt'] N 502 8$2t
(1.38)

Para ello, se tomaria la corriente de probabilidad:

: L 5 OPest.
Jest. = ((y —2? + 32 + ZO) Pest. — 5028765

, (1 — 51‘2 — y) pest.> (139)
y la ecuacién de Fokker-Planck nos quedaria, para la solucién estacionaria:
V - Jest. =0 . (1.40)

El problema, aqui, son las condiciones de contorno. Ni para nuestro caso, que
son condiciones de contorno naturales (contorno inalcanzable aunque t — c0),
podemos hacer Jest, = 0 en el contorno, como en el caso unidimensional [19].
Asi que estarfamos abocados a usar métodos numeéricos.

Estudiamos, entonces, el comportamiento de la solucién estacionaria para
distintos valores de ig y vemos si se da la bifurcaciéon de origen estocastico
(llamada bifurcaciéon-P) que hace que la distribuciéon de probabilidad estacio-
naria pase de ser unimodal (un solo pico en la densidad de probabilidad) a

multimodal (varios picos).

2. Objetivos y métodos

2.1. Objetivos

Este trabajo tiene como objetivo el estudio numérico determinista y esto-

céastico de un sistema excitable sometido a estimulos externos (ruido blanco
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gaussiano mas excitacion externa periodica y aperiddica) como modelo de com-
portamiento de una neurona bajo estimulacion magnética (rTMS y SMS). El
modelo de neurona elegido es el modelo tridimensional de Hindmarsh-Rose.
Para estudiar la dindmica del sistema sin y con ruido externo (fluctuaciones
externas) se realizan integraciones numeéricas de las ecuaciones deterministas
y estocasticas. A partir de estas soluciones numéricas, se realiza un analisis de
los diagramas de fases y de las soluciones temporales extrayendo las corres-

pondientes consecuencias fisiologicas.

2.2. Meétodos

2.2.1. Estudio determinista de la dindmica del sistema

Para hacer el estudio determinista, obtuvimos la solucién numeérica, usan-
do MATLAB/OCTAVE, de las ecuaciones no lineales del sistema. Se resolvio
el sistema de ecuaciones diferenciales mediante integracién numérica por un
método de Runge-Kutta-Fehlberg de cuarto orden implementado como ODE45
en MATLAB/OCTAVE.

Para el anélisis, realizamos una representacion de las soluciones temporales
y del espacio de las fases para los distintos campos externos aplicados (asi
como las proyecciones en distintos planos de interés del espacio de las fases).
Asimismo, se calculd y represento el diagrama de bifurcacion de la tension de
membrana tomando la intensidad de la corriente como parametro de control.

El cédigo correspondiente a estos célculos numeéricos se muestran en el

Apéndice A.

2.2.2. Estudio estocastico del sistema

Para hacer el estudio estocéstico, obtuvimos la solucién numérica, usan-
do MATLAB/OCTAVE, de las ecuaciones diferenciales estocésticas. Se resolvio
el sistema de ecuaciones diferenciales mediante integraciéon numérica por un
método de Runge-Kutta-Fehlberg de cuarto orden. El ruido que tomamos es
un ruido blando gaussiano generado mediante ordenador a partir del método
mt19937ar incorporado por MATLAB. Para el analisis, representamos las solu-
ciones temporales y del espacio de las fases para las distintos campos externos

aplicados y para distintas amplitudes del ruido (asi como las proyecciones en
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distintos planos de interés del espacio de las fases).

Para detectar los fen6menos de resonancia estocatica y la posible modula-
cion de la senal con el ruido, calculamos y representamos histogramas de los
intervalos entre disparos de los potenciales de accion (ISI o interspike inter-
val). Asimismo, para detectar componentes periodicas y resonancias a ciertas
frecuencias, calculamos la transformada rapida de Fourier (FFT) de la solucién
temporal.

Por otra parte, resolvemos numéricamente la ecuacién de Fokker-Planck
usando el método de elementos finitos incorporado en el programa MATHE-
MATICA para obtener la distribuciéon estacionaria de probabilidad de disparos
de las neuronas segin distintos valores de la intensidad I e hicimos una repre-
sentacién de las distribuciones para su analisis.

El codigo correspondiente a estos calculos numéricos se muestran en el

Apéndice A.

3. Resultados y discusion

Presentamos, ahora, los resultados numéricos obtenidos al simular el sis-
tema, esto es, el modelo de neurona de Hindmarsh-Rose. En primer lugar,
estudiamos el sistema determinista sin estimulacién magnética para pasar a
estudiar el sistema sometido estimulacion magnética estatica (SMS), que es
aperiodica, y estimulacion magnética transcraneal repetitiva (rTMS), que es
periodica. Mas adelante estudiamos el sistema estocastico (anadiendo un ruido
blanco gaussiano), igualmente, sin estimulacion magnética y bajo estimulacion

magnética.

3.1. Estudio determinista

3.1.1. Estudio numeérico del sistema determinista sin estimu-

lacion magnética

El sistema determinista no sometido a estimulacién magnética no aporta
realmente ninguna novedad, pues estd ampliamente estudiado como se puede
ver en la literatura y en la introduccién de este mismo trabajo. Sin embar-

go, nos sirve como base de la exposiciéon general de los resultados para poder
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comprobar las propiedades fundamentales del sistema dindmico anteriormente
expuestas y para comparar el sistema cuando se somete a estimulacién mag-
nética y cuando se anade ruido. Por tanto, cabe hacer un analisis detallado
del comportamiento del sistema determinista sin estimulacion magnética. Asi-
mismo, sirve para mostrar las distintas herramientas de analisis (evolucion
temporal del potencial de membrana, diagramas de fases, histogramas de ISI
y transformadas rapidas de Fourier).

El sistema determinista sin estimulacién magnética se corresponde con las
ecuaciones (1.27) tomando Iex. = 0 y, por tanto, I = ig.

En primer lugar, representamos en la Figura 11 el diagrama de bifurcacién
para el potencial de membrana x(t) tomando como pardmetro de control la
intensidad I = 49.% Se observa cémo la bifurcacién (de Hopf) tiene lugar a

partir de un valor de I ~ 1.32.

Figura 11: Diagrama de bifurcacion del potencial de membrana z(t), para el sistema
determinista sin estimulacién magnética, tomando como parametro de control I = ij.

Se observa céomo la bifurcacion tiene lugar a partir de un valor de I ~ 1.32.

Si calculamos’ la evolucion temporal del potencial de membrana para dis-

tintos valores de I = iy podemos ver cémo el sistema pasa de evolucionar hacia

6El codigo empleado para dicha representacion de muestra en el Apéndice A.2.
"Todos los calculos de evoluciéon temporal del potencial de membrana, diagramas de fases,

histogramas de ISI y transformadas rapidas de Fourier, tanto para el sistema determinista como el
estocastico y con y sin estimulacién magnética, se realizan con el c6digo mostrado en el Apéndice

A.1 haciendo leves modificaciones (cambiando el comentario del codigo).
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en equilibrio estable (hacia 1 = —1.6) dejando de dispararse el potencial de
accion (antes de la bifurcacion, para ig = 1.31) a una repeticiéon periodica de
los disparos al alcanzarse un ciclo limite (tras la bifurcacion, para ig = 1.32).
Para valores superiores de de I = i el sistema presenta rafagas de disparos ya
sean periodicas (como para ig = 2.00) o cadticas (como para ig = 3.00). En la
Figura 12 se puede observar la evolucién del potencial de membrana para lo
casos que acabamos de comentar. El potencial de la membrana z(¢) se da en

unidades arbitrarias.

Representando el diagrama de fases (Figura 13) podemos ver como el
sistema sufre una bifurcaciéon de Hopf al pasar del valor ig = 1.31 al valor
i9 = 1.32. Mostramos las proyecciones del espacio de fases en el plano zy
y el xz. Para ig = 1.31 la trayectoria del sistema realiza una serie de ciclos
(superpuestos en valores crecientes de z) que corresponden a los disparos ini-
ciales hasta que cae alrededor del punto de equilibrio estable (1 = —1.6). Sin
embargo, a partir de ig = 1.32, ademas de los ciclos iniciales, la trayectoria
entra otro ciclo para los valores de z que corresponde a los disparos perioédi-
cos. Cuando se repiten varios de estos ciclos (de forma periodica o caotica)
es cuando se presentan rafagas; esto se aprecia mejor en la proyecciéon xz del

espacio de las fases (Figura 14).

En dltimo lugar, para el estudio de la periodicidad de disparos en el sistema
determinista sin estimulacién magnética, representamos los histogramas de in-
tervalos entres disparos (ISI) y las transformadas rapidas de Fourier (FFT) del
potencial de membrana. En la Figura 15 se observa como para los disparos
periddicos (igp = 1.32) destaca el nimero de disparos con intervalo (periodico)
de 179 ms, por lo que la FFT muestra el pico a una frecuencia f = 1/(179
ms) ~ 5.58 Hz de forma destacada. Para rafagas periddicas tenemos dos va-
lores de IST destacados (intervalo, méas corto, entre disparos de cada rafaga e
intervalo, mas largo, entre rafagas) y un FFT que muestra esta periodicidad
multiple (entre disparos y entre rafagas). Para rafagas cadticas el ISI es mucho
maés repartido y la FFT muestra un pico para el intervalo entre rafagas més

repetido.
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Figura 12: Evolucion del potencial de membrana para el sistema determinista sin esti-
mulacién magnética y distintos valores de I =iy: (a) ip = 1.31, el potencial evoluciona
hacia al potencial de equilibrio dejando de dispararse; (b) iy = 1.32, el potencial se
dispara de forma periodica; (c) ip = 2.00, se dan rafagas periodicas; (d) ip = 3.00, las

rafagas son cadticas.
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lacion magnética y valores ip = 1.31 (izquierda) e ip = 1.32 (derecha).
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magnética en el espacio de fases. (a) ig = 1.31: el sistema cae hacia un punto estable.

(b) ip = 1.32: disparos periédicos. (c) ig = 2.00: rafagas periodicas. (d) io = 3.00: rafagas

cadticas.
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Figura 15: Histogramas de intervalos entre disparos (ISI), a la izquierda, y transforma-

da rapida de Fourirer (FFT) del potencial de membrana, a la derecha, para el sistema

determinista sin estimulacién magnética y distintos valores de [ = iy correspondientes

a (a) y (b) disparos periddicos, (¢) y (d) rafagas periddicas y (e) y (f) rafagas cadticas.

En los espectros (FFT) se observa como los picos se dan a frecuencias que coinciden

con la inversa de los valores alrededor de los cuales se dan més intervalos entre dispa-

ros y como los picos o maximos de los espectros estan mejor definidos cuanto menor

es la desviaciéon estadistica de los ISI.
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3.1.2. Estudio numérico del sistema determinista bajo estimu-

lacion magnética estatica (SMS)

Aunque el sistema es estocastico, como ya dijimos en la introduccién, rea-
lizamos una simulacién del sistema determinista bajo estimulacién magnética
para poder comparar con el sistema estocastico.

El sistema bajo SMS una vez la estimulacion ha alcanzado el régimen esta-
cionario, esto es, tras un tiempo suficientemente largo como para que el efecto
del iman sobre la neurona sea estacionario, se corresponde con las ecuaciones

(1.27) con I dada por la ecuacion (1.21):
Iext. = —kx

Tomando el sistema con ig = 1.32, es decir, justo por encima del umbral de la
bifurcacién de Hopf del sistema sin estimular, aplicamos campos magnéticos
estaticos de diferentes intensidades: k = 0.1, k = 0.3 y k = 0.7 (ver Figura
16). Se puede observar que, al aplicar la SMS, la amplitud del potencial de
accion de la neurona va disminuyendo su amplitud (entre rafagas y dentro de
la misma rafaga) conforme aumentamos la intensidad del campo magnético
aplicado, hasta llegar a atenuar los potenciales de accion. Asi, el efecto prin-
cipal de la SMS es atenuar la senal eléctrica transmitida por la neurona: tiene

un efecto inhibidor.

3.1.3. Estudio numeérico del sistema determinista bajo estimu-

lacion magnética transcraneal repetitiva (rTMS)

La rTMS es periddica, con lo que se nos abre un nuevo abanico de posibi-
lidades de aplicabilidad, y se puede realizar sobre el sistema en forma de tren
pulsos rectangulares (Iex. se corresponde con (1.24)) o sinusoidales (Iext. se
corresponde con (1.25)). El sistema determinista viene descrito por (1.27).

Aplicamos, por ejemplo, un tren de pulsos rectangulares de duracion el 40 %
del periodo, de frecuencias f = 6 Hz y f = 12 Hz, y de amplitud Ag = 0.7
sobre un sistema excitado con ig = 1.31 (justo por debajo del umbral de la
bifurcacion de Hopf en ausencia de rTMS). Los resultados de la simulaciéon
numérica se muestran en la Figura 17. En la Figura 18 se muestran los re-
sultados de la simulacion cuando los pulsos son sinusoidales (con una duracién

del 40 % del periodo y las mismas intensidades y frecuencias sobre el sistema
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Figura 16: Evolucién del potencial de la membrana, a la izquierda, e histogramas de

intervalos entre disparos (ISI), a la derecha, del sistema determinista bajo SMS. El

sistema esta excitado con iy = 1.32 y estimulado con distintos valores de la intensidad

del campo magnético estatico aplicado (k=0.1, k=03 y k =0.7).
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excitado también con iy = 1.31). Se comprueba coémo se traspasa el umbral
de la bifurcaciéon de Hopf al sumarse la intensidad de la excitacién externa.
Gracias a la r'TMS se producen rafagas que son mas regulares a mayor frecuen-
cia (como se observa en los histogramas de ISI y los espectros -FFT-). Asi,
fundamentalmente, la rTMS produce una amplificaciéon de la senal eléctrica
transmitida por la neurona y, ademés, puede modular dicha sefial segtin la

frecuencia aplicada.

3.2. Estudio estocastico

Como ya se ha justificado, las neuronas son sistemas estocasticos (debido
a la apertura y cierre aleatorios de canales i6nicos, por ejemplo) pero, ademas,
estan sometidas a ruidos externos al no ser sistemas aislados. Asi, es impres-
cindible que se realice un estudio estocastico del sistema. En nuestro caso,
el sistema estd sometido a ruido blanco gaussiano y viene modelado por las

ecuaciones (1.32) y (1.33).

3.2.1. Estudio numérico del sistema estocastico sin estimula-

cion magnética

Comenzamos el estudio estocéstico con simulaciones del sistema sin esti-
mulaciéon magnética, esto es, Ioxt. = 0. Una de las cualidades positivas del
ruido sobre la neurona es que puede producir la transmision de una senal
eléctrica estando el sistema por debajo del umbral de la bifurcacién de Hopf
(ip = 1.31). Para comprobar esto, someteremos el sistema a ruidos blancos
gaussianos de distintas intensidades. En la Figura 19 representamos la evo-
luciéon de membrana (a) para el sistema determinista justo por encima del
umbral de la bifurcacion de Hopf (ip = 1.32) y para el sistema estocéstico
justo por debajo de dicho umbral (ip = 1.31) con ruidos de intensidades (b)
0 =0.32,(c) 0 =0.55y (d) 0 = 1.10. Comprobamos como al introducir ruido
se llega a producir un tren de disparos, aunque las amplitudes de los poten-
ciales de accién no son exactamente iguales (como en el caso determinista) ni
exactamente periddicos. Asi, la introduccion de ruido de determinada intensi-
dad puede servir para amplificar la senial eléctrica transmitida por la neurona.

En la Figura 20 se observa céomo no es exactamente peridédico: fundamen-
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Figura 17: Sistema determinista bajo rTMS. La estimulacion se realiza mediante un
tren de pulsos rectangulares (mostrado en azul en (a) y (b)) de duracion el 40% del
periodo, de frecuencias f =6 Hz y f = 12 Hz, y de amplitud Ay, = 0.7 sobre un sistema
excitado con iy = 1.31. Representamos: (a), (b) la evolucién temporal del potencial
de membrana; (c), (d) los histogramas de ISI, y (e), (f) los espectros (FFT). En los
espectros se observa como los picos o maximos se dan a frecuencias que coinciden con
la inversa de los valores alrededor de los cuales se dan mas intervalos entre disparos
y como los picos o maximos de los espectros estan mejor definidos cuanto menor es

la desviacion estadistica de los ISI.
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Figura 18: Sistema determinista bajo rTMS. La estimulacion se realiza mediante un

tren de pulsos sinusoidales (mostrado en azul en (a) y (b)) de duracién el 40% del

periodo, de frecuencias f =6 Hz y f = 12 Hz, y de amplitud Ay, = 0.7 sobre un sistema

excitado con iy = 1.31. Representamos: (a), (b) la evolucién temporal del potencial

de membrana; (c), (d) los histogramas de ISI, y (e), (f) los espectros (FFT). En los

espectros se observa como los picos o maximos se dan a frecuencias que coinciden con

la inversa de los valores alrededor de los cuales se dan mas intervalos entre disparos

y como los picos o maximos de los espectros estan mejor definidos cuanto menor es

la desviacion estadistica de los ISI.
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talmente, en el histograma de ISI se observa como apenas se dan intervalos
iguales (compérese con el caso periddico de la Figura 15 (a) y (b) que se co-
rresponde con el potencial de membrana mostrado en la Figura 19 (a)), sino
que practicamente cada intervalo es distinto. Conforme aumenta la intensidad
del ruido, parece ser que se pierde mas la periodicidad, aunque con ¢ = 0.55
la distribucién parece més coherente, esto es, la desviacion del ISI respecto al
ISI del sistema determinista es bastante pequena (se distribuye alrededor del
periodo del ciclo limite del sistema determinista 7"~ 179 ms). En la FFT se
observa como el pico principal tiene lugar a f =~ 5.58 Hz. Asi, esta intensidad
de ruido sera la preferida para estudiar en el presente trabajo (aunque, debi-
do a la aleatoriedad del ruido no siempre se obtiene un tren de disparos tan
tonico).

Podemos observar el diagrama de fases y la proyecciéon del mismo en el
plano zz para igp = 1.31 y dos intensidades de ruidos en la Figura 21. Se
comprueba como el ruido hace fluctuar el sistema de forma que la trayectoria
de éste en el espacio de las fases hace excursiones alrededor del ciclo limite
produciendo disparos del potencial de accidén aunque el sistema se encuentra
por debajo del umbral de la bifurcaciéon de Hopf y, en ausencia de ruido,
tenderia a un equilibrio estable.

Otro estudio interesante desde el punto de vista estocéstico es la distribu-
cién de la densidad de probabilidad. Para ello, resolvemos numéricamente la
ecuacion de Fokker-Planck como se ha indicado anteriormente, esto es, resol-
vemos la ecuacion diferencial (1.35) con las condiciones de contorno naturales
(1.36) y la condicién inicial (1.37) mediante el método de elementos finitos.®
En la Figura 22 se puede observar la evoluciéon de la distribucién de proba-
bilidad del sistema rapido estocéstico a lo largo del tiempo para ig = 1.3 y
o = 0.55. Para t ~ 1000 ms se considera que es sistema alcanza una distri-
bucién estacionaria. El sistema evoluciona desde el estado inicial (que es una
distribucion gaussiana bidimensional) hasta un estado estacionario cercano a
una distribuciéon més cercana a una § de Dirac: el sistema permanece muy
cercano a la posicion de equilibrio (con z; = —1.6), esto es, pasa casi todo el

tiempo en torno a esta posicion. Conforme aumentamos el valor de ig, cambia

8El codigo para la resolucion numeérica de la ecuacion de Fokker-Planck se muestra en el Apén-

dice A.3.
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Figura 19: Evolucién del potencial de membrana para el sistema sin estimulacion

magnética y distintos valores de la intensidad del ruido.
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Figura 20: Histograma de intervalos entre disparos (ISI), a la izquierda, y transforma-
da rapida de Fourirer (FFT) del potencial de membrana, a la derecha, para el siste-
ma estocastico sin estimulacién magnética con distintas intensidades de ruido blanco
gaussiano. En los espectros (FFT) se observa como los picos se dan a frecuencias que
coinciden con la inversa de los valores alrededor de los cuales se dan mas intervalos
entre disparos y como los picos de los espectros estan mejor definidos cuanto menor

es la desviaciéon estadistica de los ISI.
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(¢c) ip =1.31, 0 = 0.55 (d) ip =1.31, 0 = 0.55

Figura 21: Diagrama de fases (izquierda) y proyeccion de éste en el plano xz (derecha)
para el sistema estocastico sin estimulaciéon magnética ip = 1.31 y dos intensidades de

ruido: o = 0.32 (arriba) y o = 0.55 (abajo).
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la distribucién de probabilidad estacionaria, como podemos ver en la Figura
23. Aun asi (variando i) el sistema se encuentra la mayor parte del tiempo
se muy cercano a la posicion de equilibrio (z; = —1.6) oscilando en torno a
éste aunque se produzcan trenes de disparos de los potenciales de accion, esto
se debe a la corta duracion de los picos de los potenciales de accidén. De todas
formas, conforme aumenta ig, se pasa de una distribuciéon unimodal (un solo
pico), a una multimodal (para igp > 1.3): es lo que se llama una bifurcaciéon
estocéstica fenomenologica o bifurcaciéon-P: el sistema sigue pasando la mayor
parte del tiempo en torno al valor del potencial de membrana x; = —1.6, pero
la densidad de probabilidad pasa a tener mas de un méaximo para la variable
de recuperacion y (el sistema pasa mas tiempo entre varios valores de y, lo que
parece corresponderse con la aparicion de rafagas: comparese con la Figura

24).

3.2.2. Estudio numérico del sistema estocastico bajo estimu-

lacion magnética estatica (SMS)

Pasamos a estudiar el sistema estocéstico bajo estimulacién magnética es-
tatica (SMS). Las ecuaciones que modelan el sistema son (1.32) y (1.33) vy,
ahora, Iex. viene dada por (1.21). Como hicimos con el sistema determinista,
tomamos el sistema con ig = 1.32, es decir, por encima del umbral de la bi-
furcacién de Hopf del sistema sin estimular, con un ruido blanco gaussiano de
intensidad o = 0.55 y aplicamos campos magnéticos estaticos de diferentes in-
tensidades: k = 0.1, k = 0.3 y k = 0.7 (ver Figura 25). Tal como sucedia con
el sistema determinista, el campo magnético tiene un efecto inhibidor sobre
la senal eléctrica transmitida por la neurona (compérese con la Figura 16).
Las diferencias esenciales con el sistema determinista es que la amplitud de
los potenciales de accion estéd amplificada por el ruido (al campo magnético le
cuesta mas atenuar la senal eléctrica) y que el tren de disparos de dichos po-
tenciales de accién no es perfectamente periddico, sino que hay una desviacién
estadistica en torno a los intervalos entre disparos (en lugar de producirse el
mismo intervalo muchas veces como ocurre en el caso determinista, en el caso
estocéstico se producen muchos disparos cercanos a dicho intervalo, pero no

con el mismo).
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(e) t =500 ms (f) t = 1000 ms

Figura 22: Evolucion temporal de la distribucién de probabilidad del subsistema rapido

estocastico sin estimulacion magnética con o = 0.55, 7g = 1.3.
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(e) ip = 3.0 (f) i = 4.0

Figura 23: Distribuciéon de probabilidad estacionaria del subsistema rapido estocas-
tico sin estimulacion magnética con ¢ = 0.55 para distintos valores de iy. Se observa
como se da un bifurcaciéon fenomenoldgica (bifurcacion-P) para valores de iy > 1.3: el
sistema pasa de presentar una distribuciéon de probabilidad estacionaria unimodal a

una mutimodal.
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Figura

25: Evolucién del potencial de la membrana, a la izquierda, e histogramas de

intervalos entre disparos (ISI), a la derecha, del sistema estocastico bajo SMS. El

sistema, sometido a un ruido blanco gaussiano de intensidad o = 0.55 esta estimulado

con i

= 1.32 y con distintos valores de la intensidad del campo magnético estatico

aplicado (k=0.1, k=0.3 y k£ =0.7).



46

3 RESULTADOS Y DISCUSION

3.2.3. Estudio numérico del sistema estocastico bajo estimu-

lacion magnética transcraneal repetitiva (rTMS)

Por tltimo, simulamos el sistema estocéstico sometido a rTMS. La rTMS
es la técnica con mas aplicaciones clinicas en la actualidad y se aplica en forma
de trenes de pulsos electromagnéticos rectangulares y en forma de trenes de
pulsos sinusiodales (como ya hicimos con el sistema determinista). Las ecuacio-
nes correspondientes al modelo son (1.32) y (1.33), donde Iyt viene dada por
(1.24) (pulsos rectangulares) o (1.25) (pulsos sinusoidales). En la Figura 26 se
muestran los potenciales de membrana, los histrogramas de ISI y los espectros
(FFT) del sistema para r'TMS en forma de pulsos rectangulares de amplitud
Ap = 0.7 cuya duracion es el 40 % del periodo y a dos frecuencias distintas (6
Hz y 12 Hz). Los resultados obtenidos para pulsos sinusoidales de muestran
en la Figura 27. Comparando estos resultados con los resultados obtenidos
para el sistema determinista (Figura 17 y Figura 18, respectivamente) se
observa cémo el ruido hace oscilar ligeramente la amplitud de los potenciales
de accién y producen cierta desviacion estadistica de los intervalos entre dis-
paros alrededor de los valores de los intervalos del sistema determinista. Como
los intervalos entre disparos presentan una distribucién alrededor del tiempo
correspondiente al periodo de los trenes de pulsos cabria decir que el sistema
presenta resonancia estocastica, aunque esto era de esperar, pues el nivel de
ruido se ha elegido intencionadamente para que el sistema estocéstico sin esti-
mular tenga un periodo similar al del ciclo limite del sistema determinista (se
observa, especialmente, para pulsos sinusiodales donde es facil comprobar que
T=1/f~166.7Tms para f =6 Hzy T = 1/f ~ 83.3 ms para f =12 Hz) y

la intensidad del ruido es menor que la amplitud de la excitacién externa.

Podemos estudiar si hay resonancia estocéastica tomando, por ejemplo, un
sistema, excitado con ig = 0.9, una r'TMS en forma de pulsos sinusoidales de
amplitud Ag = 0.4 cuya duracion es el 40% del periodo y a frecuencia 12
Hz. De esta forma, tenemos un sistema que esta por debajo del umbral de la
bifurcacién de Hopf en ausencia de ruido. Exponemos, entonces, el sistema a
ruido de distintas intensidades. Los resultados se muestran en la Figura 28.
Se observa como para algunos valores de o (especialmente para o = 0.55 y

o = 0.15) la mayor parte de disparos se producen con una periodo muy cercano
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al de la r'TMS (T = 1/f =~ 83.3 ms, pues f = 12 Hz) o multiplos suyos,
caracteristica propia de la resonancia estocastica. Para ruidos muy intensos
(0 =3.00y o = 7.00) los intervalos entre disparos sufren una mayor desviacién

respecto al periodo de la rTMS y sus miiltiplos.

4. Conclusiones

Hemos estudiado mediante simulaciéon numérica un modelo de neurona de
Hindmarsh-Rose como sistema excitable sometido a estimulacién magnética.

En el estudio determinista del sistema se observa cémo existe una bifurca-
cion de Hopf cuando la corriente del estimulo sensorial sobre la neurona llega
a 19 = 1.32 y a partir de la cual el sistema entra en un ciclo limite que lleva
al sistema a disparar potenciales de accién de forma periodica (de periodo
Teor = 179 ms). Asi, para que un estimulo sensorial pueda generar una senal
que sea procesada en el cerebro, deberia tener un intensidad por encima del
umbral mencionado.

Si se anade un ruido al sistema (en nuestro estudio es un ruido blanco
gaussiano) cuando éste se encuentra por debajo del umbral de bifurcacion, el
sistema puede mostrar un tren de pulsos que, si bien es irregular, presenta
cierta coherencia para algunas intensidades del ruido aplicado, concretamen-
te para o = 0.55. Desde un punto de vista fisioldgico, puede decirse que la
aplicacién de un ruido ayudaria, bajo ciertas circunstancias, a amplificar una
senal sensorial débil y llegar a procesarla. Estudiando la densidad de proba-
bilidad de que se produzca un potencial de accién se observa que el sistema
va evolucionando pasando desde el punto de equilibrio inicial hasta alrededor
del punto de equilibrio inestable, interseccién de las isoclinas nulas, pasando
la mayor parte del tiempo en la zona refractaria (dado que el pico de potencial
de accion es muy estrecho, esto es, de muy corta duracién) con valores del
potencial de membrana cercanos al de equilibrio (x; = —1.6). Si aplicamos in-
tensidades cada vez mayores, en el estado estacionario se ensancha la zona en
la que el sistema pasa mas tiempo aunque siempre alrededor del potencial de
membrana de equilibrio. Se aprecia una bifurcaciéon en la distribucién de pro-
babilidad estacionaria al aumentar la intensidad del estimulo (bifurcacion-P o

fenomenologica) en la que la distribucién de hace multimodal y la variable de



48 4 CONCLUSIONES

4 4
31 3
2
2
_— 1 _—
=) =2
1 0
: ! LAY
s L
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t (ms) t (ms)
(a) f=06Hz (b) f=12Hz
7 10
6 L
8 L
85 g
g, g 6
o (]
[} (]
©3r 1 T o4l
E | M | E
= =
1 2l
. | | AN I
50 100 150 0 20 40 60 80
ISI (ms) ISI (ms)
(¢c) f=6Hz (d) f=12Hz
1.4 - 1.4
1.2 1.2
1 1
_08 ] 08
50.6 1 ‘7;0.6
0.4 ] 0.4
0.2 1 0.2
0 LLIL.L |I|1”I|I|”||Jlull RO I .y o hlul ol LLL[[I RTE A A AR
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f (kHz) f (kHz)
(e) f=6Hz (f) f=12Hz

Figura 26: Sistema estocéastico bajo rTMS. La estimulacién se realiza mediante un tren
de pulsos rectangulares (mostrado en azul en (a) y (b)) de duracién el 40 % del periodo,
de frecuencias f =6 Hz y f = 12 Hz, y de amplitud Ay = 0.7 sobre un sistema excitado
con iy = 1.31 y un ruido blanco gaussiano de intensidad o = 0.55. Representamos: (a),
(b) la evolucion temporal del potencial de membrana; (c), (d) los histogramas de ISI,
y (e), (f) los espectros (FFT). En los espectros se observa como los picos o maximos se
dan a frecuencias que coinciden con la inversa de los valores alrededor de los cuales se
dan mas intervalos entre disparos y cémo los picos o maximos de los espectros estan

mejor definidos cuanto menor es la desviacion estadistica de los ISI.
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Figura 27: Sistema estocéastico bajo rTMS. La estimulacién se realiza mediante un tren

de pulsos sinusoidales (mostrado en azul en (a) y (b)) de duracion el 40% del periodo,

de frecuencias f =6 Hz y f = 12 Hz, y de amplitud Ay = 0.7 sobre un sistema excitado

con iy = 1.31 y un ruido blanco gaussiano de intensidad o = 0.55. Representamos: (a),

(b) la evolucion temporal del potencial de membrana; (c), (d) los histogramas de ISI,

y (e), (f) los espectros (FFT). En los espectros se observa como los picos o maximos se

dan a frecuencias que coinciden con la inversa de los valores alrededor de los cuales se

dan mas intervalos entre disparos y cémo los picos o maximos de los espectros estan

mejor definidos cuanto menor es la desviacion estadistica de los ISI.
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Figura 28: Sistema estocastico bajo rTMS. La estimulacion se realiza mediante un tren
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amplitud Ay = 0.4 sobre un sistema excitado con iy = 0.9 y un ruido blanco gaussiano

de distintas intensidades.
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recuperacién y tiene varios maximos que coincide con la produccion de rafagas
de disparos del potencial de accién.

Cuando se estimula el sistema con un campo magnético estatico (SMS)
con el sistema justo por encima del umbral de bifurcacion, las amplitudes de
los potenciales de accion se van atenuando dentro de cada rafaga y la senal
cobra algo mas de regularidad conforme se va aumentando de forma moderada
la intensidad del campo magnético aplicado. Asi, la senal a procesar se hace
més débil pero mas regular (actia como una especie de filtro). Sin embargo,
cuando el estimulo magnético es grande se llega a atenuar la senal ademés
de desordenar la senal inhibiendo, por tanto, dicha senal eléctrica transmitida
por la neurona.

Por 1ltimo, la estimulaciéon magnética transcraneal repetitiva (rTMS) apli-
cada de forma periddica a una neurona por debajo del umbral de bifurcacion
no sé6lo amplifica la senal produciendo trenes y rafagas de potenciales de acciéon
sino que la modula. El ruido aplicado, dentro de un amplio rango de inten-
sidades, produce resonancia estocéastica, de manera que la senal se refuerza
en las frecuencias de aplicacion de la rTMS debido al ruido. Fisioloégicamente
pude ayudar, entonces, a reforzar ciertos estimulos sensoriales (por ejemplo,
reforzando ciertas ondas cerebrales o ayudando a intensificar la percepcion de
senales de frecuencia determinada como colores o tonos auditivos).

Un trabajo futuro interesante seria trabajar con ruido de color como esti-

mulo en lugar de la r'TMS o como refuerzo de la rTMS.
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A. Listados de codigos

A.1. Script MATLAB para la solucién numérica del

modelo de Hindmarsh-Rose

Para simular los distintos estimulos se han realizado pequenas modificacio-

nes en el c6digo mostrado (como poner y eliminar comentarios).”

*Parametros para la neurona del talamo
a=1;

b=3;

c=1;

d=5;

r=0.006;

fFrecuencia de muestreo

Fs=10;

%$Intervalo de tiempo para los que se resuelve el sistema

tiempos=0:1/Fs:4000;

$Intensidad base

I10=0.90;

YPmplitud del ruido gaussiano

D=0.55;

F¥mplitud de la excitacion externa

A0=0.4;

fParametros para excitacion externa nula

$lext=@Q (t) O;

$Parametros para la excitacion externa como pulso rectangular

% 1=1000;

%t2=1100;

$Iext=@ (t) pulso_rec(tl,t2,A0,t);

Parametro para la excitacion externa como tren de pulsos periodico:
%-rectangulares

%£=0.006;

9Rogamos disculpen la ausencia de tildes en el codigo, pues el paquete INTzXpara incluir dicho

codigo no admite las tildes.
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$Iext=@ (t) AO*square (2xpixf*t,40);
%-sinusoidales
£=0.012;
Text=@ (t) AO* (l+square (2xpi*f*t,40)) .+ sin(2+pirf*(t—1/fxfloor(txf))/0.4);
Parametros y funcion para excitacion externa sinusoidal
$£=0.0032;

$Iext=0@ (t) AOxcos (2xpixfxt);

¥ Condiciones iniciales

x0=—1.6;

X0=[x0; c—d*x0; s* (x0—x1) ];

%Definicion del sistema de ecuaciones diferenciales no lineal

f=Q@(t,X) [X(2)—ax(X(1))"3+b* (X (1))"2—-X(3)+I0+Drrandn+Iext(t) ;...
c—d* (X(1)) "2—X(2) ; rx*(s*(X(1)—x1)—X(3))];

%Definicion del sistema de ecuaciones diferenciales no lineal con SMS

$k=0.7;

SE=Q (t,X) [X(2)—a*x (X (1)) "3+bx(X(1))"2—X(3)+I0+Dxrandn—k*X (1) ;...

5 c—d* (X(1)) "2—X(2) ; rx(s*(X(1)—x1)—X(3))];

$Solucion numerica del sistema de ecuaciones diferenciales (RKF45)

[T,X]=0ded5 (f,tiempos, X0);

%Solucion temporal del potencial de la membrana
figure;
plot(T,X(:,1),'r"',T,Iext(T), 'b', 'LineWidth',1.5);
ax=gca;

ax.FontSize=20;

ay.FontSize=20;

xlabel ('t (ms)','FontSize',20, 'FontWeigh', 'Bold");
ylabel ('x(t)', 'FontSize',20, '"FontWeigh', 'Bold'");
spacio de las fases

figure;

plot3(X(:,1),X(:,2),X(:,3),'r', 'LineWidth',1.5);
ax=gca;

ax.FontSize=20;

ay.FontSize=20;

az.FontSize=20;

xlabel ('x', '"FontSize', 20, '"FontWeigh', 'Bold");

ylabel ('y', '"FontSize', 20, '"FontWeigh', 'Bold");
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zlabel('z', '"FontSize', 20, '"FontWeigh', 'Bold");
¥Proyeccion XY del espacio de las fases
figure;

x=—2:0.01:3;

YX=a*x."3—b*x."2—10;

YY=c—d*x."2;

plot (x,YX,'b',x,YY,'g',X(:,1),X(:,2),"'r', 'LinewWidth',1.5);
ax=gca;

ax.FontSize=20;

ay.FontSize=20;

xlabel ('x', '"FontSize', 20, 'FontWeigh', "Bold"');
ylabel ('y', 'FontSize', 20, 'FontWeigh', "'Bold"');
legend ({'isoclina nula y','isoclina nula x'}, 'FontSize',14);
%Proyeccion XZ del espacio de las fases
figure;

plot (X(:,1),X(:,3),'r', 'LineWidth',1.5);
ax=gca;

ax.FontSize=20;

ay.FontSize=20;

xlabel ('x', '"FontSize', 20, '"FontWeigh', 'Bold");
ylabel('z', '"FontSize', 20, 'FontWeigh', "Bold"');
Proyeccion YZ del espacio de las fases
figure;

plot (X(:,2),X(:,3),'r", 'LinewWidth',1.5);
ax=gca;

ax.FontSize=20;

ay.FontSize=20;

xlabel('y', '"FontSize', 20, 'FontWeigh', "Bold"');
ylabel('z', 'FontSize', 20, 'FontWeigh', "Bold"');
SHistograma ISI

figure;

[spk, locl=findpeaks(X(:,1), '"MinPeakProminence',2);
loc=loc/ (10);

isi=diff (loc);

nbins=tiempos (end) ;

histogram(isi,nbins);

ax=gca;

ax.FontSize=20;
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ay.FontSize=20;

xlabel ('"ISI (ms)', 'FontSize', 20, 'FontWeigh', 'Bold'");
ylabel ('Num. de eventos', 'FontSize',20, 'FontWeigh', 'Bold");
$Transformada rapida de Fourier

figure;

L=length (T);

Y=fft (X(:,1));

P2=abs (Y/L);

P1=P2 (l:ceil (L/2)+1);

Pl (2:end—1)=2+P1 (2:end—1);

f=Fs«* (0:ceil (L/2))/L;

plot (£(1:2000),P1(1:2000), "Linewidth',1.5);

ax=gca;

ax.FontSize=20;

ay.FontSize=20;

xlabel ('f (kHz)', 'FontSize',20, '"FontWeigh', 'Bold");

ylabel ('S(f)', 'FontSize',20, '"FontWeigh', 'Bold'");
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A.2. Script MATLAB para el diagrama de bifurcacion

x1=—1.6;

figure;
hold on;
for I=0:0.01:4
tiempos=[0:0.1:10007;
X0=[x1;c—d*x1;01];
f=0(t,X) [X(2)—ax(X(1))"3+b* (X(1))"2—-X(3)+I
r+(s*x (X(1)—x1)—X(3))]1;
[T,X]=0ded5 (f,tiempos, X0) ;
yy=X(1000:end, 1) ;
yy=yy(1:20:end);
xx=I+ones (length(yy),1);
scatter (xx,yy,3, 'k');
end
ax=gca;
ax.FontSize=20;
ay.FontSize=20;
xlabel ('I', '"FontSize', 20, '"FontWeigh', 'Bold");
ylabel ('x', '"FontSize', 20, '"FontWeigh', 'Bold'");

hold off;

4

c—dx (X (1)) "2—-X(2)

7 oo e
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A.3. Cbédigo de MATHEMATICA para la solucién nu-

meérica de la ecuacidon de Fokker-Planck

Needs [ "NDSolve FEM™ "]

= Valores de los parametros

A:=4.0

o :=0.55

mx := -0.58

my := -2.45

s8X := 0.60

sy := 1.45

= Ecuacion diferencial, condiciones iniciales y de conbtorno

sol =
NDSOIVE[[HD[{y~x“3 +3*x“2+h} *plx, ¥ t], x] ~D[{1- E*I‘E—y} »plx, v, ], y] +
0.5»c"2«D[p[x, ¥, ], {x, 2}] =D[p[x, ¥, £], t],
p[-15, v, ] =0, p[15, ¥, t] =0, p[x, -25, ] =0, p[x, 25, t] =0,
plx, ¥, 0] = (1/(2+Pissxusy))s
xp[- ((x-mx) *2) / (2+5x°2)] 8xp (- (v -my) ~2) / (24 57°2) ]},
p, {x, -15, 15}, {y, -25, 25}, {t, 0, 1000}, Method » "FiniteElement"]

= Constante de normalizacion

NN =
Table[NIntegrate[p[x, v, t] /. sol, {x, -15, 15}, {y, -25, 25}], {t, 0, 1000, 100}]

= Representacidn grafica

Plot3D[Abs [Evaluate[p[x, ¥, 0] /.sol] /NN[[1]]], {x, -15, 15}, {y, -25, 25},
PlotRange -> All, ColorFunction -+ "TemperatureMap”, AxesLabel - Automatic)

Plot3D[Abs [Evaluate[p[x, y, 100] /.sol] /NN[[2]]], {x, -15, 15}, {y, -25, 25},
PlotRange -> All, ColorFunction + "TemperatureMap”, AxesLabel -+ Automatic]

Plot3D[Abs [Evaluate[p[x, ¥y, 200] /.sol] /NN[[3]]], {x, -15, 15}, {y, -25, 25},
PlotRange -> All, ColorFunction + "TemperatureMap”, AxesLabel - Automatic]

Plot3D[Abs [Evaluate[p[x, y, 300] /.sol] /NN[[4]1]1], {x, -15, 15},
{y, =25, 25}, PlotRange -> All, ColorFunction -+ "TemperatureMap” ,
AxesLabel + Automatic, AxesLabel + Automatic]

Plot3D[Abs [Evaluate[p([x, y, 500] /.sol] /NN[[6]]), {x, -15, 15}, {y, -25, 25},
PlotRange -> All, ColorFunction + "TemperatureMap”, AxesLabel + Automatic]

Plot3D[Abs [Evaluate[p[x, ¥y, 1000] /.sol] /NN[([11]]], {x, -15, 15}, {¥, -25, 25},
PlotRange -> All, ColorFunction —+ "TemperatureMap”, AxesLabel » Automatic]
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