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Resumen

El trabajo reflejado en este documento es una introduccién a la fisica de la dindmica molecular y
el estudio de sistemas mediante métodos computacionales aplicados a un pistéon adiabatico de helio
fluido en el equilibrio. Se explicard en detalle en qué consiste este area de investigacién asi como los
algoritmos empleados para la resolucién de las ecuaciones de movimiento, ademas de los observables de
interés para el estudio del pistén, entre ellos, la funcién de distribucién radial para determinar el estado
de agregacién del helio en funcién del punto termodindmico (temperatura y presién), los diagramas de
fases de ecuaciones de estado de modelos ya existenes, o las oscilaciones del pistén en funcién del tiempo
para el estudio de su dindmica. Finalmente, se mostrardan los resultados obtenidos de las simulaciones
para diferentes condiciones iniciales de densidad y temperatura, que serdn discutidos en base a los

modelos tedricos previamente explicados.

I. Introduccién

Los problemas fisicos en mecénica clasica, elec-
trodindmica o dindmica de fluidos, entre otros, re-
quieren en gran parte calculos de sumas e integrales
sobre un gran nimero de grados de libertad que ha-
cen muy dificil resolverlos de manera analitica. Si
bien la intervencién de los ordenadores en el calculo
numérico ha permitido la resolucién de ecuaciones
complicadas en cantidades de tiempo razonables, la
dindmica molecular (DM) junto con el método de
Monte Carlo (MC) han sido los grandes protagonis-
tas a la hora de hallar las cantidades fisicas sobre
sistemas de muchas particulas.

En mecénica clasica las fuerzas de interaccién de
un sistema de N particulas se pueden expresar co-
mo la suma de todos los pares de fuerzas F(r) cuya
magnitud depende tinicamente de la distancia r en-
tre los pares. Por ejemplo, la fuerza que actiia sobre
una particula i viene por

> F(lr =)t

J=1,N;j#i

F'L(R) = (1)

donde R denota las coordenadas r; de todas las par-

ticulas y T';; es el vector unitario a lo largo de r; —r;
que apunta desde la particula ¢ hasta la particu-
la j. Omitiendo las fuerzas gravitacionales y otras
fuerzas debido a agentes externos como fuerzas de
rozamiento o fuerzas viscosas, entre otras, las ecua-
ciones de movimiento en dindmica clasica descritas
por las leyes de Newton se escribe

dQI'i(t)
dt?

m;

para m; la masa de la particula 7.

La dindmica molecular resuelve numéricamente
las ecuaciones de movimiento clasicas para obtener
las posiciones y velocidades de cada particula para
cada instante de tiempo discretizado mediante téc-
nicas de integracién. Las particulas interacttian a
través de potenciales interatémicos e interatémicos
que vienen descritos a partir de modelos teéricos o
en forma tabulada.

Por otro lado, el método MC es una técnica que
se utiliza para aproximar las soluciones a proble-
mas matematicos complejos, ya sean estocasticos o
deterministas, que dificilmente pueden hallarse con
exactitud, mediante un muestreo aleatorio. Dicho



método, basdndose en la fisica estadistica, en lugar
de estudiar la dindmica de un sistema como en el
caso de la DM, genera estados acorde a probabili-
dades de Boltzmann empleando cadenas de Markov
(proceso estocéstico discreto para determinar nue-
vos estados del sistema que dependen tinicamente
del estado inmediatamente anterior) [1].

El método MC principalmente se utiliza en pro-
blemas de optimizacién, en resolucién de integrales
definidas y el estudio de sistemas basados en dis-
tribuciones de probabilidad. En cambio, en DM la
simulacién se desarrolla con la evoluciéon de pasos
de tiempo lo que permite estudiar fenémenos dina-
micos como el transporte de calor o de cargas, o la
relajacion de sistemas lejos del equilibrio, la cual se
ajusta mas a nuestro proyecto.

En este trabajo vamos a estudiar el comporta-
miento de un pistén adiabatico mediante un progra-
ma en dindmica molecular denominado LAMMPS.
Simularemos un sistema formado por un pistén ais-
lado compuesto de atomos de carbono que separa
dos gases de helio contenidos en un prisma vertical
delimitado por paredes en ambos extremos como
se muestra en la figura 1. Los gases estaran térmi-
camente aislados y en equilibrio termodinamico a
igual densidad y presion, y la tinica interaccién en-
tre ambos serd a través del movimiento oscilatorio
del pistén (en ausencia de friccién).

Figura 1: Modelo del piston adiabdtico que simula-
remos en este trabajo.

Nos aseguraremos de que el helio esté en una re-

gién fluida para las diferentes densidades y tem-
peraturas a las que estara sometido, estudiaremos
los diagramas de fases pp (presién-densidad) pa-
ra diferentes temperaturas y valoraremos la consis-
tencia de la simulacién comprobando su similitud
con otras ecuaciones de estado correspondientes a
modelos ya existentes. Ademas, se realizaran diver-
sas mediciones de observables como la presion, la
temperatura, las energias cinética y potencial, en-
tre otros, que nos ayudaran a comprender la fisica
del pistén adiabatico.

Una breve introduccién del programa LAMMPS,
ademés de todos los comandos empleados para la
simulacién y observables del pistén adiabatico se
encuentran en el apéndice al final de este documen-
to.

II. Dinamica Molecular (DM)

La dindmica molecular puede definirse como una
técnica de simulacién computacional para predecir
la evolucion temporal de un sistema de particulas
que interactia mediante un potencial interatémico
especifico utilizando integraciones numéricas de la
ecuacién de movimiento de Newton para unas con-
diciones iniciales y de contorno determinadas. Estas
simulaciones aportan informacién de las posiciones
y velocidades de cada particula en funcion del tiem-
po, que a su vez permite determinar las propiedades
termodindmicas del sistema como la temperatura y
la presion, entre otros [2].

La DM emergi6é de experimentos realizados por
fisicos teodricos como Alder y Wainwright en 1957.
Se consideran los primeros al estudiar la dindmi-
ca de un liquido en un modelo de esferas duras
atraidas por pozos de potenciales cuadrados (mo-
delo més simple de atraccién de esferas duras) [3].
Los avances en la tecnologia y en algoritmos compu-
tacionales aporté una aplicacién de la DM en nu-
merosas areas de la fisica y la quimica siendo desde
1970 un método de estudio muy 1til en la dindmica
y estructura de sistemas macroscépicos (proteinas
y polimeros como el ADN y el ARN).

Las técnicas de simulacién en DM dependen prin-
cipalmente de la naturaleza del sistema fisico en el
que estemos trabajando. Se dividen principlamen-
te en dos formalismos; el clasico, que considera las
particulas como objetos sujetos a las leyes de la
mecénica clasica, y el cuantico. Este tltimo, consi-



dera los enlaces entre particulas mediante funcio-
nes cuanticas de distribucién de densidad electré-
nica. Este tipo de simulaciones suponen un elevado
coste computacional y son habituales en la reso-
lucién de problemas en biologia molecular. Existen
también modelos hibridos que combinan ambos for-
malismos, denominados QM/MM (Quantum Me-
chanics/Molecular Mechanics), y que han aporta-
do importantes avances en modelos teéricos como,
por ejemplo, en la enzimologia computacional [4].
Para el estudio que vamos a realizar en este trabajo
vamos a considerar que las particulas estan sujetas
a las leyes de la mecédnica clasica basadas en las
ecuaciones de movimiento de Newton.

La base fundamental de una simulacién en di-
namica molecular implica, en primer lugar, unas
condiciones iniciales de posicién y velocidad de las
particulas y el potencial de interaccion entre ellas.
Segundo, resolver las ecuaciones de movimiento que
determinaran la evolucién del sistema de todas las
particulas que lo componen. Como vamos a consi-
derar las particulas sujetas a las leyes de la mecani-
ca clasica, estas ecuaciones seran las ecuaciones de
movimiento de Newton. La resolucion de éstas se
realizan numéricamente mediante algoritmos deno-
minados integradores. El integrador mas conocido
es el denominado algoritmo de Verlet, que veremos
a continuacién. Tercero, en una simulacién en DM
se tiene que indicar las condiciones de contorno y
que tomaremos como periddicas. Significa que la
simulacion sélo tendra en cuenta las particulas si-
tuadas dentro de la regién que hemos delimitado
pero, en realidad, estara rodeada de otras idénticas
con la misma configuracion. De este modo, si una
particula sale a través de una cara del volumen de
simulacion esta es reintroducida en el mismo punto
de la cara opuesta con idéntica velocidad. Estaria-
mos trabajando con un sistema infinito sin que ello
suponga un elevado coste computacional. Y, por ul-
timo, se miden las cantidades fisicas relevantes de
cara a la investigacién que se quiera realizar.

1. Algoritmo de Verlet

Una simulaciéon en dindamica molecular requiere
de un modelo estable y preciso que pueda aproxi-
mar las soluciones de las ecuaciones de movimiento
de un sistema para un elevado nimero de pasos
de tiempo. Cuando se habla de precision, en este
ambito, se refiere a la desviacién de la trayectoria

obtenida numéricamente respecto a la trayectoria
exacta calculada para cada paso de tiempo. Es el
criterio fundamental al considerar un analisis nu-
mérico en relaciéon a métodos de integracion.

El algortimo de Verlet, presentado en 1967 por el
matematico francés Loup Verlet [5], es un método
numérico revolucionario en la resoluciéon de ecua-
ciones diferenciales ordinarias por su simpleza y es-
tabilidad que permite hallar con muy buena pre-
cision las propiedades termodindmicas del argén.
Posteriormente, en 1985, una correccién que reci-
bi6 el nombre de algoritmo de Verlet con velocidad
mejorarfa la precisién y estabilidad del método [6].

A posteriori surgieron nuevos métodos alternati-
vos como el método de Runge-Kutta y los métodos
de pasos muiltiples, como los elaborados por Rah-
man, Admans y Beemans [7], aunque estos tltimos
no son simplécticos; esto es un integrador que gene-
ra soluciones conservando las mismas propiedades
geométricas en el espacio de fases partiendo de las
ecuaciones de movimiento de Hamilton. En otras
palabras, en dos dimensiones una geometria sim-
pléctica asigna una regién delimitada a otra con el
mismo area y, lo mismo, en términos de volumen si
trabajiramos en tres dimensiones [8].

El algoritmo de Verlet es un método simple para
integrar ecuaciones diferenciales de segundo orden
del tipo

i(t) =F[r(t),1], 3)

que se ajusta perfectamente al tipo de ecuacién
que define el movimiento de particulas cldsicas de
la segunda ley de Newton (2). Para integrar estas
ecuaciones son necesarias la posicién y velocidad
iniciales y las fuerzas que acttian en ese mismo ins-
tante de tiempo. El algoritmo es invariante frente
al tiempo, es decir, que una vez integradas las ecua-
ciones, si el tiempo es revertido intercambiando los
valores mas recientes de r, se seguiria el mismo ca-
mino que si tomdramos el tiempo hacia atrds (que
en la préactica puede dar lugar a pequenas diferen-
cias por la limitada precisién computacional). El
éxito del algoritmo de Verlet se debe a su propie-
dad simpléctica.

A continuacion, se va a explicar mateméticamen-
te en qué consiste un integrador simpléctico y cémo
deriva en el integrador de Verlet.

Las ecuaciones de movimiento de un sistema de
N particulas de coordenadas ry,ro,...,ry y mo-
mentos p;, Ps, .-, Py €1 presencia de un potencial



V(r) parten del Hamiltoniano

2
p n
para cada particula i. Las ecuaciones de movimien-
to son

OH (p,r)

or
_ O0H(p,r)

op

()

Para simplificar la anotacién conviene introdu-
cir una coordenada que combine los momentos y
las posiciones por z = (py, Pgs -y PN L1, L2, -, TN )
cuya derivada temporal es

z = JVH(z), (6)

donde VH(z) = (0H(z)/0p,0H(z)/0r) y J es la

matriz
0 -I
=1 %)

para I la matriz identidad de dimensiéon N x N.

Expandiendo la ecuacién (6) en primer orden ob-
tenemos la evolucion de la coordenada z en el es-
pacio de fases

(7)

z(t + h) = z(t) + IV, H [z(t)], (8)
donde h es el paso de tiempo.

La solucion exacta de las ecuaciones de movi-
miento se escribe

2(t) = exp (HIV, H) [2(0)] (9)
para el tiempo continuo t.

Por otro lado, vamos a denotar como J A una pe-
quena region del espacio en z definida por los vec-
tores infinitesimales 0z® y 0z’ que se escribe como
el producto vectorial de ambos,

§A = 62" x 02" = 62 (Joz") . (10)
Podemos comprobar la conservacién de § A derivan-
do respecto al tiempo en t = 0:

o4l _ [(IV,H (62%)] (J6z") +
dt |,_,

(11)
+(02*) [JIV,H (62°)] .

Los términos H ((5z“’b) se pueden expresar como
expansion de primer orden de Taylor, por ejemplo,
para H (6z):

H (6z°) = H(z+ 6z%) — H (z) = (12)
=0z°V,H (z).

Definimos la matriz Jacobiana L del operador
JV.H,

Lij = Z Jik: [52H(Z)/(5Zk5Zj] =
k

_ (Hpr Hrr>
Hpp  Hpr )’
donde, por ejemplo, Hy, es la segunda derivada par-

cial respecto a r. De esta tltima ecuaciéon podemos
ver facilmente que la matriz L satisface

LT3 +JL =0,

(13)

(14)
siendo LT la traspuesta de L.

La ecuacién (11) se puede escribir en términos de
la matriz Jacobiana

% =— (LTéz“) (J6zb) —

t=0 (15)

— (0z%) (JLT(szb) ,

y, mediante la propiedad (14) llegamos a la demos-
tracién de que JA es una cantidad conservada.
Por tanto, volviendo a la ecuacién (9), si
definimos la matriz Jacobiana S del operador
exp(tJVH) como S = exp(tL) satisfard la relacién

STJS =J. (16)

Toda matriz que satisfaga esta relacién se deno-
mina simpléctica. Forman grupos de Lie cuya &lge-
bra estd compuesta de matrices L que satisfacen la
ecuacion (14), [1].

A partir del Hamiltoniano se pueden obtener in-
tegradores simplécticos:

H=T(p)+U(r), (17)

para T la energia cinética y U la energia potencial.

En  términos de la  variable =z =
(P1,P2, -+, PN,T1,T2,...,N) las ecuaciones de
movimiento se escriben

dz OH OH
@~ TVHE = (‘ar’ap> -

_ <3g ir) , 8?;")) = T(z) + U(a)

(18)




separando en una contribucién cinética y potencial:
T(Z) = (01 af;if’)) y U(Z) = (- 8%@,0), respecti-

vamente.
Sustituyendo en la ecuacién exacta (9) resulta

z(t) = exp ((IVH) [z(0)] =

- 19
=exp [t (T +U)] [2(0)]. (19)
El operador temporal exp(tJVH) es simpléctico
pues ambos exp(tT) y exp(tU) provienen del Ha-
miltoniano. Entonces, podemos definir el integra-
dor simpléctico de orden n para el paso de tiempo
h como un conjunto de niimeros ar y bp tal que
k=1,...m

H exp(axhT) exp(bphlU) =
k=1

= exp(hJVH) + O(h" ).

(20)

Expresando los operadores en series hasta primer
orden

exp(ahT) =1+ ahT

. . (21)
exp(bhU) = 1 + bhU,

de modo que, expandiendo en primer orden a par-
tir de las derivadas temporales del momento y la
posicién de la ecuacién (5), tenemos las ecuaciones
del integrador de Verlet:

pult+1) = pu(0) - { 2L

OT [p,(t + h)]}
p;

(22)
ri(t+h)=r;(t) + h{

con un error de h% en el momento p y h* en la
posicién r.

Expandiendo en segundo orden tenemos el de-
nominado algortimo salto de rana (leap-frog algo-
rithm) que consiste en obtener las velocidades a pa-
sos de tiempo precisamente a la mitad de aquellos
en los que se evalian las posiciones:

pi(t + h/2) = pi(t) _ EM
+h) = T ( 2(t +(Z72)) (23)
P;
ru(t+ h) = ni(t) + WP,

ambos con un error de h®.

Para hallar los momentos y posiciones al mismo
tiempo surge el algoritmo de Verlet de velocidades
definiendo el momento

I‘l(t+ h) — I‘i(t — h)
2h

pi(t) = (24)
que por lo tanto da un error de h* en r;(t+h) y de
h? en p,;(t + h).

Es importante en este tipo de métodos tener en
cuenta su precisiéon, es decir, cuanto se desvia la
trayectoria resuelta numéricamente del valor exacto
para cada paso de integracion, ademés del los posi-
bles errores que puedan acarrear la limitada preci-
sién aritmética del ordenador (como los errores de
redondeo numérico). Por eso, es muy importante
elegir bien los pasos de tiempo ya que si son muy
largos mas imprecisos seran los resultados de la si-
mulacién desvidandose asi de la trayectoria real del
sistema y si son demasiado cortos la evolucién se
hara innecesariamente lenta.

2. Potencial interatémico Lennard-
Jones

Los métodos de simulacién, ya sea de DM o
MC, implican evaluar los potenciales interatémicos
de todos los atomos, y sus gradientes. La energia
potencial de los liquidos y gases se describe co-
munmente como la suma de interacciones de dos
cuerpos sobre todos los pares de atomos del sis-
tema. Es habitual utilizar la funcién de potencial
de Lennard-Jones (LJ) para reproducir dicha in-
teraccién interatémica, la cual es una funcion de la
distancia r;; entre dos 4tomos i y j [9], y es la que
utilizaremos en este trabajo:

v [(2)"- 3]

donde ¢ es la profundidad del potencial, o es la dis-
tancia a la que el potencial es nulo y r la distancia
entre particulas respecto a su centro de masas. El
término r'? describe la repulsién a cortas distan-
cias debido al solape entre orbitales electrénicos,
y r% es el término de atraccién para distancias lar-
gas. El comportamiento de esta fuerza interatémica
depende de la distancia r entre las moléculas; a dis-
tancias r < o el potencial es respulsivo (U > 0), y
atractivo para distancias r > o (U < 0), acercén-
dose a cero en distancias infinitas.

(25)



La fuerza que actia sobre una particula es re-
sultado de la interaccién de ésta con todas las de-
mas que componen el sistema. El calculo de estas
fuerzas supone mucho tiempo ya que para un total
de N particulas se requiere un total de N? opera-
ciones (siendo infinito si tomamos las condiciones
de contorno periddicas). En general, las fuerzas de
interaccion entre particulas disminuyen con la dis-
tancia y en tal caso aquellas lejanas no contribuyen
significativamente sobre la particula de referencia.
Si ignoramos toda particula més alld de una distan-
cia, denominada distancia de corte 7., reduciremos
significativamente el tiempo de computacion al no
ser necesario el cdlculo de todos los pares de in-
teraccion del sistema. Verlet aporté una solucion
para este tipo de problema elaborando unas listas
que reciben su nombre, listas de Verlet, que consis-
te en que para cada particula se crea un lista que
contiene las posiciones de todos los 4tomos vecinos
(los situados a una distancia inferior a la distancia
de corte) que se ird actualizando para cada cier-
to tiempo sin necesidad de ir creando nuevas listas
pues requeriran un mayor nimero de calculos.

3. Termostato

En fisica estadistica un colectivo canénico estu-
dia los posibles estados de un sistema en equilibrio
termodindmico a escala macroscépica tomando un
determinado ntimero de particulas (IV), volumen
(V) y temperatura (7). También recibe el nombre
de colectivo NVT cuyos procesos endotérmicos y
exotérmicos de intercambio de calor emanan de un
termostato. Si, en cambio, queremos trabajar con
un sistema aislado, que no fuera influenciado por
ningun sistema externo (como por ejemplo un ter-
mostato), nos referimos en este caso a un colectivo
microcanoénico; cuando no hay intercambio con el
exterior el volumen, el nimero de particulas y la
energia del sistema permanecen constantes (NV E).
En caso de que se precise de un sistema que man-
tenga la presién y temperaturas constantes, deno-
minado colectivo NPT, ademés de un termostato
se necesitaria un barostato.

Este proyecto consta principalmente de dos fases
correspondientes a dos colectivos. Al comienzo de
la simulacion, cuando las particulas son liberadas
de su configuracién inicial se impondra un perio-
do de relajacién denominado tiempo de equilibra-
do (procedimiento que se explicard mds adelante).

El pistén estard en reposo y las velocidades de las
particulas vendran determinadas por la temperatu-
ra establecida incorporando un termostato y man-
teniendo el volumen total del sistema fijo: colectivo
NVT. Después, una vez equilibrado el sistema, eli-
minamos el termostato, liberamos el pistén, y el
sistema pasara a un colectivo NV E.

En algunas situaciones, es preciso realizar simu-
laciones de un sistema para determinados valores
de temperatura. En dindmina molecular a lo mejor
que se puede aspirar es a elaborar un método que
asegure una temperatura que, aunque no sea fija,
oscile alrededor de un promedio establecido. Exis-
ten varias técnicas para mantener la temperatura
constante entre las que destaca el método de Nosé-
Hoover como veremos a continuacion.

Inicialmente, en 1980 Hans C. Andersen propuso
un método para mantener la temperatura constan-
te que consistia en escoger cada cierto tiempo, de
forma aleatoria, una particula e implementarle una
velocidad descrita por la distribucion de Maxwell
a la temperatura requerida [10]; un método similar
al experimental en el gie la alteracién de la velo-
cidad de las particulas sucede al colisionar con las
paredes de un termostato como consecuencia del
intercambio de calor. En cambio, debido al cambio
brusco de velocidades provocado por colisiones es-
tocasticas, la trayectoria en el espacio de fases es
discontinua.

A raiz de este método se fueron proponiendo
otros nuevos. Dos anos mas tarde, en 1982, Hoo-
ver [11] y, posteriormente, Evans [12] propusieron
anadir un pardmetro determinado para mantener
constate la energia cinética del sistema. El inconve-
niente de esta técnica residia en que las ecuaciones
va no tendrian forma de colectividad canodnica.

Poco tiempo después, Shuichi Nosé [13] aport6
un nuevo planteamiento que supuso un gran avan-
ce. Demostré que la distribuciéon canénica podia
generarse a partir de trayectorias deterministas y
reversibles en el tiempo introduciendo una variable
temporal s, asociada al momento p,, y un para-
metro ). De esta manera, eligiendo un potencial
apropiado gkT' Ins (para g un entero igual al nui-
mero de grados de libertad del sistema), la funcién
de distribucién en el equilibrio es exactamente co-
mo en la colectividad canonica.

Finalmente, en 1985 Hoover [14] a partir de las
ecuaciones de Nosé, establecié el que actualmen-
te recibe el nombre de termostato de Nosé-Hoover



que, por su eficiencia, ha sido el que mas importan-
cia ha cobrado hasta el momento y el que utiliza-
remos en nuestro trabajo.

Partiendo del hamiltoniano de Nosé [12],

Hy = Ho(r,p/s) + gkTIns + (p2/2Q),  (26)
donde
N
Ho(r,p/s) =Y (pi/s)*/2m+ ®(q).  (27)

3

W. G. Hoover encontré la forma de entender las
ecuaciones de movimiento de Nosé de una manera
mas sencilla mediante la transformada del momen-
to

p; = pi/s7 (28)

t
t':/ dt/s.
0

Y llegamos a la conclusion de que las ecuaciones de
movimiento en momentos y tiempos escalados son:

y el tiempo

(29)

dr;/dt' = p./m,

30
dgllzvp? (30)

v Q

con la constante de friccién £ = ok

III. Observables

El estudio del pistén adiabatico de este traba-
jo consta principalmente de cuatro partes. En la
primera, determinaremos el rango de temperaturas
T y densidades p a las cuales el helio permanece
en estado fluido analizando la funcién de distribu-
ci6n radial (FDR). Esto es porque a determinados
puntos termodindmicos el sistema puede presentar
zonas no homogéneas que no son de nuestro interés
para el estudio que queremos realizar y, por tanto,
nos hagan llegar a conclusiones erréneas. En segun-
do lugar, estudiaremos el tiempo que tarda el helio
fluido en alcanzar el equilibrio (o tiempo de termali-
zacion) en funcién del punto termodindmico (T, p)
mediante la observacion de la evolucién temporal
de las energias cinética y potencial. Tercero, se pro-
pondran varios modelos teéricos de ecuaciones de

estado para sistemas fluidos y veremos cual se apro-
xima més a nuestro sistema en equilibrio termodi-
namico y por qué. Y, por ultimo, analizaremos el
comportamiento dindmico del sistema obteniendo
la temperatura, densidad y movimiento oscilatorio
del pistén en funcién del tiempo una vez finalizado
el periodo de termalizacién.

A continuacion, se va a explicar en qué consiste
cada parte y qué se va a medir.

Funcion de distribucién radial

La funcién de correlaciéon de pares g(r), o tam-
bién denominada funciéon de distribucién radial
(FDR), nos aporta informacién sobre la estructura
local de nuestro sistema y cobrard gran importan-
cia en este trabajo. La FDR es la probabilidad de
encontrar una particula a una distancia r de una
de referencia que, si tomamos una distancia para la
fuerza de interaccion, ésta serd calculada tomando
solo los pares cuya separacion se encuentre dentro
de una distancia minima, r..

Otra forma de entenderlo es en términos de la
densidad. El valor pg(r) es el promedio de la den-
sidad de particulas a una distancia r dada para
una particula de referencia. Es decir, si tenemos
que ¢g(r) = 1 la densidad promedio serd igual que
la densidad de nuestro sistema, en otras palabras,
el sistema es homogéneo en todo el volumen de si-
mulacién [15].

Si estudiamos un material de estructura cristali-
na (como por ejemplo un sélido) debido a que sus
atomos estan dispuestos de forma ordenada dicha
funcién tendra periddicamente maximos puntiagu-
dos correspondientes a las capas de particulas que
rodean la particula de referencia, seguido de una
caida de la curva que contrasta con las zonas huecas
entre capas. En caso de que fuera un sélido amorfo,
cuya estructura no fuera ordenada, los maximos y
minimos no se presentaran de forma periédica. La
estructura para distancias cada vez mayores se hace
mas difusa a causa de las fluctuaciones, y la funcion
de distribucién radial se aproximara a la unidad.

En el caso de estudiar un material en estado li-
quido, debido a los movimientos dindmicos de su
estructura la funcién sera mas suave, con picos me-
nos pronunciados, y la amplitud de la funcién sera
menor. Si el fluido es denso hay una alta probabi-
lidad de que los primeros vecinos se encuentren en
un radio igual a la distancia de minima energia vy,



por tanto, habra una zona excluida de particulas
alrededor de r &~ (3/2)o. En esta regién, g(r) serd
menor que la unidad, y llegard a su punto maximo
en r =~ 20. Como se aprecia en la figura 2, en un
liquido el segundo pico corresponde a la zona mas
probable de localizar los atomos vecinos mas pré-
ximos. Se muestra una forma oscilatoria de RDF
hasta r grandes (varias veces el didmetro de una
particula, o).

En un gas, las particulas estan distribuidas ho-
mogéneamente en el espacio y ¢(r) tendra un pri-
mer pico en un radio r = ¢, menos pronunciado
debido a una menor presencia de particulas, e ira
aproximandose a la unidad con la distancia.

8(r)

Funcion distribucion radial del Argén

# ' ' sélido —-—--
1] liquido ————
I gaseoso

Figura 2: En la grdfica superior se muestran las cur-
vas de la funcion de distribucion radial obtenidas
de la lectura de David Chandler [15] para un liqui-
do y un gas genéricos. La imagen inferior mues-
tra las funciones de distribucion radial del argén
en sus diferentes estados de agregacion elaborado
en LAMMPS. El argén sélido se ha obtenido para
una temperatura T = 50K y presion p = 0.69atm,
el estado liquido para T = 100K y p = 39.476atm,
y el gaseoso para T = 200K y p = 1.0atm.

Equilibrado

El periodo de termalizaciéon depende de la confi-
guracién inicial y lo lejos que se encuentra del es-
tado de equilibrio. Un método para determinar si
se ha alcanzado el equilibrio es observando algu-
nas cantidades fisicas como las energias cinética y
potencial y ver cuando éstas se han nivelado. Es-
to se puede juzgar tras completar la simulacién y
representado en una grafica en funcién del tiempo
estas cantidades. Como veremos en los resultados
mas adelante, debido a que el termostato no cambia
durante este proceso, la energia cinética no sufrird
variaciones y sera estable durante todo el periodo
de simulacién, es decir, si la temperatura es alta la
energia cinética se mantendra elevada, y viceversa.
De modo que el periodo de equilibrado t., se toma-
ra determinando el tiempo que emplea el sistema
en que la energia potencial se estabilice.

Ecuaciones de estado

Desde el siglo XVII, cuando Jan Baptista van
Helmont introdujo el gas como un estado de la ma-
teria se ha ido estudiando sus propiedades y cémo
varian éstas al someterla a diferentes presiones y
temperaturas. Un cada vez mas amplio conocimien-
to de los gases confirmé que podria obtenerse una
férmula matemaética que relacionara la presién, el
volumen y la temperatura hasta que en 1834 Emi-
le Clapeyron dedujo la ley de los gases ideales co-
mo una combinacién de la ley de Boyle y la ley de
Charles [16]. Esta ecuacién se ha ido ajustando, o
creando otras nuevas, con la idea de aproximarse lo
mas posible a la de un gas real.

Llamamos ecuacién de estado a una férmula ma-
tematica que relaciona la temperatura, la presion,
el volumen y la densidad, entre otras magnitudes,
para describir el estado de agregacién de la materia
que compone un sistema. Utilizaremos algunas de
estas ecuaciones matematicas para estudiar cual de
ellas se aproxima mas a nuestro modelo en el equi-
librio. Entre ellas se encuentran las més conocidas:
la Ley de los gases ideales, la ecuacion de van der
Waals y el modelo matematico de virial, ademas
de una més reciente (las anteriores se remontan al
s. XIX) que es la ecuacién de estado modificada de
Benedict-Webb-Rubin (MBWR), de la segunda mi-
tad del siglo XX, que fue propuesta para modelos
de Lennard-Jones basandose en la energia libre de



Helmholtz.

Ley de los gases ideales

Cuando decimos que un gas es ideal tenemos en
cuenta principalmente tres caracteristicas: prime-
ro, que las particulas que lo componen se conside-
ran puntuales, es decir, que no ocupan volumen.
Segundo, no se considera ninguna fuerza interato-
mica, ya sea de atraccién o repulsion. Y, por ultimo,
los choques son perfectamente elasticos, sin perdi-
da de energia cinética. En estas circunstancias, la
ecuacién de los gases ideales se escribe [17]:

p = pkpT, (31)
donde kp = 8.31442—
mann.

La ecuacion de los gases ideales no es compatible
con el comportamiento de los gases reales principal-
mente porque no considera el volumen molecular y
las fuerzas de atraccién-repulsion. Lo que nos lleva
a la siguiente: la ecuacion de van der Waals.

es la constante de Boltz-

Ecuacién de van der Waals

La ecuaciéon de estado de van der Waals se utiliza
habitualmente en fisica quimica por su simplicidad
y porque explica las caracteristicas de un gas real
teniendo en cuenta los efectos de las fuerzas inter-
moleculares (atractivas a largas distancias y repul-
sivas a cortas distancias). La relaciéon pVT viene
por la expresién

N 2

donde a y b son constantes caracteristicas de cada
gas que miden las fuerzas atractivas y repulsivas,
respectivamente [18].

Van der Waals ademas, mediante esta ecuacion,
demostré la existencia del punto critico [19]; ave-
rigué que a bajas temperaturas, por debajo de la
temperatura critica, T' < T, en el diagrama de fa-
ses pV las isotermas muestran estados inestables
que desaparecen para T > T, como se ve en la figu-
ra 3. Entonces, el punto critico se encuentra en la
isoterma T' = T, donde hay un punto de inflexién y
puede determinarse hallando los valores que hagan
cero la primera y segunda derivada de la presion

(V — Nb) = NkgT, (32)

repecto al volumen:

dp 9%p
().~ (), o
Luego,
a 8a
= = — = —. 4
‘/c 3b7 pc 27627 (& 27b (3 )
P
Fs

Figura 3: Diagrama de fases pV donde se puede
observar que en las isotermas por debajo de la tem-
peratura critica hay un comportamiento inestable
del sistema entre los puntos A y B a la altura de
la presion de vapor saturado ps que van der Waals
califica como una division del sistema en dos fases.
Llustracion obtenida del libro de G.E. Uhlenbeck y
G.W. Ford: Studies in Statistical Mechanics [19].

Para hallar la ecuacién de van der Waals, como
para cualquier ecuacién de estado, partimos de la
funcién de particion canoénica. En fisica estadistica
la funcién de particién es un funcional de un siste-
ma en equilibrio que contiene toda la informacién
termodindmica del sistema evaluando sobre todos
los microestados (1,2,..., N) a temperatura, volu-
men y nimero de particulas N fijos. La funcién de
particién canénica Q(N,V,T) [20]:

1 92 T 3N/2
Q(N,v,T>=(”m’“B ) .
N! h?

(35)

Zn :/ e V2N ) /KB T gy iy - - - dry.
|4

La energia potencial del sistema se escribe como
U(ry,72,...,7n)y Zn esla integral de configuracién



que, en un gas perfecto, ideal, sin interacciones es
igual a Zy =V,

Las cantidades termodindmicas se obtienen a
partir de la funcién de particién como seria para

la presion
> N,T

Si el gas fuera perfecto de esta expresion obtenemos
directamente la ecuaciéon de los gases ideales (ec.
(31)).

La teoria de mecéanica estadistica de van der
Waals considera una aproximacion de la energia po-

olnQ
ov

p=kgT ( (36)

tencial adoptando un término de perturbaciéon U ](\,1 ).
Uy = U](\?) +U](V1), para UI(\?) la energia potencial del
sistema de referencia. La integral de configuracién
Z N se puede escribir:

ZN:/.../e_BUI(VO)drl-ndrN

Xf...fe_ﬁ(Ug’)-;-Uz(vl))drl dry

[ [e BV dry - dry

- e (50,

donde f = 1/kgT. Cuando 5U](V1) se toma suficien-
temente pequeno, se puede aproximar:

(e (), e (-5 (69),)

La funcién de distribucion radial gy (H.S hard sp-
heres, esferas duras) es ceroenr < ogg,y g(r) =1
enr > oyg. Para ogg el didmetro de una particula
0, lo que es lo mismo, la distancia entre el centro
de masas de dos particulas a la menor energia po-
tencial (ver figura 5).

El promedio se obtiene tomando u(*(r) como la
energia potencial de interaccién entre dos particu-
las:

(37)

(38)

<UJ(\,1)> = 27rp2V/ u(l)(r)gHS(r)rzdr =
OHS

_aNp7 (39)

oo
a= —27T/ u® (ryr2dr.
OHS

La tltima aproximaciéon de la teoria de van der
Waals consiste en asumir que el volumen efectivo es
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igual al volumen del sistema excluyendo el volumen
de las N moléculas que lo contiene: N x 4mo?/3.
En cambio, tenemos que dividir la cantidad entre
2 porque el factor 4703 /3 surge de la interaccién a
pares, v s6lo se puede asociar la mitad del efecto
para una particula dada y podemos escribir [20],

Z{ = (V- Np)", (40)
que, para esferas duras [23],
2
b= %0%5. (41)

Utilizando esta integral de configuracion Zy llega-
mos a la ecuacién (32). Despejando la presion

)

para p = N/V la densidad.

En términos fisicos, a es un factor que mi-
de la atracciéon entre particulas, en unidades de
Pa - mS/mol?, y b es el volumen excluido por ca-
da particula en unidades de m?3. Estas dos cons-
tantes resumen perfectamente la finalidad de una
ecuacion de estado que, a diferencia de la ley de
los gases ideales, tiene en cuenta el volumen de las
particulas y las fuerzas que interactian entre ellas.
Los valores de a y b son caracteristicos de cada gas
y pueden consultarse en numerosos libros de texto
relacionados con la mecanica estadistica o la quimi-
ca como, por ejemplo, en el libro de R. C. Weast,
Handbook of Chemistry and Physics donde apare-
cen los valores experimentales de los puntos criticos
(T.,pc) que, sustituyendo en la ecuacién (34), ha-
llarfamos las constantes a y b. Por otro lado, los
coeficientes también pueden hallarse tedricamente
aplicando las férmulas (39) y (41) presentadas en
esta seccion. Mds adelante, en los resultados, com-
pararemos la ecuacién de estado de van der Waals
frente a los resultados obtenidos en la simulacién
para los valores de a y b obtenidos de mediante
ambos métodos, tedrico y experimental.

oln@Q
ov

kT
NT 1—"bp

p=kgT ( —ap?, (42

Por ultimo, debemos tener en cuenta que la ecua-
cién (42) presenta una singularidad cuando bp = 1,
es decir, que no es aplicable para densidades p =
1/b como se explicard mas adelante en los resulta-
dos.



Ecuacién de estado de virial

Debido a que con el aumento de al densidad las
particulas se encuentran mas proximas unas a otras
y la interaccién interatémica se hace méas presen-
te y, como se mencion6 previamente, la ecuaciéon
de estado de los gases ideales no considera dichas
fuerzas, Kamerlingh Onnes, en 1901, expuso una
ecuacién de estado que expresa las desviaciones del
comportamiento ideal como una serie infinita en
términos de potencias de la densidad p denomina-
da ecuacién de virial [21]:

p

= Bs(T)p? + Bs(T)p®
T p+ Ba(T)p™ + B3(T)p

+ .. (43)

donde las cantidades Bo(T') y Bs(T') son el segun-
do y tercer coeficiente de virial, respectivamente, y
dependen tnicamente de la temperatura (indepen-
dientes de la presién y la densidad).

El enésimo coeficiente de virial B,, para un gas
con potencial interatémico a pares u(r;;)(como el
de Lennard-Jones) entre dos particulas i y j se pue-
de expresar en términos de funciones f de Mayer,

[22] [23]:
/.../drl s dr, Vi,

Vo= ﬁf(ﬁj)» (44)

{Sn}i>j
(ri5)/kBT) — 1;

1—n

lim V!

V—o0

B,

f(rij) = exp(—u

donde V,, implica todas las interacciones posibles
entre un total de n particulas como indica el es-
quema de la imagen 4(a) para dos, tres y cuatro
particulas (n = 2,3,4). En cada grafo, cada vértice
representa las coordenadas de una particula. Por
ejemplo, el grafo que determina Bs corresponde a
la integral que se muestra en la imagen 4(b).

Por tanto, conociendo el potencial intermolecu-
lar u(r) podemos hallar el segundo coeficiente de
virial como funcién de la temperatura. Para ha-
llar analiticamente By (T') es conveniente hacer una
aproximaciéon del potencial de Lennard-Jones de la

forma: {

denominado potencial de esferas duras, que no con-
tiene componente de atraccion pero si de repulsion,

r<o
r>o

o0,

ur) =4 % (45)
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By(T) = -3

B3(T) = %A

By(T)=-%|3 +0 -

(a)
1
) 1

lef Efls =5 th drs drs fi2 fi13 fos
2 f23 3

(b)

Figura 4: [llustraciones obtenidas del articulo de
Leite et al. [24], de los grafos correspondientes a
los tres primeros coeficientes de virial. El primer
factor que multiplica a la derecha de la ecuacion en
la figura 4(a) se obtiene resolviendo 1;” ecuacion
(44), donde fi; = f(ri;).

2

20]. Resolviendo para el segundo coeficiente de vi-
[ P g
rial

B // _u(rm)/kBT } dTldTQ =

= _W/drl/[ —u(riz)/ksT _ 1} drya,

(46)

donde la integracion sobre [ dr; =V y escribiendo
dris = 4mr2dr para obtener finalmente:

By(T

—%/f(’f‘lg)d’l“ld’l“g =

= —2m /OO (e_”(r)/kBT - 1) r2dr.
0

Sustituyendo en la aproximacién de esferas duras,

ecuacion (45),
/ (—)4nrdr =
0

Otra aproximacién que puede resolverse analiti-
camente pero esta vez con términos atractivos es el

(47)

2mo _
3

By=—=

3 bo.

(48)



Aproximaciones potencial u(r) Helio
oHe—2 104 Angs epe=0.056 Kcal/mol

| " Lennard- Jones
Pozo finito
0.04} ! Esferas duras — - - |
0.02f
S
0
S
=
©
8]
<.0.02}
=
=
=)
-0.041
-0.06
0H5=1.120
-008 L L L L L L ]
0 1 2 4 5 6

r/jAngs

Figura 5: Las funciones del potencial corresponden
a las ecuaciones (25) (Lennard-Jones), (45) (esfe-
ras duras) y (49) (potencial de pozo finito) para
A =2.5. Ademds se indica el valor de opg respecto
a o de esferas duras para hallar el coeficiente b de
van der Waals.

pozo de potencial finito (figura 5)

0, r<o
ulr)=4 —€ o<r<Ao (49)
0, r> Ao

y la ecuacién (47) resulta

Bo(T) = by {1 (A1) <ee/kBT - 1)} . (50)

donde la cantidad by es el segundo coeficiente de
virial para la aproximacién de esferas duras 2wo? /3.
Noétese que para A — 1 0 € — 0 obtenemos (48).

El tercer coeficiente de virial, partiendo de las
funciones de Mayer (44) es

///fr12 (r13) f(ra3)dridradrs
- 75//f(r12)f(rl3)f(r23)d7'1d7'2

(51)
para dr; = dx;dy;dz;.
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Taro Kihara (1953) resuelve el tercer coeficiente
de virial para un potencial cuadrado expresandolo
como una funcién cibica de x [25], que resulta:

1 ,
Bs(T) ébg (5— 17z + (32A% — 18X

—5 (A% —32A% + 18X% + 26) «

—48) z°—

3)7

(52)

donde x = exp(e/kgT)—1. El procedimiento ma-
teméatico se muestra en el apéndice al final de este
documento.

Aproximando el potencial de LJ en un potencial
de esferas duras o en uno de pozo finito se pueden
obtener ecuaciones sencillas para hallar el segundo
coeficiente de virial. En cambio, sustituyendo en
u(r) una ecuacién més compleja como la ecuacién
de Lennard-Jones (25) es necesario recurrir a mé-
todos de integracién numéricos para hallar By (T).
Y, si se desea calcular Bs(T) el proceso se vuelve
todavia méas complejo.

A. Segundo coeficiente de virial en poten-
cial Lennard-Jones

Sustituyendo el potencial LJ en la ecuacién del
segundo coeficiente de virial (47):

> 4e o\ 12

2”/0 <eXp{ kpT RT)

6
) } } — 1) r2dr.

By(T)

(53)
o

(7

Expresando en unidades reducidas de distancia
r* = r/o, (dr = odr*), de temperatura T* =
kpT/e y definiendo el segundo coeficiente como

B3 (T*) = B2(T)/by conseguimos una forma maés
sencilla de la ecuacién anterior

2.5 4
B;(T") = —3/ <exp {— L
€ T*

—7“*_6}} — 1) r*2dr*,

y que puede resolverse por tabulaciéon mediante
métodos de integracion numéricos. Puesto que la
ecuacion es singular en r = 0 y el potencial de
LJ se hace nulo a partir de r ~ 2.50 para que la
integral anterior converja conviene que los limites
sean desde |e| << 1 (¢ =0.0001) y r* = 2.5.

En la figura 6 se encuentran las soluciones de
B3 (T™*) obtenidas mediante la regla de integracién

(54)
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Figura 6: Solucion a la ecuacion del sequndo coefi-
ciente de virial en unidades reducidas en funcion de
la temperatura T* = kT /e considerando un po-
tencial de LJ (54) y su aprozimacion de pozo de
potencial (49).

numérica de Simpson (en el apéndice B aparece su
explicacién matematica y el cdédigo en C emplea-
do). A bajas temperaturas el segundo coeficiente
de virial es negativo y a partir de la temperatura
de Boyle se hace positivo (la temperatura de Boyle
T% es aquella por la cual se cumple B3 (T5) = 0)
con maximo en 1% = 23.

La forma de la curva de Bs(T") se debe a la na-
turaleza del potencial [26]; a bajas temperaturas
las energias promedio de las particulas son del mis-
mo orden de magnitud que el pozo de potencial de
LJ, es decir, de e. Consecuentemente, los pares de
particulas pasan mas tiempo en la regiéon atracti-
va del potencial lo que conlleva un decrecimiento
de la presién y, entonces, Bo(T) < 0. Si, en cam-
bio, las temperaturas son altas el promedio de las
energias es mayor que la energia de atraccién e. Las
particulas no estaran influenciadas por el potencial
atractivo y la contribucion predominante del coefi-
ciente de virial es debido al término repulsivo del
potencial, lo que supone un aumento de la presiéon
y que Bo(T) > 0.

B. Tercer coeficiente de virial en potencial
Lennard-Jones

Para resolver B3(T') con una ecuacién mas com-
pleja como es el de LLJ, ademads de tener que resolver
un mayor nimero de integrales, su obtencién resul-
ta mucho méas compleja. En el apéndice C' se adjun-

ta el procedimiento matematico elaborado por T.
Kihara [25], en el cual mediante cambios de varia-
bles y expansiones en series de potencias obtiene:

By = (;)1/42%02) (T“)/ (5%)

en unidades reducidas, Bj(T*) = Bs(T) /b3, donde
los resultados de (12) aparecen en la tabla 2 en el
apéndice D de esta seccién.
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Figura 7: Solucion del tercer coeficiente de virial en
unidades reducidas dadas por las ecuaciones (52) y
(55).

Ecuacion de estado de Benedict-Webb-
Rubin modificada (BWRM)

La ecuacién de estado de Benedict-Webb-Rubin
modificada (BWRM) surge de la idea de elegir una
ecuaciéon de estado conveniente numéricamente, es
decir, con el minimo de términos no-lineales posi-
bles, y que fuera suficientemente flexible para ajus-
tar los resultados de Lennard-Jones sobre un rango
amplio de temperaturas y densidades. La ecuaciéon
de BWRM es una expresiéon de 33 constantes, de
las cuales 32 son lineales, lo que permite una ma-
yor precisién en regiones de altas densidades.

Estos pardametros se fueron obteniendo mediante
simulaciones por parte de Nicolas et al. [27] y otros
trabajos previos en la década de los 60 y principios
de los 70.

La ecuacion de estado BWRM parte de la expre-
sién de la energia libre de Helmholtz. La energia
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libre de Helmholtz es un potencial termodinamico
que mide el trabajo obtenido de un sistema a tem-
peratura y volumen constantes [17]. La energia libre
residual de Helmholtz, A,.(N,V,T), es la diferencia
entre la energfa libre de Helmholtz, A(N,V,T), y
la del gas ideal, A;(N,V,T) [28]. En unidades re-
ducidas, A¥ = A, /Ne,

8
A=
i=1

donde los coeficientes a; y b; son funciones de la
temperatura y contienen los 32 parametros. Las
funciones G; contienen exponenciales de la densi-
dad y el Unico pardmetro no-lineal. Todas las for-
mas de a; y b; vienen adjuntas en el apéndice D
junto con los parametros ajustables.

A raiz de la ecuacién (56) se derivan todas las de-
mas propiedades termodindmicas. La presién viene

pOl‘
) T
N

en unidades reducidas: p* = pod/e, p* = pod y
T* = kgT/e. Y, sustituyendo la ecuacién residual
de Helmholtz (56) en (57) obtenemos la expresién
final

*1

a,;p
)

(56)

6
+ > bG;,
=1

OA:
Op*

pr=pT A+ ( (57)

8 6
pr=p"T 4 aipt T £ FY bipr D (58)
=1 i=1

donde F = exp(—vyp*?) y 7 es el pardmetro no li-
neal. Un estudio realizado por Johnson et al. [28],
en el cual realiza varias simulaciones para un +y fijo,
1 < v < 7, determina, de acuerdo con Nicolas et
al. [27], que el valor mas adecuado fuera v = 3 (el
cual tomaremos en este trabajo).

IV. Nuestro sistema fisico

Un método concluyente para conocer los cambios
fisicos del estado de una sustancia es en términos
de su diagrama de fases. Como se muestra en la
figura 8 las fases sélida y gaseosa nunca estan en
equilibrio incluso a bajas temperaturas porque los
atomos son tan ligeros que vibran con movimientos
muy amplios incluso a bajas temperaturas [17]. El
estado so6lido del helio se obtiene a altas presiones.
En nuestro sistema, debido a la oscilacién del pis-
tén, pueden alcanzarse presiones muy elevadas que
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Figura 8: Esquema del diagrama de fases del Helio
(*He) obtenida de la lectura International Ther-
modynamic Tables of the Fluid State Helium-/ edi-
tado por S. Angus, K. M. de Reuck y R. D. Mc-
Carty [29]. Existen dos fases del liquido para el
helio-4 separadas por la linea \: uno cuyo compor-
tamiento es como la de un liquido normal, lig.I, y
otro, como un superfluido, liq.I1, caracterizado por
la asusencia total de viscosidad.

puedan dar lugar a que en determinadas regiones
se puedan formar cimulos densos de particulas, o
gotas, que entorpecerian la dindmica del sistema.

La regién de estudio de este trabajo es en la re-
gién superfluida, més alld del punto critico (T'c =
55K, p. = 2.2atm), en la cual deja de existir la
interfase gas-liquido y el helio ya no se encuen-
tra en estado liquido o gaseoso de manera inde-
pendiente, sino que ambas conviven en equilibrio
vapor-liquido. Este estado de la materia nos per-
mite trabajar en un amplio rango de densidades y
temperaturas.

Unidades reducidas

Al realizar un estudio a nivel atémico trabajar
con cantidades en unidades del Sistema Internacio-
nal puede resultar en gran medida molesto y muy
facilmente nos pueda llevar a error de calculo. Todo



Unidad Definicién m=oc=¢e=1
Tiempo, T \/mo?/e 4.9-10727* ps
Temperatura T*e/kp 502.99T* K
Presion pre/od 6.94 - 10%p* atm
Volumen V*o3 v+ A3

Energfa E*e E* Kceal/mol
Densidad p* [odim p* A3

Cuadro 1: Unidades reducidas

sistema de unidades es conveniente que sea definido
en términos de cantidades fundamentales. En gene-
ral, en la fisica tres unidades diferentes son suficien-
tes para derivar cualquier otra cantidad: la unidad
de longitud, la unidad de masa y la unidad de tiem-
po.

En dindmica molecular es costumbre trabajar
con unidades reducidas (reduced units, r.u.), adi-
mensionales, basadas en las unidades fundamenta-
les de masa, longitud y energia, de modo que el
tiempo se escribe en términos de estas tres. Las
unidades de longitud y energia vendran dadas por
los parametros del potencial de Lennard-Jones: o y
€, respectivamente. Cualquier otra cantidad como
la energia, la fuerza o la velocidad podra ser ex-
presada como funcién de {m,o,e}. En el cuadro 1
encontramos definiciones de uso frecuente en fun-
cién de las unidades adimensionales (con exponente
*).
Vamos a tomar como ejemplo el tiempo. El tiem-
po es el resultado de multiplicar el niimero de pasos
por la longitud de cada uno de estos, que en uni-
dades reducidas es 7" = pasos - dt. Como se ve en
el cuadro 1 para conocer el tiempo real se nece-
sitan las cantidades de masa, longitud y energia.
Si m, 0 y € estan dados por unos u otros valo-
res es irrelevante para la simulaciéon ya que todo
estara reescalado acorde a las unidades fundamen-
tales, es decir, si la unidad de longitud esta da-
da en orden de nanémetros, se espera que el tiem-
po sea del orden de los nanosegundos. En nues-
tro caso trabajamos de la manera mas sencilla to-
mando valores unidad: m = lg/mol, o = 1A y
e = 1Kcal/mol = 4184 fzg:;;l Entonces, el tiempo
de simulacién se obtiene resolviendo la ecuacién

. [mo? 1g/mol - (1A)2 N
’ e lkcal /mol

~4.9-107%7*  picosegundos.

! (59)

Para determinar la temperatura en unidades Kel-
vin (K) se necesita la constante de Boltzmann,
kp = 1.38 - 1072 J/K, y el ntimero de Avogadro,
N4 = 6.022 - 10?3 /mol para despejar las unidades
mol de la energia e:

€
T=T"—

kp
~ 4.18-10%J/mol lmol
T 1.38-10-BJ/K  6.022-10%
~ 502.99T* K.

(60)

El procedimiento para obtener cualquier canti-
dad es practicamente igual que como se acaba de
demostrar para el tiempo y la temperatura. Traba-
jar en unidades reducidas tiene la ventaja de que
se pueden extrapolar en numerosas situaciones di-
ferentes. Si cambiamos las unidades de referencia,
entonces todas las cantidades seran diferentes pero
sblo tendremos que reescalarlas de manera confor-
me sin que afecte a la fisica del sistema.

Datos de entrada

La configuracién inicial en la que dispondremos
los 4tomos, previo al comienzo de la simulacion, es
de una red cibica fcc de Bravais (face centered cu-
bic, cristal cubico centrado en las caras); una confi-
guracion del estado fundamental de minima energia
de los gases nobles. Se denomina celda unidad a la
porcién mas simple con el menor nimero de ato-
mos que al repetirse compone toda la estructura
del cristal. La red ciibica fcc tiene 4 atomos por
celda unidad: uno en la esquina y 3 en el centro de
las caras del cubo como se ilustra en la imagen 9.
Cada red cibica estard compuesta de 4M?3 dtomos
(4, 32, 108, 256, ...).

Cada uno de los dos gases estarda contenido ini-
cialmente en un volumen ctbico de lado L*. Esta
longitud no serd impuesta directamente sino que es-
tara determinada por la densidad que impongamos
al sistema, p* = N/L*3 para un ntimero fijo N de
atomos de helio. De esta manera, el volumen del sis-
tema se ajustard para la densidad dada. Es decir, a
altas densidades el volumen serd mas pequefio que a
bajas densidades para el mismo nimero de atomos.

El comando en LAMMPS en relacién a la es-
tructura de red que queremos para un sustancia
requiere de un factor de escala que en este caso se
impondra valor unidad, 1.0 (en el apéndice A ad-
junto al final de este documento se explica el cédigo
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Figura 9: Fsquema estructura fcc. Imagen obtenida

de la lectura ’Solid state physics: an introduction’

de Phillip Hofmann [30].

al detalle). Implica que la densidad del helio en su
configuracion inicial es de densidad unidad y, conse-
cuentemente, no podemos tomar valores de p* tan
altos que reduzcan las paredes del sistema a un vo-
lumen maés pequeno que el propio cristal. Entonces,
para un numero constante de particulas N tenemos
que tomar p* < 1.0. En la practica, al realizar di-
versas simulaciones para diferentes densidades, se
han comprobado detalles que en la teoria no se han
tenido en cuenta: las simulaciones para valores por
encima de p* > 0.5 no han sido exitosas por la alta
concentracién de particulas en un volumen tan re-
ducido. Ocurre que, por la fuerza de repulsion, los
atomos de helio escapan de nuestro sistema y ello lo
hace impracticable. En consecuencia se ha llegado
a la conclusion de tomar valores p* < 0.4.

Este ultimo experimento nos ha facilitado la ta-
rea de determinar el nimero de particulas de helio a
cada lado del pistén. Al tomar densidades iniciales
cada vez mas pequenas, para N invariante, el siste-
ma aumentara de tamano, lo que supone un niimero
méas grande de particulas que componen las pare-
des y el pistén, en otras palabras, un mayor niimero
de interacciones interatémicas que ralentizaran el
proceso de simulacién (figura 10). Por tanto, se ha
tomado un total de N = 108 particulas para cada
una de las dos divisiones del pistén, suficientemente
grande para favorecer la dindmica del sistema sin
que con ello suponga una compilacién lenta.

Respecto a los valores minimos de la temperatura
y la densidad se determinaran estudiando la fluidez
del helio mediante la funcién de distribucién radial.
Veremos més adelante que a densidades p* < 0.001
y temperaturas T* < 1 las condiciones termodina-
micas no son favorables para un medio fluido.
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Figura 10: Estas imdgenes son obtenidas a través
de la herramienta de visualizacion Ovito a partir
de las coordenadas de las particulas generadas en
LAMMPS. Cada configuracién consta de 108 par-
ticulas de helio a cada lado del piston contenidas en
volumenes cibicos de lados 10.260, 22.100 y 47.60,
respectivamente en el orden en el que estdn dispues-
tas las imdgenes.

Métodos de medicion

Existe un comando en el programa LAMMPS
para determinar la funciéon de distribucién radial
mediante el cual podemos ajustar la distancia de
corte sobre la que queremos calcular el promedio
de g(r) y que podemos ajustar mediante una serie
de pardmetros: ver apéndice A.5.2. Puesto que la
configuracion inicial en la que estdn dispuestas las
particulas de gas no es conveniente para el estudio
de esta cantidad, previamente se deja simular el sis-
tema durante un tiempo de 70ps; suficiente conside-
rando asi que el sistema se encuentre en equilibrio
termodindmico. En definitiva, se ha promediado las
cantidades de fdr un total de 5 veces cada 0.02ps
hasta que alcanza un tiempo de 0.12ps a una dis-
tancia maxima de 102.50 en intervalos de 2.50.

Respecto al estudio del tiempo de equilibrado,
sencillamente se han seguido los comandos para de-
terminar las energfas cinética y potencial (apéndice
A.5.1) para un tiempo total de 15ps, que posterior-
mente han sido representadas en una grafica.

El método para determinar la precisiéon de las
ecuaciones de estado respecto a nuestro sistema
requiere de un procedimiento mas complejo. En
primer lugar, mediremos los valores de presién de



nuestra simulacién para diferentes puntos termodi-
namicos correspondientes al helio fluido (rango de
temperaturas y densidades determinadas median-
te la funcién de distribucién radial) mediante los
comandos que se explican en el apéndice A.5.3 y
que seran extraidos a un archivo .txt externo. En
segundo lugar, puesto que los valores de la presiéon
fluctian, calculamos el promedio hallando su valor
medio mediante un ajuste de una funcién horizon-
tal f(x) = a de los resultados que hemos obtenido
para, por ejemplo, el punto termodinamico T = 2
y p = 0.1 y que vemos representado en la figura
11. Este ajuste se realiza en el mismo programa de
generador de graficas con el que se trabaja en es-
te proyecto: Gnuplot. Para ello, emplea el método
de minimos cuadrados no lineales del algoritmo de
Marquadt-Levenberg [31]. Por otro lado, los resul-
tados obtenidos de las ecuaciones de estado para
determinar las presiones pip, Diaws Puir ¥ Phwrm
se obtienen de un programa en C' que resuelve las
ecuaciones (31), (32), (43) y (58), para los puntos
termodindmicos de interés.

T'=2 p=0.1

0.25
— oollz ”‘”Lr\' i‘ !IF” Wlﬂ H ﬂl \l’ HI”M‘ ‘l‘ Il I‘ II‘I!%H‘.IIM “ ‘l‘m’i‘.ﬂ;
-0 \l\ ,‘ | I
%01 " IWIM .H iluvl
C;.EO.OS

° Medfida
0.034 50 1'00tmS 150 (;'())o 250

Figura 11: La desviacion de la presion dibuja os-
cilaciones en funcion del tiempo que no son cons-
tantes, de modo que ajustamos los resultados a una
recta horizontal f(x) = a. El coeficiente a obtenido
serd el valor promedio de la presién para un deter-
minado punto termodindmico. Aqui se muestra un
ejemplo del ajuste para T* = 2 y p* = 0.1, cuyo
valor es a= 0.1609142343 con un error del 0.18 %.

Por ultimo, para estudiar la dindmica del piston,
una vez equilibrado el sistema, serd liberado (apén-
dice A.4), y obtendremos la posicién del piston to-
mando la trayectoria del centro de masas mediante
el comando que se explica en el apéndice A.5.4.

Posteriormente, la representaremos en una gréfica
para observar el movimiento oscilatorio.

V. Resultados

1. Funcion de distribucién radial

Es importante tener en cuenta que el sistema
presentarda una dindmica diferente en funcién de
la densidad y temperatura que acondicionemos en
nuestro programa. Dado nuestro interés en traba-
jar con el helio fluido, cuando queremos estudiar el
sistema a una densidad dada, debemos previamen-
te estudiar su funcién de ditribucién radial (FDR)
va que el sistema puede presentar zonas no homo-
géneas que puedan perjudicar los resultados. Este
método es muy fiable para conocer la estructura
de nuestro sistema sin necesidad de recurrir a una
herramienta visual. Recordemos, que la funcién de
distribucién radial representa el ntimero de parti-
culas por unidad de volumen a una distancia r de
una particula de referencia. Los resultados estan
normalizados, es decir, que la FDR es igual a la
unidad cuando la densidad del sistema es igual que
la densidad media.

Un comportamiento oscilatorio de la FDR y la
ausencia de picos pronunciados refleja la fluidez con
la que circulan las particulas en el interior de una
region. Este serd el criterio para determinar las den-
sidades y temperaturas minimas a las que podemos
someter al helio para que sea homogéneo y no pre-
sente zonas altamente concentradas (figura 12) co-
mo se ha estudiado en la grafica de la figura 13.

Se puede apreciar que las temperaturas estan re-
lacionadas directamente con la energia cinética de
las particulas, por lo que cuanto mayor sean mayor
serd su movilidad y por tanto mayor seré la fluidez
del medio. Respecto a las densidades, puede darse
el caso que si son muy pequenas el amplio volumen
en el que se desplazan las particulas conlleva inter-
acciones interatémicas débiles y, consecuentemente,
una menor fluidez de estas dando lugar a picos de
densidad como se observa para p* = 0.001.

Este dltimo estudio permite darnos cuenta de que
hay valores minimos de densidad y temperatura a
partir de los cuales g(r) tendrd un comportamiento
oscilatorio en los rangos que podemos predecir de
la imagen 13: ptin € (0.001,0.01] y temperatura
Tx. € (1,1.5]. En las imdgenes 14a y 14b vemos

min
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(a) p*=0.1 (b) p* =0.01 () p* =0.001

Figura 12: Distribucion homogénea de las particulas
de helio en estado fluido para diferentes densidades
a una temperatura de T 1.5. Las imdgenes se
han tomado para un tiempo de 120ps desde su con-

figuracion inicial (figura 10).
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Figura 13: Funcion de distribucion radial que re-
laciona la temperatura con la fluidez del medio a
diferentes densidades.

que el punto termodindmico més bajo para el helio
en estado fluido es para p},, =0.01y T, =1.5.

min
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Figura 14: A partir de p* = 0.01 y T* = 1.5 el me-
dio es fluido como se aprecia una curva oscilatoria
mds suave de g(r).

Como el aumento de la temperatura favorece a la
fluidez del medio la manera en la que podemos de-
terminar su maximo es determinando el mayor T
posible sin que se pierdan atomos durante la simu-
lacién (debido a altas velocidades de particulas de
helio). Finalmente, tenemos que el rango termodi-
namico de nuestro sistema del piston adiabatico es:
p* €[0.01,0.4] y T* € [1.5,10].

Si estudiamos a bajas temperaturas, la funcién
g(r) (figura 15) presentard picos pronunciados por
motivo de la presencia de regiones de alta concen-
tracién de atomos, lo que nos indica una carencia
de fluidez del helio. Lo que ocurre es que los poten-
ciales de atraccién son mas dominantes a tempera-
turas bajas y, consecuentemente, las particulas se
pegan entre ellas y las paredes: figuras 16(a), 16(b)
y 16(c) para T* = 0.5.
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Figura 15: Funcion de distribucion radial g(r) con
picos pronunciados cuando el medio no es homo-
géneo como se muestran en las ilustraciones de la
figura 16.
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Figura 16: Posiciones de las particulas del piston
después de un tiempo de equilibrado de 120ps a
una temperatura de termostato de T* = 0.5. Por
las fuerzas de atraccion y la baja velocidad de las
particulas estas se pegan entre ellas dando lugar a
regiones de alta concentracion tanto en las paredes
como en el piston.

2. Equilibrado

El tiempo de equilibrado es el tiempo que emplea
el sistema en que las curvas de energias cinética y
potencial se normalicen. Durante la presencia del
termostato se mantendra de forma regular una tem-
peratura fija lo que implica que la energia cinética
se mantendrd constante en el tiempo.

Debido a la disposicién compacta de los dtomos
en la configuracion inicial la energia de repulsién
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Energias Cinética (E>0) y potencial (E<0)
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Figura 17: Evolucion de las energias cinética y po-
tencial del helio para condiciones iniciales de tem-
peratura y densidad minimos: T* = 1.5 y p* = 0.01.
Los datos se han tomado para los gases situados a
ambos lados del piston. Puesto que la composicion y
numero de particulas es el mismo a ambos lados del
pistén nos ahorraremos tiempo si sélo estudiamos
uno de ellos y suponemos el mismo comportamiento
para el otro gas.

entre ellos es muy elevada y esta serd liberada al
comienzo de la simulacién. Este fenémeno se puede
apreciar en el aumento exponencial de la energia
potencial que alcanza valores estables en un sélo
paso de tiempo: 2 picosegundos (figura 17). De mo-
do que determinaremos el periodo de termalizacién
como el preciso instante en el que la curva del po-
tencial finalice su tendencia ascendente y oscile pa-
ralelo al eje de abscisas.

Se aprecia en la figura 17 que independientemen-
te de si estudiamos un gas u otro a cada lado del
pistén no hay diferencias determinantes, es decir,
que impliquen, por ejemplo, una diferencia en el
tiempo de equilibrado o valores de potencial y de
energia cinética diferentes. Por ello, limitando el es-
tudio a sé6lo uno de los gases podemos interpretar



dicha informacién como si del otro gas se tratara
pues ambos parten de la misma temperatura, den-
sidad y nimero de particulas (mientras el pistén se
mantenga en reposo).

Energia potencial
teg=2 ps
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Figura 18: Fvolucidon de la energia potencial a dife-
rentes densidades y temperaturas como demostra-
cion de que el tiempo de equilibrado es invarian-
te para el rango termodindmico del helio en estado
fluido. La linea vertical corresponde a t.q = 2ps
cuando esl sistema alcanza el equilibrio.

Se ha estudiado para diferentes puntos termodi-
namicos el tiempo de equilibrado t., como refleja
la figura 18. Vemos que hay una clara dependencia
de la energia potencial con la densidad y la tempe-
ratura. A bajas densidades (p* = 0.01) los dtomos
estan mas dispersos y la energia de interaccién es
menor traduciéndose asi en una energia potencial
més pequena (en valor absoluto) que si el volumen
de simulacién fuera més pequeno (p* = 0.4). Por
otro lado, una particula que se mueva a baja ve-
locidad su desplazamiento estard maéas influenciado
por la interaccién del resto de particulas que si su
velocidad fuera mayor, razén por la cual a mayores
temperaturas la energia potencial es menor que a
bajas temperaturas.

Respecto al tiempo de equilibrado resulta el mis-
mo para cualquier punto termodindmico dentro
de nuestro rango de temperaturas y densidades:
teq = 2ps. Si, en cambio, tomaramos densidades
més pequenas, p* = 0.0001, y temperaturas ba-
jas, T* = 0.5, el sistema estaria sometido a unas
condiciones que supondrian tiempos de equilibrado
mucho mayores. Esto se explica porque una parti-
cula en presencia de un campo del tipo de Lennard-
Jones estard mas influenciada por los potenciales
interatémicos del resto de las particulas si se mue-
ve lentamente que si se desplazara méas rapidamen-
te, ya que a mayor velocidad mas facilmente pueda
escapar de esas fuerzas. Esto, sumado al resto de
nuestras particulas de nuestro pistén, explicaria que
a bajas temperaturas el sistema requiera mas tiem-
po para alcanzar el equilibrio. Abordar este tema
no tendria sentido y no vamos a profundizar mas
pues no es de interés para este proyecto de estudio
del helio en estado fluido donde el punto termodi-
namico no baja de p* =0.01 y T* = 1.5.

Una vez tenemos el sistema en equilibrio térmi-
co, retiramos el termostato. Podriamos suponer que
hubiera un cambio brusco en la dindmica del siste-
ma y que, consecuentemente, deberfamos imponer
un segundo tiempo de equilibrado para estabilizarlo
de nuevo. Sin embargo, se ha observado que elimi-
nar el termostato no implica cambios en el prome-
dio de la temperatura ni de las energias (siempre
que el pistén esté en reposo). De modo que para el
estudio de la dindmica del pistén este sera liberado
una vez finalizados los tltimos pasos mencionados.

3. Ecuaciones de estado (EDE)

Las EDE que vamos a estudiar, como ya se ex-
plicé previamente en la teoria, son en unidades re-
ducidas:

-EDE de los Gases Ideales

pip =p"17, (61)
que no es mas que una ecuacion lineal en funcion de
la densidad p* de pendiente T como bien se refleja
en la figura 19(a).

-EDE de van der Waals

* p*T* * %2
= — = 62
Pyaw (1 _ b*p*) ap-, ( )

donde a* = a/(ec?) y b* = b/o>.
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La ecuacién de van der Waals se evaluara de dos
formas diferentes en funcién de qué valores toma-
mos para los coeficientes a* y b*. Como ya se co-
menté previamente, los coeficientes bien se pueden
obtener mediante las férmulas teéricas (39) y (41),
o bien, mediante tablas de estudios experimentales
que podemos obtener de cualquier literatura de fi-
sica quimica como por ejemplo el libro de Atkins
Physical Chemistry [17].

Para obtener el factor de atraccién a tedrico se
resuelve, para el potencial u(!) de Lennard-Jones,
la integral:

a= —27r/ uM (r)r2dr ~ 1.58mec® (63)
OHS

con ogg ~ 1.120.
Entonces, los coeficientes de van der Waals ted-
ricos son:

Afeor. = a/(€0”) ~ 4.956,
2 ; 64
bieor. = %(O'Hs/g)‘s ~ 2.942. (64)

Por otro lado, los coeficientes experimentales, ob-
tenidos a partir del punto critico T, = 5.2 Ky
pe =22 atm [32]:

~ 1.367,

~ 39.52.

E3
ae:rp.

b*

exp

(65)

Es facil ver que la ecuacién de vdW (62) es sin-
gular a densidades p¥ = 1/b*, esto es

p:,teor. ~ 034’

66
~ 0.025. (66)

3
ps,exp.

Las figuras 19(b) y 19(c¢) muestran los resulta-
dos teéricos y experimentales (de simulacién) de
la ecuacién de estado de vdW donde claramente
se pueden apreciar las singularidades, siendo estas
mucho més pronunciadas cuando tomamos coefi-
cientes teodricos. En el primer caso se aprecia una
curva ascendente desde el origen como razéon de la
proximidad hacia pj ;... En el segundo caso, co-

mo bg,,p* >> 1 se puede aproximar 1 — bg,, p* =~
—bg,pp" y la ecuacion de estado resulta
T~ 9
pT)dW,eacp ~ 7()* - a:mp - ) (67)
exrp
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cuya unica dependencia respecto a la densidad vie-
ne del término cuadratico, razén por la cual vemos
un descenso parabdlico del valor de la presién con
el aumento de p* > p; ..., (figura 19(b)).
-EDE de virial
Poir = T7p" (14 By (T")bop™+ (68)
+B3(T%)by?p"™) .

hasta el tercer coefciente de virial con b§ = by/ o3 =
27/3.

A bajas temperaturas, T* < 2, las contribuciones
de los coeficientes de virial (figuras 6 y 7) son ne-
gativas siendo el tercero mucho mas pequeno en la
aproximacién del potencial de pozo finito, B (T* =
1.5) ~ =55, B5(T* = 2) ~ —12.2, en compara-
ci6n con la del potencial LI, B5(T* = 1.5) =~ —30,
B3 (T* = 2) = —6.6, motivo por el cual en T* = 1.5
y T* = 2 la curva descendente de la presién alcan-
za valores mucho bajos en el primer caso que en el
segundo (figuras 19(d) y 19(e)). Cuando las tempe-
raturas son elevadas los valores de los coeficientes
son més pequerios (en valor absoluto) y, consecuen-
temente, los resultados de pj,, también lo seran.

-EDE de Benedict-Webb-Rubin modifica-
da

8 6
o = T+ Y aup D 1 Yt eie)
i=1 i=1

Esta ecuacion tiene un comportamiento rectili-
neo a bajas temperaturas y curvilineo con el au-
mento de T*. Ello se debe porque los coeficientes b;
son inversamente proporcionales a la temperatura
lo que implica que seran cantidades mas pequenas
con el aumento de T*.

3.1. Precision de las EDE

La manera en la que vamos a evaluar la precisiéon
de las ecuaciones de estado serd determinando la
desviacion de la presiéon como la diferencia entre la
presién medida de nuestro sistema (figura 20) y la
obtenida mediante las ecuaciones de estado (figura
19): Pmed — PEDE-

Una vez evaluadas las ecuaciones de estado ve-
mos que debido a los elevados 6rdenes de magnitud
de las presiones obtenidas a partir de la ecuaciéon
de van der Waals con coeficientes teéricos (figura
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Figura 19: Presiones obtenidas de la resolucion de las ecuaciones de estado con sus respectivos parame-
tros.

19(b)), tanto como en la ecuacién de virial toman-
do un potencial de pozo finito (figura 19(d)), no
vamos a tomarlas en cuenta en esta secciéon hacien-

do més ligero el trabajo evitando asi resultados que
sabemos no nos van a ser de utilidad. En el primer
caso, se debe a que aj,,, ha sido obtenida median-
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Figura 20: Resultados de la presion obtenidos de la simulacion para ambos gases en el equilibrio con
el pistén en posicién de reposo. Los barras de error en el eje de ordenadas no supera el 3% razén por
la que no se aprecian en la grdfica. Los valores para ambos gases son practicamente los mismos puesto
que los datos correspondientes al gas superior no pueden verse pues estdn superpuestos por los datos del
gas inferior exceptuando para determinados puntos como los que aparecen dentro del recuadro a altas
temperaturas (T* = 10) pero con una variacion despreciable (perfectamente justificable debido a la recta

de ajuste por el método de minimos cuadrados).

te una aproximacion de la distribucién radial con
la finalidad de encontrar una ecuacién a partir de
la cual fuera sencillo obtenerla, en cambio, si resul-
ta més fiable hallar dichos coeficientes a través de
una medicién experimental del punto critico de la
sustancia a estudiar. En segundo lugar, es coheren-
te pensar que la ecuacién de virial serd mas precisa
si la evaluamos a partir del potencial que estamos
utilizando en la simulacién de DM, como es el po-
tencial de Lennard-Jones, que si tomaramos una
aproximacion de esta como el del potencial de pozo
finito.

En los resultados de la figura 21 podemos ob-
servar que la temperatura es un factor decisivo a
la hora de estudiar la exactitud de las EDE sien-
do determinante para conocer cuél es la que maés se
aproxima al sistema de nuestro pistén adiabatico; el
aumento de la temperatura impacta directamente
sobre los resultados causando una notable desvia-
cién respecto a la ecuacion de van der Waals y una
aproximacion de la ecuacién de virial a los valo-
res medidos que incluso se podria decir que iguala
a la ecuacion de Benedict-Webb-Rubin modificada
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como se aprecian en las figuras 21(c) y 21(d).

Respecto a la ecuaciéon de estado del gas ideal
vemos que muestra un comportamiento bastante
preciso a bajas densidades pero no cuando estas son
elevadas. Ello se debe a que a altas densidades la
interaccion intermolecular deja de ser insignificante
v la aproximacién del gas ideal pierde efectividad
pues esta no considera dichas fuerzas.

Como se ha visto en la ecuaciéon de vdW vemos
que en la figura 19(c) es negativa, desciende con la
densidad y los valores de la presién son més pe-
quenos con el aumento de T%. Por tanto, en com-
paracion con los resultados medidos del programa
de caracter lineal, ascendente, positiva, es de es-
perar que la imprecisién de van der Waals se vea
mas presente cuando mayor sea la temperatura del
sistema.

Por 1ltimo, se tiene que premiar la precision con
la que la ecuacién de BWRM se ajusta a nuestro
modelo del gas helio encerrado a volumen constan-
te, sin dejar a un lado cual es el motivo por el que
se asemeja tanto respecto a la ecuacién de virial
a partir de una determinada temperatura. Inten-
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Figura 21: Diferencia de presion de las ecuaciones de estado (figura 19) y la medida (figura 20) en
funcion de la densidad para cuatro temperaturas diferentes. El gas que se ha tomado de referencia en la
medida es el situado en la parte inferior del piston pues los resultados son muy semejantes a si tratdramos
con el gas superior. Los puntos alejados del eje de abcisas nos indican una menor precision que Si se

encontraran proximos a este.

tar demostrar analiticamente la razén por la que
le ecuacién de virial se asemeja a la ecuaciéon de
BWRM es complicado debido a los numerosos co-
eficientes que contiene pero a su vez esta propiedad
lo convierte en una ecuacién mas precisa. Estos pa-
rametros ajustables fueron obtenidos mediante el
ajuste de minimos cuadrados por Nicolas et. al [27]
que minimiza la suma de cuadrados de las canti-
dades p* — p*T™*, U* (energia interna) y Bj, junto
con resultados obtenidos de varias fuentes por di-
ferentes autores. El trabajo conjunto realizado por
cientificos durante dos décadas ha dado como fru-
to una ecuacién de estado que a nuestro parecer se
ajusta perfectamente al sistema para cualquier den-
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sidad y temperatura de helio fluido y que en caso
de continuar con este proyecto podria resultar de
gran utilidad.

4. Dinamica piston adiabatico

Una vez finalizado el tiempo de equilibrado, reti-
rado el termostato y liberado el pistén de su posi-
cién de reposo, el sistema estd térmicamente aislado
y la tnica interaccion entre ambos subsistemas es
a través del movimiento oscilatorio de este tltimo.
Un estudio interesante que nos pueda aportar in-
formacién sobre el comportamiento del sistema es
estudiando dicho movimiento.
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Figura 22: FEsta imagen ilustra el momento en el
cual finaliza el periodo de equilibrado y el piston es
liberado (marcado por una linea vertical de color
rojo): indica el preciso instante en el que el piston
se desplazard hacia arriba o hacia abajo en funcion
de cudl de los dos subsistemas (S1 o S2) tenga me-
nor temperatura. Las imdgenes corresponden a una
simulacion en el punto termodindmico T = 1.5 y

p* =0.01.

Cuando la presiéon de uno de los subsistemas es
mayor que la del segundo, este empuja el piston
hacia el segundo comprimiéndolo y calentandolo,
disminuyendo asi la presién y temperatura del pri-
mero. Llamamos S1 al subsistema situado en la par-
te inferior del pistén, y S2 al que esta en la parte
superior. Inicialmente, la temperatura de los subsis-
temas flucttian alrededor del valor que imponemos
al termostato y, al retirarlo, cuando finaliza el pe-
riodo de equilibrio, el pistén se desplazaréd hacia el
subsistema que en ese preciso instante tenga menor
temperatura como se aprecia en la figura 22.

En la figura 23 se muestran representadas en
funcién del tiempo la temperatura, la presién y el
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Figura 23: Observables del piston adiabdtico en
equilibrio termodindmico para una simulaciéon de
80ps a una temperatura de termostato y densidad
iniciales de T* = 1.5 y p* = 0.01.

movimiento del pistén para el helio en equilibrio
termodindmico. Podemos observar que al liberar el
pistén (¢t = 2.45ps) S2 tiene mayor temperatura, y
por tanto, mayor presién, entonces el piston se de-
plazard hacia S1. A medida que el volumen de S1
se va reduciendo su presiéon va en aumento. Cuando
alcanza p§, > p&, empujara el piston de vuelta. La
repeticion consecutiva de esta dindmica supone un
movimiento oscilatorio del piston. Ademds, es im-
portante saber que como el pistén esta aislado tér-
micamente, debido a la conservacién de la energia
la suma de las temperaturas de ambos subsistemas
se mantiene constante.

Es interesante estudiar cémo varfan la frecuen-
cia y la amplitud de la oscilacién del pistén con
la temperatura y la densidad. Si aumentamos la
temperatura el niimero de colisiones de las particu-
las que impacten sobre el piston sera mas frecuente
imprimiéndole asi una mayor velocidad. En cam-
bio, la fuerza opuesta ejercida por las particulas



situadas al otro lado del piston reducira su veloci-
dad acortando su recorrido. Esto se traduce en altas
frecuencias (figura 24). Y lo mismo sucede con la
densidad; si esta es mayor implica un volumen mas
reducido para el desplazamiento de las particulas,
provocando colisiones més frecuentes entre ellas vy,
consecuentemente, al igual que a altas temperatu-
ras, las frecuencias serdn mayores (figura 25).
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0"=0.02
30
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Figura 24: Para una densidad p* = 0.02 vemos co-
mo disminuye la frecuencia con el aumento de la
temperatura.

Como vemos en la figuras 24 y 25 las oscilaciones
no son uniformes, es decir, no mantienen una am-
plitud constante. Esto supone una complicacién si
queremos medir las amplitudes y hallar la depen-
dencia de estas respecto a la densidad. Se han rea-
lizado numerosas observaciones a diferentes puntos
termodindmicos dando a concluir que la amplitud
del piston no esta directamente relacionada con la
temperatura pues no se ven diferencias notables al
igual que con la densidad (porque variar la densi-
dad implica modificar el volumen del sistema y con
ella la escala a la que oscila el pistén: figura 25).

Cabe esperar que, debido a las diferencias de pre-
siones, por el movimiento oscilatorio del piston, ac-
tuarfan fuerzas de fricciéon amortiguando su movi-
miento hasta que, pasado un tiempo, alcanzaria el
reposo. Se han probado simulaciones con tiempos
de hasta 14000ps y no se han encontrado indicios de
una oscilaciéon amortiguada: la amplitud promedio
de la oscilaciéon permanece constante. He supuesto
que al estar trabajando con volimenes tan peque-
nos y temperaturas tan altas hacen dificil el reposo
del pistén en un corto periodo de tiempo. Este sis-
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Figura 25: Se observa la dependencia de la frecuen-
cta de oscilacion con la densidad. Las oscilaciones
se ven a diferentes alturas porque al variar la den-
sidad, varia también el volumen del sistema y con
ella las coordenadas del piston. Esta es la razon por
la que a p* = 0.38 (volumen reducido) las oscila-
ciones se ven asi de pequenas.

tema no estd disenado para trabajar con densidades
p* < 0.01 y temperaturas 7" < 1.5 si queremos un
medio fluido por lo que nos es inviable investigarlo.

Por otro lado, ha resultado mas sencillo medir las
frecuencias y su dependencia respecto a la densidad
y la temperatura como refleja la figura 26 donde la
relacién de ambas magnitudes es exponencial cre-
ciente. El aumento de la frecuencia respecto a la
densidad y la temperatura se debe en ambos ca-
sos a lo comentado previamente: el aumento de las
colisiones de las particulas del gas sobre ambas ca-
ras del piston. Por un lado, impulsaran el pistén
con fuerza desplanzandolo hacia el otro subsistema
pero, por otro, este ultimo lo frenard en un breve
espacio de tiempo devolviéndolo asi de vuelta en
sentido opuesto como vemos reflejado en oscilacio-
nes de corta longitud de onda (distancia entre dos



picos), en otras palabras, una mayor frecuencia de
oscilaciéon. Esto sucede si aumentamos la densidad,
es decir, si reducimos el volumen de simulacién para
un mismo numero de particulas, o bien, si elevamos
la velocidad de estas, es decir, aumentando la tem-
peratura.

Frecuencia de oscilacion [ps‘l]
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Figura 26: Crecimiento exponencial de la frecuen-
cia en funcion de la densidad. La frecuencia se ha
obtenido calculando la inversa de la longitud de on-
da, siendo esta la distancia (en unidades de tiempo)
que hay entre dos picos consecutivos. El ajuste de la
funcion exponencial de la frecuencia en funcion de
la densidad para cada temperatura se ha realizado
por el método de minimos cuadrados no lineales del
algoritmo de Marquadt-Levenberg [31] en Gnuplot.

Hasta ahora hemos tomado la misma tempera-
tura del termostato para ambos subsistemas y ca-
be preguntarse qué ocurria si fueran diferentes. Si
bien, por ejemplo, partimos de Ts1 > T2 el pistén
al liberarse se desplazard hacia donde la presion
sea menor, es decir, hacia arriba, S2. A su vez, este
altimo empujara de vuelta el pistén pero con me-
nos fuerza pues parte de una temperatura menor.
Consecuentemente, la oscilacién del piston tendria
lugar en la regién superior del sistema y, en caso
contrario, si la temperatura de S1 fuera menor. En
la grafica de la imagen 27 se comparan la tempera-
tura y la oscilaciéon del pistéon cuando partimos de
temperaturas iguales, DT = Tg1/Ts2 = 1 y para
cuando la temperatura del subsistema inferior, S1,
es el doble, DT = 2, y el triple, DT = 3, que la del
subsistema superior S2.

Se observan dos comportamientos del piston res-
pecto a DT': con el aumento de la diferencia de tem-

peraturas entre ambos subsistemas, por un lado, la
frecuencia es mayor y, por otro lado, la amplitud
de oscilacién también es mayor a tiempos proxi-
mos a la liberacién del pistén pero méas pequenos
a tiempos méas largos. Siendo la temperatura, por
ejemplo, tres veces mayor (DT = 3) implica que
al liberarse el piston este rapidamente se desplace
hacia el otro subsistema provocando asi una reac-
cién de respuesta rapida ante dicho desplazamiento
que lo devuelve en sentido opuesto lo que explica
que la frecuencia de oscilacion sea mayor y que la
amplitud al comienzo de la simulacién también lo
sea. Respecto a una menor amplitud de oscilacién
a tiempos largos con el aumento de DT se expli-
ca perfectamente si nos fijamos en la temperatura
(gréfica superior de la figura 27). Por la conserva-
cién de la energia la suma de las temperaturas debe
ser la misma en todo momento, es decir, cuando se
libera el piston, si el gas con mayor temperatura,
S1, desplaza el piston hacia el otro subsistema, S2,
disminuird asi su temperatura en la misma cantidad
en la que aumentard la temperatura del segundo.
Lo que ocurre es que cuanto mayor sean las diferen-
cias de temperatura mayor serd la disminucién (o
aumento) de T de S1 (o S2) modificando el valor
de DTy final (cuando se libera el pistén) respecto
al inicial DTy (pistén en reposo). Podemos com-
probar en la grafica que DTy = 3 (Ts1 = 4.5 y
Tso = 1.5) pasa a DTy =2 (Tg1 = 4y Tso = 2)
y, en el caso de DT = 2 pasa a valer DTy = 1.5.
Esto quiere decir que con el aumento de DT mayor
serd el aumento de la temperatura de S2 que con-
trarestard con mayor energia el desplazamineto del
pistén cuando viene impulsado por S1, que implica
un menor recorrido de este y, por tanto, una menor
amplitud como se aprecia para tiempos t > 20ps.

VI. Conclusiones

Mediante este trabajo hemos comprobado la ca-
pacidad de la dindAmica molecular como herramien-
ta para el estudio evolutivo de sistemas fisicos a es-
calas macro y miscroscépicas como ha sido en este
caso para un pistén adiabatico, basado principal-
mente en tres pilares fundamentales: el algoritmo
de Verlet que aproxima las soluciones de las ecua-
ciones de movimiento, el potencial de interacciéon
interatémico y la implementacién del termostato
para imprimir energia al sistema por medio de la
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Figura 27: Aqui se muestra el comportamiento
oscilatiorio del piston para diferentes relaciones
de temperatura entre ambos subsistemas: DT =
Ts1/Tso =1, DT =2 y DT =3, para Tso =15 y
p* =0.01.

temperatura.

El codigo LAMMPS empleado ha resultado ser
un programa que, por su gran variedad de coman-
dos, permite trabajar sobre sistemas complejos de-
finiendo cualquier tipo de particulas, parametros
de potencial de interacciéon entre pares de dtomos,
condiciones de contorno, o modelar la estructura
geométrica de nuestro sistema de multiples formas
mediante regiones.

Los observables extraidos de la simulaciéon nos
aportan la informacién precisa para, en primer lu-
gar, establecer las condiciones a partir de las cuales
nuestro sistema pueda ser evaluado, como la fun-
cién de distribucién radial que permite determinar
en qué condiciones termodindmicas de temperatu-
ra y presién debemos someter al helio para que su
estado sea fluido (p* € [0.01,0.4] y T* € [1.5,10]),
ademaés del tiempo que requiere hasta alcanzar el

equilibrio (t.q = 2ps). Y, en segundo lugar, para
conocer otras propiedades y asi realizar un estudio
mas detallado como, por ejemplo, la presién para
comparar la ecuaciones de estado con otros modelos
o la posiciéon del pistén para comprender su dina-
mica.

Se ha demostrado que, comparando con otros
modelos, la ecuacién de estado mds precisa (que
mas se ajusta a nuestro sistema del pistéon adia-
batico) ha resultado ser la ecuacién de Benedict-
Webb-Rubin modificada como hemos comprobado
midiendo la diferencia de presiones. A diferencia de
otros modelos como la ecuacién de van der Waals
(dificultada por la presencia de singularidades to-
mando ya sean parametros tedricos como experi-
mentales) o de los gases ideales (debido a la ca-
rencia de consideraciones importantes como el vo-
lumen de las particulas o las fuerzas de atraccién-
repulsion). Por otro lado, y como era de prever, la
precision de la ecuacién de virial depende princi-
palmente por el tipo de potencial que definiran el
segundo y tercer coeficiente; un potencial aproxi-
mado como el de pozo finito, aunque facil de mane-
jar para la resolucién de integrales, resultara menos
favorable que si tomamos el de Lennard-Jones, que
requiere de métodos de integracién més complejos.

Finalmente, liberando el pistén nos ha permiti-
do estudiar su dindmica y comprender que su mo-
vimiento depende directamente sobre las tempera-
turas y presiones de cada uno de los subsistemas:
aquel con mayor presién y temperatura (y menor
volumen) empujara el pistén hacia el otro hasta que
este ultimo alcance una mayor presién, y tempera-
tura, que el primero y devuelva el pistén dibujando
asi un movimiento oscilatorio con el tiempo cuya
frecuencia crece exponencialmente en funcién de la
densidad a una determinada temperatura. Ademas,
hemos podido comprobar que la frecuencia de os-
cilacion aumenta cuanto mayor sea la diferencia de
temperaturas entre ambos subsistemas y como dis-
minuye su amplitud en un intervalo de tiempo mas
pequeno a una densidad determinada.

Lo que no ha sido posible conseguir y hubiera si-
do muy interasante habria sido obtener el tiempo de
relajacion del piston y ver como afecta en funcién
de las condiciones iniciales del sistema. En cambio,
para ello seria necesario efectuar simulaciones mu-
cho més largas y que en caso de continuar con este
proyecto seria un experimento a realizar.
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Apéndice

A. Introduccion a LAMMPS

LAMMPS es un codigo de software libre de di-
namica molecular clasica enfocada a la simulacién
de materiales a escala atomica y mesoscépica; es un
acréonimo a partir de las iniciales Large-scale Atomi-
¢/Molecular Massively Parallel Simulator. Median-
te este cddigo pueden simularse distintos tipos de
particulas ya sean atomos individuales como parti-
culas de grano grueso, polimeros u otras estructuras
organicas mas complejas como proteinas o ADN,
entre otros, convirtiéndolo en una herramienta muy
atil en campos como la fisica estadistica, la quimica
computacional o la biologia molecular. LAMMPS
nos permite modelar conjuntos de particulas en es-
tado sélido, liquido o gaseoso ofreciendo una gran
variedad de campos de fuerza posibles y condicio-
nes de contorno.

LAMMPS es un programa de los Laboratorios
Nacionales Sandia, del departamento de energia de
los Estados Unidos, distribuido bajo los términos
de la Licencia Publica General de GNU. La version
que ultilizaremos es del 24 de Enero del 2020.

Semejante a las listas de vecinos de Verlet,
LAMMPS utiliza listas de vecinos optimizadas para
sistemas de particulas repulsivas a distancias cor-
tas para que asi la densidad local nunca se vuel-
va demasiado grande y lograr asi mayor eficiencia
computacional.

Toda documentacién sobre LAMMPS viene
recogida y explicada al detalle en la web
https://lammps.sandia.gov/. Serd nuestra fuente
principal para desarrollar el programa de este tra-
bajo.

Para elaborar un cédigo en LAMMPS se tiene
que tener en cuenta cuatro pasos fundamentales.
El primero, consta de las bases del sistema a partir
del cual elaboraremos nuestro experimento como
son el tipo de unidades que vamos a utilizar (uni-
dades reducidas de Lennard-Jones, cuadro 1), las
condiciones de contorno o el tipo de particulas con
las que vamos a trabajar. Ademads, en esta primera
parte, también se impondran las condiciones inicia-
les del sistema : densidad, temperatura, nimero de
particulas, etc.. En segundo lugar, definiremos la
geometria de la estructura del pistén y la configu-
racion inicial de las particulas del gas asi como las



propiedades atémicas (masas y pardmetros del po-
tencial interatémico de Lennard-Jones). En tercer
lugar, emplazaremos el termostato a la temperatu-
ra que hemos asignado como valor de entrada que
proporcionara movilidad a las particulas de gas e
impondremos la longitud de los pasos de tiempo
de la simulacién. Por iltimo, hallaremos las canti-
dades fisicas que queramos estudiar (trayectorias,
energias o la funcién de distribucién radial, entre
otras, mediante comandos especificos) y el tiempo
total de simulacién en pasos de tiempo que se quie-
ra emplear.

1. Datos de entrada

Independientemente del estudio que queramos
realizar, todo cédigo en LAMMPS debe empezar
mediante los comandos de unidades, dimensién,
condiciones de contorno y el tipo de particulas que
van a componer nuestro sistema que, respectiva-
mente, son:

units lj

dimension 3
boundary PPP
atom_ style atomic

donde boundary hace referencia a las condiciones
de contorno para cada una de las tres dimensiones
(p periddica) y atomic ordena que nuestro siste-
ma estard compuesto de particulas individuales sin
ningun atributo adicional como podria ser de car-
ga, espin, o bien, particulas compuestas como una
molécula, entre otros.

Cada uno de los dos gases a ambos lados del pis-
ton estard contenido inicialmente en un volumen
cubico de lado L. Esta longitud no serd impuesta
directamente sino estara determinada por la den-
sidad que elijamos: p = N/L? (para N el ntimero
de particulas). Junto con la temperatura del ter-
mostato las condiciones termodindmicas iniciales se
escriben

variable
variable
variable
variable

N equal 108

rho equal 0.02

L equal (v_N/v_rho)™(1/3)
T equal 1.5

En este caso, como p = p*/o3, la densidad es de
0.02A—3 y la temperatura es de aproximadamente
754.5 K. La razén por la que se ha optado por to-
mar un nimero de particulas N = 108 viene expli-
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cado en la memoria en relacién a la configuracién
inicial del gas helio como una red cibica fcc de
Bravais.

2. Geometria de nuestro sistema

El siguiente paso es definir la estructura de nues-
tro piston adiabatico. Como sabemos, el potencial
de Lennard-Jones para las particulas de helio se
hace despreciable a distancias r > 5.2A (figura 5)
que, en unidades reducidas es r* > 2.5r.u. (r.u.,
reduced units). Escogiendo un grosor del pistén de
5r.u. evitariamos que los dtomos de un gas interac-
tien con los &tomos del otro puesto que nos interesa
que ambos gases sOlo interactiien a través del mo-
vimiento oscilatorio del pistén y no mediante sus
potenciales de interaccién. El ancho de las paredes
(Th, Thickness), situados a los extremos del siste-
ma, serdn del mismo grosor que el piston. De esta
manera, teniendo en cuenta los lados del cubo que
contienen los gases podemos determinar la altura
total (H, height) de la estructura y, con ella, la re-
gion en la cual se va a desarrollar la simulacién que
denominamos box:

variable Th equal 5

variable H equal 3xv_Th+2xv_L

region box block 0 ${L} 0 ${L} 0 ${H}
create__box 4 box

El comando region establece los limites de nuestro
sistema en las tres dimensiones desde el origen de
coordenadas: Ty Tiim Yo Yiim 20 Ziim- Mendiante
create__box indicamos cuantos tipos de atomos di-
ferentes tendremos en cuenta en la simulacién (cua-
tro: de los cuales dos son cada uno de los gases, uno
el pistén y uno el que componen las paredes).

Para terminar de definir la estructura del pistén
adiabatico conviene especificar las subregiones, es
decir, las regiones de cada una de las partes del
sistema, que, en orden ascendente son: pared infe-
rior (BW, Bottom Wall), gas inferior (situado de-
bajo del pistén, BG, Bottom Gas), pistén (Piston),
gas superior (situado encima del pistén, UG, Upper
Gas) y pared superior (UW, Upper Wall).

Dentro de cada subregién podemos distribuir los
atomos que la componen de forma ordenada o alea-
toria. En nuestro caso situaremos los &tomos en una
red cristalina tomando una red del tipo fcc (es-
tructura cubica centrada en las caras) con 4 4tomos
por celda unidad para cada conjunto de a&tomos que



componen cada una de las partes del pistéon. Para
los gases su configuracion inicial también serd cris-
talina aunque con un pardmetro de red diferente.

lattice fcc 1

create__atoms 1 region BG
create atoms 2 region UG
lattice fcc 0.2

create_atoms 3 region BW
create__atoms 3 region UW
create_atoms 4 region Piston

El comando lattice se emplea para indicar el ti-
po de red y el factor de escala 0.2 que, en unidades
lj, es la densidad p*. A cada regién le correspon-
de un numero en relaciéon al tipo de atomo que la
compone. Aunque los d4tomos de ambos gases sean
iguales no les corresponde el mismo nimero pues
nos interesa diferenciarlos a la hora de interpretar
los resultados, al igual que las paredes respecto al
pistén. Finalmente, el sistema, en su configuraciéon
inicial, nos queda como aparece en la figura 10 para
diferentes densidades p* = N/L*3.

A continuacién, se procede a una paso fundamen-
tal del codigo que es imponer las unidades redu-
cidas a partir de las cuales la fisica del problema
cobrard gran importancia. Esto es la masa y los
pardmetros de LJ que, como ya se ha mencionado
antes, seran valores reducidos. Siendo la masa del
helio 4 umas (4g/mol) y la del carbono 12 w, tres
veces mayor, entonces

mass 1 1.0
mass 2 1.0
mass 3 3.0
mass 4 3.

Los valores de los parametros del potencial se
han obtenido a través de la tabla elaborada por
A K. Rappé et al. cuya estimaciéon se basa en la
hibridacién y conectividad de los elementos [33].
Los valores son: eg. = 0.056Kcal/mol, ec =
0.105K cal /mol, oo = 2.104A y 00 = 3.431A. Si-
tuamos como parametros de referencia los del gas
helio. Para determinar los valores de interaccién en-
tre 4tomos de helio y carbono se realiza la media
aritmética para hallar o . ¢ y geométrica para ha-
llar €g._c. De esta manera, y sin olvidarnos de la
distancia de corte del potencial de 2.5r.u., algunos
de los parametros adimensionales son:

pair_style 1j/cut 2.5
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pair_coeff 1 1 1 1
pair_coeff 3 3 1.875 1.631
pair_coeff 1 3 1.37 1.32
pair_coeff 3 4 1.875 1.631

El comando pair_coef f, como mismamente in-
dica su nombre, especifica los coeficientes de la fuer-
za de interaccién entre dos pares de tipo de atomo
ya sean iguales o diferentes (1—1,3—3,1—3,3—4)
y, en las dos tltimas columnas, los valores de € y o,
respectivamente. Evidentemente no esta escrita la
lista completa pues faltan pares por definir (1 — 2
2—2,2-3 etc.).
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3. Velocidades y termostato

Ya a punto de concluir, se necesita indicar las
velocidades que se impondran a los atomos del gas
(a través de la temperatura), el termostato y los
pasos de integracién. Para el gas situado debajo
del pistén los comandos son:

velocity BG create $T 12345
fix NVT BG nvt temp $T $T $(100xdt)

El modo create en la velocidad genera un conjunto
de velocidades mediante un generador de nimeros
aleatorios con la semilla (12345) a la temperatura
que hayamos indicado al inicio del cédigo. Después,
para iniciar el termostato, realizamos una opera-
cién a través del comando fix que recibird la eti-
queta que queramos, NVT'| sobre las particulas de
gas BG, y que consistird en la integracién tempo-
ral en Nosé-Hoover en el sistema canénico NVT, es
decir, a nimero de particulas, volumen y tempera-
tura constantes. Las tres dltimas columnas indican
las temperaturas inicial y final del termostato que
se ird actualizando cada 100-dt pasos de tiempo. El
tamano de cada paso de tiempo lo indicamos junto
con el reset temporal,

0
0.005

reset__timestep
timestep

Esto es, que la temperatura del termostato es
restablecida cada tiempo 7 = 0.5 (0.0245 picose-
gundos).

4. Transiciéon de estado de equilibrio
a liberacion de piston

Como se ha comentado hasta ahora en varias oca-
siones, se necesita un periodo de termalizacién para



que el sistema alcance el equilibrio previo al anali-
sis y toma de datos del sistema. Se considerara el
tiempo de equilibrado por finalizado cuando se de-
jan de observar cambios sistematicos evidentes en
las energias.

Una vez alcanzado el equilibrio termodinamico
retiraremos el termostato (nvt) creando un sistema
en colectivo microcanoénico; actualizando las posi-
ciones y velocidades conforme a una integracién a
volumen y energia constantes (nve). Y, por dltimo,
liberamos el pistén considerando los atomos que lo
componen como cuerpos rigidos independientes:

fix NVT BG nvt temp $T $T $(100xdt)
run 10000

fix NVE BG nve

fix ReleasePiston rigid/nve &
single &
force x off off on &
torque *x off off off

run 100000

unfix NVT

unfix NVE

unfix ReleasePiston

Para liberar el pistén se tiene que tomar dicho cuer-
po como uno solo e independiente, single, que pueda
desplazarse unicamente en el eje z, force off off on,
y sin fuerzas de torsion, torque off off off. El co-
mando run indica los pasos de tiempo que emplea
el programa para ejecutar la orden establecida, en
este caso, 10000 pasos para alcanzar el equilibrio
y, posteriormente, 100000 pasos del pistén liberado
(esto es un total de 110000 pasos: 27 picosegundos).
Es muy importante dar por finalizadas las operacio-
nes fiz introduciendo un fix seguido de la etiqueta
que le corresponda.

El simbolo & se utiliza para que a falta de es-
pacio en una linea para escribir un comando este
pueda continuar en la siguiente linea sin perder el
significado de la orden que se quiera imponer.

5. Observables

Por tltimo, sblo queda especificar qué datos que-
remos extraer de nuestro sistema, operando me-
diante el comando fiz.
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5.1. Energias

LAMMPS permite obtener las energias cinética
y potencial de dtomos individuales, del grupo de
particulas que indiquemos, mediante el comando
compute pe/atom y ke/atom (potential and kine-
tic energy per atom, respectivamente). Para el gas

inferior BG:

BG
BG

compute UpABG
compute KpABG

pe/atom
ke /atom

La suma total (reduce sum) de todas las energias
resultan la energia potencial y cinética totales

compute UBG BG reduce sum ¢ UpABG
compute KBG BG reduce sum ¢ KpABG

Para imprimir los resultados en un archivo externo
convertimos las energias en variables

variable UBG equal ¢ UBG
variable KBG equal ¢ KBG
fix ENERGIES all print 1000 "${time} &

${UBG} ${KBG}" &

file Energies.txt

5.2. Funcion de distribucién radial

Mediante el comando compute rdf LAMMPS
calcula la funcién de distribucién radial (FDR),
g(r), y el mimero de coordinacién (nimero de ato-
mos en funcién de la distancia), n(r), de un gru-
po de particulas. Por defecto, el programa calcula
hasta la distancia que alcanza la fuerza de interac-
cién, es decir, 2.57.u. en nuestro caso. Si queremos
ampliarla, por ejemplo, hasta r. = 10r.u. le comu-
nicamos al programa la nueva modificacion:

comm__modify cutoff 12.5
compute rdfBG BG rdf 100 1 1 &
cutoff 10.0

La cantidad 100 hace referencia al ntimero de in-
tervalos de 0 a r. en los que se calcula g(r). Esta
cantidad influye en la suavidad de la curva al repre-
sentarla en una grafica, por ello, conviene ajustarlo
en conveniencia para determinados parametros de
densidad y temperatura iniciales.

La funcién de distribucién radial es promediada
con el comando fix ave/time mediante los pardme-
tros Nevery, Nrepeat y Nfreq. De modo que el pro-
medio de g(r) se hace para un total de cantidades



Nrepeat, separadas una distancia de pasos de tiem-
po Nevery hasta que se alcanzan los pasos Nfreq.
Esto significa que, si Nevery= 1000, Nrepeat= 5y
Nfreq= 10000, entonces, la funcién de distribucién
radial esta siendo promediada en los pasos de tiem-
po 6000, 7000, 8000, 9000 y 10000. Por lo tanto,
Nevery tiene que ser multiplo de Nfreq:

fix RDF all ave/time 1000 5 10000 &
c_rdfBG[x] file &
rdf.txt mode vector

El archivo de salida constara de 4 columnas; Nbin,
distancia, g(r) y n(r). Las gréficas en relacién a
la funcién de distribucién radial que se ilustran en
esta memoria son respresentacién de g(r) (tercera
columna) frente a la distancia (segunda columna).

Los indices de atomos vecinos LAMMPS los al-
macena en paginas con capacidad de hasta 100000
indices cada una. Ademds, por defecto, LAMMPS
permite un total de 2000 vecinos por atomo. De
modo que, imponiendo un aumento de la distancia
de corte estamos forzando al programa para crear
listas de vecinos mas largas de las que pueda admi-
tir. Consecuentemente, debemos aumentar la ca-
pacidad de las listas para que el programa no nos
de error ampliando el ntimero de vecinos, one, y
el tamano de las listas, page, como se muestra a
continuacion:

10000
300000

neigh modify
neigh_modify

one
page

Es conveniente que el tamano de las paginas sea,
por lo menos, 10 veces mayor que el niimero maxi-
mo de vecinos permitidos.

5.3. Temperatura, volumen y presiéon

Para determinar la temperatura se aplica el co-
mando especifico: compute temp,

compute TempBG BG temp

Antes de hallar la presién a la que estd someti-
da una regién es necesario determinar su volumen.
Dado que las distancias en el eje x e y son fijas
(de lados L), si queremos conocer el volumen que
ocupa uno de los gases, sélo nos falta por cono-
cer la altura que vendra determinada por la posi-
cién del pistéon. Entonces, por ejemplo, el volumen
que ocupa el gas situado debajo del piston, BG,
es L? multiplicado por la altura: diferencia entre
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la posicién de la cara inferior del piston y la cara
superior de la pared inferior (BW) en el eje z. Es-
tas posiciones se determinan mediante el comando
bound(group, zmax/zmin, region). El volumen se
obtendria asi:

variable VolBG equal &
v_L72(bound (Piston ,zmin) &
—bound (C, zmax ,BW))

A diferencia de la temperatura y volumen, la pre-
sion resulta mas compleja de determinar. Primero,
se tiene que calcular el tensor de tensién de cada
atomo, stress/atom. El tensor de tensiéon para un
atomo viene dado por la siguiente férmula:

Sap = —mugvy — Wep, (69)
donde a y b toma los valores x, y, z para generar
las componentes del vector. El primer término es
la contribucién de energia cinética y el segundo es
la contribucién de virial debido a las interacciones
intra e intermoleculares. La Gltima contribucién de
virial W, es una funcién mucho més extensa que,
en resumen, tiene en cuenta los pares de energias
e interacciones con los atomos vecinos, las contri-
buciones de interacciéon de Coulomb a largas dis-
tancias y las fuerzas de enlace internas del atomo.
En nuestro caso, como no incluimos carga a nues-
tras particulas, sino que sélo interactiian median-
te el potencial de LJ, la interaccion de Coulomb
es nula. El tensor es simétrico con 6 componentes,
de las cuales s6lo nos interesan zzx, yy y zz. (que
corresponden a las tres primeras componentes del
tensor).

Segun se defini6 en la férmula se tiene que tener
en cuenta dos cosas: la tensién por cada atomo es el
tensor de presién por cada dtomo con signo negati-
vo, y que las unidades se dan en presion - volumen.
Si las componentes de la diagonal del tensor de ten-
sién se suman para todos los atomos del sistema y
dicha suma se divide entre dV', donde d es la dimen-
sién y V el volumen, el resultado serda — P, para P
la presion total. Luego, escribimos para el gas BG:

compute ppABG BG stress/atom NULL
compute pBG BG reduce sum &
¢_ppABG[1] c_ppABG[2] c¢_PpABG[3]
variable PBG equal &
—(c_pBG[1]4+c_pBG[2]+c_pBG[3]) &
/ (3xv_VoIBG)



Toda esta informacién de temperatura, volumen y
presion la extraeremos en un archivo para obser-
var y estudiar el comportamiento del sistema en
funcién del tiempo igual que hemos hecho con las
energias del apartado anterior.

5.4. Trayectoria del pistén

Para hallar las posiciones del pistén en el tiem-
po y registrarla en un archivo necesitamos previa-
mente una variable que obtenga el centro de ma-
sas del pistén en el eje z, mediante el comando
xem(group, dimension):

variable zP equal xcm(Piston,z)

fix outputPiston all print 100 &
"${step} ${zP}" &
file TrayPiston.txt

unfix outputPiston

El comando print, cada 100 pasos, registra en dos
columnas el paso de tiempo y la posicién del piston
en un archivo .txt, respectivamente.

6. Visualizacién 3D: OVITO

Para conocer las trayectorias de las particulas es
preciso hallar las posiciones de todas las particulas
para tiempos determinados y un programa de vi-
sualizaciéon en 3D capacitado para interpretar los
archivos extraidos.

dump Tray all custom 500 &
output .lammpstrj* &
id type x y z

El comando que denominamos Tray obtiene las
posiciones en las coordenadas = y z de todas las
particulas, all, cada 500 pasos de tiempo, en archi-
vos con nombre output.lammpstrjx (donde * co-
rresponde al paso de tiempo). El programa de vi-
sualizacién de nuestro sistema en tres dimensiones
que se utiliza en este trabajo se denomina Ovito,
Open Visualization Tool (p.e. imdgenes 10 y 16).

B. Regla de integracion nu-
mérica de Simpson

La regla de Simpson es un método de integracién
numérica utilizada para obtener la aproximaciéon de

una integral en un intervalo [a,b] mediante el uso
de nodos equidistantes g = a, o = b,y 1 = a+h,
donde h = (b — a)/2, como se aprecia en la figura
28, [34]:

To h
| #@hds = 5 @) + 45(0) + f(o)] -
& . (70)
__ r4)
1),
Y4
| y=f®
. y = Pylx)
. a=1x xI, x;=b :'

Figura 28: Imagen obtenida de la lectura Numerical
Analysis de R. y A. Burden y J. Faires [34).

Para llegar a esta expresion en primer lugar se
realiza una expansion de Taylor polindmica de ter-
cer orden sobre x1. Y, con un £(z) en (xzg, z2) para
cada z en [z, xa):

f@) = f(x1) + f'(z1)(@ — 21)+
f//(xl) f/l/(xl)

B T R TN LR,
@ (¢(g
LGP
y
¥ f@)de = [fan) (@ — o)+
'(x1) o f'(x1) 3

@) e Ty

2 6 )
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Como (z — z1)* nunca es negativa en [xg, z2],
por el teorema del valor medio para integrales [34]
tenemos,

3 / fOE@) (@ = 1)t de
(&) /I2 1
= (x — x1)%dx

24
(@] )

(73)

(&)
120

)
Zo

para cualquier ntimero & en (zg, z2).
Por otro lado, h = 25 — 1 = 1 — x¢, entonces

(22 — 21)* — (z0 — 71)°

= (22 — 21)* — (o — 21)* =0,

(74)

en cambio,

(1‘2 — .’171)3 — (.%‘0 — .’L‘1)3 = 2h3

($2 — $1)5 — (iCO — x1)5 = 2h5 (75)

Consecuentemente, la ecuacién (72) se escribe

FH (&) B
60 '
(76)
La segunda derivada se sustituye por la férmula
de punto medio [34], entonces

T2 3
| #@hds = 2nf@) + £ (a) +

| F@e = 5 G0 +45G) + 7o) -

RS [1

12 (3

. (77)
fW(&) = Y (50} :

En esta dltima expresién podemos tomar los va-
lores &1 y & como € en (x9,22), que nos da final-
mente la regla de Simpson, descrita por la ecuacién
(70).

Este método resulta muy 1til y eficaz para poli-
nomios de segundo orden de Lagrange. En cambio,
un método generalizado de la regla de Simpson pa-
ra una integral arbitraria fab f(x)dx consistiria en
elegir un entero n que divide el intervalo [a,b] en
n subintervalos, y que recibe el nombre de regla de
Simpson Compuesta (figura 29).

Con h = (b—a)/ny x; = a+ jh, para cada
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Figura 29: Imagen obtenida de la lectura Numerical

Analysis de R. y A. Burden y J. Faires [34).

7 =0,1,...,n, tenemos
n/2

/abf(x)dng/L

[f(woj—2) +4f(w25-1) + f(x25)] —

2]
f(x)de =

2j—2

2

~

n

(78)

{h
3
1

<.

L
5/}

para algin &§; con xa;_o < §; < x2;. Por el hecho
de que j = 1,2,...,(n/2) — 1 tenemos que f(z2;)
aparece en el término correspondiente al intervalo
[€2j_2,Z2;] v también al término correspondiente
al intervalo [z2;, Z2;42], que nos permite reducir la
expresién anterior

b h (n/2)—1
[ f@de =53 fa+2 Y flan)t
a i=1
’ (79)
n/2 e n/2
+4)_ f(waj1) + Flan) | = 55 D 1)
j=1 j=1
El error asociado a esta aproximacion es
n/2
h5
(80)

B(f) = —55 > 1Y)

Finalmente, por el teorema del valor medio
existe un valor p € (a,b) tal que fM () =
2271/2

o1 f@® (&) para el cual la regla de Simpson



Compuesta se escribe con su término de error:

b h (n/2)—1
/ f(z)dx = 3 fla)+2 Z f(l.2j)+
/2 = (81)
n b B
+4jz:;f(x2j—1) + f(b)| — ?()ah[lfu)(u)-

1. Cbdigo: Método Simpson Com-
puesta

El c6digo elaborado para resolver la integral (54)
mediante el método de Simpson Compuesta se ex-
plica de forma esquemaética por los siguientes pasos:

Paso 1 Introducimos los valores de los extremos
de la integral a y b, y el ntimero entero de intervalos
n.

Paso 2 Establecer h = (b — a)/n.

Paso 3 Establecer 10 = f(s) + f(b), I1 =
12 =0.

Paso 4 Parai=1,...,n—1 establecer X = a+1ih
y, sl i espar I2 =124 f(X) y, si i es impar [1 =
I1 + f(X).

Paso 5 la aproximacién a la integral es I1 =
h(I04+2-12+4-11)/3.

0y

C. Tercer Coeficiente de Vi-
rial

1. Potencial Cuadrado

Sea el potencial de la forma

00, r<o
u(r) =< —€, o<r<io (82)
0, r> Ao

la solucion a Bs(T")

Bs = —%//f(T12)f(7"13)f(7"23)d71d72- (83)

para dr; = dx;dy;dz;, se puede expresar como una
funcién ctbica de z [25]:

3B = I — 3270 + 3227 — 231®) (84)
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con = exp(e/kpT) — 1. IY) son las integrales
[ [ dridrs sobre las regiones

10 .

rz <o, r3<o, T3<0;

IS o<rig< Ao, riz<o, Tro3<o;

1@ . 0<T12< Ao, 0<T13< Ao, T93 <0}
JAC o<rig< Ao, o<riz<Ao,

o < 1oz < Ao.

(85)

Sea W (a, b, c) simétrica respecto a a, b y ¢ para
W el valor de [ [ dridr, integrado sobre la region
r19 < a, r13 < by ra3 < ¢, es suficiente calcularla
ena>b,a>c

Introduciendo V(a, b, ¢) como el volumen de so-
lape entre dos esferas de radios a y b a distancia r
entre ambas, entonces podemos expresar

W(a,b,c) = 47T/AV(a,b, ryr2dr, (86)
0
con
V(a,b,r) = (7/12) [7“3 — 6r(a® + %)+
3, .3 2 2v2 1 (87)
+8(a” + %) — 3(a® — b?)*r "]
sia—b<r<a+by
V(a,b,7) = (47/3)b> (88)

sir<a-—ob.
De manera que ya podemos resolver facilmente
la integral (86) que en términos de I,

10 = W(o,0,0),
1Y =W (\o,0,0) — IO,

89
I® =W (Ao, Ao, o) — IO — 21V (89)
I® = W(Ao, Ao, Ao) — 1O — 31D — 31,
y obteniendo finalmente
1 2
B3(T) = 203 (5 — 172+
+ (3208 — 1802 —48) 22— (90)

—5 (A% = 32A% 4+ 18X% + 26) 2%)

para A > 2 (en este trabajo A\ = 2.5).



2. Potencial Lennard-Jones siendo

En primer lugar se va a transformar las varialbes 1. /tm—6 [ n n\6/n
de intrgacién de Bs de la siguiente forma [25]: By = tlF ( (L+&"+)
1 et
Bs = —g//f(T12)f(7"13)f(7"23)dT1d7'2 = (14 €n 4 gr)ym/n B
=— // f(r12) f(r13) f(res)dridrs = —(14¢&m)8/m {Hgm}t -
T12>7133712>723 (1 + gn)m/n
3/4 y?)t/? 14+ nm t
L Y S
x RO dRdzd(y?) 6 e+ 6 6
R A AR Fr=i v L RS
(91) (& +pnym/m
donde las variables (95)
R=r1y, (2®+y*)R*=ri (2) £ = R/rs = /(552 + )72 = Rfry =
—1/2
[(1— )% + 2] R? =1}, (=) +47]
En el caso de m = 6, B3 ;—: se hace indefinido,
se pueden apreciar en el esquema de al figura 30.  entonces, tomando el limite m — 6
1 n 1 n
lim Bs,—; = In M
(L+&")(€" +n")
+¢° + 96
3 Cere o (90)
1 n n n
[ i (LEAE )
YR (1 + & +n7)
{ Fijando un valor m = 6 en el potencial de LJ
1 2 (93) el resultado se puede escribir
'-———— xR —
I R: | 5 ) 6 uo 3/n oo
Bs(T) = =b —
3(T) 80<n—6kBT) Z% ( ) ’
Figura 30: Esquema de variables para tres particu- (97)
las obtenida del articulo de T. Kihara [25]. donde
T. Kihara utiliza la expresion general del poten- y_n 6 wug (n=6)/n (98)
cial de Lennard-Jones: 2 12\n—-6kgT ’

r

u(r) = o [ m (a)n o <g)m] , (93) Y (n) obtenidos mediante calculo numérico de las
n—m n—m integrales dobles que vienen en la tabla 2, [25].

,
paran >m >3 Con n = 12 y ug = 4e, finalmente

De modo que expandiendo las exponenciales de 5 de \ /4> t/2
f(rij) en series de potencias resulta Bs(T) = 3 2 (M) Z% 12) ( ) '
ar? (A \m&, (99)
Bs ==~ <kBT> ;y /0 En unidades reducidas B3 (T*) = Bs(T) /b2:
N (94)
(1—y?)1/2 o 5 4 1/4 oo t/2
/ B, dwd(y?) B =5 (7:) 2 (1) (=) - 000
1—-(1-y2)1/2

38



7:(12)
1.383
-2.562
1.215
0.766
0.343
0.047
-0.112
-0.168
-0.164
-0.134
0 -0.098
1 -0.067

— = O 00 O Uik Wi+~ Ot

Cuadro 2: Resultados de v¢(n) para n = 12 halla-
dos mediante cdlculo numérico por Brid, Spotz y

Hirschfelder, J. Chem. Phys. 18, 1395 (1950).

D. Parametros de la ecuacion
de estado BWRM

La ecuacién de la presién en unidades reducidas
como ya sabemos es:

8 6
p* _ p*T* +Zaip*(i+l) +szip*(2i+1)7 (101)
i=1 i=1

donde los coeficientes a; y b; son funciones de la
temperatura y vienen dados en los cuadros 3 y 4,
[28].

a;
1 T* + $2\/1T*+ xr3 + 584/T* + $5/T*2
I’GT* —+ Ty —+ SCg/T* —+ $9/T*2
x10T* + 211 + 212/T*
Z13
z14/T* + 215/T*?
xlﬁ/T*
1’17/T* +$18/T*2
$19/T*2

O O U W N |

Cuadro 3:

Los valores de x; de el cuadro 5 son los parame-
tros ajustables de la ecuacion de estado de BWRM
obtenidos mediante simulaciones por Johnson et al.
[28].
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i b;

1 $20/T*2 =+ l‘gl/T*g

2 LI,‘QQ/T*Q —|— $23/T*4

3 .1‘24/T*2 + .7325/T*3

4 $26/T*2 + I27/T*4

5 $28/T*2 + CUQQ/T*?’

6 $30/T*2 +$31/T*3 +x32/T*4

Cuadro 4:

J T J L5
1 0.8623085097 17 6.3986078524e+01
2 2.9762187658 18 1.6039936732e+01
3 -8.4022301157 19  6.8059166158e+01
4 0.10541366292 20 -2.7912935787e+03
) -0.85645838281 21 -6.2451283045
6 1.5827594701 22 -8.1168361049¢+03
7 0.76394219483 23 1.4887355595e+-01
8 1.7531734143 24 -1.0593467546e+-04
9 2.7982917721e+403 25 -1.1316076328e+02
10 -4.83942202608e-02 26  -8.8677715404e4-03
11 0.99632651977 27 -3.9869828444e+01
12 -3.6980002912e+01 28  -4.6892702999e+-03
13 2.0840122994e+01 29  2.5935352774e+-02
14 8.3054021247e+01 30 -2.6945235894e+03
15 -9.5747997152e4+02 31  -7.2184876315e4-02
16 -1.4777462292e+02 32 1.7218020638e+-02

Cuadro 5:



