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Abstract

Gravity waves and instability are ubiquitous phenomena of a major importance in

atmosphere and oceans. They play a central role in the transport of momentum and

energy balance at a wide range of scales in both space and time. The most common

type of gravity waves is the internal gravity wave (IGW), which occur in the interior of

a stable stratified fluid.

As examples of instabilty we can mention baroclynic and barotropic instabilities,

being both responsibles of cyclogenesis in mid-latitudes and tropics.

The characteristic properties of IGWs are usually studied by using the linear Taylor-

Goldstein equation, which is obtained by neglecting the thermal conductivity and the

viscosity of the fluid. In this study we are going to incorporate these effects.

In order to obtain some useful results, we must simplify the non-linear equations

of motion, so some approximations are carried out. First we will apply the Boussinesq

approximation, and second, we will linearize it by introducing small perturbations. In

order to solve these equations we will use Galerkin method.

We will analyze the conditions under which the instability arises, as well as its

dependence with characteristic parameters like Prandtl number, Rayleigh number and

the shear rate of the basic flow.
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1. Introducción

El estudio de las ondas en fluidos tiene una importancia fundamental tanto práctica

como teórica. Estas ondas tienen escalas y manifestaciones muy diversas, desde la escala

planetaria, como es el caso de las ondas de Rossby, responsables en una primera etapa de

la formación de borrascas y frentes en la atmósfera; a la microescala como pueden ser las

ondas sonoras, con poco impacto en la dinámica de la atmósfera o el océano. La aparición

de ondas en fluidos geof́ısicos es un fenómeno ubicuo, y los mecanismos que las generan son

muy diversos. Podemos citar como ejemplos las ondas de Rossby y las ondas de gravedad en

todas sus variantes, las cuales constituyen los modos normales de oscilación atmosféricos [1].

Los fluidos geof́ısicos se encuentran en unas condiciones que son las de rotación terrestre y

sometidos a una estratificación que es normalmente estable. Por estabilidad entendemos que

el fluido experimentará una restauración a la posición de equilibrio cuando se produce una

perturbación.

Centraremos nuestro interés, debido a su ubicuidad, en las llamadas ondas internas de

gravedad. Este tipo de ondas aparecen en una estratificación estable. Esta es quizás la forma

más familiar de oscilación, y se produce de manera habitual en la atmósfera y el océano,

donde las condiciones de estabilidad suelen ser habituales, amortiguándose la onda conforme

se propaga esta. Otra oscilación de interés para nosotros es la de las ondas debidas a la ciza-

lladura. Estas se producen cuando sobre una capa estable, existe un flujo de cizalla. Ejemplos

de estas oscilaciones son las ondas de Kelvin-Helmholtz o las ondas que se producen cerca de

las corrientes en chorro de la alta troposfera. Además de las anteriores, otra importante forma

de oscilación que se produce en fluidos geof́ısicos, son las ondas internas de inercia-gravedad,

consecuencia de la acción de la rotación terrestre sobre un fluido en equilibrio.

Las ondas internas de gravedad se producen en un fluido en el que existe estratificación

estable, y que son las principales responsables del transporte de momento de los niveles

inferiores de la atmósfera a los niveles altos [1],[2]. Como ejemplo paradigmático podemos

citar las ondas dispersivas que se producen por forzamiento orográfico (ondas de montaña)

y también aquellas provocadas por la convección o las generadas como consecuencia del

ajuste geostrófico en la cercańıa de chorros y frentes. Respecto a la inestabilidad de Kelvin-

Helmholtz, se ha demostrado [3] de manera teórica, que un perfil de velocidad de Helmholtz
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con estratificación estable podŕıa generar ondas internas de gravedad.

Teniendo en cuenta lo anterior, tiene un gran interés práctico el estudio de las inestabili-

dades hidrodinámicas.

Como ejemplos de inestabilidad, podemos citar la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz,

responsable principalmente de la turbulencia en aire claro; la inestabilidad baroclina, res-

ponsable del crecimiento de los ciclones en latitudes medias; la inestabilidad barotrópica,

causante principal de las perturbaciones tropicales y la ruptura de las ondas de montaña en

niveles altos de la atmósfera, responsable también de la turbulencia en niveles altos.

El interés de estudiar estos fenómenos, reside en sus aplicaciones prácticas en meteoroloǵıa,

oceanograf́ıa y climatoloǵıa a distintas escalas espaciales y temporales, puesto que nuestro

conocimiento actual sobre la transferencia de enerǵıa entre escalas se encuentra en una etapa

todav́ıa primaria.

Las ecuaciones que rigen los fenómenos descritos anteriormente no son lineales, y no tienen

una solución anaĺıtica exacta salvo en unos pocos casos muy limitados.

Dada la dificultad de observar y estudiar en la atmósfera éstas inestabilidades, se suele

recurrir a simulaciones experimentales en laboratorio, aśı como a simulaciones numéricas.

Uno de los modelos experimentales más habituales para abordar el estudio de inestabilidades

en latitudes medias, es el del anillo baroclino (Hide 1958). Este consiste en una cavidad con

simetŕıa ciĺındrica, confinada entre dos paredes en rotación. El fluido contenido entre las

paredes es sometido a un gradiente de temperatura [4]. Obviamente, el estudio del anillo

baroclino tiene una semejanza muy somera con la atmósfera y el océano, sistemas éstos

mucho más complejos y con muchas más variables y escalas que interaccionan entre ellas.

Además, las escalas espaciales y temporales en un anillo baroclino son mucho menores que

las que nos podemos encontrar en los fluidos geof́ısicos, si bien, por otra parte, tenemos que

las condiciones de hidrostaticidad y geostrof́ıa dependen de la relación entre las variables,

y no de la magnitud absoluta de estas. Por tanto, las simulaciones experimentales en un

anillo baroclino tienen enormes limitaciones, pero ciertos comportamientos que se dan en

la atmósfera y océano son reproducibles también en el laboratorio, como es el caso de la

aparición de ondas de gravedad y el de la inestabilidad baroclina.

Otro método de estudio diferente al experimental, es la resolución de las ecuaciones fun-

damentales simplificadas, y es el método que se va a abordar en adelante mediante un análisis
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de estabilidad lineal.

Esto se hace necesario en nuestro caso, puesto que los términos advectivos que aparecerán

en las ecuaciones, impiden el análisis de la relación de dispersión directamente.

El objetivo de este trabajo es el de estudiar la inestabilidad que se produce en un fluido

sometido a cizalladura, estudiando los casos con calentamiento desde abajo y desde arriba

[5]. En el estudio del comportamiento del fluido, incluiremos los efectos viscosos y termocon-

ductivos y despreciaremos los producidos por la rotación terrestre [6].

Analizaremos la inestabilidad que se produce en el sistema, al variar ciertos parámetros

caracteŕısticos, como pueden ser la viscosidad, la conductividad, la cizalladura o el gradiente

térmico.

El siguiente apartado de este trabajo está dedicado a la introducción del modelo f́ısico, aśı

como a la explicación de las ecuaciones que lo gobiernan. En los siguientes tres caṕıtulos (2.2,

2.3, 2.4) se desarrollan las ideas presentadas anteriormente, reescribiéndose las ecuaciones

de manera adimensional e imponiendo las condiciones de contorno. En el apartado 2.5 se

desarrolla el método matemático aplicado a nuestras ecuaciones, para ya en la sección 3,

presentar los resultados gráficamente, aśı como su discusión.
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2. Descripción del modelo f́ısico

El modelo que vamos a proponer es el de un fluido incompresible, térmicamente conduc-

tor y viscoso que se encuentra confinado entre dos fronteras horizontales, además de estar

sometido a una cizalladura vertical en la velocidad (figura 1).

Como primera aproximación, realizaremos el estudio omitiendo la rotación, esto es, su-

pondremos que el factor de Coriolis f = 2Ωsenφ (siendo Ω la frecuencia de rotación terrestre

y φ la latitud) es nulo. Podemos dar un argumento f́ısico para despreciar la rotación terrestre,

y éste es que siempre y cuando la frecuencia de Brunt–Väisälä sea mayor que el parámetro

de Coriolis, no es de esperar que la rotación terrestre juegue un papel relevante [1].

Asumiremos por último que el movimiento se produce en el plano x-z, por lo que por

simetŕıa podemos reducir a dos dimensiones el problema.

Figura 1: Representación esquemática del modelo f́ısico estudiado
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2.1. Ecuaciones fundamentales del modelo

Las ecuaciones que gobiernan la dinámica de nuestro problema son las ecuaciones del

movimiento, de conservación de la masa y de conservación de la enerǵıa.

Como sabemos, éstas ecuaciones son no lineales, por lo que deberemos aplicar un método

perturbativo para linealizarlas.

Las expresiones que obtendremos se fundamentan en las que rigen la convección de

Rayleigh-Benard [7]; [8], pero generalizaremos el problema añadiendo un flujo de cizalladura.

El objetivo del cálculo que vamos a desarrollar es el de evaluar las inestabilidades que se

producen en el fluido bajo las condiciones descritas anteriormente, cuando este es perturbado

infinitesimalmente.

La principal aproximación que vamos a imponer en nuestro problema es la conocida

como aproximación de Boussinesq. Esta consiste en considerar la densidad del fluido como

constante salvo en el término de la ecuación del movimiento en que se acopla con la gravedad.

Las variaciones de densidad del fluido, únicamente se tendrán en cuenta cuando sean debidas

a cambios de temperatura y a su vez originen fuerzas de flotación. Estas fuerzas no pueden

ser despreciadas de manera general al poder alcanzar un orden de magnitud relevante.

Supondremos que las variaciones de ciertos coeficientes como el calor espećıfico, viscosidad

y conductividad son despreciables, por lo que los consideraremos constantes. Esto se justifica

por la pequeña dependencia con la temperatura de dichos coeficientes caracteŕısticos del

fluido.

A continuación, planteamos las ecuaciones generales del problema, que posteriormente

linealizaremos con el método perturbativo.

En primer lugar, la ecuación que expresa la conservación de la masa, es la ecuación de

continuidad:
dρ

dt
+ ρ∇u = 0 (2.1)

Siendo ρ la densidad y u la velocidad.

Para un fluido incompresible, la ecuación de continuidad se reduce simplemente a:

∂ui
∂xi

= 0 (2.2)

representando xi las coordenadas cartesianas x,y,z.
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Como se ha mencionado antes, solo tendremos en cuenta cambios de densidad con la

temperatura cuando estos originan fuerzas de flotación.

Para un flujo como el que estamos tratando, podemos aproximar esta dependencia con la

temperatura mediante la ecuación de estado

ρ = ρ0[1− α(θ − θ0)] (2.3)

siendo α el coeficiente de expansión térmica, ρ0 la densidad de referencia en z=0, y θ0 la

temperatura en la cual ρ = ρ0.

La aproximación de incompresibilidad se justifica en la práctica, puesto que el coeficiente

de expansión α vaŕıa entre 10−3K−1 y 10−4K−1 con una variación de temperatura de unos

10oC, lo que hace a su vez que la densidad vaŕıe solo un 1 %.

Cabe también aclarar que el hecho de estudiar un fluido compresible o incompresible tiene

una consecuencia importante respecto al estudio de la distribución de la temperatura. En un

fluido incompresible, los cambios de temperatura son no adiabáticos, mientras que, en un

fluido compresible, pueden darse procesos sin intercambio de calor, como es el caso de la

expansión adiabática de una masa que asciende.

Como se mencionó anteriormente, vamos a aplicar la aproximación de Boussinesq, por lo

que las variaciones de la densidad serán ignoradas salvo cuando se acopla con el término de

la gravedad en la ecuación del movimiento.

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido, son las ecuaciones de Navier-

Stokes, las cuales, bajo la aproximación de Boussinesq y la ecuación de estado anterior ec.

2.3 son:

dui
dt

= − ∂

∂xi

( p
p0

)
− ρ

ρ0
gδi3 + υ∇2ui = − ∂

∂xi

( p
p0

+ gz
)

+ αg(θ − θ0)δi3 + υ∇2ui (2.4)

Por último, la ecuación de conservación de la enerǵıa queda simplificada como:

dθ

dt
= κ∇2θ (2.5)

siendo κ el coeficiente de conductividad térmica.

Vamos a suponer que el fluido se encuentra en un estado básico, sobre el cual se superponen

perturbaciones infinitesimales. Por supuesto, el estado básico debe cumplir igualmente las

ecuaciones de conservación anteriores. Para la velocidad, suponemos un flujo estacionario
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con cizalladura, cuyo perfil vertical viene dado por U0
z

d
î , donde U0 es la velocidad de la

placa superior y d la distancia entre fronteras verticales del fluido.

Respecto a la temperatura, tenemos un fluido confinado entre fronteras ŕıgidas e isotermas,

que está sometido a una diferencia de temperatura entre las fronteras de la forma Θ = θ0−βz

siendo β el gradiente vertical. Este perfil de temperatura es consistente con la ecuación

estacionaria de conservación de la enerǵıa ∇2θ = 0. Para una estratificación estable, la

densidad disminuye con la altura y la temperatura aumenta, luego β < 0. Si invertimos el

signo de β haciendo que sea β > 0, estamos imponiendo un calentamiento del fluido desde

abajo.

En cuanto a la presión, también hemos supuesto que en el estado básico la podemos

aproximar como P = p0− gρ0(z+
1

2
αβz2) , el cual no es un perfil estrictamente hidrostático

pues tenemos una dependencia no lineal con z.

Introducimos las perturbaciones del flujo básico:

~u = ~u′(x, t) + U(z)̂i (2.6)

θ = Θ(z) + θ′(x, t) (2.7)

p = P (z) + p′(x, t) (2.8)

El objetivo de modificar el flujo básico introduciendo unas perturbaciones infinitesima-

les, es el de realizar una análisis de estabilidad del sistema, y evaluar bajo que condiciones

las perturbaciones introducidas crecerán con el tiempo dando lugar a la inestabilidad, o se

amortiguaran restableciéndose el flujo básico.

Con las magnitudes anteriores, podemos obtener las ecuaciones para la perturbación de

nuestro problema.

La ecuación de continuidad para ~u′ queda reducida simplemente a:

∂u′i
∂xi

= 0 (2.9)

La ecuación del movimiento ec. 2.4 se ve modificada bajo estas aproximaciones de la

siguiente manera:

i) el término del gradiente de presión podemos reescribirlo como:

− ∂

∂xi

( p
ρ0

+ gz
)

= − 1

ρ0

∂P

∂xi
− 1

ρ0

∂p′

∂xi
− gδi3
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ii) el término de la gravedad queda como:

αg(θ − θ0)δi3 = (αgθ′ − αβgz)δi3

Por último y teniendo en cuenta − 1

ρ0

∂P

∂z
= g+αβgz ,la ecuación para la perturbación de la

velocidad se reescribe como:

∂u′i
∂t

+ ~u~∇~u = − 1

ρ0

∂p′

∂xi
+ αgθ′δi3 + υ∇2u′i (2.10)

Supondremos que los productos entre perturbaciones, aśı como los productos de pertur-

baciones y derivadas, pueden ser despreciados, es decir u′∇u′ ≈ 0 y u′∇θ′ ≈ 0

En nuestro caso el flujo es:

~u =
[
U0
z

d
+ u′(x)

]̂
i+ w′k̂ (2.11)

∂u′i
∂xi

=
∂u′

∂x
+
∂w′

∂z

Por lo que el elemento ~u~∇~u es, despreciando los productos entre perturbaciones:

~u~∇~u =
(
U0
z

d

∂u′

∂x
+ w′

U0

d

)̂
i+ U0

z

d

∂w′

∂x
k̂ (2.12)

La ecuación de perturbación del movimiento es entonces:

∂u′i
∂t

+ U0
z

d

∂w′

∂x
δi3 +

(
U0
z

d

∂u′

∂x
+ w′

U0

d

)
δi1 = − 1

ρ0

∂p′

∂xi
+ αgθ′δi3 + υ∇2u′i (2.13)

Por el mismo procedimiento

~u~∇θ =
(
U0
z

d

∂

∂x
+ u′

∂

∂x

)
θ + w′

∂θ

∂z
(2.14)

La ecuación de perturbación para la enerǵıa es:

∂θ′

∂t
+
(
U0
z

d

∂

∂x
+ u′

∂

∂x

)
θ + w′

∂θ

∂z
= κ∇2θ′ (2.15)

que recordando que θ = θ0 − βz + θ′(x, t) y teniendo en cuenta la aproximación en ec. 2.14(
U0
z

d

∂

∂x
+ u′

∂

∂x

)
θ + w′

∂θ

∂z
' U0

z

d

∂θ′

∂x
− βw′

la reescribimos finalmente como:

∂θ′

∂t
+ U0

z

d

∂θ′

∂x
− κ∇2θ′ = βw′ (2.16)
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2.2. Variables adimensionales

Para simplificar el modelo, aśı como para extender su utilidad vamos a adimensionalizar

las ecuaciones, introduciendo nuevas variables adimensionales.

Estas variables van a ser combinación de parámetros caracteŕısticos de nuestro problema

[7].

Como escala de longitud, simplemente utilizamos la distancia d/π entre las fronteras

superior e inferior. La escala de velocidad viene dada por U0 , la de temperatura por el

parámetro βd, el tiempo por el cociente d/U0 y la presión por ρU2
0

Longitud: x∗ = xπ/d

Tiempo: t∗ = tU0/d

Velocidad: u∗ = u/U0

Temperatura: θ∗ = θ/βd

Presión: p∗ = p/ρU2
0

Igualmente debemos tener en cuenta que las derivadas respecto a las nuevas variables van

a cambiar de forma.

∂

∂t
=
∂t∗
∂t

∂

∂t∗
=
U0

d

∂

∂t∗
∂

∂xi
=
∂xi∗
∂xi

∂

∂xi∗
=
π

d

∂

∂xi∗

Y de manera sucesiva podemos obtener las derivadas de órdenes superiores.

Podemos ya escribir las ecuaciones 2.13 y 2.16 adimensionalmente:

∂u′i∗
∂t∗

+ z∗
∂u′i∗
∂x∗

+ w′∗δi1 = −U0d

πυ

∂p′∗
∂xi∗

+
αβgd2

U2
0

θ′∗δi3 +
π2υ

dU0

∇2 ~u′i∗ (2.17)

∂θ′∗
∂t∗
− w′∗ + z∗

∂θ′∗
∂x∗

=
π2κ

dU0

∇2θ′∗ (2.18)

A continuación, definimos los números de Rayleigh, Prandtl y Reynolds:

Ra ≡ αβgd4

υκ
; Pr ≡ υ

κ
; Re ≡ U0d

υ

respectivamente.

Estos tres números adimensionales caracterizan nuestro sistema.
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El número de Prandtl, Pr, es una propiedad caracteŕıstica de cada fluido (la dependencia

de Pr con la temperatura no se tiene en consideración en este trabajo), por lo que fijando

valores podemos estudiar distintos fluidos. Los casos que tienen un mayor interés en el con-

texto de este trabajo, son el aire y el del agua, los cuales a una temperatura en torno a 20oC

tienen un valor del número de Prandtl de 0.7 y 7 respectivamente.

El número de Rayleigh representa el gradiente de temperatura al cual se encuentra some-

tido nuestro fluido.

Por último el número de Reynolds representa la velocidad de las paredes, y con ello a la

cizalladura del fluido.

Con estas definiciones podemos escribir las ecuaciones anteriores como:

∂u′i∗
∂t∗

+ z∗
∂u′i∗
∂x∗

+ w′∗δi1 = −π ∂p
′
∗

∂xi∗
+
RaPr

Re2
θ′∗δi3 +

π2

Re
∇2u′i∗ (2.19)

( ∂
∂t∗

+ z∗
∂

∂x∗
− π2

RePr
∇2
)
θ′∗ = w′∗ (2.20)

∂u′i∗
∂xi∗

= 0 (2.21)
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2.3. Condiciones de contorno

En las ecuaciones de nuestro problema, debemos exigir que las soluciones cumplan una

serie de condiciones de contorno.

Podemos distinguir dos tipos de fronteras, las ŕıgidas y las libres.

Dadas las variables adimensionales introducidas en la sección anterior, nuestro sistema

está acotado entre unas fronteras de distancia π.

Independientemente de si las fronteras son ŕıgidas o libres, se deben cumplir las condicio-

nes:

θ = w = 0 en z = 0 y z = π (2.22)

Esto es debido a que tanto las fronteras superior e inferior del fluido se suponen impermea-

bles e isotermas, por lo que tanto la perturbación de la temperatura como la velocidad vertical

deben anularse.

Respecto a las fronteras ŕıgidas, en estas suponemos que no existe deslizamiento, es decir

se anulan las velocidades tangenciales luego

u = w = 0 en z = 0 (2.23)

Como la condición debe satisfacerse para todo x e y en la superficie ŕıgida, de la ecuación de

continuidad tenemos que
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 por lo que en una frontera ŕıgida se cumple la

condición:
∂w

∂z
= 0 en z = 0 y z = π (2.24)

En cambio, en una frontera libre, suponiendo que ésta es estacionaria, tenemos que las com-

ponentes tangenciales del tensor de tensiones, en otras palabras, los esfuerzos tangenciales,

son nulos. Matemáticamente se expresa como:

τxz =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
= 0 ; τyz =

∂v

∂z
+
∂w

∂y
= 0 ; τxy =

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0

Dado que w=0 en z=π, para todo valor de x e y tenemos:

∂u

∂z
=
∂v

∂z
= 0

Si combinamos este resultado con la ecuación de continuidad obtendremos:

∂

∂x

∂u

∂z
+

∂

∂y

∂v

∂z
+
∂2w

∂z2
= 0
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lo que se reduce a
∂2w

∂z2
= 0 en z=π Por ello la condición de frontera libre para z=π queda

finalmente como:
∂2w

∂z2
= 0 (2.25)

En este trabajo utilizaremos las condiciones de frontera ŕıgida a temperatura constante por

lo que las condiciones de contorno son ec. 2.22 y ec. 2.24.
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2.4. Ecuaciones finales del problema

Para simplificar la notación omitimos los asteriscos dando por hecho de ahora en adelante

que trabajamos con variables adimensionales.

A la ecuación del movimiento ec. 2.19

∂u′i
∂t

+ z
∂u′i
∂x

+ w′δi1 = −π ∂p
′

∂xi
+
RaPr

Re2
θ′δi3 +

π2

Re
∇2u′i

vamos a aplicarle el rotacional dos veces, y a proyectar sobre el eje z, puesto que en nuestro

estudio nos interesa la componente en ese eje de la velocidad, es decir w. Con ello conseguimos

eliminar la variable de la presión dado que aparece bajo el operador gradiente.

Tras esta operación y aplicando la ecuación de continuidad (ec. 2.21) para eliminar el

primer término del segundo miembro de la identidad:

~∇× (~∇× ~u) = ~∇(~∇ · ~u)− ~∇2~u

tenemos que para w:

( ∂
∂t

+ z
∂

∂x

)
∇2w′ − π2

Re
∇4w′ =

RaPr

Re2
∇2
hθ
′ (2.26)

siendo el operador ∇2
h =

∂2

∂x2
el laplaciano horizontal.

Respecto a la ecuación de la temperatura ec.2.20, esta queda simplemente como:

∂θ′

∂t
+ z

∂θ′

∂x
− π2

RePr
∇2θ′ = w′ (2.27)

Resolviendo este sistema de ecuaciones (2-23) y (2-24) para la temperatura θ y la velocidad

w con θ = w =
∂w

∂z
= 0 en z=0 y z=π obtendremos la solución del problema.
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2.5. Método de resolución

Para abordar el problema supondremos que las funciones θ, w pueden escribirse como una

combinación lineal de funciones propias. La ecuación 2.26 es una ecuación de cuarto orden,

por lo que estas funciones propias podemos buscarlas a partir de la ecuación de autovalores
d4Y

dz4
= µ4Y , [9], bajo las condiciones de contorno de fronteras ŕıgidas e isotermas descritas

anteriormente (ec. 2.22, ec. 2.24, en z=0 y en z=π, Y =
dY

dz
= θ = 0 La solución general a

esta ecuación es:

Yn =
[
cosh(µnz)− cos(µnz)

]
− βn

[
senh(µnz)− sen(µnz)

]
(2.28)

Donde

βn =
cosh(µnπ)− cos(µnπ)

senh(µnπ)− sen(µnπ)
(2.29)

Los valores µn son las distintas ráıces de la ecuación

cosh(µnπ)cos(µnπ) = 1 (2.30)

cuyos valores son µ1=1,50562 ; µ2=2,49975 ; µ3=3,50001 y para n > 3 µn se ajusta

con bastante aproximación a la expresión µn =
2n+ 1

2
La ecuación 2.30 es el producto de cosh(πµ) que diverge exponencialmente con µ y una

función acotada que oscila entre ±1. Como consecuencia tenemos variaciones muy bruscas

de los valores de la función producto. En la figura 2 representamos las soluciones de dicha

ecuación.
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Figura 2: Gráfica de 1− cosh(µnπ)cos(µnπ)

Para n=1 y n=2 conociendo los valores correspondientes µ1 y µ2, los valores de βn son

β1=0,9825 ; β2=1,00078 convergiendo a 1 al aumentar n.

En la figura 3 representamos las funciones Yn y en la figura 4 las derivadas Y ′n (tres

primeros modos)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
z

-2

-1

0

1

2
YHzL

Figura 3: Funciones Y1, Y2, Y3 , linea gruesa, continua y discontinua respectivamente
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Figura 4: Funciones Y ′1 , Y
′
2 , Y

′
3 , linea gruesa, continua y discontinua respectivamente

Para la temperatura tenemos una ecuación de segundo orden, por lo que propondremos

una combinación lineal de funciones trigonométricas, las cuales cumplirán las condiciones de

contorno exigidas.

Teniendo en cuenta todo lo anterior podemos plantear como soluciones funciones con la

forma:

θ = θ̄(z)eik(x−ξt) (2.31)

w = w̄(z)eik(x−ξt) (2.32)

siendo θ̄(z) =
∑
r=1

brsen(rz) y w̄(z) =
∑
r=1

arYr

Siendo Yn las funciones descritas anteriormente ec. 2.28. Los coeficientes del desarrollo

pueden ser reales o complejos.

En la figura 5 representamos los dos primeros modos de w:
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Figura 5: Primer modo Y1(z)sen(x) (izquierda) y segundo modo Y2(z)sen(2x) (derecha)

En la figura 6 representamos las ĺıneas de corriente de las funciones w, u.
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nH
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0

1

2

3

cosH2 xL HY¢L2

Y 2
se

nH
2

xL

Figura 6: Ĺıneas de corriente de la velocidad en el plano x-z para el primer modo u =

Y ′1(z)cos(x) , w = Y1(z)sen(x) (izquierda) y para el segundo modo u = Y ′2(z)cos(2x) ,

w = Y2(z)sen(2x) (derecha)

En las figuras 7 y 8 representamos las superposiciones de los dos primeros modos con un

flujo de cizalladura.
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Figura 7: Superposición lineal de un flujo de cizalladura y los primeros modos de w. En este

caso 5z + 2sen(x)Y1(z) (izquierda) y 5z + sen(2x)Y2(z) (derecha)

0 5 10 15

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

x

Y 1
Y 2

se
nH

xL
se

nH
2

xL
+

5
z

Figura 8: Superposición de un flujo de cizalladura y el producto de los dos primeros modos.

5z + sen(x)Y1(z)sen(2x)Y2(z)
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La aparición de la inestabilidad en nuestro sistema, se dará cuando para algún k, el

conjunto de parámetros Pr,Ra,Re tenga soluciones con valores positivos de la parte imaginaria

de ω, lo que deviene en un crecimiento exponencial con el tiempo.

Aśı pues, analizaremos la estabilidad de la solución en función de los parámetros que

caracterizan al problema. Para resolver las ecuaciones (ec. 2,26 y ec. 2,27), recurriremos al

método de Galerkin, el cual se desarrolla en el Anexo I 3.

En las ecuaciones de nuestro modelo (ec. 2,26 y ec. 2,27), sustituiremos θ y w por las

funciones 2.31 y 2.32 por lo que obtenemos:[
ikξ − ikz +

π2

Re
(D2 − k2)

]
(D2 − k2)w̄ =

RaPr

Re2
k2θ̄ (2.33)

− ikξθ̄ + ikzθ̄ − π2

RePr
(D2 − k2)θ̄ = w̄ (2.34)

Siendo D el operador D ≡ d

dz
Podemos escribirlas de una manera más compacta:[

(D2 − k2) + ibξ − ibz
]
(D2 − k2)w̄ = hθ1 (2.35)[

(D2 − k2) + ibPrξ − ibzPr
]
θ1 = −w̄ (2.36)

Donde hemos definido:

θ1 ≡
θ̄π2

PrRe
; b ≡ Rek

π2
; h ≡ RaPr2k2

π4

La ec. 2.35 aplicada a w̄ da como resultado:∑
r=1

[
Yrµ

4
r − 2k2Y ′′r + k4Yr + ibξY ′′r − ibξk2Yr + ibzk2Yr − ibzY ′′r

]
= h

∑
r=1

brsen(rz) (2.37)

Del mismo modo, la ec. 2.36 actuando sobre θ̄:∑
r=1

br
[
− n2ϕr − k2ϕr + ibPrξϕr − ibzPrϕr

]
= −

∑
r=1

arYr (2.38)

Aplicamos a continuación el método de Galerkin descrito anteriormente, esto es, la pri-

mera ec. 2.37 la multiplicamos por la función Yn y la segunda ec. 2.38 por ϕn ≡ sen(nz) e

integramos por partes de 0 a π.∑
r=1

[
µ4
rI

(0)
rn + 2k2I(2)rn + k4I(0)rn − ibξI(2)rn − ibξk2I(0)rn + ibk2J (0)

rn + ibJ (2)
rn + ibI(1)rn

]
ar = h

∑
r=1

Lrnbr

(2.39)
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∑
r=1

[
− (n2 + k2)

π

2
δrn + ibPrξ

π

2
δrn − ibPrKrn

]
br = −

∑
r=1

Lnrar (2.40)

Donde hemos definido las siguientes integrales de funciones [10]:

I(0)rn ≡
∫ π

0

YrYndz = πδrn

I(1)rn ≡
∫ π

0

Y ′rYndz

I(2)rn ≡
∫ π

0

Y ′rY
′
ndz

J (0)
rn ≡

∫ π

0

zYrYndz

J (2)
rn ≡

∫ π

0

zY ′rY
′
ndz

Krn ≡
∫ π

0

zsen(rz)sen(nz)dz

Lrn ≡
∫ π

0

Ynsen(rz)dz

En el anexo II 3 se dan las expresiones que permiten la evaluación numérica de estas

integrales.

En el desarrollo de las integrales anteriores se han utilizado las siguientes relaciones:

∫ π

0

Y ′′n Yrdz = Y ′nYr|π0 −
∫ π

0

Y ′nY
′
rdz = −I(2)nr∫ π

0

zY ′′n Yrdz = zY ′nYr|π0 −
∫ π

0

zY ′nY
′
rdz −

∫ π

0

Y ′nYrdz = −J (2)
nr − I(1)nr

Aśı pues, utilizando el método de Galerkin, conseguimos transformar un sistema de ecua-

ciones diferenciales en un sistema de ecuaciones algebraicas.

Reagrupando términos tenemos que∑
r=1

[
(µ4

r +k4− ibk2ξ)I(0)rn + (2k2− ibξ)I(2)rn + ibk2J (0)
rn + ibJ (2)

rn + ibI(1)rn

]
ar = h

∑
r=1

Lrnbr (2.41)

∑
r=1

[
(n2 + k2)

π

2
δrn − ibPrξ

π

2
δrn + ibPrKrn

]
br =

∑
r=1

Lnrar (2.42)
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A medida que aumentan r y n, algunos de los términos de la matriz aumentan polino-

mialmente, por lo que divergen. Para evitar esto, dividiremos la primera ecuación por µ4
r y

la segunda por n2.

De nuevo las reagruparemos en matrices reales y matrices multiplicadas por ξ, quedando

el sistema de ecuaciones como:

A1 B1

A2 B2

 a

b

 =

C1 0

0 C2

 a

b

 (2.43)

El problema queda entonces reducido a un problema de autovalores generalizado donde

hemos definido:

A1 =
(µ4

r + k4)I
(0)
rn + 2k2I

(2)
rn + ibk2J

(0)
rn + ibJ

(2)
rn + ibI

(1)
rn

µ4
r

A2 = −Lrn
n2

B1 = −hLnr
µ4
r

B2 =
(n2 + k2)

π

2
δrn + ibPrKrn

n2

C1 =
ibk2ξI

(0)
rn + ibξI

(2)
rn

µ4
r

C2 =
ibPrξ

π

2
δrn

n2

y si cambiamos de variable mediante λ = ibξ

A1 B1

A2 B2

 a

b

 = λ

C1 0

0 C2

 a

b

 (2.44)

siendo ahora:

C1 =
k2I

(0)
rn + I

(2)
rn

µ4
r

C2 =
Pr

π

2
δrn

n2

Puesto que hemos introducido la nueva variable λ = ibξ , en el problema de autovalores

anterior debemos, para identificar la inestabilidad, buscar regiones con Re(λ) < 0.
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En cuanto a la parte imaginaria de λ, esta corresponde a la frecuencia a la que se propaga

la onda.
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3. Resultados y conclusiones

Para evaluar la validez de nuestro modelo, podemos comparar algunos resultados con la

literatura ya existente [10] , [11] El método utilizado por los citados autores, es análogo al del

presente trabajo, si bien la configuración del problema, aśı como las relaciones entre algunas

magnitudes difieren.

Los valores del número de Rayleigh equivalentes para hacer la comparación son Ra = 6008

y Ra = 30043, fijando k = 4/π, Pr = 1, y corresponden a un calentamiento desde abajo. Los

resultados obtenidos se representan en las siguientes gráficas 9.
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Figura 9: Comparación entre los resultados obtenidos por Gallagher y Mercer (ĺınea disconti-

nua) y los obtenidos con el modelo expuesto en este trabajo (ĺınea continua) para dos valores

distintos del número de Rayleigh.

Como se ha indicado, si hacemos que β > 0, el número de Rayleigh es positivo, lo cual

indica un calentamiento del fluido desde abajo. Esta configuración reproduce el problema de

Rayleigh-Benard con cizalladura vertical, y es el que vamos a analizar en primer lugar.

Invirtiendo simplemente el signo de β, podemos estudiar la estabilidad del fluido calen-

tando desde su parte superior.

-Caso con Ra > 0

Podemos estudiar en primer lugar, el caso del numero de Prandtl correspondiente al aire,

que toma aproximadamente el valor de Pr = 0,7
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Si representamos la parte real de los autovalores λ de la ecuación 2.44 en función del

producto kRe para distintos valores del numero de Rayleigh tenemos:
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Figura 10: Parte real de los primeros autovalores para Ra=0 (izquierda) y Ra=1000 (derecha).

Pr=0.7
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Figura 11: Parte real de los primeros autovalores para Ra=5000 (izquierda) y Ra=10000

(derecha). Pr=0.7
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Figura 12: Parte real de los primeros autovalores para el valor cŕıtico del número de Rayleigh.

En las gráficas de las figuras 10, 11 y 12 se han representado las partes reales de los

autovalores más pequeños para distintos casos. Cuando la parte real de estos sea negativa se

producirá la inestabilidad, siendo suficiente con que el menor de los autovalores cumpla esta

condición.

Para realizar los cálculos se ha elegido truncar las matrices en n=50. En cuanto al valor

de k, se ha optado por fijar el número entero mas pequeño posible, k=1.

Cabe notar que Ra = 0 representa el caso en el cual no existe gradiente de temperatura,

por lo que tendŕıamos un flujo con cizalladura únicamente.

Podemos observar según los resultados de las figuras 10 y 11 que, tal y como cab́ıa espe-

rar, se obtiene la inestabilidad cuando el número de Rayleigh es lo suficientemente grande.

También observamos que al aumentar el valor del número de Reynolds, se restaura la esta-

bilidad. Es decir, dada una situación de inestabilidad debida al calentamiento puede llegar

a ser inhibida por la cizalladura vertical. El valor del número de Reynolds necesario para

restablecer la estabilidad, es mayor cuanto mayor sea el número de Rayleigh.

De acuerdo con los resultados representados en la figura 12, el valor cŕıtico de Ra para

el cual empezamos a observar inestabilidad es aproximadamente Ra ∼ 3500, si bien esta se

daŕıa para un valor prácticamente nulo de Re.
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En las figuras anteriores, observamos que existen bifurcaciones para ciertos valores de kRe.

La interpretación f́ısica es, que por debajo del valor de kRe donde se produce la bifurcación

tenemos dos autovalores distintos en la parte real, que representan ondas estacionarias, y por

encima de ese valor, nos encontramos con un par de autovalores complejos conjugados que

representan ondas viajando en direcciones contrarias.

Podemos extender el estudio variando el número de Prandtl, en este caso al valor del agua

a unos 20oC, Pr = 7. Los resultados obtenidos son:
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Figura 13: Parte real de los primeros autovalores Ra=0 (izquierda) y Ra=100 (derecha).

Pr=7
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Figura 14: Parte real de los primeros autovalores para Ra=200 (izquierda) y Ra=500 (dere-

cha). Pr=7
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Figura 15: Parte real de los primeros autovalores para el valor cŕıtico del número de Rayleigh.

Vemos que las inestabilidades se producen para valores del número de Reynolds bastante

más bajos que para Pr = 0,7 tal y como cab́ıa esperar. De nuevo, la cizalladura puede

restaurar la estabilidad, y el valor de esta debe ser mayor al aumentar el numero de Rayleigh.

El caso de Ra = 0 tiene un interés especial como se mencionó anteriormente, puesto

que representa el caso de gradiente nulo de temperatura, esto es, nuestro problema se ve
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reducido entonces al estudio de la estabilidad lineal para un fluido incompresible sometido a

cizalladura (flujo de Couette). Como resultado, tenemos que bajo estas condiciones (Ra = 0)

la solución con k = 1 es siempre estable para cualquier valor de Re, si bien es cierto que la

parte real de los autovalores disminuye al aumentar Pr. Es decir, existe una tendencia a la

inestabilidad al aumentar el número de Prandtl, pero esta no llega nunca a alcanzarse. Este

resultado es consistente con los resultados obtenidos por (Gallagher, McD.Mercer, 1961) [9],

los cuales demostraron que un flujo de Couette es siempre estable para todo Re.

Podemos extender el estudio anterior a la parte imaginaria de los autovalores, la cual no

esta directamente relacionada con la estabilidad, pero nos indicará la aparición de ondas en

el fluido para los valores de kRe donde se producen las bifurcaciones en los autovalores.
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Figura 16: Parte imaginaria de los dos primeros autovalores para los números cŕıticos de

Rayleigh con Pr=0.7 (izquierda) y Pr=7 (derecha)

En la figura 16 se aprecia la bifurcación, en el mismo valor de kRe para el que se produce

la bifurcación en las gráficas 12 y 15. A partir de un valor de kRe, se tiene que los autovalores

pasan a ser un par de complejos conjugados, los cuales, como ya se ha comentado, representan

ondas viajando en sentido contrario una respecto a la otra.

-Caso con Ra < 0

A continuación podemos analizar una configuración con Ra < 0 , es decir, de estabilidad

térmica para Pr = 7

Como se ha observado en los resultados anteriores, cuando no existe estratificación térmica
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(Ra = 0), no existe inestabilidad, si bien si que se producen ondas de gravedad que se

amortiguan al propagarse.
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Figura 17: Partes real (linea continua) e imaginaria (discontinua) de los dos primeros auto-

valores, Pr = 7
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Figura 18: Partes real (linea continua) e imaginaria (discontinua) de los dos primeros

autovalores,Pr = 7

Se observa en las figuras que la parte real de los autovalores nunca llega a hacerse negativa,

por lo en condiciones de estratificación estable no se produce inestabilidad independientemen-

te de Re.
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Respecto a la parte imaginaria, se observan, al igual que en la figura 16 bifurcaciones que

representan ondas de gravedad propagándose en sentido contrario.

Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un estudio de estabilidad lineal, en un fluido conductor

del calor y viscoso, sometido a calentamiento y a cizalladura vertical.

Para llevarlo a cabo, hemos aplicado un método perturbativo para linealizar las ecuacio-

nes, y con el fin de resolver estas, hemos recurrido al método de Galerkin.

Los resultados obtenidos son consistentes con los estudios previos, demostrándose en

primer lugar, que un flujo de Couette sin gradiente de temperatura es siempre estable [10].

Se ha podido observar igualmente, que cuando se calienta el fluido desde abajo, este se

inestabiliza si se supera un valor de Rayleigh cŕıtico, y que es el número de Reynolds el que

puede restaurar la estabilidad al superarse un valor umbral. Es decir, la cizalladura puede

estabilizar un fluido que se inestabiliza por calentamiento. Al extender el estudio a diferentes

fluidos, se ha podido demostrar que cuanto mayor es el número de Prandtl, mas pequeño

debe ser el calentamiento (Ra) para que se produzca inestabilidad. De nuevo estos resultados

reproducen los obtenidos anteriormente [11]

En el análisis anterior, también hemos podido observar bifurcaciones, las cuales delimitan

situaciones en las cuales se producen ondas estacionarias u ondas de gravedad.

Por último, se ha podido comprobar que en condiciones de estratificación térmica (calen-

tamiento desde arriba), no se observa inestabilidad, pero si ondas internas de gravedad que

se amortiguan al propagarse en el fluido.
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Anexo I

En este anexo desarrollamos brevemente el método de Galerkin utilizado para resolver de

manera aproximada las ecuaciones 2.35 y 2.36

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V, cuya base está formada por un conjunto

de funciones independientes entre si {φi(x)}∞0 .

Cualquier función del espacio V, puede desarrollarse como una combinación lineal de

elementos de la base de la forma f(x) =
∞∑
i=0

ciφi(x)

Si tenemos una ecuación diferencial del tipo
df

dx
+f(x) = 0 , podemos proponer soluciones

de la forma u(x) =
N∑
i=0

ciφi(x) en la ecuación, remplazando f por u, siendo φi(x) un número

finito de las funciones que forman base y que satisfacen las condiciones de contorno de nuestro

problema y que denominaremos funciones de prueba, y ci unos coeficientes desconocidos.

En general, la solución propuesta u(x) no cumplirá la ecuación diferencial original, sino

que dará lo que se conoce como residuo, definido como: R ≡ du(x)

dx
+ u(x)

El método de Galerkin establece la condición de ortogonalidad entre el residuo y las

funciones de prueba φi(x) por lo que∫ b

a

φi(x)
{d(

∑N
i=1 ciφi(x))

dx
+ f(x)

}
dx = 0

resultando N ecuaciones algebraicas lineales para los coeficientes ci.

Exigir que el producto escalar entre el residuo y el conjunto de funciones de prueba

sea nulo (o en otras palabras ortogonal), es equivalente a exigir que el error de la solución

aproximada sea nulo en promedio.

Una vez resolvemos el sistema de ecuaciones para ci obtendremos la solución aproximada

de la ecuación diferencial u(x) =
N∑
i=0

ciφi(x).

En nuestro caso, tenemos dos ecuaciones 2.35 y 2.36, por lo que el sistema a resolver

resulta en una matriz de dimensiones 2N x 2N.
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Anexo II

Los valores de las integrales que aparecen en la sección 2.5, y que hay que desarrollar en

las ecuaciones 2.37 a 2.40 se obtienen con las siguientes fórmulas:

I(0)rn =

∫ π

0

YrYndz = πδrn∫ π

0

ϕrϕndz =
π

2
δrn

I(1)rn =


0 si r+n es par

8µ2
rµ

2
n

µ4
r − µ4

n

si r+n es impar

I(2)rn =



−8µ2
rµ

2
n

µ4
r − µ4

n

(µrβr − µnβn) si r+n es par y r 6= n

0 si r+n es impar

πµ2
nβ

2
n − 2µnβn si r=n

J (0)
rn =


0 si r+n es par y r 6= n

−32µ3
rµ

3
nβrβn

(µ4
r − µ4

n)2
si r+n es impar

π2

2
si r=n

J (2)
rn =



−4πµ2
rµ

2
n

µ4
r − µ4

n

(µrβr − µnβn) si r+n es par y r 6= n

4πµ2
rµ

2
n

µ4
r − µ4

n

(µrβr − µnβn)− 16(µ4
r + µ4

n)

(µ4
r − µ4

n)2
µ2
rµ

2
n si r+n es impar

1

2
π(πµ2

nβ
2
r − 2µnβn) si r=n

Krn =

∫ π

0

ysen(ry)sen(ny)dy =


0 si r+n es par y r 6= n

−4rn

(r2 − n2)2
si r+n es impar

π2

4
si r=n

Lrn =

∫ π

0

Ynsen(ry)dy =


4rµ2

n

µ4
n − r4

si r+n es par

0 si r+n es impar

34



Bibliografia

4. Referencias

[1] Holton J: An introduction to dynamic meteorology 4ed., IGS 88, Elsevier, 2004

[2] C. Nappo: An Introduction to Atmospheric Gravity Waves Academic Press, Berlin,

2003. International Geophysics Series, Volume 85

[3] Richard. S. Lindzen: Dynamics in atmospheric physics Cambridge univerity press.

1990

[4] A. Randriamampianina y E. C. del Arco: Inertia-gravity waves in a liquid-filled,

differentially heated, rotating annulus., Journal of Fluid Mechanics, 782:144–177, 2015.

[5] P. E. Carracedo: Ondas de gravedad en fluidos viscosos y termoconductivos., trabajo
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