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Introduccion

El presente documento lo entrego como trabajo final en el Méaster de
Matemaéticas Avanzadas de la UNED, correspondiente a la opcién Analisis
Matematico.

Cuando se da a conocer la oferta de posibles trabajos finales, veo como
continuacion natural de los cursos de Analisis Funcional y de Operadores
en Espacios de Banach el tema propuesto por el Prof. Dr. José Leandro de
Maria.

Comienzo el trabajo con una introducciéon a los espacios de Banach y la
presentacion de los teoremas bésicos del andlisis funcional. A continuacién
me refiero a la topologia de la norma como la topologia fuerte, en el sentido
de que, para que de toda sucesién acotada pueda extraerse una subsucesion
convergente es necesario y suficiente que la dimension del espacio sea finita.
Esta contrariedad origina el estudio de otras topologias que generen maés
compactos, que evidentemente deberan ser menos finas que la de la norma.
Fundamentalmente en este trabajo haré referencia a la topologia débil y a la
topologia débil estrella. Es claro que si la dimension del espacio es finita, las
topologia fuerte, la débil y la débil estrella son equivalentes, por lo que en
adelante, para que sea de interés consideraré espacios de dimension infinita

La topologia débil se puede definir en cualquier espacio vectorial norma-
do, resultando con esta topologia un espacio vectorial localmente convexo y
Hausdorff, pero si la dimension del espacio no es finita, no serd metrizable,
con lo que en estos casos, la topologia fuerte es estrictamente méas fina que
la topologia débil.

La topologia débil estrella solo se define para espacios duales, pero sor-
prendentemente con ella obtenemos el teorema de Alaoglu que nos permite
asegurar que la bola unitaria cerrada de dicho espacio es compacta con la
topologia débil estrella. Otro resultado notable es el teorema de Goldstine,
que demuestra que si E es un espacio vectorial normado entonces E es denso
en E” con la topologia débil estrella.

Probablemente el teorema de Eberlein-Smulian sea el centro de este tra-
bajo, ya que nos permite asegurar que un conjunto es débilmente compacto
si y solo si es débilmente compacto por sucesiones. En los espacios métricos
es conocida la equivalencia entre los conceptos de compacidad y de sucesion-
almente compacto, pero lo sorprendente del teorema de Eberlein-Smulian
es que esta equivalencia se hace sabiendo que el espacio en cuestién con la
topologia débil no es metrizable.
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Historicamente el desarollo de estos conceptos comienza a principios del
siglo veinte y es Hilbert, segin Dieudonné en su “History of functional ana-
lysis” el que introduce el concepto de “convergencia débil” en 1906: For the
development of Functional Analysis, the most important concepts introduced
by Hilbert were what he calls "continuity” and "complete continuity”, which
correspond to what will later be called the "strong” and "weak" topologies on
Hilbert space.

De igual manera los trabajos de Smulian y de Eberlein tienen lugar en
periodos donde la nocién de compacidad en los espacios topologicos tal cual la
utilizamos hoy en dia, estaba en desarrollo. En 1940 Smulian establece que si
E es un espacio topologico dotado con la topologia débil y A un subconjunto
de él, entonces A es relativamente numerablemente compacto si y solo si A es
relativamente secuencialmente compacto, luego en 1947, Eberlein prueba la
equivalencia entre relativamente compacto y relativamente numerablemente
compacto. En este trabajo se comentara directamente la equivalencia entre
relativamente compacto y secuencialmente compacto para un subconjunto A
de un espacio topolégico £/ munido con la topologia débil.

Finalmente como aplicaciéon de los conceptos vistos anteriormente se pre-
sentan algunos resultados sobre operadores
débilmente compactos, especialmente la propiedad de factorizacion a través
de espacios reflexivos.

Breve historia del Analisis Funcional Los espacios normados fueron
introducidos en la segunda decada del siglo XX. No fué un hecho aislado,
porque paralelamente se desarrollaban teorias mas generales como eran los
espacios vectoriales topologicos y otras més concretas como la de los espacios
de Hilbert. Por supuesto unas y otras iban influyendose entre si, la teoria de
espacios de Hilbert fué una inagotable fuente de sugerencias y definiciones
que los espacios normados recogieron y ampliaron afindndolas. Logicamente
importantes matematicos hacian articulos con repercusion en varias teorias
a la vez.

Ya desde el origen del Calculo Infinitesimal se vié la necesidad para el
tratamiento de algunos problemas el paso de lo finito a lo infinito. El calculo
en diferencias dio lugar a su paso a lo infinito con el calculo infinitesimal. A
mediados del siglo XVIII las semejanzas entre el Algebra Lineal y los prob-
lemas del Céalculo Diferencial se manifiestan en el estudio de la ecuacién de
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las cuerdas vibrantes. Daniel Bernoulli tiene dos ideas que seran reiterativas
en el tratamiento de los problemas funcionales con origen en la ecuacion

QPu(z,t) 2 0?u(z,t)

0x? ot?

La primera es considerar la oscilaciéon de una cuerda como el limite de la
oscilacion de n masas puntuales en la cuerda vibrante.
La segunda es que la oscilacion general se puede descomponer como la

suma
> anpa(z,t)

de las oscilaciones propias ¢, (z,t).
Pero lo fundamental es que tanto las ecuaciones diferenciales, como las in-
tegrales
d2

d
L=— —
7oz T (@) = + a(2)

J= / bK(x,y)u(x)d:U

se empezaron a considerar como operadores definidos en espacios de fun-
ciones con valores en espacios de funciones. Muchos de ellos tenian propiedades
lineales con lo cual eran una generalizaciéon de las trasformaciones lineales.

Bernhard Riemann (1826-1866) en su tesis ya hablaba de colecciones de
funciones formando un conjunto conexo y cerrado.

Ascoli y Arzela intentaron extender la teoria de conjuntos de Cantor
a conjuntos de funciones que consideraban como puntos. Hadamard en el
Primer Congreso Internacional de Matematicos de 1897 sugirié que se tratasen
como conjuntos de puntos ciertas colecciones de curvas a efectos de utilizarlas
como dominios de definicién de los operadores para utlizar métodos analogos
al analisis matematico y del algebra lineal.

El mayor esfuerzo por construir una teoria abstracta de los espacios de
funciones lo hizo Maurice Fréchet (1878-1973) en su tesis doctoral de 1906, en
la que introdujo los espacios métricos, asi como los operadores lineales y (esto
esta relacionado con nuestro trabajo) denomind “extremal” a los conjuntos se-
cuencialmente compactos y “compactos” a los relativamente secuencialmente
compactos.
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Las métricas en los espacios de funciones que hoy conocemos como norma
del supremo y de la integral también se definieron en los trabajos de Fréchet,
as{ como la métrica (denominada de Fréchet) en los espacios de sucesiones.
Otros de los logros de este matematico francés fué la definicion de continuidad
y diferenciabilidad de un funcional, lo que hoy conocemos como derivada de
Fréchet.

En 1906 E.H.Moore comenz6 a extraer de la teoria de las ecuaciones lin-
eales con un nimero finito de incognitas la teoria para infinitas incognitas, y a
sus estudios los denomind Analisis General con una introduccién axiomaética.

Los estudios de Hilbert sobre las ecuaciones integrales se basaban en el
desarrollo de las funciones por su serie de Fourier, pero Hilbert no asocio los
coeficientes de Fourier a puntos de un espacio infinito dimensional. Quien lo
hizo fué Schmidt fundamentando desde el caso de dimension finita al infinito
las desigualdades de Bessel y la formula de Schwarz. En 1907 tanto Schmidt
como Fréchet anunciaron que la geometria del espacio L2era identica a los
espacios de Hilbert. A partir de aqui ya se hace evidente el paralelismo entre
los espacios de Hilbert y los espacios de funciones. Hilbert en su espacio
axiomatizado se ve en la necesidad de introducir dos tipos de convergencia
distintos: los que corresponden a nuestra convergencia débil y fuerte.

Otra aproximacion a los espacios abstractos la inici6 Riesz, aproximada-
mente en 1918, aunque la definicién completa es de Banach que junto con
Hahn y Helly trabajaron sabiendo que las normas podrian no tener un pro-
ducto escalar asociado. La mayor generalidad llevaba a estudiar mas espacios
pero se perdia la ortogonalidad y por tanto la posibilidad de asegurar la ex-
istencia y localizacion de puntos proximos.

Banach introdujo la definiciéon de operador lineal continuo y estudio la
ecuacion

r+hF(z)=y

donde x e y son funciones de un espacio, F' un operador lineal continuo y A
un escalar. Encontré una solucién

v =y + Y1) FO(y)

donde F = F(F®™=1) generalizando el método de Volterra de resolucion
de las ecuacioens integrales.

En 1927 Hahn enunci6 el Teorema de Hahn y en 1929 Banach independi-
ente lo enuncié y demostro el teorema que paso a llamarse de Hahn-Banach.
Entre ambos construyen toda la teoria de dualidad y de operadores y sus
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traspuestos. Hubo muchas aportaciones de Helly y Minkowski. Steinhaus y
Saks se preocupan por las cuestiones de “categoria’ lo quedesemboca en el
enunciado de los teoremas de Grafico Cerrado y Babach-Steinhaus, dejando
construidas las bases que fundamentan la teoria.

Todos estos avances pudieron ser formalizados y estructurados por los
avances de la Topologia General entre 1930 y 1940, afinados por el uso de J.
von Neumann en 1935 de los espacios localmente convexos y de los conjun-
tos acotados, que consiguieron espectaculares resultados en los trabajos de
Mackey.

Una de las aplicaciones mas potentes es la Teoria de Distribuciones de
Schwartz donde los espacios localemte convexos y sus duales es fundamental
en la resolucion de ecuaciones funcionales.

Cada teorema siguiente tiene una historia de una investigacion detras y
eso superaria los limites de esta pequena introduccion.
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1. Espacios de Banach

1.1. Algunas consideraciones previas

Los espacios vectoriales considerados seran siempre sobre el cuerpo de los
reales o sobre el cuerpo de los complejos y representaremos por K a cualquiera
de ellos.

Definiciébn Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K, diremos que la
aplicacion p : E — RTes una seminorma sobre E si verifica:

i) para todo z,y € E' p(x +y) < p(z) + p(y)

i1) para todo z € E y para todo A € K p(Az) = |A| p(x)
Si ademés para todo x € E con z # 0 se cumple que p(xz) > 0 diremos
entonces que p es una norma sobre F.

Lema 1.1.1 Si p es una seminorma sobre F y z e y son dos vectores
cualesquiera de E, entonces |p(x) — p(y)| < p(x —y)

La demostracion surge en forma inmediata utilizando la propiedad ) de la
definicion de seminorma.

Teorema 1.1.2 Una funcién p : E — RT es una seminorma en E siy
solo si p(Ax) = |\|p(z) para todo x € E' y para todo A € Ky el conjunto
{z € E: p(x) <1} es convexo.

Demostracién Supongamos que C, = {x € E : p(z) < 1} sea convexo y
sean = e y dos vectores cualesquiera de E consideremos los nimeros a y b
tales que a = p(xz) + 5 y b = p(y) + 5, con € > 0 arbitrario. Consideremos
los vectores ¥y = a 'z y y; = b~ 'y, se cumple que p(z1) < 1 y p(y1) < 1
entonces

a n b
Z = i
at+b T e

pertenece a C), es decir que p(z) < 1, pero entonces como puedo escribir
z = (a+b)~'(z +y) deducimos que p(z +y) < a+ b. Finalmente obtenemos

plxr+y) <px)+ply) +¢

y recordando que el ¢ es arbitrario obtenemos

p(z+y) < plx) +ply)



Lema 1.1.3 Si p y ¢ son dos seminormas sobre £y a y b dos ntimeros
reales positivos tales que p(z) < a implica g(z) < b, entonces ag(x) < bp(x)
para todo x € E.

Demostracién Supongamos que el lema es falso, entonces existe un w € E
para el que se cumple

ag(w) > bp(w)

sea t > 0 tal que
aq(w) >t > bp(w)

el vector (2)w cumple que
ab bw
p((5)w) = ap(—~) <a
y también
ab aw
o((Dyw) = ba(") > b

lo cual es una contradiccién.

Teorema 1.1.4 Sea E un espacio vectorial y sea A C F un subconjunto
absolutamente convexo y absorbente. Entonces existe una tnica seminorma
ptalque {xr € E: p(x) <1} CAC{zr € E: px) <1}

Demostraciéon La unicidad surge de aplicar el lema 1.1.3 ya que si suponemos
que existen dos normas p y ¢ que cumplen

{reFE:pk)<l}CcAC{zreFE: p) <1}

{reFE:qlx)<l}CcAC{zeE: q(x) <1}

entonces para todo x tal que p(x) < 1 se cumple que x € A que a su vez
significa que g(x) < 1 con lo que debe ser ¢(z) < p(z) para todo z € E. De
igual manera se prueba que p(z) < ¢(z) para todo z € E, lo que finalmente
implica que p = q.

Para demostrar la ultima parte, consideremos como seminorma el fun-
cional de Minkowski (o calibrador) del conjunto A

pa(z) =inf{A>0: z € \A}
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Como A es equilibrado, se tiene que para todo A > 0 0 € \A, lo que significa
que p4(0) = 0. Entonces si t = 0 resulta que pa(tx) = pa(0) =0 = |t| pa(z).
Si suponemos ahora que t # 0 entonces %A para A > 0 coincide con ﬁA por

ser A equilibrado, por consiguiente se tiene que pa(tz) = inf{\ > 0: tx €
My =inf{A>0: z€ 24} =inf{A>0: v € 2A} = |t]mf{ﬁ >0:

It]
T € ﬁA} = |t| pa(x).
Sean ahora x e y dos vectores cualesquiera de E y consideremos dos
ntmeros reales positivos A\ y p tales que v € AA e y € uA . Entonces

r+yeNA+ A
y como A es convexo, se tiene
r+ye A+ pA

y por consiguiente
palr+y) < A+p

de lo anterior sigue que
palz+y) <inf{A>0: z € M} +inf{u>0: x € pA} = pa(z) + paly)

Supongamos ahora que w € E verifica que p4(w) < 1 entonces existe un real
t tal que 0 < t < 1 para el que vale w € tA pero como A es equilibrado,
resulta que tA C A, finalmente z € A, luego vale

{reE:px)<l}cCA

Para probar la otra implicacion, consideremos y € A, de acuerdo a la defini-
cion de py se tiene que pa(y) < 1y por tanto

AcCc{zeFE: p(x) <1}

Sea FF un E.V.T.

Definiciéon 1  Un subconjunto A de E se dice completo si y sélo si todo
filtro de Cauchy en A converge a un punto x de A.



Definicién 2  Diremos que A C M es secuencialmente completo si y sélo
si cada sucesion de Cauchy en A converge a un limite en A.

Evidentemente si A C E es completo, entonces es secuencialmente com-
pleto, pero la proposicion reciproca es en general falsa. Existe sin embargo
una importante clase de E.V.T., los llamados espacios metrizables para los
que si vale el reciproco.

Definiciéon 3 Un E.V.T. E se dice metrizable si su topologia puede definirse
por una distancia.

Teorema 1.1.5 Sea E un E.V.T.metrizable y sea A un subconjunto se-
cuencialemente completo de E, entonces A es completo.

Demostracion Como E es metrizable, existe una base numerable de
entornos del origen de E, sea {U,},en dicha base. Debemos probar que
cualquier filtro de Cauchy F en A, converge en A. Para cada n € N ex-
iste M,, € F tal que M,, — M,, C U,. Para cada n considero el conjunto
My My Ms ...\ M, que no es vacio porque los M; € F, por lo que
puedo elegir para cada n € N un z,, en dicho conjunto. Es obvio que la suce-
sion (2, )nen es de Cauchy y entonces converge a un punto x de A. Debemos
probar entonces que el filtro F converge a x. Dado U, existe U, tal que
M, + M, C U,, sea entonces h € N con h > k de forma que z;, € U, + .
Como x, € My, vale

My — My, C Uy, entonces My — x; C Uy con lo que My C xp Uy

finalmente
M,cx+U,+U,Cz+U,

Definicién 4 Un E.V.T. se dice de Banach si es normado y completo.

Es decir que si (F,||.||) es un E.V.T. normado, para probar que es un
espacio de Banach, deberia probar que es completo, pero como todo espacio
normado es metrizable y teniendo en cuenta el teorema 1.1.5, es suficiente
con probar que es secuencialmente completo.



Ejemplo 1 Sea E un E.V.T. normado y de dimension finita. Sabemos
que todo E.V.T. Hausdorff de dimension finita es completo y como FE es
normado,entonces es Hausdorff. Es decir que si F es un E.V.T. normado y
de dimension finita entonces es un espacio de Banach.

Comentario De acuerdo al Teorema de Riesz, estos son los tinicos espacios
de Banach localmente compactos.

Ejemplo 2 Sea E el espacio de las funciones continuas en un compacto K,
al que notaremos por C'(K). Dotemos a C(K) con la norma del supremo

para todo f e C(K), |fll = Sg£|f(l“)|

Consideremos en C'(K) la sucesion de Cauchy (f,)nen, se cumple que para
cada x € K la sucesion (f,(z))nen es de Cauchy en C lo que significa que
tiene limite, al que llamaré f(z). De lo anterior se deduce que (f,)nen con-
verge puntualmente a una cierta funcion f en K. Probemos entonces que la
convergencia es uniforme.

Como para todo € > 0 existe N(¢) tal que para todo m,n € N, m,n >
N(e)

€
n-_ Jm <=
1= fiull < 2
entonces e
sup |fn<x> - fm(x)’ < 5

para cada x € K elijo r, > N(¢) de forma que |f,(z) — f,,(x)| < 5 . Entonces
para cada n > N(e) y para cada z € K se tiene que

[f(2) = ful@)] < [f(2) = fro (@) + [ fr.(2) = fulz)] <&

entonces

sup |f(z) — fu(z)] < e para todo n > N(e)
zeK

lo que finalmente significa que para todo € > 0 existe N(g) de forma que
para todon € N, n > N(e)

|f_fn’§€

o sea que (f,,)nen converge uniformemente a f , lo que implica la continuidad
de f , entonces f € C(K) con lo que C(K) es sucesionalmente completo lo
que hace de C(K) un espacio de Banach.
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Ejemplo 3 Sea E el espacio £, con 1 < p < 4+00. Sea 2" = (]}, )men una
sucesion de Cauchy con la norma ||zf|, = (3_ ]xi|p)1/p . Entonces dado € > 0
i=1

existe N(g) € N tal que para todo n,k € N: n,k > N(e) se tiene
o
Z | — 2l |” < e? (1)
m=1

de lo anterior se deduce que para todo n,k > N(g) se cumple |:L',’j1 — a:fn‘ <e
lo que significa que cada sucesion (27, ),en es de Cauchy y como C es completo,

existe [im z], al que llamaremos z,,. Parece entonces natural considerar
n—-+00

como candidato a lim x" la sucesion x = (Z,,)men-
Utilizando la expresion (1) obtenemos para cada ¢ € Ny paran y k
suficientemente grandes

q
Z ‘xﬁl — xmp < eP
m=1

hagamos tender k a infinito con lo que Y ¢ _ |27 — z,,|" < P y ahora ha-
ciendo que ¢ — 400 obtenemos que Y *_, |z" — z,|" < € lo que significa
que a partir de un n conveniente se cumple

2" — x|, < g

entonces " — .
Finalmente queda por probar que = € £,. Sabemos que para todo ¢ € N
se cumple

q q
Z 2| = RLZTOO Z |7, |7 < sup |27 < M < +o0
m=1 m=1

con lo que = € ¢, y finalmente se tiene que ¢, con 1 < p < 400 es un espacio
de Banach.

Ejemplo 4 Sea E el espacio /., consideremos como en el ejemplo anterior
una sucesion de Cauchy en /.., dotado con la norma ||z|| = sup{|z;|, ¢ € N}.
Sea " = (xI,)men dicha sucesion, entonces dado ¢ > 0 existe N(g) € N tal
que para todo n,k € N, n, k> N(e) se tiene

Hx" - ka = sup {x’,}l — a:fn‘ <e
meN
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lo que significa que para cada m natural vale ‘x“m — a:’jn| < ¢ para todo
n,k > N(e), entonces (z)nen es de Cauchy en C, entonces converge. Sea
Tmsu limite, definamos = = (z,,)men y probemos que x € {, . Como para
cada m natural vale

| < | — 2|+ o | < T4 [l2"]

y como z" es de Cauchy, esta acotada, por lo que existe M < +oo tal que
|z, < M, entonces |z,,| < M + 1 < 400, lo que significa que = € l.
Probemos ahora que 2™ — z. Sabemos que dado € > 0, existe N(¢) € N
tal que si n,k € N, n,k > N(e) |[a" — ¥ _ < ¢ entonces |27, — 2% | <
) . .
e para todo m € N, hagamos ahora tender k a més infinito con lo que
obtenemos para todo m € Ny para todo n > N(e)

lzh — x| < e

lo que en definitiva significa que ||z" — z||  — 0.

Comentario Como un subconjunto cerrado de un E.V.T. completo es com-
pleto, entonces si probamos que los subespacios ¢ y ¢y son cerrados en (.,
entonces ¢ y cpson también espacios de Banach.

Ejemplo 5 Sea F un espacio de Banach dotado con una norma p, y sea M
un subespacio vectorial cerrado de E, consideremos el espacio cociente E /M
y la aplicacion canodnica ¢ : B — E/M de forma que p(z) = [z]; definamos
|.I": E/M — R de manera

[2)]I' = inf {p(x)} = dist(z, M)

p(z)=[z]

Probemos que ||.||" es una norma:

i) de acuerdo a la definicién ||[z]||' > 0 para todo [z] € E/M.

i1) como p es una norma, vale que p(kz) = |k|p(x) para todo k € K, x €
E, entonces ||k [2]|" = ||[[kz]||" = inf{p(kxz +m) : m € M}. Supongamos
primero que k # 0, entonces inf{p(kz +m) :m € M} = inf{p(k(z + 7)) :
m € M} = |klinf{p(x +m):m € M} = |k|||[z]||' para todo k € K,[z] €
E/M. Si k =0 el resultado es evidente.

i71) Dados ahora [z] y [y], sea € > 0 arbitrario, entonces de acuerdo con
la definicion existien x e y € E para los que vale que p(z) < ||[2]||" + ¢ y que
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p(y) < ||[y]l|' + ¢ y entonces

p(z+y) < p(x) +p@y) < |l + Iy + 26

y como el € es arbitrario, se tiene que

2] + [l = inf {p(x + )} < =]l + Nyl

/ j—

iv) si [#] = 0 entonces € M = M, con lo que ||[z]||' = 0y si ||[z]]]
dist(x, M) = 0 se tiene que x € M = M.

Probemos ahora que E/M es completo. De lo visto arriba, deducimos
que E/M es metrizable, entonces por el teorema 1.1.5, alcanza con probar
que toda sucesion de Cauchy es convergente. Sea ([x,])nen una sucesion de
Cauchy en E'/M, entonces existe una subsucesion ([x,,|)ren para la que

1
H [I”kﬂ] - [I”k]H/ < ok+1

para todo k € N es decir que

lo que implica .
Hynk+1 ” < 2_k

Probemos que a partir de lo anterior es posible construir inductivamente una
sucesion de representantes que sea de Cauchy. Elijamos 21 € [z,,] en forma
arbitraria y sean z, = x,, + Y., _, Yy, € [r,,] para todo r > 2 con lo que
(zr)ren es de Cauchy en E por tanto debe converger a un z € E. Como ¢
es continua y (z,)ren €s una subsucesion de ([z,,|)ren, que por hipotesis es
de Cauchy, entonces ([, ])ken debe converger a [z] con lo que finalmente
([zn])nen converge en E/M. De lo anterior resulta que si E es completo y M
es cerrado, entonces (E/M,||.|) es un espacio de Banach.



Ejemplo 6 Probemos ahora que si £ un E.V.T. normado,entonces E’ dual
de E es un espacio de Banach. Supongo que E’ estd dotado con la norma
||.]| definida como

|2l = inf{C € R« |o'(x)] < Cll]l}

Al igual que en los ejemplos anteriores probemos que E’ es secuencialmente
completo. Sea (z!),en una sucesién de Cauchy en E' | entonces para todo
e > 0 existe N(¢) € N tal que para todo m,n € N, m,n > N(e)

2y — 2l < e

pero como z! — xz. € E’ entonces vale para todo x € E y para todo
n,m > N(¢g)

|27 (2) — 2 ()] < oy, — 2|l ] < el

lo que significa que la sucesion (z/ (z))meny es de Cauchy en C y como C
es completo, esta sucesion converge a algiin niimero complejo al que repre-
sentaremos por x'(z).

Lo anterior define una funcion 2’ : £ — C. Probaremos primero que dicha
funcion es lineal y luego que también es continua. Como z !, converge puntual-
mente a x’, es posible -dado x € E'y para un € > 0 arbitrario- encontrar n; €
N de forma que valga |z/, (z) — z'(z)| < /3. De igual manera dado y € E es
posible encontrar ny € N de forma que |2/, (y) — 2'(y)| < ¢/3. Finalmente sea
ns € N para el que se cumple |z/,_(z +y) — z’(z + y)| < ¢/3. Tomemos ahora
n € N tal que n = max{ny, ny,n3}, entonces |z'(x +y) —z'(z) — z'(y)| =

2" (z +y) —wi(z+y) +a(z+y) —2'(z) —2'(y) <

' (z +y) =2z )| + 2 () — 2" (@) + |2, (y) —2'(y)] <e

y como el ¢ es arbitrario, concluimos que z'(x + y) = z'(z) + x'(y); con un
argumento similar se prueba que z’(Ax) = |A\|z'(z) para todo x € E y para
todo A € C.

Probemos ahora que x’es continua. Elijamos un natural N(1) suficiente-

<1

mente grande tal que se cumpla que para todo n > N(1), ‘ x! — x§V(1)

/

lo que implica para todo x € E, |z/(z) —x’N(l)(x)‘ < |lz|| . Sean ahora



e > 0y z arbitrarios, sabemos que existe un natural n > N(1) para el que
vale |27 () —2'(x)| < ¢, entonces

2" ()] < |23,(2)] + € < |2 vy @) + 2]l + e < (|2 || + D 2l +¢
y como el € es arbitrario concluimos

2 (@) < (lo vl + 1) ll]

lo que implica la continuidad de z’.
Complecién

Teorema 1.1.6 Sea (E, ||.||) un E.V.T. normado,entonces existe E, E.V.T.
normado y completo y una aplicaciéon lineal r : £ — E de forma tal que se
cumplen:

i) [|[r(z)||g = ||=|| z para todo z de E (r es una isometria).

ii) la imagen de E por r es densa en E (r(E) = E).

Demostracion Sea P el espacio vectorial de las sucesiones de Cauchy en
E:P={% = (xn)nen con x, € E, (x,) de Cauchy}.
Dotemos a P de una seminorma p definida de la siguiente manera: p(z) =

lz’T |zn]|. Sea N = {Z : p(T) = 0}, es decir que N es el subespacio de la
n—-+0o0

sucesiones que convergen a 0. Como N es cerrado entonces p define una norma
D sobre el espacio cociente £ = P/N que resulta tener la misma expresion
que la norma p

p]) = lim |||

n—-+o0o

para cualquier representante T de su clase de equivalencia [7] = T+ N €
P/N. Entonces la aplicacion lineal r la definimos como

r:E— E de forma que r(z) = [z]

donde T es la sucesion constante T = (z,z,...,x,...) que por supuesto es de
Cauchy y ademas p([z]) = ||z||.

Probemos ahora que 7(E) es denso en E. Sea T = (z,) € P. Para todo
e > 0, existe N(¢) € N tal que ||z, — z,,|| < e para todo n,m > N(e).
Definamos 7,, = (zpn,Tp,...Ty,...) cOMO una sucesion constante, es decir

10



que r(x,) = [T,]. Deducimos entonces que para todo n > N(e) se cumple
que

p([7] = [7n]) = p(T —T0) < &
Para probar que E es un espacio completo consideremos en él la sucesion de
Cauchy ([f(")]) Sabemos que

p ("] - ")) =p (" -z™) =0

para n,m — +oo. Tomemos una sucesion de reales (g,),en que tienda a
ceroy x, € E tal que p (E(”) — r(xn)) < &, cosa que siempre podemos hacer
porque acabamos de demostrar que r(E) es denso en E. Entonces 7° = (z,,)
es una sucesion de Cauchy en E porque

|20 = @l = p(r(@n)=r(@m)) < plr(.)=T")+pE™ =2)4p(E" —r(2,))
que tiende a cero para n,m — -+oo. Entonces T° = (x,,) es un elemento de

P y ademas se cumple que [7°] = lim [T(”)], porque

P ([E(O)] _ [f(n)]) =p (f(”) _ E(O)) <p (f(") _ r(xn)) +p (r(xn) _ f(@)

que tiende a cero cuando n — +o00.

Comentario El Teorema que sigue nos permite asegurar que en cierto
sentido el espacio complecion F de E es tnico.

Teorema 1.1.7 Sean E, X; y X5, E.V.T. normados y de forma queX; y X,
son completos. Ademés sea T; : E — X; una isometria sobre un subespacio
denso en X; para ¢ = 1, 2. Entonces la isometria natural TgoTl_1 TVE —TOF
puede extenderse a una isometria entre X; y Xo.

Demostraciéon Para cada y € X, consideremos la sucesion z,, € E tal que
Tix, — y, esto es siempre posible porque 77 F es denso en X;. Consideremos
la sucesion Trx, € Xs, que es una sucesion de Cauchy en X, porque

| Toxn — Tom|| = |20 — 2| = |T12 — Th2y ||

Definamos ahora el operador T' : X; — X5 de forma que Ty = z siendo
z = limTsx,. Veamos que el operador esta bien definido porque si w,, es otra
sucesion en F tal que Tiw, — y entonces Thw, — z ya que

|T2(wn — 2)|| = [[wn — 20| = | Thwn — T2,

11



v |11 (w, — 2,)|| converge a cero porque ||Ti(w, —z,)|| < |[[Tiw, —y| +
|y — Thz,||.

Finalmente mostremos que Im(7T") = X,. Por la continuidad de la norma
podemos escribir

[yl = tim [[Tyn || = lim [ Toza || = [Tyl

entonces si consideramos un z € X, podemos encontrar una sucesiéon x,, € FE
de forma tal que limT5x, = z y considerar el elemento y € X; que cumple
y = limTz,. Obviamente Ty = z.

12



2. Teoremas fundamentales

2.1. Teorema de Hahn - Banach

El teorema de Hahn-Banach nos permite asegurar que cualquier funcional
definida en un subespacio de un E.V.T. y dominada por una seminorma,
puede extenderse a un funcional lineal definido en todo el E.V.T. y que
continiie dominada por la seminorma. Veamos primero el teorema para el
caso real y luego para el caso complejo.

En la demostraciéon utilizaremos el conocido Lema de Zorn que enunciaré
a continuacion:

Lema de Zorn Todo conjunto no vacio, ordenado e inductivo admite un
elemento maximal.

Teorema 2.1.1 (Hahn-Banach caso real) Sea E un E.V.T. real y p :
E — R una seminorma. Sea M un subespacio vectorial de E. Si f : M — R
es un funcional lineal para el que se cumple que |f(z)| < p(x) para todo x €
M, entonces f puede extenderse a F' € E’ de forma que f(x) = F(x)
para todo x € M y para el que |F(z)| < p(x) para todo z € E.

Demostracion Consideremos el conjunto P = {g: g € (D(g)’) para algtin
subespacio D(g) de E, con D(g) D M, g|M = f, |g(z)| < p(x) para todo

z € D(g)}
Podemos asegurar que P no es vacio porque f € P. Hagamos de P un

conjunto parcialmente ordenado definiendo un orden de la siguiente manera:
dados g; y g2 diremos que g > ¢; cuando g, sea una extension de g, es decir

(92 = q1) «— (D(g92) D D(g1)y g2 extiende a g;)

Por otra parte P es inductivo: sea () C P un subconjunto totalmente
ordenado que lo representaremos por @ = (g;)icsr - Definamos

D(g) = JD(9:) ¥ g(x) = gi(x) si z € D(g,)
iel
Se comprueba que g esta bien definida, que ¢ € P y que es una cota superior

de ). Aplicando el lema de Zorn podemos asegurar que existe un elemento
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maximal en P, al que llamaremos F'. Para probar el teorema deberiamos
probar que D(F) = E. De no ser asi, deberia ser D(F') # FE con lo que
existirfa un y € £ — D(F). Definamos D(Fy) = D(F) + [y] y F1 € D(Fy)’
por Fi(x + ty) = F(z) 4+ ta (t € R) de forma tal que determinaremos la
constante « para que se cumpla que F; € P con lo que llegariamos a una
contradiccién. Entonces se deberia cumplir

F(z)+ta <p(r+ty) para todo x € D(F), para todo t € R

que evidentemente se verifica para t = 0; si t > 0, como p es una seminor-
ma y F' es lineal y D(F') es un subespacio vectorial , probar lo anterior es
equivalente a probar

F(%) +a< p(% +y) para todo x € D(F)
yenel casot <0
T T
F(?) —a< p(? —y) para todo x € D(F)

Resumiendo se deberia cumplir

F(z)+a
F(z) — «
esta claro entonces que debemos elegir a de forma tal que cumpla

:g(z;){F(Z) —pz—y}<ac< Eig(fF){p(z +y) - F(2)}

IAIA

p(z+y) para todo z € D(F)
p(z —vy) para todo z € D(F)

Lo anterior es posible porque se cumple
F(x)+ F(2) <p(x+z2) <p(x)+p(z) para todo z, z € E

entonces
F(z) —=p(z —y) < plz+y) — F(x)

para todo z € D(F), para todo z € D(F).
Concluimos finalmente que F' estd mayorada por Fy € Py que F # F} lo
que contradice el hecho de que F' era maximal. Entonces debe ser D(F') = E.

Teorema 2.1.2 (Hahn-Banach caso complejo)
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Sea Fun E.V.T. complejoy p: F — R una seminorma. Sea M un subespacio
vectorial de K. Si f : M — R es un funcional lineal para el que se cumple
que |f(x)|< p(x) para todo x € M, entonces f puede extenderse a F' € E’
de forma que f(x) = F(x) para todo « € M y para el que |F(z)| < p(z)
para todo = € E.

Previamente veamos el siguiente Lema.

Lema 2.1.3 Sea F un espacio vectorial sobre C. Supongamos que F' =
f + ig es un funcional lineal en E. Entonces para todo =z € E, F(x) =
f(z) —if(ix) y f: E — R es R — lineal. Reciprocamente, si f : E — R es
R-lineal, entonces F'(x) = f(x) —if(iz) es un funcional C-lineal en E.

Demostraciéon del Lema Resulta evidente que f y ¢ son funcionales R-
lineales. Por otro lado F'(iz) = iF(z) implica que f(iz)+ig(iz) = if(x)—g(z)
con lo que f(ix) = —g(z) y entonces F(z) = f(x) —if(iz). Reciprocamente
vemos que F(ix) = f(ix) —if(i®z) = f(iz) +if(x) = i(—if(iz) + f(z)) =

Demostracion del Teorema 2.1.2 Supongamos que E es un espacio vec-
torial complejo. Sea g = Rf la parte real de f, entonces considerando a F
como un espacio vectorial real, g es un funcional lineal, con lo que se obtiene

lg(z)] < |f(x)] < p(x) para todo x € M

Por el teorema 2.1.1 existe un funcional lineal real G en E que extiende a ¢
para el que se cumple |G(z)| < p(z). Sea F(z) = G(x) — iG(iz) , entonces

F € F'y extiende G y ademas se cumple, si escribimos F(z) = |F(x)|e”
que
IF(z)|=e¢ "F(z)=F(e ") =RF(e "z) =G(e "z) < ple "z) = p(z)

con lo que finalmente queda probado el teorema.
Veamos ahora las formas geométricas del teorema de Hahn - Banach, espe-

cialmente ttiles en la separacion de convexos. Utilizaremos sin demostrarlos
el lema 2.1.3 y el teorema 2.1.4
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Lema 2.1.3 Sea F un E.V.T. | C C E un abierto, convexo y no vacio y
xo ¢ C.Entonces existe ' € E' tal que (z',x) < (x',2¢) para todo z € C.
Es decir que el hiperplano de ecuacion (z’, x) = (x', zq)separa {x¢} de C en
sentido amplio.

Teorema 2.1.4 (primera forma geométrica del Teorema de Hahn -
Banach) Sea E un E.V.T. y sean Ay B dos subconjuntos de E no vacios,
convexos y disjuntos. Si A es abierto, entonces existe un hiperplano cerrado
que separa Ay B en sentido amplio.

Teorema 2.1.5 (segunda forma geométrica del Teorema de Hahn -
Banach) Sea E un E.V.T. localmente convexo y sean Ay B dos subcon-
juntos de E no vacios, convexos y disjuntos. Si A es compacto y B es cerrado,
entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B en sentido estricto.

Demostracion Como B es cerrado y A C E — B, entonces para cada
a € A existe U,, entorno del origen de E de manera que (a + U,)(B =0
sea entonces V, entorno del origen de E tal que V, +V, C U, y consid-
eremos el recubrimiento |J,.,(a +V;) de A. Como A es compacto, sean
ai,as, ... aypuntos de A de manera que A C U;’zllg(aZ + V,,) y definamos
V = N2V, Entonces si + € (A + V), debe existir un i tal que 2 €
ai+ Ve, +V Ca;+Vy, +V,, Ca;+U,C E— B, entonces (A+V)B=0y
como (A+V') es un abierto, convexo y disjunto de B, por el teorema anterior
existe 2/ € £’ diferente de la idénticamente nula, para la que vale

(x' a) + (x',v) < (z',b) para todo a€ A,be ByveV

entonces existe v € V para el que (z’,v) > 0, con lo que vale la tesis.

2.2. Aplicaciones del teorema de Hahn-Banach

Corolario 2.2.1 Sea F un E.V.T. normado y sea M un subespacio vectorial
de E. Siy’ € M', entonces existe ' € E' tal que =’ extiende y' y

Izl = sup {|z",2) - w € E} = |ly'll = sup{|(y’,2)| : = € M}
Jall <1 Jall<1

es decir que la norma de la extension es igual a la norma del funcional lineal
original.
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Demostracion Definamos una seminorma p en E de la siguiente manera
p(z) = ||z| [|[y'||. Entonces |(y', x)| < p(x) para todo x € M. Por el teorema
de Hahn-Banach, existe un funcional lineal =" que extiende y’, de forma que
[(z',z)| < p(z) = ||| |ly’|| para todo = € E lo que significa que ||z’|| < |ly’]|.
Pero como obviamente ||y’|| < ||z ||, entonces vale la igualdad.

Corolario 2.2.2 Sea EF un E.V.T. normado y zy € FE, entonces existe
x' € E' tal que ||z'|| =1 tal que (z’, z0) = ||zo]|.

Demostraciéon Si xg = 0, el teorema estaria probado. En cualquier otro
caso definimos un funcional lineal y’ en el subespacio generado por xzg :
span(xg) = {Azg, A € K} por (y’,Azg) = \||xo|, con lo que podemos
escribir que para todo x € span(z) se tiene |(y’, x)| = ||z||, por el teorema
de Hahn-Banach podemos extender 3’ a todo el espacio F, de manera que su
extension x’ verifique |(z’, z)| < ||z|| para todo z € E. Este ultimo resultado
implica que ||z’|] < 1y como |(z',zo)| = ||zo|| debe ser ||z'|| = 1.

Corolario 2.2.3 Sea E un espacio de Banach y M C F un subespacio
cerrado de E. Si zg ¢ M, entonces existe f € E' tal que ||f|| =1, f(z) =
0 para todo z € My f(xo) = dist(xg, M).

Demostracion Pongamos d = dist(zo, M) y sea Z el subespacio de F
generado por M |J{zo}y definamos sobre Z el funcional lineal g de manera
que g(x+txy) = t.d para todo x € M y t € K. Se tiene entonces que g|y = 0
v g(zo) = d. Consideremos ahora u = x + txg con x € M y t un escalara
distinto de cero, entonces podemos escribir

tllalld _ el ulld _
fal = Tl + tao]

lg(u)| = |t|d =

lulld_ _ [lulld
lzo = (D] = d
lo que significa que g € Z' y que ||g|| < 1.
Por otra parte, existe (x,),eny C M tal que ||z, — xo|| — d y si escribimos
d = |g(x,) — g(xo)| < |9l [|zn — 0|l y pasamos al limite cuando n — 400
obtenemos que d < ||g||d de lo que se sigue que ||g|| = 1. Por el corolario
2.2.1 sea f la extension de g en F con la misma norma.

= [|ul
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Corolario 2.2.4 Sea F un subespacio de E, si F # E entonces existe
f € E’ diferente de la idénticamente nula, para la que vale que f(z) = 0
para todo x € F.

Demostracién Sea zy € F, tal que o ¢ F, utilizando el corolario anterior,
existe f € E', tal que || f[| = 1 lo que implica que f no es la idénticamente
nula (ademas f(zg) = dist(zo, F) # 0) y de forma que f(z) = 0 para todo
rxeF.

Los siguientes teoremas son fundamentales como herramientas basicas en
la teoria de espacios normados. Se han hecho generalizaciones en E.V.T. es-
tudiando las propiedades que tiene que tener el espacio para que se cumplan.
Asi aparecen los espacios tonelados, bornologicos, etc...

2.3. Teorema de la aplicacién abierta

Veamos primeramente algunos resultados que seran de utilidad en los
teoremas que siguen.

En contexto absolutamente topoldgico a principios del siglo XX surge la
necesidad de medir “el tamano” de ciertos conjuntos, y hay intentos como los
que exponemos brevemente a continuacion y otros que formalizan la teoria
de la medida de forma paralela. Mateméaticos como Baire, Borel, Lebesgue,
entre otros se involucran en este proyecto que dio a lugar a varias lineas de
investigacion y a descubrimientos como la teoria de la integral.

Definicion Sea E un espacio topolégico. Un subconjunto A C F se dice
denso en ninguna parte si su clausura tiene interior vacio.

Teorema 2.3.1 Sea FE un espacio topologico, si A C E es denso en ninguna
parte, entonces para cada abierto B C F existe un abierto B; C B de forma
tal que By [ A = 0.

Demostracién Como B es abierto entonces B — A # @ porque de lo
contrario B C A y A contendria puntos interiores. El conjunto B — A es
abierto, por lo que existe un abierto By C B — A y de aqui se sigue que

BiNA=0.
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Definicion Un subconjunto A C E se dice de primera categoria si A es
unién contable de subconjuntos densos en ninguna parte. Un subconjunto
D C FE es de segunda categoria si no es de primera categorfa. Se dice que un
espacio topologico E es de Baire si cada abierto no vacio de E es de segunda
categoria.

Lema 2.3.2 Sea E un espacio métrico completo y A un abierto no vacio
de él. Si (A,)nen es una sucesion de abiertos de E de forma que para todo

neN A, C Ay A, densos en A. Entonces () A, es denso en A.
n=1

oo

Demostracion Como se trata de probar que ﬂ A, es denso en A, consi -
deremos un abierto cualquiera W de E incluido en A y tratemos de probar que

ﬂ A, W # 0. Sea d la distancia definida en E y llamemos By(z, ) ala bola

n=1

abierta centrada en x y de radio r, es decir By(z,r) ={y € E: d(x,y) <r}.
Entonces es claro que By(z,r) C B(z,r) ={y € E: d(z,y) <r}.

Como A; es denso en A, entonces A; ()W es un abierto no vacio, con lo
que existen z; € Ay 0 < r; < 1 tales que By(z1,71) C A; () W. Supongamos
que hemos Construido dos sucesiones z1, ... ,x,en Ay ry, ... 7, con 0 <
ry <+ ¢ bara k = .. ,n de manera que

By(z, 1) C Ay ﬂgo(xk_l, Tk—1) para todo k=2,... n

Entonces A1 () Bo(zn,7,) es un abierto no vacio ya que A, es denso y
entonces contiene a una bola By(Z,41,7nt1) cuyo radio 7,41 puede elegirse
menor que - +1

Ahora es evidente que la sucesion (z,)nen es de Cauchy, ya que si i, j >
n > 1, como tanto z; como z; pertenecen a la bola By(x,,r,) que a su vez
estd incluida en By(z,, <), vale entonces que d(z;,z;) < 2. Pero como E
es completo, la sucesion debe converger a un punto x, pero entonces como
{(xk)k>n} C Bo(xn,rn), x debe pertenecer a By(z,,,) para todo n con lo
que x pertenece a todos los A,, y también a W.

De lo anterior obtenemos una propiedad general de los espacios métricos
completos y en concreto de los espacios de Banach.
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Teorema 2.3.3 Si E es un espacio métrico completo, entonces E es de
Baire.

Demostracion Supongamos que el teorema es falso, entonces sea A C
E un abierto no vacio que es de primera categoria, por lo que es posible
encontrar una sucesion (B, ),en de subconjuntos densos en ninguna parte de

FE de manera que
A=|JB,
n=1

Sea B, la clausura de cada B, para cada n € N. Como por hipétesis

o

B, =0 ,si D, =(B,) entonces D, A= A, es un abierto de E denso en

o

Avporquesi z € Ay z€ D, entonces z € A, lo que significa que z € A,

en el caso en el que 2 € A vy 2z ¢ D,, entonces z € B,, pero como B, = O,
para todo entorno del origen U de E se cumple que (z +U) ¢ B, lo que
significa que (2 4+U)((B,)" # @ osea (z+U)( D, # @y finalmente z € 4,
con lo que 4,, O A.

Por otro lado como

se cumple que

lo que contradice el lema anterior.
Sean E' y F' dos espacios de Banach y sea T': E — F un operador lineal
continuo y sobreyectivo, entonces 1" es abierto.

Teorema 2.3.4 (de la aplicacion abierta) Sean E y F' dos espacios de
Banach y T un operador lineal continuo y sobreyectivo, T": ' — F'. Entonces
existe una constante ¢ > 0 tal que

Observacion: Lo anterior implica que 1" transforma abiertos de E en abier-
tos de F', porque si suponemos que U es un abierto de F, sea yo € T'(U) con

20



lo que entonces existe xy € U tal que T'(xg) = yo. Como U es abierto, existe
r > 0 tal que zg + rBg C U entonces se tiene que

Yo+ rT(Bg) C T(U)
entonces del Teorema de la aplicacion abierta se deduce
rT'(Bg) D rcBp

entonces
Yo + rcBr C T(U)

con lo que T'(U) es un abierto de F.

Lema previo 2.3.5 Sea T : E — F un operador lineal y sobreyectivo,
entonces existe una constante ¢ > 0 tal que, T'(B) D 2¢B.

Demostracion del lema Sea X,, = nT(B), como T es sobreyectivo | X,

n=1
o

= F, entonces por el lema de Baire existe ng tal que X,,, # . De lo anterior

resulta que T'(B) # . Sean ¢ > 0 e y, € F tales que

o

B(yodc) CT(B) (1)

o (o]

En particular yo € T(B), y por simetria se tiene —y, € T(B). Sumando
(1) con esta altima expresion resulta B(0,4c) C T(B) + T(B). Finalmente
como T'(B) es convexo, se tiene T'(B) + T(B) = 2T (B) con lo que queda

demostrado el lema.

Demostraciéon del teorema de la aplicacién abierta Sea T : E — F
un operador lineal y continuo que verifica

T(B) D 2B (2)

para algin ¢ > 0, probaré que entonces

T(B) D ¢B
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con lo que habré probado que T es abierto.
Sea y € F fijo, con ||y|| < c¢. Para probarlo, hallaremos x € E tal que

lz]| <1y Tx=y

de (2) sesabe que

1
para todo € >0 existe z € F con ||z]| < 5 Y ly —Tz|| <e

Tomando ¢ = £ se obtiene 21 € E con ||z < 2y [y—Tal < § .
Aplicando el mismo procedimiento con y —71'z; (en lugar de y) y con ¢ = §, se
obtiene un z € E tal que ||| < 1 y ||(y — Tz1) — T2|| < <. Continuan-
do este razonamiento se construye por induccion una sucesion (z,) tal que
zall < 55 ¥ [y —=T(z1+ 224 ... 4 24]| < 5= para todo n € N. Asf la
sucesion (x,)nen con x, = 21+ 22 + ...+ z, es de Cauchy, entonces z,, — x

con ||z|| <1ey=Txyaque T es continuo.

Corolario 2.3.6 (Teorema de la aplicacién inversa) Sean E'y F dos
espacios de Banach y T': F — I un operador lineal continuo y biyectivo.
Entonces T~ tes continuo.

Demostracién Del teorema de la aplicacion abierta se deduce quesiz € E
y es tal que ||T'(z)|| < ¢, entonces se verifica que ||z|| < 1, por tanto utilizando
el lema 1.1.3 se tiene que

1
lzll < = 1T'(2)]

para todo z € F lo que significa que T~! es continua.

Corolario 2.3.7 Sea G un espacio de Banach con cada una de las dos
normas ||.||; ¥ [|.|l,- Supongamos ademas que existe una constante k£ > 0 tal
que

|lz||, < k||z||, para todo z € G

Entonces existe una constante ¢ > 0 para la que
|lz]|, < cllz|l, para todo xz € G

o sea que las dos normas son equivalentes.
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Demostracién Llamemos E = (G, ||.||;) y £ = (G, |.||,) y sea T" la identi-
dad, entonces utilizando el Corolario anterior se obtiene el resultado indicado.

Comentario Una anécdota es que muchos de los conjuntos con los que
tratamos de forma habitual en Analisis Matematico son muy “pequenos”
topologicamente.

Desde que Newton introdujo la diferenciabilidad en el siglo XVIII hasta
finales del siglo XIX los mateméaticos pensaban que el que una funcién no
fuese derivable era extrano o anecdoético, a pesar de que Bolzano en 1834
habia dado un ejemplo de una funcion real que no era diferenciable en ningtin
punto. Fué considerado como una peculiaridad. En 1931 Banach probé que el
conjunto de las funciones que tenian derivada en algin punto era un conjunto
de primera categoria en las funciones continuas, o sea que era un conjunto
muy pequeno dentro del espacioC [0, 1].

2.4. Teorema del grafico cerrado

Teorema 2.4.1 (grafico cerrado) Sean E'y F espacios de Banach. Sea
T : E — F un operador lineal. Supongamos que la grafica de 7', G(T), es
cerrada en F/ X F'. Entonces T' es continuo.

Comentario Naturalmente el reciproco es verdadero ya que toda apli-
cacion continua (lineal o no) tiene gréfica cerrada.

Demostracién  Consideremos en E dos normas ||.||; v ||.||, definidas de la
siguiente manera

lzlly = =l + 11Tzl oy el = [l

Como E x F es completo y G(T') C E x F es cerrado, entonces (E,||.|;)
es un espacio de Banach, porque si (x,)nen €s una sucesion de Cauchy en
(E,].]l;), entonces para todo € > 0, existe N(¢) € N tal que

|zn — Tl = |20 — 2wl g + | T2 — T2, < € para todo n,m > N(e)

de lo anterior se deduce que ||z, — x|z < ey [Tz, — Txp||p < €y como
E y F son completos, debe existir x € E e y € F para los que z, — = e
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Tx, —y . Como G(T) es cerrado se deduce que y = T'(x) y entonces
len = ally = llon = 2l g + [|T2n = Tl| <&

para n suficientemente grande. Finalmente como (£, ||.||;) y (£, ||.||,) son es-
pacios de Banach y como obviamente ||z||, < ||z||,, en consecuencia utilizan-
do el corolario 2.3.7 podemos asegurar que estas dos normas son equivalentes,
por lo que existe un ¢ > 0 tal que ||z||; < c|/z||, con lo que finalmente se
obtiene ||Tz| . < c||z||; lo que implica la continuidad de T

2.5. Teorema de la acotacién uniforme.

Este teorema es esencial para el adecuado desarrollo de las topologia
débiles, que tienen buenas propiedades gracias al resultado conocido como

teorema de Banach-Steinhaus o teorema de Acotacién Uniforme, fué probado
por Hahn (1922), Banach (1922), Hildebrant (1923) y Banach y Steinhaus
(1927).

Teorema 2.5.1 Sean E y F dos espacios de Banach, y una familia de
operadores lineales y continuos & = {7; : T; € L(E,F), con i € I}, si
para cada x € E el conjunto {||T;z||; i € I} es acotado, entonces el conjunto
{IIT||; i € I} es también acotado.

Dicho de otro modo, existe una constante ¢ tal que ||Tiz|| < c||z|| para
todo x € E'y para todo i € I.

Demostracién Para cada entero n > 1 sea X,, = {z€FE: para todo i €
I, ||T;x|| < n} de forma que X, es cerrado y se tiene

an = FE
n=1

o

resulta del lema de Baire que existe nyg > 1 de forma que X,,, # 0 . Sean
xo € E'y r> 0 tales que B(zg,7) C X,,. Se tiene entonces

| T;(zo + 7r2)|| < no para todo i € I, para todo z € Bp
de lo anterior resulta
Tl e, r) <m0 + (| Tizo|

con lo que se demuestra el teorema.
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Corolario 2.5.2 Sea G un espacio de Banach y sea A un subconjunto de
G. Supongamos que para todo ' € G’ el conjunto x'(A) = {{(z',a), a € A}
es acotado en R. Entonces A es acotado.

Demostracion Apliquemos el teorema anterior llamando £ = G', F =R
e I = A. Entonces para cada a € A ponemos
T.(z")=(x'a) ' e E=G'
de forma que como {(z’,a), a € A} es acotado, se cumple que
{ITa(2)] : a € A}

es acotado para todox’ € E entonces por el teorema anterior, existe una
constante ¢ para la que
/ /
[(z',a)] < ez’

para todo x’ € G’ y para todo a € A lo que significa que

||la|| < ¢ para todo a € A
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3. Topologias débiles

La topologia de la norma en E tiene una gran cantidad de abiertos y
€so es una ventaja porque supone que hay una gran cantidad de funciones
continuas definidas en el espacio. Pero como contrapartida tiene, logicamente
pocos compactos, de hecho la bola cerrada unidad no es compacta salvo que
el espacio sea de dimension finita. Por tanto el teroema de Heine-Borel no es
aplicable a las funciones reales continuas definidas en el espacio E.

Si dotamos a E de una topologia méas débil entonces conseguiriamos mas
compactos pero perderiamos funciones continuas, pero si las funciones per-
didas no fuesen muy importantes y permaneciesen continuas, por ejemplo
los funcionales reales dado que muchas de las propiedades en el caso finito
se obtienen a través del dual, podriamos asegurar muchos de los resultados
para el caso infinito.

Por tanto el esquema que vamos a seguir es el siguiente:

1. En E de Banach definiremos la topologia inicial para los funcionales
reales continuos de E con la norma. Esto nos asegura que al menos los fun-
cionales lineales continuos para la norma son continuos para esta topologia,
que denominamos débil o(E, E').

2. Estudiar que relacion mantienen ambas topologias, indudablemente la
de la norma deberia de tener mas cerrados que la débil. En el caso de dimen-
sion finita son iguales y en el de infinita la de la norma es estrictamente mas
fina. Pero los cerrados convexos son los mismos, entre otros los subespacios
vectoriales cerrados.

3. Los espacios duales E’ del espacio E con la norma y la débil coinciden
y le llamamos E’.

4. En E' podemos definir una topologia fuerte, de la norma y otra a través
de E, que denominamos o(E’, F) o *-débil, ademéas de la débil o(E’, E")
propiamente dicha obtenida como anteriormente se ha expuesto ya queFE’ es
normado.

5. En E” repetimos el proceso, que en principio es indefinido.

6. Estudiamos las propiedades de los conjuntos en las topologias que van
surgiendo.

Los resultados son espectaculares con lo cual la teoria de dualidad se ha
convertido en la herramienta basica de los espacios normados.

26



3.1. Topologia débil o(F, E’)

Definicién: Sea F un espacio de Banach. La topologia débil en F se define
como la topologia menos fina de E que hace continuas todas las aplicaciones
x’ € E’'. Es decir que se trata de la topologia engendrada por la familia
A = {x"7Y(U), ' € E' y U abierto de K}, que no es otra que la formada
por uniones cualesquiera de intersecciones finitas de elementos de A. En otras

palabras, los abiertos de esta topologia se obtienen al considerar

U Ne) ')

arbitr finit

donde U es un abierto de Ky 2’ € E’. La notaremos por o(E, E’).
Teorema 3.1.1 Sea xg € F, los conjuntos de la forma

V={zxeFlE: |{(x),x— x| <e para todo i € I}

con [ finito y € > 0 constituyen una base de entornos de z( para la topologia
o(E,E’).

Demostracién Los conjuntos U;. = ((x},z0) — €, (x}, o) + €) son evi-

dentemente abiertos de R y por tanto () (z})™*(U;.) es un abierto para la
il

topologia o(FE, E’), pero como V = ((z})~'(U;.) resulta que los V son

iel
abiertos para la topologia o(E, E").
Reciprocamente sea B un entorno de g en o(FE, E'), entonces existe un
entorno W de zg, W C B de la forma W = ((z!)"'(U;) con I finito y

el
U; entornos en R de (x}, xy) . Entonces existe ¢ > 0 tal que ((z},z0) —
e, {x! xg) +¢) C U; para todo i € I, por consiguiente o € V C W C B.

Notacién Escribiremos Vi o (20) = {v € B . [(z},x —mo)| < e i =
1,2,...,n}.

Observaciéon A pesar de que la topologia débil es menos fina que la
topologia de la norma, produce los mismos funcionales lineales continuos.
Para verlo supongamos que E es un espacio normado y que f es un funcional
lineal continuo para la topologia o(E, E'), entonces U = {x € E: |(f,z)| <

27



1} es un entorno de 0 para la topologia débil, se sigue entonces que U contiene
un entorno de la forma VE;I/I’_,_,%(O), como evidentemente se cumple

') entonces z € U, lo que se

. . i=n
y como f es lineal entonces si z € (.| Ker(z
traduce en que |(f, z)| < 1 de donde |(f, A\z)| < 1 con A tan grande como se
quiera, entonces (f, z) = 0.

De lo anterior se deduce entonces que

h Ker(z}) C Ker(f)

/

lo que nos permite asegurar' que f es combinacion lineal de los z, x5, ..., z/,

oseaque feE’.

El siguiente teorema, aunque no explica la convergencia en toda su gener-
alidad, pues exigiria el uso de redes, es fundamental en la teoria de distribu-
ciones de Schwartz, y nos da el método operativo de las topologias débiles
para las aplicaciones a las ecuaciones de la Fisica. Los espacios de distribu-
ciones son duales de espacios LF, que se han estudiado en el curso de master
de espacios vectoriales topologicos, pero por las caracteristicas de estos es-
pacios se reducen a la aplicacion de un teorema de este tipo.

Teorema 3.1.2 Sea E un E.V.T. y (x,) una sucesion en E. Entonces se
cumple que

i) | xn (E—>E,) x) < ((z',x,) — (z',x) para todo x’ € E)

i1) Si (xn

ii1) Si (xn (—> )33) ysiax! ”T x' entonces (z! x,) — (z’, )
o(E,E’ Al gr

— :c) entonces (||z,||) esta acotada y ||z|| < liminf ||z,
o(E,E")

Demostraciéon i) Si (a:n (E—>E/) x) — ((z',2,) — (x',z) para todo z'€

E’) porque por la definicion de o(FE, E') todos los funcionales lineales x son

!se puede ver una demostracion de esta afirmacién en J. B. Conway (A.1.4, pag. 375)
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continuos. Reciprocamente si dado Ve,mrpzfgw%(:v) para cada z} € E’ con
i=1,2,...psecumple que (z/, x,) — (x! x) lo que significa que dado € > 0
existe NV;(¢) tal que para todo n > Nj(e)

zl o, —2)| <e

tomemos ahora N(g) = mdx{N;(¢)}, entonces para todo n > N(e), x, €

Vo ot ..o (2) 10 que significa que z,, — .
(el Rhad? B P O'(E,E/)

i1) Si utilizamos el corolario 2.5.2 del teorema de la acotacion uniforme,
bastaria con probar que para todoxr’ € E’ el conjunto {(x’, z,)}nen esta
acotado. Por la parte 7) la sucesion (z’, z,,) — (z’, x)por tanto esta acotada,
con lo que entonces {z,}nen estd acotado en E lo que significa que (||z,])
estd acotada en E.

Sea ahora x’ € E' entonces

(2", zn)] < || Y|l
y pasando al limite
(2", 2)] < (||| timinf ||z,||

finalmente

lzll = sup (', 2)] < liminf [lz.||
o<1

i71) Podemos escribir

(20, 2n) — (&' )| < [z, — 2" an)| + (2", 20 — )| <

25 = 2 I leall + (2", 20 — 2)]

y el resultado sigue de aplicar i) y i1).

Teorema 3.1.3 Sea FE de dimension finita, entonces la topologia débil y la
topologia de la norma coinciden.

Demostracion  Evidentemente la topologia débil es menos fina que la
topologia usual. Deberiamos probar entonces que todo abierto en la topologia
fuerte (de la norma) es abierto en la topologia débil. Consideremos entonces
un vector xo de E y sea U un entorno de xz( en la topologia fuerte, debemos
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construir un entorno V' de z en la topologia o(E, E’) de forma que V C U
. Eso es equivalente a hallar un subconjunto finito {z,...,z,} de E' y un
£ > 0 de forma que

Vet (20) = {z € B+ (2]

77

r—xo)|<ei=12...,p}CU

Supongamos que B(zg,7) = {x € E : |z —x|| < r} C U, como E es
de dimension finita, puedo elegir una base {eq,...,e,} con |e;|| =1, Vi =
n

1,...,n. Entonces dado z € F se tiene x = Z x;e; entonces los n funcionales
i=1

lineales e/ de forma que (e!,z) = x; son continuos en E por tratarse de la

proyeccion de x sobre cada vector de la base, con loque e, € E' i=1,...n.

Se tiene entonces

n
lz — 2o <Y (et o —z0)| < ne
i=1

para todo » € V. Elijamos entonces los z; = ej y ¢ = . para obtener

finalmente que V C U

El siguiente teorema, aplicacion del teorema de separaciéon de Hahn-
Banach nos facilita muchos resultados soslayando el uso de redes. Ademas nos
proporciona el anunciado resultado de la coincidencia de los cerrados convex-
os en ambas topologias, y también la equivalencia entre la continuidad débil
y en norma de los operadores lineales.

Teorema 3.1.4 Sea A un subconjunto convexo de un espacio vectorial
normado F, en el que estan definidas dos topologias localmente convexas 71
y 2. Si (B, 1)’ = (E,72)’ entonces A es cerrado para la topologia 71 si y
solo si es cerrado para la topologia 7.

Demostracion Supongamos que A es cerrado para la topologia 7y sea
xo € A, entonces si consideramos el compacto {zo}, por el teorema 2.1.5
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existe un funcional lineal z’ continuo para la topologia 71 y € > 0 de forma
que
/

(x' 20) > (x',y) + & para todo y € A

Entonces ¢ < |(z’,x9) — (z’,y)| para todo y € Ay como por hipotesis
x' es continua en (F, ), entonces U = {z € E : |2/, z] < £} es un entorno
del origen para la topologia 75. De lo anterior se deduce que (xo+U) (A = 0,
lo que significa que A es cerrado para la topologia 7. Repitiendo el razon-
amiento anterior, cambiando 7, por 7o y T por 71 queda demostrado el teo-
rema.

Corolario 3.1.5 Sea A un subconjunto convexo de un espacio vectorial
normado F, entonces la clausura de A en la topologia de la norma coincide
con la clausura de A en la topologia débil.

Demostaciéon De acuerdo a la observacion hecha al principio, la topologia
débil produce los mismos funcionales lineales continuos que la topologia
fuerte, entonces el corolario se demuestra por aplicacion directa del teore-
ma 3.1.4.

Corolario 3.1.6 Si (z,)es una sucesion en el espacio de Banach E, para

la cual se cumple x,, — 0, entonces existe una sucesion (y,,) formada por
o(E,E")

combinaciones convexas de los términos de (z,,) de manera que lim ||y, || = 0.

Demostracién Sea K = (x,) la envoltura convexa de {z,}, con lo que
. . . —o(E,E'
estamos en la hipotesis del Teorema anterior. Como 0 € K entonces

0eK"eon lo que se cumple lim ||y,|| = 0.

Corolario 3.1.7 Si F' es un subespacio vectorial del espacio de Banach F,

entonces FU(E’E ) — FH"”.

Demostracién Es inmediato porque F' es convexo.

Corolario 3.1.8 Si K es un subconjunto convexo de un espacio de Banach
E, entonces K es fuertemente cerrado si y solo si es débilmente cerrado.
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Demostracion Como la topologia débil es menos fina que la de la norma, si
K es cerrado para la topologia débil, entonces lo es también para la topologia
fuerte. Supongamos ahora que K es cerrado para la topologia de la norma,
entonces

| O Ly rad

entonces K = ?U(E’E)

débil.

lo que significa que K es cerrado para la topologia

Lema 3.1.9 Supongamos que E es de dimensién infinita y sea {z/,z}, ...,
x!} € E’, entonces es posible determinar un yo € E, con yy # 0 de forma
que (z! yo) =0 para todoi=1,2,...,n.

Demostracién Si un tal yp no existiese la aplicacion ¢ : E — R"™ definida
como ¥(z) = ((x},2))1<i<n seria inyectiva y 1 seria un isomorfismo de E
sobre 1 (F), lo que significaria que la dim E < n lo que es una contradiccion.

Comentario Si E es de dimension infinita, entonces la topologia o(E, E)
es estrictamente menos fina que la topologia inducida por la norma. Para
probarlo, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo Sea S={z¢€ E: || =1}, probemos que

E.E'

Rt e B |2 <1}

con lo que S no es cerrado en la topologia débil. Tomemos xy € E con
—o (BB’
llxo|| < 1, comprobemos que xy € 57 Dado un entorno V de Ty en

o(E,E"), probemos que entonces V(S # (). Sea
Veal o (0) ={z € E : [zl o —xo)| <e i=1,2,...,n}

cone>0yaxl,zh,. ...z, €E’
Fijemos yy € E, yo # 0 tal que

(x!,90) =0 para todo i=1,2,....n
La funcién g(t) = ||z + tyo|| es continua en [0, 4+00) con

g(0) <1 y lim g(t) =40

t——+o00

32



con lo que existe ty > 0 tal que ||z + toyo|| = 1. Por consiguiente g + toyo €
VS, entonces

SclecE: |z] <1} c 5P
y como {z € E: ||z|| <1} es cerrado en o(E, E') por serlo en la topologia
fuerte (corolario 3.1.8), queda probado que S no es cerrado.

Lema 3.1.10 Sean E 'y F espacios de Banach y sea una aplicacion ¢ : £ —
F. Entonces ¢ es continua para la topologia o(F, F'’) si y solo si para todo
y' € F', ytp es continua en E.

Demostraciéon Si ¢ es continua de E en (F,o(F, F'') como por definicién
todo y’ € F'es continuo para (F,o(F, F'), entonces por composicion para
todo y' € F', ytp es continua en F. Reciprocamente supongamos que y o
es continua en E para todo y’ € F'' | entonces debo probar que ¢ es continua
de Een (F,0(F,F"), 0lo que es equivalente, probar que ¢~ (U) es un abierto
de E para todo abierto U de o(F, F''), pero como sabemos que U es de la

forma
U= Uﬂ(?/;)fl(Wz)

jeJiel;

donde cada [ es finito, y; € F'' y W; es un abierto de R. Se tiene entonces

e (U) = Wiw) " (W3)

jedicl;

que evidentemente es un abierto porque cada y.p es continua.

Teorema 3.1.11 Sean E y F' dos espacios de Banach y T una aplicacion
lineal de F en F. Entonces T" es continua de (E, ||.||) en (£,].]|) si y solo si
es continua de (E,o(FE,E")) en (F,o(F,F")) .

Demostracién Supongamos primero que T es continua de (E,|[.||) en
(F,||-I1). Para todo y" € F' se tiene que yo1T € E’ con lo que es con-
tinua para la topologia o(E, E'). Utilizando el lema anterior obtenemos que
T es continua de (E,0(E,E")) en (F,o(F, F")).

Reciprocamente, supongamos que 7" es continua de (E,0(E, E’)) en (F),
o(F,F")) entonces T'(Bg) es débilmente acotado en F'. Consideremos ahora
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a T(Bg) como un subconjunto de F'” es decir trabajemos con J(T'(Bg)),
entonces para todo y’ € F’ tendremos que J(T(Bg))(y’) es acotado para
cada x € Bg y entonces por el teorema de la acotacion uniforme, tendremos
que J(T'(Bg)) es un subconjunto de F'” acotado en norma. Finalmente como
T(Bg) C F y la inyeccién J : F — F" es una isometria resulta que 7'(Bg)
esta acotado en norma en F| lo que significa que T" es continua de (E,||.||)
en (F,|.|]). Introducimos ahora una topologia en el dual ain menor que la

débil, que denominamos débil estrella o(E’, E) que se justifica en el Teorema
de Alaoglu-Bourbaki que asegura que en ella la bola cerrada en el dual es
compacta. Ademas el dual de(E’,0(E’, E)) es precisamente E.

3.2. Topologia débil xo(E' E)

Sea E un espacio de Banach y sea E’ su dual, dotado con la norma

2|l = sup{|(z’, )|}
zelE
[l=]|<1

y sea E/” su bidual, es decir el dual de E’ dotado con la norma

I1€]l = sup {|{§,2")[}
x'eE’

fl="]<2

Definicion Podemos definir una inyeccion canénica J : E — E” definida
de la siguiente manera: a cada x de E' le asignamos el funcional J(z) de E"
definido por

J(z):E'—=K

de forma que asigna a cada z’ el elemento (J(z),z’) = (x',x) para cada
x € E'y para cada x’ € E'.
De la definicion se deduce que J es lineal y que es una isometria. En efecto

1/ (@)l = sup {[{(J(x),z")[} = sup {|{z’,x)|} = [|=|

[[=][<1 [l=]I<1
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Puede ocurrir que J no sea sobreyectiva, en el caso en el que si lo sea, di-
remos que FE es reflexivo. Con la ayuda de J podemos identificar E¥ con un
subespacio de E”.

Con lo visto hasta el momento podemos identificar sobre ' dos topologias:

i) la topologia fuerte, inducida por la norma de E’

ii)la topologia débil o(E', E")

Definamos ahora una tercer topologia en E': la topologia débil x que la
representaremos por o(E', E).

Definicion Para cada x € E consideremos la aplicacion ¢, : E/ — R
definida por " — ¢.(z’) = (x’,z). La topologia débil x es la topologia
menos fina sobre E' que hace continuas a todas las aplicaciones (¢;)zck-
Como E C E”, resulta claro que la topologia o(E’', E') es menos fina que la
topologia o(E’, E"). Presentando entonces las tres topologias vistas para F’
dirfamos que o(E’, E) es menos fina que o(E’, E") que a su vez es menos
fina que la topologia fuerte.

Teorema 3.2.1 Sea z{ € E’. La familia de conjuntos de la forma
V=A{z'eFE": |(&'—x(,x;)| <e para todo i € [}

con [ finito y € > 0 constituyen una base de entornos de x {, para la topologia

o(E'E).
En forma similar a lo hecho en la topologia débil, la notacion que utilizare-
mos serd Ve, .. (xg) ={z' € E': [(a' —x{,x)| <e i=1,2,...,n}.

Demostraciéon Similar a la del Teorema 3.1.1

Teorema 3.2.2 (Alaoglu) Sea E un espacio normado, entonces el con-
junto Bgr = {2’ € E': ||z’|| < 1} es compacto en la topologia débil x
o(E' E).

Demostracion Observemos primero que la bola unitaria Bgs no es un en-
torno del origen en o(E’, E'), porque de serlo existiria un entorno Vz.;, 4, . 4. (0)
con los z; € Bg y con € < 1, tal que ' € Vo) 2.2, (0) C Bg como los x;
son finitos, existe z € By de forma tal que z # z; para todo ¢t =1,2,...,n
y para el que |z'(z)| > 1+ ¢, entonces ||z’|]] > 1 con lo que " € Bp/, se
concluye pues que Bgs no es un entorno del origen para la topologia o(E’, E).
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Identifiquemos ahora E' con un subconjunto del producto K¥ asociando
a cada x’ € E’el conjunto de sus imagenes {z'(z) : x € E}. Podemos
identificar la topologia o(E’, E) con la topologia producto en K¥ es decir
que la bola unitaria de E’ sera un subconjunto del producto

I=J[{rek: A<}

zel

que es un producto de compactos y por tanto por el Teorema de Tychonoff
es compacto. Debemos probar ahora que Bp: es cerrada enl.

Paraz, y € E y XA € K, consideremos las funciones ¢, ,(§) = {(x)+&(y)—
E(x+y) y Yen(§) = &) — A(x) con € € KP. Estas funciones son continuas
en K, ya que 7, : KF¥ — K de forma que 7, () = £(2) es continua en KZ por
tratarse de una proyeccion y puede escribirse ¢, ,(§) = m,(§)+my(§) = a4 ()

y %,/\(f) = 77—)\70(5) - /\ﬂ-m(g) y Y
Be = (] ¢my{0) ) [ ¥ra{0})

z,yel zel
A€k

que es un subconjunto cerrado de I.

3.3. Topologia débil x acotada: bo(E', F)

Definiciéon Sea F un espacio de Banach, la topologia débil estrella acotada?
se define como la topologia mas fina que coincide con la topologia débil
estrella o(E', E) en cada conjunto rBgy = {z': 2’ € E' ||z’|| < r}. Es decir
que un conjunto O C E’ es un abierto en la topologia bo(E’, E) si y solo
si O rBg es un subconjunto relativamente abierto de By para o(E’, F)
para todo r > 0 y un conjunto C' C E’ es cerrado en la topologia bo(E’, F)
siy solo si C'(\rBg es cerrado en o(FE’, F) para todo r > 0.

Teorema 3.3.1 Sea E un espacio de Banach y sea (x,),eny C E una suce-
sion tal que x,, — 0. Un sistema fundamental de entornos del origen para la
topologia bo(E’, E) es el formado por los conjuntos

Va=A{z":|z"(z)| <1, €A}

donde A = {x, : n € N}.

Zen inglés: bounded weak * topology
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Demostracion Sea Bpg/ la bola unitaria en E' y (z,)neny C E con z, — 0
y A = {x;}, entonces

{z':|x'(x)| <1, z € A}ﬂrBE/ ={z':|z'(z)| <1, z€ Al}ﬂrBE/

donde A; es el conjunto finito de elementos de A para los cuales ||z| >
%. O sea que hemos encontrado un entorno del origen para la topologia
o(E’, E)que hace que V4 [ 7rBpg sea relativamente abierto en rBpy.

Sea ahora U un entorno abierto del origen para la topologia bo(E’, E),
entonces segin la definiciéon dada arriba, existe un conjunto finito A; C F
tal que* A\ Bpr C U

Supongamos que para cada entero n definimos un conjunto finito A, C £
de forma tal que A2 (\nBg C U. Mostremos entonces que existe un conjunto
finito B,, de E tal que cada elemento de él tiene norma menor o igual a 1/n

y tal que se cumple

(A UB)(n+1)Bz cU

Porque si asi no fuera entonces para cualquier conjunto B finito de E y
tal que la norma de cada uno de sus elementos es menor o igual que 1/n se
tendria que la familia (A, J B)°(N(n + 1)Bg (U€ tiene interseccion finita
propia . Como Ucs bo(E’, E) cerrado, todos esos conjuntos son o(E’, E)
cerrados y como ademés (n+1)Bgr es o(E’, E') compacto por el Teorema de
Alaoglu, se sigue entonces que existe x’ € (n+1)Bg (U AY que cumple
que |z'(x)| < 1 para todo z € E con ||z|| < !/n . De lo anterior se deduce
que ||z’|| < n lo que significa que z’ € nBg (A (N U° contradiciendo el
hecho de que nBg/ (A2 C U. Definiendo entonces A, 1 = A, |J B, queda
establecida en forma inductiva una sucesién de conjuntos finitos A, C F
para los que vale A% (\nBg C U y tal que cualquier sucesion construida con
los elementos de A = J;2, A, es una sucesion de elementos de E que tiende
a cero, de lo anterior deducimos que

{z":2x" € E', |2'(x)] <1, x € A}

es un conjunto de la forma indicada, contenido en U

3Recordemos que si M C E, definimos el conjunto polar de M como M° = {z' € E':
|/ (x)] <1, x € M}
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Notacion Sea z’ € E’, un entorno de x’ en la topologia bo(E’, E), lo
representaremos como

Ve (@) ={z"€e E':|(z" —2')(z,)] <1 para todo n € N}

siendo (z,)neny C E'y con z, — 0.

Corolario 3.3.2 Sea F un espacio de Banach, entonces E’ con la topologia
bo(E',E) es un E.V.T. localmente convexo.

Demostracion Para probar que E' dotado con la topologia bo(E’, E) es
un E.V.T. deberemos probar la continuidad para las funciones

+:E'xXE" = FE'tal que (2')y')—x'+y’
. Kx E’"—= E' tal que (a,z") — a.z’

Supongamos que U es un entorno de '+ vy’ entonces por el teorema anterior
existe una sucesion (2, )neny C E'y con z, — 0 tal que Vi, y(z'+y’) C U, de
la convergencia de z,, a 0 se tiene que 2x,, — 0 con lo que podemos considerar
los entornos

Ve (') ={z"€ E': |(z' —2")(22,)| <1 para todo n € N}

Ve (') ={w € E': |(w' —y")(2z,)| <1 para todo n € N}
evidentemente se cumple
Vizew) (#") + Vi) (¥) C Viwy (" +y7)

va que si 2’ € Vig,,)(2') y w’ € Vigg,)(y') se tiene que

1 1
(" =2’ =y ) )| < = e )l + =y ) < g g =1
lo que significa que 2z’ + w' € V{,,)(z' +y'). Hagamos algo similar para el
producto, sea W un entorno de .z’ con o € Ky 2’ € E’ entonces existe
una sucesion (o, )ney C E y con x, — 0 tal que V{,,)(a.z’) C W, interesa
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determinar un entornoE(a,e) C K de o y un entorno V,,)(z’) C E' de '
de forma que para todo r € E(a,¢) y para todo w’ € V(,,)(x') se tenga que
raw' € Vg, (a.x’), para ello deberd cumplirse |(r.w’ — a.z’)(z,)| < 1 pero

|(rw’ —a.x’)(z,)] = |a(w —x")(x,) + (rw’ — aw’)(x,)| <

[af [(w' = 2" (@) + |r — af |w'(z,)]

y alcanzaria con que cada uno de los términos fuese menor que % Pongamos
entonces a,, = 2. |a| .z, que evidentemente converge a cero. Se tiene entonces
que como w’ € V(gjaj,)(z ) entonces el primer término es menor que 3. Como
w'(z,) — 0 entonces esta acotada, con lo que existe M € K para el que vale
|w'(z,)] < M para todo n € N, elijamos ahora ¢ de manera que € < ﬁ,
entonces se cumple que

1
lr —af |w'(x,)| <e.M = 5

lo que demuestra que r.w’ € Vi, )(o.z’).

Se trata ahora de probar que los entornos del origen definidos en el teo-
rema anterior son convexos.

Dado V(,)(0) con (zn)nen C E'y @, — 0, consideremos en él, dos ele-
mentos cualesquiera z’ y z’ y un escalar « tal que 0 < @ < 1, se trata de
probar que el elemento w’ € E' definido como w’ = ax’+ (1 — )z’ también
pertenece al entorno V{,,)(0). En efecto, como

w'(zn)] = [(az + (1 = @)2") (z0)] < |az’(za)] + [(1 — )2 (2a)] =

alz’(z)]+ (1 —a)|z'(z,)] < 1
entonces w' € V(;,)(0).

Teorema 3.3.3 Sea F un espacio de Banach, entonces un funcional lineal
en E’ es continuo para la topologia o(E’, E) si y solo si es continuo para la
topologia bo(E', E'). Es decir que el dual de E' respecto de la topologia débil
estrella es el mismo que respecto de la topologia débil estrella acotada.

Demostracion Como por definicion la topologia bo(E', E') es mas fina que
la topologia o(E’, E') entonces todo funcional lineal en £’ continuo para esta
ultima lo sera también para la primera.
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Reciprocamente supongamos que f : E' — K es un funcional lineal
bo(E’, E)-continuo, lo que significa que debe existir una sucesiéon en (z,,) C F
que tienda a cero de manera que

|f(z")] <1 para todo ' € E' con |z'(x,)| <1 para todo n € N

Definamos T : E/ — ¢o de manera que T'(z') = (z'(x,)) claramente es lineal
y acotado. Definamos ahora el funcional h : T(E') — K, de la siguiente
manera: h(T(z')) = f(z'), evidentemente es lineal y acotado. Probemos que
el funcional h esté bien definido. Es claro que si z'(z,) = 0 para todon € N
entonces f(z’) = 0, porque también valdria que dado k € N z'(kx,) = 0
para todo n € N se cumpliria entonces en particular que |z'(kz,)| < 1 para
todo n € N lo que implica que

|f(kz")] <1 implica que |f(z")]=0

Entonces si T(z’) = T(y') deberia ser z'(x,) = y'(x,) para todo n € N
que lo podriamos escribir como (z’ — y')(x,) = 0 para todo n € N entonces
f(z" —y’) =0 para obtener finalmente f(z') = f(y').

Por el corolario 2.2.1 del teorema de Hahn - Banach existe g € ¢ de
manera que su restriccion a T'(E’) coincide con h. Sea (o, )nen €l elemento
de {1 = ¢[, representante de g, entonces para cada x’ € E' se tiene que

f@') =h(T(z") = g(a'(zn)) = Z az'(z;) =z (Z ozx)

donde la convergencia de la serie estd asegurada porque F es completo. Se
sigue entonces que f tiene la forma

o0
f(x')y=2z'(x) con x = Z&ix" €F
i=1
Entonces f estd en la imagen de E en E” por la inyeccion natural J , con lo

que es o(E’', E)-continuo.

Corolario 3.3.4 Sea E un espacio de Banach y sea f: E/ — K, entonces
f es continuo para la topologia o(E’, E) si y solo si la restriccion de f a Bp
es continua con respecto a la topologia inducida por o(E’, E) en Bg:.
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Demostraciéon Si f es continuo para la topologia o(E’, E), entonces su re-
striccion a Bgr es continua con respecto a la topologia inducida por o(E’, E)
en Bp/. Reciprocamente supongamos que la restriccion de f a Bgs es contin-
ua con respecto a la topologia inducida por o(E’, E) en Bg,. Como B es
cerrado para la topologia o(E’', E) en E’ también lo es ker f (| Bg para la
topologia inducida por o(FE’, F) en Bgentonces ker f () Bgres cerrado para
o(E’, FE) . Entonces para todo r > 0 se tiene que

ker f ﬂrBE/ =r(ker f mBE/)

que es cerrado para la topologia o(E’, E) y esto significa que ker f es cer-
rado para la topologia bo(E', ) por tanto f es continuo para la topologia
débil estrella acotada y por el teorema anterior es continuo para la topologia

o(E'E).

Teorema 3.3.5 (Krein-Smulian) Sea B un espacio de Banach y K un
subconjunto convexo de E’; entonces K es cerrado para la topologia o(E’, E)
si y solo si es cerrado para la topologia bo(E', E).

Demostracién Por el teorema 3.3.3 (E',0(E',E)) y (E',bo(E', E) de-
finen los mismos funcionales lineales continuos, entonces por el teorema 3.1.4
los conjuntos convexos serdn cerrados para la primera si y solo si los son para
la segunda.

3.4. Espacios reflexivos

Definicién Sea E un espacio de Banach y sea J la inyecciéon canonica de
E en E”. Diremos que F es reflexivo si J(E) = E”. Cuando E es reflexivo
con ayuda del isomorfismo J podemos identificar implicitamente £ con E”.

Teorema 3.4.1 Sea E un espacio de Banach. Entonces £ es reflexivo si y
solo si Bg es compacto en la topologia o(E, E').

Demostraciéon Si suponemos que F es reflexivo, entonces de acuerdo con
la definicién

J(Bg) = Bgn
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y como sabemos que J : F — E’ es un homeomorfismo entonces By con la
topologia o(F, E') es homeomorfo a Bg» con la topologia o(E"”, E') y como
por el teorema de Alaoglu Bg» es un compacto para la topologia o(E ", E’),
se concluye que Bg es compacto con la topologia o(E, E).

Para probar el reciproco, veamos primero el siguiente teorema

Teorema 3.4.2 (Goldstine) Sea F un espacio de Banach, J(Bg) es denso
en Bp» en la topologia o(E", E’)

.. . - E”,El
Demostracion Consideremos z” € E” de forma que z” ¢ J(BE)U( ),

entonces como J(Bg) es convexo y cerrado para la topologia o(E", E'),
existe ' € E' (recordemos que E’ es el dual de E” para la topologia
o(E",E")), de forma tal que se verifica

E//,El
sup{(e',y") y" € TBp) " Y < (alsa )
como podemos suponer que |[z'|| =1 = sup {]z’(y")|}, entonces
——— (B E')
y"€J(Bg)

la expresion de la izquierda es al menos 1, lo que obliga a que

"]l > 1

E”7E,
De lo anterior se sigue que Bg» C J(BE)J( :

Estamos en condiciones ahora de probar la suficiencia del teorema 3.3.1,
supongamos ahora que Bp es compacto en la topologia o(E, E'), entonces
J(Bg) es compacto en la topologia o(E"”, E’) y aplicando el teorema de
Goldstine, se tiene que J(Bg) = J(Bg) = Bpgr.

Teorema 3.4.3 Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea M C E un
subespacio vectorial cerrado. Entonces M dotado de la norma inducida por
E' es reflexivo.

Demostraciéon Por el corolario 3.1.6 deducimos que M es cerrado tam-
bién para o(F, E’), entonces By, es cerrado para la topologia inducida por
o(E,E') en M que por otra parte coincide con la topologia o (M, M), en-
tonces By, es compacto para la topologia o(F, E') o sea que es compacto
para o(M, M), con lo que M es reflexivo.
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Corolario 3.4.4 Sea E un espacio de Banach. Se cumple que E es reflexivo
siy solo si E' es reflexivo.

Demostracion Si E es reflexivo las topologias sobre E', o(E', E) y o(E’,
E") coinciden , entonces como por el teorema de Alaoglu Bg: es compacta
para la topologia o(E', E), entonces se tiene que Bp es compacta para la
topologia o(E’, E") lo que se traduce -utilizando el teorema 3.4.1- en que
E’ es reflexivo.

Si suponemos ahora que E’ es reflexivo, de la parte anterior deducimos
entonces que E” es reflexivo y como J(F) es un subespacio cerrado de E”,
del teorema 3.4.3 deducimos que J(E) es reflexivo, por consiguiente E es
reflexivo.

Otra herramienta imprescindible en el estudio de los espacios de Banach es
la separabilidad, pues muchos de los espacios habituales lo son. Ademas esta
propiedad esta relacionada con la metrizabilidad de la bola cerrada unidad
de E’ con la topologia o(E', E).

3.5. Espacios separables

Definicién Sea E un espacio métrico. Se dice que E es separable si existe
un subconjunto H C E numerable y denso.

Teorema 3.5.1 Sea E un espacio métrico separable y sea F un subconjunto
de E . Entonces F' es separable.

Demostracidon Sea (z,),eny Una sucesion densa en F y sea (%)meN. Defino
Um.n cOmo un elemento cualquiera de B(z,, %) () F' cuando esta interseccion
es distinta del conjunto vacio y sea u,,, = 0 cuando B(z,, %) NF = 0.
La sucesion doble (y,n)mnen €s numerable y densa en F, con lo que F' es
separable.
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Teorema 3.5.2 Sea E un espacio de Banach tal que E' es separable. En-
tonces E es separable.

Demostracion Sea (z/),en una sucesion numerable y densa en E' . Como

25l = sup (z;,z)
rEBR
entonces para cada n existe x,, € F con ||z,|| = 1 y para el que se cumple

(21, 20) = L ).

Sea Ly el espacio vectorial sobre Q generado por los {z,, n € N}. Sea
ahora L es espacio vectorial real generado por los mismos puntos, entonces
como Lg es un subconjunto denso de L, bastaria con probar que L es denso
en F.

Tomemos un funcional ' € E' tal que (x',x) = 0 para todo = € L,
demostremos entonces que z’ es idénticamente nulo. Como por hipdétesis
(2! )nen es densa en E', dado € > 0, existe n € N de forma que ||z’ —z/ || <
€, entonces

1
§||‘/Egm|| < <x/nal‘n> = <x/n_x,7xn>+<x/al‘n> <e

Se tiene entonces
2| < la" — 2|l + [l ]l < 3¢

con lo que ' = 0y entonces L es denso en F.
Nota: La inversa no es cierta, por ejemplo ¢, v lo.

Corolario 3.5.3 Sea F un espacio de Banach. Entonces E es reflexivo y
separable si y solo si E’es reflexivo y separable.

Demostraciéon Del corolario 3.4.4 y del teorema anterior podemos asegu-
rar que si E' es reflexivo y separable, entonces E es reflexivo y separable.
Reciprocamente, si F es reflexivo y separable, entonces E” = J(FE) es reflexi-
vo y separable, de donde E'es reflexivo y separable.

Teorema 3.5.4 Sea E un espacio de Banach separable. Entonces Bg es
metrizable para la topologia o(E’, E). Reciprocamente, si Bgs es metrizable
para la topologia o(E’, E), entonces E es separable.
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Demostraciéon Sea (z,),eny una sucesion en By de forma que {z,, n € N}
sea denso en Bp (cosa que siempre es posible por el teorema 3.5.1).
Para todo par ', y’ € B/, definimos

oo
1
de'y') = 5 e =yl

n=1
Evidentemente d es una métrica. Habria que probar ahora que sobre B/, la
topologia asociada a d coincide con la topologia o(E’, E). Probemos primero
que la topologia asociada a d es mas fina que la topologia o(E’, F). Sea
entonces x(, € Bpr y sea V.., oy (T () un entorno de z( en o(E’, E). Hay

que probar entonces que existe un r > 0 de forma tal que
U={2"€Bp:dx'zg) <r} C Vg y .y (70)
Podemos suponer que en la definicion de
Ve worown (o) ={2" € B : [{(x" — x(,y;)| <e para todo i=1,2,...k}

los y; pertenecen a la bola unitaria de E para todo i = 1,2,... %k . Entonces
como la sucesion (x,),en es densa en Bg, para cada i se puede encontrar un
natural n; de manera que ||y; — 2,,| < £. Fijemos r > 0 tal que 2™r < £
para todo i = 1,2,...,k y demostremos que U C V. Si 2’ € U entonces
d(xz',x() < r, se tiene entonces

1
2mi

!/

(" — g, x,,)| <r para todo i =1,2,... k

y entonces

€ €
(" — 20,0 = (&' — 20,y — @n,) + (&' — 20, 20,)| < §+§

para todo ¢ = 1,2, ..., k, porque

€
<2.-
4

(&' =20, 4 = 2n)| <2’ = 2] lyi — 2,

entonces ¢’/ € V.

Probemos ahora que la topologia o(E’, E') es mas fina que la generada
por d. Como antes sea x(, € Bp y sea U un entorno de x{, para la topologia
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generada por d. Se trata de probar que existe V.., 4, 4 (2 () entorno de x
para o(E’, FE), en Bg: de forma que

‘/5;91792,-”71% (1’6) cU= {l’/ € Bp : d(xlv 1'6) < 7“}
Elijamos V' de la forma
Venwoown (o) ={2" € B : [{(&' — x(,2;)| < e para todo i =1,2,...k}

y determinemos k y € para que V' C U. Sea por tanto x’ € V, se tiene entonces

n=~k [es) 0o
da',xy) = 3 g l(@' —whe)|+ 32 (' —ag e <e+2 3 5=
n=1 n=k+1 n=k+1

€+ 2;@—171, se trata entonces de elegir € < 7 y k suficientemente grande para
1 T
que oF—T < 5-

Reciprocamente, supongamos que Bp es metrizable para o(E', E), de-
mostremos que entonces E es separable. Sea U,, = {z' € Bp/ : d(z’,0) < 2}
y sea V,, un entorno de 0 en o(E’, E), de forma tal que se cumpla V,, C U,
para todo n € N con V,, de la forma

Vo=Ve.,(0)={2" € Bp : [{z',z)| < e,, para todo z € I,}

con I, un subconjunto finito de E. Sea F' = |J [,, , que es numerable. Por
n=1
otro lado se cumple

ﬂVn:(J entonces (z',2) =0Vz € F —z'=0

n=1

con lo que F' es denso en E y el espacio E es separable.
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4. Teorema de Eberlein-Smulian

4.1. Introduccion

Del Teorema de Alaoglu sabemos que en un espacio vectorial normado
(E,|||l) todo subconjunto cerrado para la topologia o(E’, E) y acotado de
E es compacto para la topologia débil estrella.

Intentemos ahora caracterizar los subconjuntos compactos de E para la
topologia o(E, E'). Sea K C E un subconjunto compacto para la topologia
débil y sea x’ € E', sabemos que z’ es débilmente continuo, entonces x'(K)
es un compacto en el cuerpo de escalares. Se sigue entonces que x'(K) esta
acotado y como esto vale para todo ' € E', por el Teorema de la acotaciéon
uniforme, entonces K es un subconjunto acotado de E. Ademéas como K es
débilmente compacto, entonces es débilmente cerrado y por tanto es cerrado
en norma. Es decir que los subconjuntos de E débilmente compactos son
cerrados en norma y acotados en norma.

Veamos que el reciproco no es cierto, con lo que la condiciéon anterior
no caracteriza a los compactos de la topologia débil de un espacio vectorial
normado.

Ejemplo Consideremos B, si fuera débilmente compacto, cada sucesion
en B, deberia tener un punto de aglomeracién en B, para la topologia
o(E,E'). Consideremos la sucesion +,, definida por 7, = e; + ...+ e, donde
e es el k-ésimo vector unitario en ¢y. La norma del supremo en ¢y nos da que
.|| = 1 para todo n € N. ;Cudles son los posibles puntos de aglomeracion
para la topologia o(E, E’) de la sucesion (v,)? Supongamos que A\ € By,
es un punto de aglomeracion de (7,) para la topologia débil. Entonces para
cada z’ € ¢p’, (z'(7,)) tiene a /() como un punto de aglomeracion; esto es
que los valores de z'(7y,) estan tan cerca de x’/(\) como uno quiera. Tomemos
como funcional lineal, la proyeccion k-ésima e;’. Notemos que e ’(v,) = 1
para todo n > k, entonces e;'(A) = 1. Lo anterior vale para todo k € N,
entonces A = (1,1,...,1,...) & ¢o por lo tanto B, no es compacto para la
topologia o(E, E').

Ejercicio previo (Von Neumann) La topologia débil no tiene por qué
ser secuencial.
Sea A el subconjunto de /5 que consiste en el conjunto de vectores de
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la forma {z,,/1 < m < n < +oo} cuya m-ésima coordenada es uno y la
n-ésima coordenada es m, siendo ceros las otras coordenadas. Mostrar que
el origen pertenece a la clausura de A para la topologia débil, pero ninguna
sucesion de elementos de A converge débilmente a cero.

Podemos representar un elemento genérico de A como

. Para probar que 0 € 20(62’22) debemos probar que para todo entorno de cero
Vet 2.z, (0) en la topologia o(fy, (3) se cumple que

Vet a0, (0)[ A #0

Sabemos que para todo =/ € ¢ (i = 1,...,p) existe a’ = (al)ren € f de
forma que para todo x = (xy)ren € {3 se tiene

(o]
zi(x) = kaa}; = (z,a')y para todo i=1,...,p
k=1

Entonces para un elemento genérico de A se tiene

|z (e +mey,)| = ]afn + mal,| < ‘afn| +m ‘a;‘
y como se tiene que klz’m ai = 0 para todo i = 1,...,p es posible entonces
—+00

elegir primero m = m. € N de forma tal que

. € )
|afn€ < 3 para todo i =1,...,p
a continuacion es posible elegir n = n. € N con n. > m. de forma que
; € .
me ‘ans} < 5 Para todo i =1,...,p
De lo anterior se deduce entonces que

Tmen. € ‘é,r’l,r’z,“.,m; (0) ﬂ A

—o(l2,0%) . ., . .
entonces 0 € A *". Probemos ahora que ninguna sucesion incluida en A

converge débilmente a 0. Supongamos por el contrario que (zx)reny C A es
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una sucesion tal que z, — 0 siendo x; = ey, +mpey,, 1 <m <n < 400
o (L2,0}) '

para todo k € N, entonces (z1)ren €s una sucesion acotada, lo que significa
que también (my)ren es acotada, que a su vez se traduce en la existencia de
una subsucesion convergente: (my,)r,en, pero entonces existe tg € N tal que

para todo natural ¢t > ¢y debe ser my, = M € N constante. Como xy, (72’) 0
o(£2,4y

debe ser z'(zy,) — 0 para todo =’ € £, en particular para ' = e, pero en
cambio resulta que

(enr, 2h,) = (enr, €m,, +Mpen,,) = (ear,enr) + M (ear en, ) =1

para todo t >ty lo que es una contradiccion.

Aunque la topologia débil de un E.V.T. de Banach E de dimension in-
finita no es metrizable , el siguiente teorema permite, para los subconjuntos
débilmente compactos de E, observar propiedades similares a las de los com-
pactos de los espacios metrizables.

Previamente recordemos algunas definiciones:

i) A C E es relativamente compacto si A es compacto.

i1) A C F es secuencialmente compacto si cada sucesion en A tiene una
subsucesion convergente en A.

i11) A C E es relativamente secuencialmente compacto si cada sucesion
en A tiene una subsucesion convergente en F.

4.2. Teorema de Eberlein-Smulian

Ejemplo previo: Sea A = B, C ¢, de acuerdo a lo visto en el primer

ejemplo, A no es débilmente compacto. Sea a, = (1,1,...,1,0,...) evidente-
mente a, € A porque ||a,|| = sup{ aV|:ie N} =1. Sean F = (1,1,...) €

loo = ¢y (gn)nen con g, = (0,0,...,1,0,...), g, € ¢; para todon € Ny

lgall = 3 %)

=1
i) F(gn) =1
i) gn(aj) =0sij<n
i17) gn(a;) =1sij>n
mostremos que entonces (a,) no puede tener una subsucesion débilmente
convergente.

= 1y ademas dist(F, J(cy) = 1. De lo anterior se cumple
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Si (an, ) fuese una subsucesion débilmente convergente a a entonces exi-
stirfa una sucesion de combinaciones convexas de forma que convergeria en
norma a a con lo que es posible encontrar un término de la sucesiéon que diste
de a en norma menor que /4 por ejemplo, es decir

q
E Ay, — @
k=p

para algin ZZ:p QG , pero si n > n, utilizando la parte ii) se tiene que

<1
4

gn(zz:p akank) -
que

= 0. Delo anterior se deduce entonces

Z:p akgn(ank)

q q
|gn(a)| < |9n <a - Zakank> + |9n (Z O‘kank> <
k=p k=p
2 1
HgnH a_;akank +0 < Z
=p

Pero por iii) g,(a,,) = 1 para todo n; > n con lo que pasando al limite
gn(klz’m an,) = 1 conlo que g,(a) =1 paratodon € N con lo que obtenemos
—+00

una contradiccion.

Entonces suponiendo que A es relativamente secuencialmente compacto
para la topologia débil, es posible construir una sucesion para la que ninguna
subsucesion sea débilmente convergente. Contradiccion.

Lema previo 4.2.1 Un subconjunto A C F es relativamente débilmente
o(E",E’
EREY - g,

compacto si y solo si es acotado y J(A)

Demostracion Como J : E — E” es un homeomorfismo entre E'y J(E)

cuando consideramos a F con la topologia o(E, E') y E” con la topologia
o(E" E'), se tiene

E,E)

JAEE =T M)

y entonces si suponemos que A es relativamente débilmente compacto en-

tonces J(ZU(E’E )) es un compacto para la topologia o(E ", E') que contiene
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a J(A) entonces vale

— v O'(E//,E/) Y ,
c J@A) = j@a e

o(E",E')

J(4) ) C J(E)

con lo que se tiene
— o (E"E’
TA ) (B
Para demostrar la acotaciéon de A, veamos que si ZU(E’E) es compacto para

) . )
es acotado, con lo que también lo sera

la topologia débil, entonces ATEE
A' (E// E
)

Reciprocamente si suponemos ahora que J(A : C J(E), como A es
o(E" ,E’

acotado entonces J(A) lo es y también J(A) ) y utilizando el teorema

de Alaoglu, tenemos que Bpgr es compacto para la topologia o(E", E’) y
— E”,E' . — EH7EI
como J(A) ( ) es cerrado para esa topologia, deducimos que J(A) ( :

es compacto para la topologia o(E”, E') o sea que J(A) es relativamente
compacto para la topologia o(E”, E’), lo que nos permite asegurar que A es
relativamente compacto para la topologia débil.

Teorema 4.2.2 (Eberlein-émulian) Sea E un espacio de Banach y sea A
un subconjunto de E. Entonces A es relativamente débilmente compacto si y
solo si es relativamente secuencialmente compacto para la topologia débil. En
particular un subconjunto de un espacio de Banach es débilmente compacto
si y solo si es débilmente secuencialmente compacto.

Demostracién Sea A C E relativamente compacto para la topologia o(F,
E'’) en E y consideremos una sucesion (a,)ney C A (supongo que a, #
a, si p#q).SeaV =3span{a,} la clausura del subespacio real generado por
el conjunto {a, : n € N} es decir el conjunto de las combinaciones lineales
finitas de elementos de la sucesion (a,)nen con coeficientes reales. Veamos
que V' es un espacio separable de E. En efecto podemos considerar V =
spangia,}, el espacio vectorial generado por los elemento de (a,)nen pero
con coeficientes racionales, evidentemente Vj es numerable y denso en V', con
lo que efectivamente V' es separable.

Determinemos ahora una sucesion (z/),en C E’ de forma tal que si
reVyua(xr) =0 para todo n € N entonces z = 0, o sea que {x]},
es un conjunto total. Para hacerlo podemos considerar en V' una sucesion
densa, sea (v,)nen dicha sucesion y usando el teorema de Hahn - Banach
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(teorema 2.2.2) podemos obtener x/, € E’ de forma tal que ||z/] = 1y
que z/ (v,) = ||v,||. Para probar que el conjunto de los funcionales lineales

x! € FE' asi obtenidos, forman un conjunto total, supongamos que para

n
x € V se cumple que z! (z) = 0, entonces como (v,) es denso en V', existe

€ sz
no € N tal que ||v,, — 2| < § y como por construccion

€
ool = 25y (Vng) = @1y (Vg = @) + 23 (@) < [|2 5| flomg — 2l < 5

porque z, (z) =0y ||z}, || = 1. Entonces

S g
HxH < ano - x” + ”UTLOH < 5 + 5

entonces ||z|| < ey como el € es arbitrario, ||z|| = 0 lo que implica que z = 0
lo que prueba finalmente que {z/,}, .y es total.
Veamos ahora que es posible extraer de la sucesion (ay,),en una subsuce-

sion, a la representaremos como (a,, )ren para la que el klz’m z! (a,,) exista
—+00

para cada n € N. Como A es acotado entonces {a, }nen C A es acotado, con

lo que también {z(an,)},cy es acotado en K, entonces existe (a%l)) tal que

(ag)) C (a,) y para la que se cumple que existe

. 1 (1)
nQToox l(an )

De igual manera, el conjunto {x (a ;))} es acotado, con lo que existe una
(1)

(2) ) D

subsucesion (ar, ) tal que (a,) D (an
lim x4 (a®)

n—-4o00

( ) para la que también existe
(

continuando con este razonamiento obtenemos
(an) D (@) > (@@)> ..o @) >. ..
cumpliéndose que para todo j € N existe

0

Construyamos la sucesion diagonal (agl)) a la que por ser una subsucesion de
(a,) llamaré (a,, ), entonces se cumple que

lim z! (ay,,) existe para todo n € N
k—4o00
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Como A es relativamente débilmente compacto, la sucesion (a,,) tiene al
menos un punto de acumulacion para la topologia o(F,E’) en E al que
llamaremos 7 , entonces se cumple que
! [(— z /
x = lim x ., (ay,
n(y) k—s+o00 n( nk)
Ahora bien, como V es cerrado en norma, entonces es débilmente cerrado con

lo que y € V lo que lo hace tinico, ya que si Z fuese otro punto de acumulaciéon
de (a,,) parael que z/(Z) = kﬁme ' (an, ) entonces z! (y) = x ! (Z) para todo

n € Ny como {z/ :n € N}es total en V, se tiene que z = 7.
Quedaria por probar que entonces que

_>

a
"k (B,EY

k

lo que es equivalente a probar (teorema 3.1.2) que z'(a,, ) — z'(y) para todo
x' € E’. Si asi no fuera entonces existiria x(, € E’ para el que

2 o(an,,) = @ # 2(7)

entonces existirfa un punto de acumulacion de la sucesion (a,,_)sen que tam-
bién seria de acumulacion para (a,, )ren en la topologia débil, diferente de 7,
lo que seria una contradiccién, por tanto se cumple

a — U

(n,) oB5n "
Para probar la condicion suficiente supongamos que A C F es relativamente
secuencialmente compacto para la topologia o(E, E’) pero no es relativa-
mente débilmente compacto entonces por el lema anterior o A no es acotado
——o(E" E' . .
o J(A) ( ) ¢ J(FE). El primer caso no puede darse porque si A no es
acotado, como los acotados en norma coinciden con los débilmente acotados,
tampoco lo seria en la topologia débil, pero esto ultimo significa que existe
un z’ € E' para el que z'(A) no esta acotado, con lo que puedo determinar
una sucesion (a,)n,en € A para la que

|z'(a,)| > n para todo n €N

pero como A es relativamente secuencialmente compacto para la topologia
o(E, E') puedo extraer de (a,) una subsucesion (a,, ) convergente, pero en-
tonces también lo serfa z'(ay,, ) con lo que obtenemos una contradiccion. Para
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la segunda posibilidad, tratemos de construir una sucesion (a,),en para la
que ninguna subsucesion sea débilmente convergente.

E”,E,

Usando el lema anterior, existe F € (A)U( - J(E) y entonces

sea 0 = dist(F,J(F)) > 0. Construyamos las sucesiones (a,)nen C Ay

(gn)nen C Bpr de forma tal que verifiquen las siguientes condiciones:
i) F(gn) > 260 paratodoneN
i) lga(a)| < 10 si j<n, jEN

iii) gola;) > 30 si j>n, jEN
Mostremos que bajo estas condiciones, (a,)neny N0 puede tener una subsuce-
sion débilmente convergente, porque si por el contrario existiera (an,)ren

verificando que (a,,) — a por el corolario 3.1.6 existiria una sucesion de
o(B,E")

combinaciones convexas de {a,, } de forma que convergeria a a en norma,

con lo que entonces existe un elemento de ella que dista de a menos que i@,

es decir que existe

1
< -0
4

q
E Oy, — a
k=p

q
Zakank, tal que
k=p

.. . 1 .
Tomemos n > n, entonces por ii) se tiene que |gy,(an,)| < 30 si n > ny, con
lo que vale

q
gn(z Oék&nk )
k=p

Las expresiones anteriores nos permitiran probar que |g,(a)| < %9, porque
podemos escribir

q q 1 1
Zakgn(ank) < Z‘a’“’ie: 19
k=p k=p

q q
lgn(a)] < |gn (a - Zakank> + |Gn (Z akank> <
k=p k=p
q
1 1
19l ||a — k;ozkank + 40 < 50
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Por otro lado como por i) g,(a,,) > %0 para todo nj > n, entonces pasan-
do al limite

3
gn(limay,) > Z@
0 sea que tenemos

3
gn(a) > 10 para todo n € N

lo que es una contradiccion con la acotacion obtenida arriba para |g,(a)|.

Proceso de construccion de las sucesiones (a,) y (gn). Como 6 se defini6
como la distancia de F' a J(F) se cumple entonces que ||[F|| > 6 y co-

mo ||F|| = sup |F(z')| entonces debe existir gy € Bp de forma tal que
I’EBE/

cumpla que F(g1) > %9, la condiciéon i) para n = 1. Ademés como F €

MU(EH’EI) se tiene que prefijado € es posible encontrar a; € A de forma tal
que |F(g1) — Ja,(91)| < € osea que |F(g1) — g1(a1)| < € de donde se obtiene
que |g1(a1)| > |F(g1)| — € lo que significa que si al principio elegimos conve-
nientemente el e se puede encontrar a; € A que haga [gi(a1)| > 26 o sea que
se cumple la condicion iii) para j =n = 1.

Supongamos ahora que hemos encontrado los conjuntos {a; : i = 1,...,n}
yv{gi:i=1,...,n} que verifican las condiciones 7), ii), y i), entonces por
el corolario 2.2.3 del Teorema de Hahn - Banach podemos determinar un
funcional lineal ¢ con ¢ € E que verifique que p(a;) =0 parai=1,...,n
y que ¢(F) > 30y |l¢|| = 1. Entonces utilizando el teorema 3.3.2 (Goldstine)
podemos hallar g, € Bp de forma que cumpla con las condiciones i) y i)
a continuacion elegimos a, 11 € A que aproxime F' por gy, ..., g,+1 que haga
que se cumpla también la condicion iii). Veamos esto con mas detalle.

El teorema de Goldstine aplicado a la bola unitaria Bg nos asegura que
ella es densa en la bola unitaria Bg» o sea que se cumple

J(BE/)U(EW’E")
entonces como ¢ € Bpgw se cumple que para todo entorno de ¢ para la
topologia o(E", E"), su interseccion con J(Bpg) no es vacia.

Tomemos en particular el entorno V; 4, 4y an.r(p) ={ € E" : |(¢ —&)(a1)]
<o llp—E)m) <&l — )] < £1l(0— E)F)| < e}

entonces debe existir g,.1 € Bp de forma que J, ., € Vog a9,..an,r(@) 10
que equivale a afirmar que para todo i = 1,2,...,n se cumple que

‘SO(Jaz) - Jgn+1(Jai)

D) BE///

<e€
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y como por construccion ¢(.J,,) = 0 para todo i = 1,2,...,n se obtiene que

(gn+1(ai)| = [Ja, (gna1)] = | T, (Ja)

ademéas debe cumplirse que

(0 = Jg)(F)| <

<é€

entonces
[F(gnt1)| > [p(F)] — €

finalmente eligiendo e de forma que & < min{%, $(|o(F)| — 360)} se verifican
las siguientes condiciones

0
|gn+1(ai)] < 7 bara todo i =1,2,...,n

3
‘F(gn-i-l)‘ > Ze

lo que se traduce en el hecho de que se cumplen las condiciones i) y 7).
o E//,El
Finalmente puedo determinar a,; recordando que F' € J(A) ( ) en-

tonces
Vegugngni (F) [ J(A) # 0

con lo que existe a,.1 € A de forma tal que J,, ,, € J(A) cumple que
‘(F— Janﬂ)(gi)‘ < e paratodot = 1,2,...,n+ 1 que a su vez se puede

escribir como

[F(9:) — gilans1)| < e
para todo?=1,2,...,n+ 1y operando
|gi(an+1)| > [F(g:)] — ¢
y de nuevo eligiendo convenientemente € se puede lograr que

3

’gi(an+1)| > ZQ

para todoi =1,2,...,n+ 1, con lo que también se cumple la condicion ii7).
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4.3. Operadores débilmente compactos

Como aplicacion del Teorema de Eberlein - Smulian, a los operadores
débilmente compacto veremos en particular que en un espacio reflexivo es
posible factorizarlos y a partir de ahi estudiaremos algunas propiedades.

Definiciébn Dado el operador T : E — F se dice que es débilmente com-
pacto si el conjunto T'(Bg) es relativamente débilmente compacto. Del Teore-
ma de Eberlein- Smulian se deduce que lo anterior es equivalente a que para
toda sucesion (z,)nen C Bp la sucesion (T'(x,,))nen tiene una subsucesion
débilmente convergente.

Supongamos que E es un espacio de Banach reflexivo, entonces por el
teorema 3.4.1 deberd ser By compacto en la topologia débil y como T es
continuo, entonces T'(Bg) sera débilmente compacto. Supongamos ahora que
I es reflexivo, entonces Bp serd débilmente compacto, por otro lado como
Bp es cerrado en norma serd también cerrado para la topologia o(E, E’) |
con lo que T'(Bg) es débilmente cerrado y acotado con lo que sera compacto
para la topologia o(F, F''). En conclusion si E o F' es reflexivo, entonces T'
es un operador débilmente compacto.

La intensién es ahora probar que un operador débilmente compacto puede
factorizarse a través de un espacio reflexivo, previamente veamos dos lemas
que nos seran tutiles para demostrarlo.

Lema 4.3.1 Sea F un espacio de Banach y sea W C F un subconjunto
acotado y absolutamente convexo. Para n > 1 definamos

U,=2"W +2"Bp

y sea entonces p,, el funcional de Minkowski asociado a U,,. Entonces p,, es
una norma equivalente a ||.||.

Demostracion Es evidente que
27 "Br C U,

con lo que si consideramos un y € F' tal que |ly|| < 1 entonces 27"y € U,
entonces p,(y) < 2"y aplicando el lema 1.1.3 se tiene que p,(y) < 2" ||y||. Por
otro lado como W es acotado entonces U, también debe serlo, sea entonces
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M > sup{||ly|| : y € Uy,}, entonces si p,(y) < 1 se tiene que y € U,, de déonde
lly]| < M y entonces valdra que |ly|| < Mp,(y). En resumen, se tiene que

M7yl < pa(y) < 2"y

lo que significa que p,, es una norma equivalente a ||.||.

Lema 4.3.2 Sea F un espacio de Banach y sean W, U,, y p, como en el
lema anterior.Para cada y € F definamos |||y||| = (22021%@)2)1/2 y sea
entonces R = {y € F : |||y||| < +o0}. Entonces se cumple que

a) WC Br={yekR:|[yll <1}

b) (R,]||-]]|) es un espacio de Banach y la inclusion candnica j : R — F es
continua.

c) " R" — F" es inyectivay (") ' (F) =R

d) R es reflexivo si y solo si W es débilmente compacta.

Demostraciéon a) Sea w € W, entonces 2"W C U,. Se cumple entonces
que 1 > p,(2"w) = 2"p,(w), con lo que p,(w) < 27", de esto tltimo deduci-
mos que

[|w]]]* < 2(2_”)2 < 1 implica que w € Bg
n=1

b) Sea F,, = (F,p,), entonces de acuerdo al Lema anterior F), es un espacio
de Banach isomorfo a (F,|.||) para cada n € N. Sea Z = (3.7 Fu), 'y
definamos ¢ : R — Z como ¢(y) = (5(v),7(y),...), entonces ¢ es una
isometria, que evidentemente no es sobreyectiva ya que la imagen de ¢ sera
©o(R)={2€ Z: 2= (23)nen, con z, = z para todo n € N} que es un
subespacio cerrado del espacio de Banach Z, con lo que ¢(R) es de Banach
y finalmente el propio R por ser isométrico a un espacio de Banach, también
lo sera.

Sea ahora m; la proyeccion de Z sobre su primer coordenada, entonces
podemos escribir la inclusion canénica j : R — F' como la composiciéon de
@ con Ty, j = m.0 'y como tanto ¢ como 7 son continuos, resulta que j es
continuo.

"Representaremos como (7, F,),el espacio vectorial normado de las sucesiones z =

1/2
(zn)nen, zn € F, tales que > (pn(z:n))2 < +00, con la norma ||z|| = (Z (pn(zn))2)
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¢) Como (307, Fn)2)” = (302, F,")s se tiene entonces que si y” € R”,
vale que " (y") = (3"(y"),7"(w"),...) € O .=, F,")2 por lo que podemos
escribir p” : R” — Z". Como ¢ es una isometria y ademéas I'm(p) es un
conjunto cerrado, entonces ¢’ es inyectiva de donde se deduce que j” es
inyectiva. Si ahora y” € (7”)"'(Jr(F)), entonces j"(y") € Jp(F) asi que
2"(y") = G"(y"),5"(y"),.-) € $(R) C Z sea entonces p"(y") — .
Ahora tomemos una red (y;); en R tal que ||y;]| < ||ly”|| para todo i y de
modo que J(y;) — y” cosa que es posible por el teorema de Goldstine, pero

o(R",R')
entonces ¢ (J(y;)) — ¢"(y"), pero también observemos que ¢”(y;) = ¢(v;)
O'(ZH7ZI)
para cada i y que como ¢”(y") = xy entonces ¢(y;) — x¢ y como la Im(p) es

o(2,2")
cerrada entonces g € Im(y) Tomemos ahora y € R con p(y) = o entonces
©"(y" —y) =0y como ¢” es inyectiva, y" =y € R.

d) Con un argumento similar al utilizado en la demostracion del teorema
de Alaoglu, se tiene que j"(Bgr) = j(BR)U(F ), Pongamos C' = j(Bg) y

supongamos que W es débilmente compacta. Entonces para todon € N, cada
uno de los conjuntos 2"W + 27" Bps contiene a Br y cada uno es cerrado
para la topologia o(F", F'), lo que significa que cada uno debe contener

——o(F",F")

Br , es decir cada uno contiene a j”(Bg~), pero ahora

j”(BRN) C ﬂ(QnW—I— 2_nBF//) C ﬂ(QnF + 2_nBF//) =F

n=1 n=1

- /!

y por la parte anterior R” C (7”)"'(F) = R, con lo que R es reflexivo.

Reciprocamente, sea R reflexivo, entonces By es débilmente compacta, lo
que significa que j(Bg) es débilmente compacta en F'y entonces por la parte
a) W es débilmente compacto.

Teorema 4.3.3 Si E'y F son espacios de Banach, un operador T : £ — F
es débilmente compacto si y solo si T' puede factorizarse a través de un espacio
reflexivo, es decir existe un espacio reflexivo R y dos operadores a y (3, con
a:FE— Ry f:R— F deforma que T'= PBa

Demostracién Como la condiciéon necesaria es evidente, pasemos a probar
la condicién suficiente, para ello supongamos que 7" es débilmente compacto,
y sea W = T(Bg) y definamos R como en el lema anterior y por la parte d)
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R es reflexivo y sea también 5 : R — F'la inclusion candnica. Evidentemente
si # € Bg entonces T(x) € W, con lo que 2"T(z) € U,, entonces 1 >
pn(2"T(z)) = 2"p, (T (z)) de lo que se deduce que p,(T(z)) < 2™ para todo
x € Bp. Es decir que si consideramos x € F tal que |z|| < 1, [||T(2)|]]* =
oo (pa(T(x)))? < D02, 4™ = 1/3, entonces o : E — R definido por
a(z) = T(z) es un operador acotado con ||a|| < 2y claramente T = Sa.

Teorema 4.3.4 Si E y F' son espacios de Banach y T': E — F', entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) T es débilmente compacto.

b) T"(E") C F.

¢) T' es débilmente compacto.

Demostracién a) — b): De acuerdo al Teorema anterior, sea R reflexivo,
b:R— Fya:E — R de manera que T' = [a. Entonces T = 5"a”,
pero 8" : R — F, entonces 8" = 3, eso implica que T"” = Sa” y entonces
Im(T") C Im(B) C F.

b) — a): Por el Teorema de Alaoglu y por la continuidad de 7' con las
topologias débiles estrella se tiene que T'”(Bg~) es compacto para la topologia
o(F",F"). De acuerdo a nuestra hipotesis se tiene que T"(Bg») es com-
pacto para la topologia o(F, F'') con lo que T(Bg) C T"(Bg~) y debe tener
clausura débilmente compacta.

¢) — a): Sea L un espacio reflexivo, C : F/ — L,y D : L — E' de forma
que T' = DC, entonces T" =C'D',con D' =E" - L'y C'=L"— F".
Pongamos R = D/(E) y a = D'|E, entonces a : E — Ry R es reflexivo.
Sea ahora § = C'|R, entonces § : R — F", pero entonces si © € E |
Ba(z) = C'D'(x) =T"(x) =T(x) € F, entonces  : R — F y claramente
T = Ba.

a) — ¢) Si T es débilmente compacto entonces existen R reflexivo, 3 : R — F
y a: E — R de manera que T" = Sa. Pero entonces como T/ = 'S’y R’ es
reflexivo (corolario 3.3.4) por el teorema 4.3.3 resulta que T es débilmente
compacto.
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6.

Simbolos utilizados

El
E//
o

o *
[z]
Il

(o, x

BQ(.CE, ’I“)
bo*

T/
E/M

L(E,F)
EVT.

dual topoldgico de E

bidual de E

topologfa débil definida en E: o(E, E’)
topologia débil estrella definida en E’: o(E', E)
clase de equivalencia del elemento x

norma definida en un espacio vectorial

2/ ()

subespacio vectorial generado por el conjunto A
clausura del conjunto A

clausura del conjunto A en la topologia 7
orden parcial

parte real de la funcién f

interior del conjunto A

conjunto complementario del A

bola unitaria cerrada de F

bola abierta centrada en x y de radio r
topologia débil estrella acotada: bo(E’, E)
conjunto polar de M

traspuesto del operador T'

espacio cociente del espacio vectorial £ médulo el
subespacio M

espacio de las aplicaciones continuas de F en F'
espacio vectorial topolégico

espacio de las sucesiones acotadas

espacio de las sucesiones convergentes

espacio de las sucesiones que convergen a (
espacio de las sucesiones (zn).cy que satisfacen
(E})j lz;|P)Y/P < 400 CON 1< p < +oo

inyeccion canoénica de E en E”
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