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Abstract

This work deals with how to price some financial contracts which have exposure to the risk
of the currency exchange rate and the underlying price risk. The mainframe of this work is the
Black-Scholes market model and the contracts will be the simplest derivatives, which will serve
as an introduction to the field of Foreign Exchange and Quanto Derivatives.

Resuumen

En este trabajo se trata la valoracién de algunos productos financieros que tiene exposicion
al riesgo de cambio de divisas y al de cambio de precios del subyacente. El marco de este tra-
bajo es el modelo de mercado Black-Scholes y los productos financieros seran los derivados més
sencillos, de forma que nos sirva de introduccién al campo de negociaciéon de divisas y derivados
tipo quanto.
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Prefacio

En finanzas, una opcion sobre tasas de descuento en divisas, comtinmente denominada FX
option, es un instrumento financiero derivado que proporciona a su propietario el derecho pero
no la obligaciéon a cambiar dinero denominado en una divisa, que llamaremos local o doméstica,
por dinero denominado en otra divisa distinta, que llamaremos fordnea a una tasa de descam-
bio previamente acordada, que denominaremos Strike, y en una fecha prefijada, denominada
madurez de la opcién.

Este tipo de instrumentos financieros se regulan mediante contratos que admiten diversas moda-
lidades, y que, al involucrar diferentes divisas, se denominan genéricamente productos Quanto.
Nadie conoce con precision la evolucién en el tiempo de las diversas variables que intervienen en
la caracterizacion del valor de estos instrumentos, y este ambiente de incertidumbre se intenta
abordar mediante su conversiéon en un ambiente de riesgo a través de su modelizacién utilizan-
do para su descripcion tedrica la Teoria de la Probabilidad, y en particular la parte referida a
Procesos Estocésticos.

En este trabajo se intenta hacer un abordaje elemental de las caracteristicas de los productos
quanto mas simples en el marco del modelo Black-Scholes. Tras hacer un resumen de los requi-
sitos matematicos imprescindibles para ello, se procede al abordaje del tema y se procede al
calculo de diversos productos. A pesar de la enorme importancia de tener en cuenta los aspectos
de modelos de volatilidad y de la dindmica de los tipos de interés, no se entra en los mismos por
hallarse fuera de los objetivos marcados en este trabajo, sin perjuicio de poder ser abordados
en trabajos posteriores.
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Capitulo 1

Fundamentos matematicos basicos

El objeto de este capitulo es la descripcion de los fundamentos matematicos basicos para
abordar la modelizacién del comportamiento de algunos productos financieros ligados a la
relacion entre una divisa y otra. Asimismo la relacién entre el valor de un activo modelado en
el seno de una divisa y su valor en un mercado que se rige por otra divisa distinta es estudiada
en este marco. Por ello se invoca la multidimensionalidad del modelo, pues en general varios
procesos estocdsticos independientes, que supondremos basados en el movimientos brownianos
se veran involucrados. Como estamos hablando de procesos que se desarrollan en el tiempo,
necesitaremos modelar la informacion en la cual nuestras decisiones de futuro estaran basadas, y
esto nos llevard a la consideracion de g-algebras, y sub-o-algebras que formaran las estructuras
denominadas filtraciones. El estudio de los procesos estocasticos ad-hoc se situara en este marco.

1.1. Descripcion del Movimiento Browniano

Un proceso estocdastico con espacio de estados S es una coleccion de variables aleatorias
{Xi}1er definidas en el mismo espacio de probabilidad (2, F,P). El conjunto T es denominado
conjunto de parametros y puede ser numerable, dando lugar un un proceso estocastico discreto
o no numerable para el caso de un proceso estocastico continuo. En general estaremos intere-
sados en 7' =R, = [0, 00).

El indice t representa al tiempo, y pueden considerarse entonces a X; como el estado o la posi-
cion del proceso en el instante t. El espacio de estados es R para nuestros intereses, y entonces
decimos que el proceso es de valores reales.

Para cada w € €2 dado, la aplicacion

t — Xy(w)

definida en el conjunto paramétrico T se denomina realizacion, trayectoria o camino muestral
(sample path) del proceso.

Ejemplo 1.1 Se dice que un proceso estocdstico { X, }i=0 €s gaussiano o normal si sus distribu-
ciones en dimension finita son leyes normales multidimensionales.
Un proceso con valores reales { X, }er se denomina proceso de sequndo orden si

E [X:*] < 00, Vt =0

La media y la funcion de autocovarianza de un proceso estocdstico de sequndo orden {X;}i=o
se definen:

mx(t) = E[X{]



FX(S7 t) = OOU [X57 Xt]

Y SU Varianza por
ox(t,t) =Tx(t,t) = Var [X,]

Para el caso de que {X;}i>0 sea una familia de variables aleatorias independientes para cada t,
distribuidas N(0,0?), tenemos que la media y autocovarianza de este proceso es

o si o s=t

mX(t) =0, yFX('S?t):
0 s s#t

Nosotros estamos interesados en ampliar la clase de procesos estocéasticos bajo estudio.

Es posible generalizar la anterior definicién al caso de los procesos estocasticos multidimen-
sionales en tiempo continuo, y para ello seguiremos la presentacién del tema del Profesor D.
Ricardo Vélez Ibarrola, que se cita en la bibliografia.

Asi, dado un espacio probabilistico (€2, F,P) y un intervalo I de R, llamaremos proceso es-
tocdastico sobre (§2, F,P) con conjunto de pardmetros I a cualquier familia {X,;};c;, donde con-
sideraremos en general que I es un intervalo cerrado de R, y con més frecuencia como [0,T].
En general se supondra que cada X; es una variable aleatoria multidimensional, y

Vtel, X, (Q,F) — (R Bga) es medible.

En la anterior expresion, Bra se corresponde con el espacio de los conjuntos medibles-Borel, o
Borelianos de RY.

Podemos observar que a cada w € Q fijo, el proceso estocéstico {X; }e; hace corresponder una
funcién de I en R?, X (.,w) que se denomina trayectoria del proceso asociada a w.

Si llamamos (R?) al conjunto de todas las funciones de I en R, podemos interpretar el proceso
como una tnica aplicacién X de € en (R%)! que vendria definida por

X(w) € (RH!

que a cada t € I hace corresponder X;(w) € R
Esto da lugar a que tengamos una funciéon de dos variables

X(t,w) de I xQ en R
donde puede considerarse:
e para cada t € I fijo, X(.,w) : Q@ — R? es una variable aleatoria multidimensional.
e para cada w € Q fijo, X(¢,.) : I — R? es una trayectoria del proceso, multidimensional.

La interpretacién del proceso como una aplicacion global
X:Q— R

permitird, en cierta manera, introducir la distribucion conjunta de todas las variables que
componen el proceso.

Para ello hay que dotar a (R%)! de una o-algebra, Bl{w, sobre la cual se define dicha distribucion.
Con el fin de no obscurecer la notacion en demasia, esta algebra la denotaremos por B;, y el
contexto nos aclarars cuando estamos tratando una algebra sobre R y cuando sobre R?, habida
cuenta de que la consideracién de X; como variable aleatoria multidimensional no introduce



ninguna complicacién extra en el modelo de estudio.
Para ello llamamos conjunto cilindrico de (R%)! a todo conjunto de la forma

{fe®) : f(t1) € By, fa€(Ba),--, fn€(Bn)}
cualesquiera que sean
neNt,ty,--t, €l y By, By, , B, € Bga

En el texto de referencia se dan las pautas mediante las que puede demostrarse que la clase de
todos los conjuntos cilindricos de (R?)! es un semianillo. Nosotros tomamos entonces B; como
la o-dlgebra de (RY)! engendrada por dicho anillo.

Puede demostrarse que
vtel X,:(Q,F) — (R B;)

es medible si y solo si
X:(Q,F) — (RYBy)

es medible.
Una caracterizacion de B; consiste en ver que B € B; si y solo si existe una sucesién {t, },—1
en I, y existe un conjunto D € By tales que

B={re®):(f(h)eBifre (B fu€ (B)) €D}

es decir, que los elementos de B; son conjuntos de funciones que tienen limitados sus valores
sobre una sucesion de elementos de I a un conjunto de sucesiones, D C Ry, que pertenece a
By. No hay, por tanto, en By ningtin conjunto de funciones definido restringiendo los valores de
sus elementos en més de un nimero numerable de puntos de I.

Una vez introducida la o-algebra B; en el espacio R?, llamaremos distribucién del proceso
estocéstico

X (Qv F7 ]P)) — ((Rd)lvﬁl)
a la medida de probabilidad en B; dada por

P(B) = P{X"'(B)} VB € B;

Teniendo en cuenta lo anterior, diremos que dos procesos estocdsticos son equivalente si dan
lugar a la misma distribucién P en ((R4)!,B;). Y destacaremos en la clase de equivalencia de los
procesos con distribucién @, el representante canonico definido sobre el espacio probabilistico
((Rd)I , By, IP’), tomando como X la identidad. La distribucién de cualquier proceso en el espacio
funcional ((R%)!,B;) se puede caracterizar en términos de distribuciones de dimensién finita en
virtud de la prolongaciéon del teorema de Kolmogorov, tal y como se muestra en el texto de
referencia ”Procesos Estocasticos. UNED 7 del Profesor D. Ricardo Vélez Ibarrola, a la cual
nos remitimos, senalandose que la interpretacién practica del mismo es que para conocer la
distribucién de un proceso estocastico {X;}e; basta con conocer la distribucién conjunta de
cualquier grupo finito de las variables que lo componen.

Con la mayor generalidad se dice que un proceso estocdstico {X;}>0 es una versién de otro
proceso {Y;}s>o si para cada t >0

P{X,=Y,}=1



Se dice también que ambos procesos son equivalentes. Dos procesos equivalentes pueden tener
trayectorias diferentes.
Diremos que el proceso {X;};>0 es continuo en probabilidad si Ve > 0 y Vt > 0

lmP{|X, - X,| >} =0

Teorema 1.1 (Teorema de continuidad de Kolmogorov) Supongamos que un proceso es-
tocdstico { X }i=o sastisface la siguiente condicion:

E(|X;— X |?P)< D -|Jt—s]" 0<s<t<T, yp,D,a >0
Entonces, eziste una version del proceso estocdstico { X =0 que tiene trayectorias continuas.

Definicién 1.1 (Movimiento Browniano) Dado el espacio (§2, F,P), un proceso estocdstico
con valores en R, {W; }1=0 es un P-Movimiento Browniano si bajo la medida de probabilidad P
se verifica para alguna constante real o

1. para cada s =20, t > 0 la variable aleatoria Wi s — Wy tiene una distribucion normal
N(0,0%t) ,

2. para cada n > 1 y cualesquiera instantes 0 <t <ty <tz ... < t, las variables aleatorias
{Wy, — W,,_, } son independientes,

3. Wy =0, (esta es una convencion que puede salvarse por traslacion del movimiento)
4. Wy es continua para t > 0, P-casi sequro (c.s.).

El proceso con 0% = 1 se denomina Movimiento Browniano standard y a no ser que en este
texto se diga otra cosa, se asumira que es el que se considera.
No hay dificultad en extender la definicién del movimiento browniano unidimensional al caso

d-dimensional:

Definicién 1.2 (Movimiento Browniano d-dimensional) Dado el espacio (€2, F,P), un
proceso estocdstico con valores en R, {W; =0 = {{W}}is0, -+, {Whiz0} es un P-Movimiento
Browniano si bajo la medida de probabilidad P verifica las siguientes propiedades:

(i) Cada W] es un movimiento browniano I1-dimensional.

(ii) Sii # j, entonces los procesos W}, Wtj son independientes.

Proposicién 1.1 Supongamos un espacio de probabilidad (2, F,P) y supongamos que para cada
w € Q existe una funcion continua Wy para t > 0 que satisface Wy = 0 y que depende de w.
Las siguiente propiedades son equivalentes:

(i) Para todo 0 = ty< t1< ty...< t, los incrementos

th = th - Wt07 Wtz - Wt17 s th - th,1

son independientes y cada uno de ellos esta normalmente distribuido con media y varianza
dados por

E [Wt Wt } = 0, Var [Wti+1 - Wt ] = ti+1 - tl

i+l i i



(i) Para todo 0 = tg< t;< to...< t,,, las variables aleatorias Wy, Wy,, ..., W, estan normal-
mente distribuidas con medias iguales a 0 y matriz de covarianzas

E[W,Wy,] E[W,W,] - E[W;,W,;,] bt et
c— | E WeWa] EW,W,] - EW W] | _ [t b2 2t
E[W;, Wy, | E[W, Wy] - E[W, W] ty ty ty---ty,

es decir, que Cov [Wti, Wtj] =t; ANt; =min(t;,t;)

(#ii) Para todo 0 = to< t1< t...< tp,, las variables aleatorias Wy, , Wy,, ..., W, tienen una fun-
cion generatriz conjunta

o(ug, ug,y oy up) = Elexp(un W, + Wi, + . + Wy, )] =
= exp{%(ul + Ug + - - - + Um)2t1 + %(Ug + Uz + - -+ + Um)Q(tg — t1)+
+i(us+us+ - ) (s —to) + o+ w1 4 Um—2)? (b1 — tm—2) + 202, (b — tno1) }

Si i, i1 o0 i se verifican, y por tanto todos ellos, entonces {W;}, t > 0 es un movimiento
browniano.

Algunas de las caracteristicas definitorias del movimiento browniano son

1. Las trayectorias del movimiento browniano son continuas en todo punto y derivables en
ninguno.

2. El movimiento browniano alcanzara cualquier valor prefijando, bien sea positivo, bien
negativo.

3. Una vez alcanzado cualquier valor prefijado, el movimiento browniano undimensional vol-
vera a tomar dicho valor infinitas veces para valores temporales arbitrariamente grandes.
Esta "falta de memoria” es una importante propiedad, segtin se verd. Para el caso de n =
2, dado un valor de dicho movimiento en un instante dado, este movimiento visitara una
infinidad de veces para un espacio temporal arbitrariamente largo una vecindad dada del
valor tomado en el instante inicial. Para n mayor que 2, sin embargo, dado un valor del
movimiento en un instante t, y un espacio temporal de longitud arbitrariamente grande,
el movimiento visitara una vecindad dada de su valor inicial con una probabilidad nula.

Como senalamos anteriormente, el Teorema de Extension de Kolmogorov (tambien puede
consultarse en ” Stochastic Differential Equations” de Bernt Oksendal, ed. Springer Verlag, entre
otros muchos) permite construir un proceso estocdstico fijadas las distribuciones en dimensién
finita, siempre que se verifiquen determinadas condiciones de compatibilidad, y el Teorema de
Continuidad (1.1) da una condicién suficiente para que haya un versién del proceso estocdstico
tal que sus trayectorias sean continuas. Cuando los incrementos W; — W tienen una ley normal
N(0,t-s), para todo nimero entero k tendremos:

(2k)!

E [(Wt _Ws)%] = g =)




Por lo tanto, eligiendo k& = 2 ya podemos asegurar que existe una versiéon continua para el
movimiento browniano, ya que

E[(W,— W) =3(t—s)

Las demostraciones de estas caracteristicas pueden hallarse en la bibliografia que se relacio-
na.
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1.2. Procesos Estocasticos, Filtraciones y Movimiento
Browniano. Estructura de la Informacion.

Definicién 1.3 (Filtracién) Sea Q2 un conjunto no vacio. Sea T un nimero positivo fijado,
y asumamos que para cada t € [0,T) existe una o-dlgebra Fy. Ademds, asumamos que si s <
t, entonces cada conjunto de Fy estd en F;. Entonces llamamos a la coleccion de o-dlgebras
{Fi} e, una filtracion. Se trata pues de una familia de o-dlgebras Fy, {Fi}icor tal que si
s<t=F, CF.

Para el modelado de procesos estocasticos en tiempo continuo estamos interesados usual-
mente en filtraciones caracterizadas por

(a) Fy contiene a todos los subconjuntos de conjuntos de medida 0. Esto significa que F; es la
minima o-algebra que contiene los conjuntos de la forma {X; € B} UN, donde s € [0, ],
B pertenece a la o-algebra de Borel B de R?, y N es un conjunto de probabilidad nula.

(b) Paratodot > 0, la familia de o-dlgebras F} es continua por la derecha, es decir, se verifica

Ft:ﬂFS

s:8>1

La o-algebra Fy solo contiene conjuntos de probabilidad cero o uno. Esto implica que las va-
riables aleatorias Fy-medibles seran constantes, casi seguro.
Recordemos las siguientes dos definiciones elementales:

Definicién 1.4 (o-algebra generada por una variable aleatoria X) Sea Q un conjunto
no vacio y sea X una variable aleatoria multidimensional definida en dicho conjunto. La o-
dlgebra generada por X, denotada por o(X), es la coleccion de todos los subconjuntos de 2 de
la forma {X € B} con B representando al dlgebra de Borel de R?. {X € B} es una forma
abreviada de significar el conjunto {w € Q, X (w) € B}.



En relacién con lo anterior, dada una familia U de subconjuntos de 2, existe una o-algebra,
o(U), que es la menor o-algebra que contiene a U, que se designa por

O’(U)Zﬂ{HiH es o —algebra de QU C H}

De aqui se deduce que o(U) es la menor o-dlgebra que contiene a la familia de subconjuntos U.
Por ejemplo, si U es la coleccion de todos los subconjuntos abiertos de un espacio topoldgico
Q, (por ejemplo = R?), entonces Brs = o(U) es denominada la o-4lgebra de Borel de R? y
a sus elementos B se les denomina borelianos de R?. Bga contiene todos los conjuntos abiertos,
todos los cerrados, todas las uniones contables de cerrados, todas las intersecciones contables
de tales uniones contables, etc... de R%.

Definicién 1.5 (G-medibilidad) Sea X una variable aleatoria multidimensional definida en
un espacio muestral no vacio €, y sea G una o-dlgebra de subconjuntos de §2. St cada conjunto
en 0(X) esta también en G, decimos que X es G-medible.

Es decir, si (2, G,P) es un espacio de probabilidad dado, entonces una funcién X : @ —s R?
se llama G-medible si

X 'B)={weQX(w)€BEB} G

para todos los borelianos B de R?.
En dicho caso, la o-dlgebra generada por X, o(X) es la menor o-dlgebra en {2 que contiene
todos los conjuntos X 1 (B), B C Bga, es decir

o(X) = {X"(B); B € By}
Asi, X serd entonces o(X)-medible y o(X) serd la o-dlgebra minima con dicha propiedad.

Definicién 1.6 (Proceso estocastico adaptado) Sea ) un espacio muestral no vacio equi-
pado con una filtracion {Fi}icpor), y sea {Xi}ti=o0 una coleccion de variables aleatorias, que
pueden ser multidimensionales, indexadas por t € [0,T]. Decimos que esta coleccion de varia-
bles aleatorias es un proceso estocastico adaptado si, para cada t, la variable aleatoria X; es
Fi-medible.

Cuando una variable aleatoria es medible con respecto de una o-algebra G, la informacion
contenida en G es suficiente para determinar el valor de la variable aleatoria. El otro extremo es
cuando una variable aleatoria es independiente de una o-algebra. En este caso, la informaciéon
contenida en la og-algebra no aporta ninguna informacién acerca del valor de dicha variable
aleatoria. En el mas comin de los casos, cuando tenemos una o-algebra GGy una variable alea-
toria X que ni es ni G-medible ni independiente de G, la informacién en G no es suficiente para
evaluar X, pero podemos estimar X basada en la informacién en G.

De esta forma, {o(Ws)}scioy C {Fi}ecpo,r), ¥y @ la primera de estas filtraciones la denomina-
mos filtracién canénica del movimiento browniano (que puede ser multidimensional). Asi, con
respecto de ella, para cada s € [0,t] tenemos que B € o(Wj) con t € [0, 7] si, habiendo obser-
vado la trayectoria {Ws}o<s<s, (que puede ser multidimensional), es posible decidir si el suceso
B € Bpa se ha verificado o no.

Queda claro del comentario anterior que puede haber mas de un proceso estocastico que sea
medible con respecto de la misma filtracién {F}}sep,1, pero que {o(Ws)}sejoq s, sin embargo,
la minima filtracion para la cual el movimiento browniano es adaptado.

En contraste con el concepto de medibilidad, necesitamos una medida de probabilidad para

poder hablar de independencia. Consecuentemente, la independencia puede verse afectada por
los cambios de medida de probabilidad, pero no asi la medibilidad.
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Definicién 1.7 (Independencia) Sea un espacio de probabilidad (2, F,P) y sean G y H dos
sub-o-dlgebras de F' ( es decir, los conjuntos de G y los conjuntos de H estan tambien en F ).
Decimos que dos o-dlgebras son independientes si

P(ANB) =P(AP(B), VA€ G, Be H

Sean X e Y wvariables aleatorias en (2, F,P), que pueden ser multidimensionales. Decimos que
estas dos variables aleatorias son independientes si las o-dlgebras que generan, o(X), y o(Y),
son independientes. Decimos que la variable aleatoria X es independiente de la o-dlgebra G si
o(X) y G son independientes.

Teorema 1.2 Sean X e Y variables aleatorias independientes, posiblemente multidimensiona-
les, y sean [ y g sendas funciones B-medibles con valores en R (con las correspondencias
relativas al caso multidimensional). Entonces f(X) y g(Y) son variables aleatorias indepen-
dientes.

Una filtracion se suele usar para representar el flujo de informaciéon que vamos obteniendo
al observar como evoluciona un proceso en tiempo continuo. Nosotros estamos interesados en
filtraciones del tipo o(Xs, s < t) Como proceso estocastico que es, al movimiento browniano
puede adjuntarsele una filtracién que da cuenta de la informacion disponible en cada instante.

Definicién 1.8 (Filtracién para un movimiento browniano) Sea (2, F,P) un espacio de
probabilidad en el que se ha definido o tiene lugar un Movimiento Browniano {W,}icpo . Una
filtracion para el Movimiento Browniano es una coleccion de o-dlgebras {F;}icpo ), que satisfa-
cen

(i) (La informacion es acumulativa) Para cada 0 < s < t, cada conjunto en Fy esta
también en Fy. En otras palabras, hay al menos tanta informacion disponible en el instante
posterior t, en Fy como la existente en un instante anterior s, en Fj.

(i) (Adaptatividad del proceso estocdstico) Para cadat > 0, el Movimiento Browniano
Wy en el tiempo t es Fy-medible. En otras palabras, la informacion disponible en el instante
t es suficiente para evaluar el Movimiento Browniano Wy en ese instante.

(iii) (Independencia de los incrementos futuros) Para 0 < s < u, el incremento
W, — W, es independiente de F;. En otras palabras, cualquier incremento del movimiento
browniano posterior al instante t es independiente de la informacion disponible en dicho
instante t.

Las dos primeras propiedades de la anterior definicién garantizan que la informacién disponible
en cada instante t es al menos tanta como la que podria adquirirse observando los datos del
movimiento browniano desde su inicio hasta dicho instante t. La tercera propiedad expresa
que dicha informacién no tiene uso para predecir futuros movimientos (valores) del movimiento
browniano. En los modelos de valoracién de activos que pretendemos construir, esta propiedad
conducira a hipdtesis de mercados eficientes.

BIBLIOGRAFTA: Luis Rincén: ” Introduccién a los procesos estocédsticos. UNAM. 2012”
Steven E. Shreve ” Stochastic Calculus for Finance II. Springer. 2004”



1.3. Esperanza Condicionada, Martingalas y Movimien-
to Browniano.

Si se enfoca la Teoria de la Probabilidad desde el punto de partida de la Teoria de la Medida,
una esperanza condicionada es en si misma una variable aleatoria, que es medible con respecto
a la o-algebra condicionante. Este punto de vista es indispensable para tratar las esperanzas
condicionadas que se abordan en la Teoria de Martingalas.

No entraremos en las consideraciones acerca de tiempos de parada o stopping times de las
martingalas y sus connotaciones, ya que en principio no esta programado en este trabajo abordar
aquellos temas en los que son un vehiculo fundamental, como el analisis de los contratos que
admiten tiempos de ejecucion anteriores a la madurez del contrato, caso de opciones bermudas,
perpetuas y americanas, y algunas de las denominadas exdticas. El interés de estos topicos es
obvio, y un acercamiento a ellos puede adquirirse en la bibliografia que se relaciona al final de
esta seccion.

Definicién 1.9 (Esperanza condicional) Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, una sub-
o-dlgebra G de F, y X una variable aleatoria que es mo negativa o integrable. La esperanza
condicional de X dado G, denotada E[X|G], es cualquier variable aleatoria que satisfaga:

(i) (Medibilidad) E [X|G] es G-medible, y

(ii) (Partial averaging) /A]E[X|G] (w)dP(w) = /AX(w)dIP’(w) VA € G,

que puede expresarse, denominando Z = E [X|G] como E[X - 14] =E[Z - 14].

Si G es la o-dlgebra generada por alguna otra variable aleatoria W (por ejemplo, G = (W),
escribiremos generalmente E [ X|W] en vez de E [X|o(W)].

La propiedad (i) de la anterior definicién garantiza que, a pesar de que la estimacién de X
basada en la informacién contenida en G es en si misma una variable aleatoria, el valor de la
estimacién E [X|G] de X puede ser determinado a partir de la informacién en G. La propiedad
(i) captura el hecho de que la estimacién E [X|G] de X esta basado en la informacién en G.
La segunda propiedad asegura que E [X|G] es incluso una estimacién de X. Da las mismas me-
didas que X sobre todos los conjuntos en G. Si G tiene "muchos” conjuntos, lo que aporta una
resolucion fina de la incertidumbre inherente en w, entonces esta propiedad partial-averaging
sobre los "pequenos” conjuntos en G dice que E [X|G] es un buen estimador de X. Si G tiene
”solo unos pocos” conjuntos, esta propiedad partial-averaging garantiza solo que E [X|G] es
una estimacion burda de X. Puede demostrarse que siempre existe una variable aleatoria que
satisface las condiciones (i) y (ii). La demostracion de la existencia de E [X|G] se apoya en el
Teorema de Radon-Nikodym. Ademas, la unicidad de dicha variable aleatoria puede asegurarse
salvo para conjuntos de medida nula. Esto da lugar a que diferentes variables aleatorias verifi-
quen las mencionadas propiedades, aunque ellas se diferencien entre si inicamente en conjuntos
de medida cero, por lo que puede asegurarse que son iguales casi seguro.

Teorema 1.3 Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad y una sub-o-dlgebra G de F', entonces
son de aplicacion estas reglas:

(1) (Linealidad de las esperanzas condicionales) Si X e Y son variables aleatorias
integrables y a y b son constantes,

E[aX + bY|G] = aE [X|G] + bE [Y|G]



(2) (Sacar lo conocido) Si X e Y son variables aleatorias integrables, asi como XY, y X
es G-medible,
E[XY|G] = XE[Y|G]

Esta ecuacion también se verifica si asumimos que X es positiva e Y es no negativa. Es
decir, las variables aleatorias G-medibles se comportan como constantes y pueden sacarse
fuera de la esperanza condicionada.

(3) (Condicionamiento iterado) Si H es una sub-o-dlgebra de G, (H contiene menos
informacion que G), y X es una variable aleatoria integrable, entonces

E[E[X|G] [H] = E[X|H]

(4) (Independencia 1) Si X es integrable e independiente de G, entonces

E[X|G] = EX

(5) (Desigualdad condicional de Jensen)Si o(X) es un funcion conveza, la integral de
X (variable aleatoria) existe y la de (X)) esta definida, entonces

Elo(X)|G] = ¢ (E[X|G])

(6) (Independencia 2)Consideramos dos variables aleatorias X e Y, tales que Y es G-
medible y X es independiente de G, y una funcion h(z,y) tal que h(X,Y) es integrable.
Entonces se tiene que

E[n(X,Y)[G] =E[n(X,y)],_y

FEs decir, primero calculamos la esperanza E[h(X,y)] para un valor arbitrario y de la
variable aleatoria Y, y luego sustituimos y por Y.

Definicién 1.10 (Propiedad de Martingala) Sea un espacio de probabilidad (2, F,P), sea
T un nimero positivo fijado, y sea {Fi}icior), una filtracion de sub-o-dlgebras de F. Conside-
remos un proceso estocdstico adaptado a la anterior filtracion {Ms}sepoq-

Decimos que el proceso estocdstico {M}scpoq, verifica la propiedad de martingala, o es una
martingala, cuando se verifica

E[M,|F,] =M, ,V0O<s<t<T

Cuando en la relacién anterior se sustituye la igualdad por < o por >, tenemos respectivamente
las propiedades de supermartingala y de submartingala. La propiedad de martingala de un
proceso estocastico expresa que la esperanza del mismo se mantiene constante a lo largo de
todo el proceso, sin tendencia a crecer o a disminuir en su valor. La submartingala tiene una
tendencia no decreciente y la supermartingala tiene una tendencia no creciente.

Definicién 1.11 (Proceso de Markov) Sea un espacio de probabilidad (2, F,P), sea T un
nimero positivo fijado, y sea {F}icior), una filtracion de sub-o-dlgebras de F. Consideremos
un proceso estocdstico adaptado a la anterior filtracion {X,}scjoy. Asumamos que para todo
s,t, tales que 0 < s < t < T y para cada funcion no negativa y Borel-medible f, existe otra
funcion Borel-medible g, tal que

Entonces decimos que el proceso estocdstico {Xs}scoq es un proceso de Markov.
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En la definicién se ha permitido a f depender de t y a g de s sin indicarlo explicitamente
para enfatizar como la dependencia del punto muestral w funciona, es decir, la parte derecha
de la igualdad depende de w solo por medio de la variable aleatoria X, . Si indicamos la
dependencia en el tiempo escribiendo f(t,x) en vez de f(x), podemos escribir f(s,x) en vez de
g(x) (no necesitamos diferentes simbolos f y g porque las variables temporales t y s indican
que estamos manejando diferentes funciones de x en diferentes tiempos) y podemos reescribir
la igualdad propuesta como

E[f(t, X)) |F,] = f(s,X,), 0<s<t<T

Cuando se verifica para un proceso estocdstico esta definicién, se tiene que la estimacion de
f(X;) hecha en el instante s anterior a t, depende solo del valor del proceso X en el instante s
y no en la trayectoria del proceso antes de dicho instante s.

Como proceso de incrementos independientes, el Movimiento Browniano es un proceso de
Markov.

Proposicién 1.2 Dados un espacio de probabilidad (2, F,P), sea T un nimero positivo fi-
jado, y sea {Fi}icpor una filtracion de sub-o-dlgebras de F. Consideremos un proceso brow-
niano adaptado a la anterior filtracion {Ws}sep,q. Los siguientes procesos estocdsticos, basados
en el movimiento browniano son martingalas para la medida de probabilidad P y la filtracion

{Ft}te[o,T] ;

1. {WS}SG[O,t]
2. {WSQ - S}se[o,t]

1
3. Aexp(oW — 5025) Ysepo,, para cada o € R. Este proceso es denominado Movimiento

Browniano Geométrico, y su utilizacion serd recurrente a lo largo de todo el presente
trabajo.

El siguiente resultado, no trivial, se debe a Paul Levy y establece condiciones que caracte-
rizan de manera unica al Movimiento Browniano en términos de la propiedad de martingala.

Teorema 1.4 (Teorema de caracterizacién de Paul Levy) Un proceso {X;}icpo,r es un
Movimiento Browniano si, y solo si, tiene trayectorias continuas, empieza en cero, y tanto
{Xi} e como {X? — thepr son martingalas.

Pueden consultarse las demostraciones de los resultados expuestos, profundizar en los mismos
y examinar los aspectos relativos a los tiempos de paro o stoping times en la siguiente

BIBLIOGRAFTIA: Oksendal B. : 7 Stochastic differential equations: an introduction with
applications, Springer- Verlag 1992”
Luis Rincon: ” Introduccion a los procesos estocasticos. UNAM. 20127
Steven E. Shreve ” Stochastic Calculus for Finance II. Springer. 2004”
David Nualart ”Calculo Estocastico”
Jose Manuel Corcuera ”Introduccion a las Finanzas Cuantitativas”
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1.4. Integracion estocastica

El objeto de esta seccion es presentar la definicién de la integral de It6 de un proceso es-
tocastico {X;}co,r) con respecto del movimiento browniano standard {W;}cjo.r], s decir, una
t

integral de la forma X dW,

Este tipo de integraleg no pueden definirse trayectoria por trayectoria, es decir, como si fuera
una integral de Riemann-Stieljes de una funcién respecto de otra funcién, pues en este caso la
funcion integradora es una trayectoria del movimiento browniano, que no tiene variacién finita,
seguin se vera.

Consideramos como elementos iniciales un espacio de probabilidad (2, F,P) y un movimien-
to browniano standard unidimensional {Wt}te[O,T]a junto con su filtraciéon natural o candnica
{Fi} e, m- Supondremos que tenemos un proceso estocastico {X; }iejo.7] con T fijo.Supondremos
también que dicho proceso, visto como funcién X: Q x [0, T] — R es Fp ® Bjy r)-medible.
Dichos procesos se denominan medibles. La hipétesis de que X es medible es necesaria en mu-
chos resultados posteriores.

El término Fr ® By, 1) se corresponde con la minima o-dlgebra generada en el espacio producto
por la familia de conjuntos del producto F; x Bjg 77. Supondremos ademds que el proceso es
adaptado.

En lo sucesivo, y con el fin de aligerar la notacién en aras de una mejor legibilidad, y una vez
establecidas las correspondientes definiciones, denotaremos las esperanzas matematicas condi-
cionadas de las variables que en su caso correspondan, E [ M, | Fy |, por E,M;, sin perjuicio de
regresar a la notacion inicial cuando se estime oportuno.

Definicién 1.12 (Espacio L*(P)) Se define como tal al espacio vectorial de variables alea-
torias X en (2, F,IP) que son de cuadrado integrable, es decir, que cumplen la condicion

Xl z2(py = (B 1X]*)"? < 00

1.4.1. Integral de It6 de procesos simples

La funcién | - || z2(py define una norma en L?*(P), para la cual dicho espacio es completo,
es decir, es un espacio de Banach. Por ello toda sucesion de Cauchy en el mismo tendra limite
en él. A la convergencia con esta norma la denominaremos convergencia en media cuadratica.
Puede demostrarse que toda sucesion convergente en media cuadratica tiene una subsucesion
convergente casi seguro.

Definicién 1.13 (Espacio L*(P x dt)) Se define como tal al espacio lineal de todos los pro-
cesos estocdsticos medibles X = {X;}o<i<r que cumplen la condicion

T
1X | 2ty = (E/ X2 )2 < 0o
0

Puede demostrarse que la funcién || - || 12(Pxdr) €8 una norma que hace que X sea un espacio
completo respecto de ella, es decir, un espacio de Banach. Asimismo, puede demostrarse que el
movimiento browniano W = {W, }o<;< pertenece a esta espacio, pues

T T T
Wl t2pxary = (£ / Wi dt)/? = (/ E|W, | dt)'/? = (/ tdt)? < oo
0 0 0
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Definicién 1.14 (Variacién de orden p de una funcién en un intervalo) Consideremos
una particion de un intervalo de la forma siguiente: a = tg < t; < --- < t, = b y definamos
At = maz{|tiy1 —t;| i =0,1,--- ,n—1}. La variacion de orden p, con p un nimero real, de
una funcion g: [a,b]— R es el nimero

n—1

[ : — [P

lim Y [g(tia) — g(t)]
i=0

Cuando dicho nimero es finito para un p dado, se dice que la funcion tiene variacion finita de

orden p en dicho intervalo.

Para p = 1, sobre cualquier intervalo de tiempo acotado, casi todas las trayectorias del movi-
miento browniano tienen variacién no acotada, y para p = 2, es decir, la variacién cuadratica,
el movimiento browniano tiene como variacién la longitud del intervalo, en el sentido L? de
media cuadrética. Esto es, para un intervalo [a, b] se tiene

n—1 n—1
3 1 — ! 2 —
Al}tglo g | Wiy =Wy =00, cs., y Alglo g | Wipr =W, |"=0b—a, cs.
=0 i=0

Ello, a diferencia del caso en que la funcién g fuera diferenciable (atin a trozos) en el intervalo,
pues su variaciéon seria finita y su variacion cuadratica nula. Esta propiedad es particularmente
importante ya que tiene como consecuencia el hecho de que no se pueden usar las trayectorias
brownianas como funciones integradores en el sentido de Riemann-Stieljes, tal y como se ade-
lantaba al comienzo de esta seccion.

Nosotros queremos dar un sentido a / X,dW, por motivo de que el integrando X; sera even-
0

tualmente la posicion que tomaremos en un activo en el instante t, y esto depende tipicamente
de la trayectoria del precio del activo hasta el instante t. Cualquier cosa que dependa del camino
de un proceso aleatorio es en si misma aleatoria. Requerir que {X,;}o<; sea adaptado significa
que requerimos a {X;}o<; ser Fi-medible para cada t > 0. En otras palabras, la informacién
disponible en el instante t es suficiente para evaluar X; en dicho instante. Cuando estamos en
el instante 0 y t es estrictamente positivo, X; es desconocido para nosotros. Es una variable
aleatoria. Cuando alcanzamos el tiempo t, poseemos suficiente informacion para evaluar X; y
su aleatoriedad ha sido resuelta.

Recordemos que los incrementos del movimiento browniano posteriores al instante t son in-
dependientes de la o-algebra F}, y como X; es Fj;-medible, debe también ser independiente
de dichos futuros incrementos brownianos. Las posiciones que tomemos en los activos pueden
depender de la historia del precio de los mismos, pero ellas deben ser independientes de los

incrementos futuros del movimiento o movimientos brownianos que dirigen dichos precios.
T

El problema que enfrentamos cuando intentamos asignar sentido a la integral X dWy es

0
que las trayectorias brownianas no son diferenciables con respecto del tiempo. He aqui la jus-
tificacion del uso de la integral de It6 en el referido ambiente.

La construccion de la integral de Itd sigue unos pasos similares a la construccion de la
integral de Lebesgue. Primero se define la integral para integrandos simples, que en el caso
de Ito son procesos estocdsticos simples, y posteriormente se produce una extension de dicha
construccién por aproximacion de procesos mas generales a través de dichos procesos simples
en el seno de una estructura de espacio de Banach.
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Definicién 1.15 (Proceso estocéastico simple) Sea 0 = to < t; < -+ < t, = T una
particion finita del intervalo [0,T]. Un proceso estocdstico simple es un proceso de la forma

n—1
Xp =Y XW1g, 4.()
k=0

en donde X, XM ... X" " o5 una coleccion de variables aleatorias adaptadas a la filtra-
cion {F, Z;é, y que son de cuadrado integrable.

Por tanto un proceso simple es un proceso constante a trozos, con trayectorias continuas
por la derecha y con limite por la izquierda (cadlag), adaptado y con trayectorias cuadrado
integrables.

Denotaremos H2 al espacio de todos los procesos simples. Es sencillo demostrar que H2 es un
espacio vectorial teniendo en cuenta que dos procesos simples siempre pueden expresarse en
términos de una misma particion comun, de donde su suma es operacién interna.

Definicién 1.16 (Integral de Itdé de un proceso simple) La integral estocdastica de Ité de
un proceso simple X como en la definicion anterior respecto del movimiento browniano, deno-
tada por 1(X), se define como la variable aleatoria

n—1

T
I(X) = / XodW, =Y Xp(Wi,, — Wa,)
0

k=0

Si consideramos que para t € [0,T], es decir, que t puede variar en el intervalo [0,T], resul-
tard para cualquier particion finita de dicho intervalo, que en general, tp <t < ty.1, y entonces
pondremos

t k
I[(X) = /O X dW, =Y Xy (W, — W)
=0

De esta forma, podemos asumir que la cantidad de activos, X}, , es constante en cada subin-
tervalo [tg, tr41), que representa el tiempo transcurrido entre fechas de negociacién del activo,
y que W; es el precio por unidad de activo en el instante t - constante en cada subinterva-
lo [tg,tr+1), no olvidemos la naturaleza del proceso estocastico simple de la definicién 1.15 -
(aunque este no es un buen modelo para la representacién de precios de un activo porque el
movimiento browniano puede tomar valores negativos, el ejemplo lo es unicamente a efectos
ilustrativos). Y entonces I(X;) puede ser interpretada como la ganancia obtenida por la nego-
ciacién hasta el tiempo t, que estard comprendido entre algun [tx, txy1].

Algunas de las propiedades mas resefiables de la variable aleatoria I(X) son

(i) I(X) es integrable, pues siendo las variables X® y W, = — W, independientes, cada
sumando tiene esperanza cero, y por tanto E I(X) es cero.

(ii) I(X) es cuadrado integrable y se cumple la siguiente igualdad fundamental denominada
Isometria de Ito:

(X2 p) = IX 72 (pxary

Esto puede tambien ser expresado

t
EI*(t) :E/ X2ds
0
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Esta identidad establece que tanto el proceso simple X como la variable aleatoria I(X)
tienen la misma norma en sus respectivos espacios. Esta igualdad es fundamental en la
definicién general de integral estocdstica. La integral estocastica asigna entonces a cada
elemento del espacio H2 una variable aleatoria en el espacio L?(P). De esta forma se
tiene la transformacién lineal I : H2 — L?(P), que resulta ser continua por la isometria
de Ito.

(iii) La integral de It6 de un proceso simple I(X) es una martingala y es una aplicacién lineal,
tomando en consideracién la definicién 1.16.

(iv) I(t), de acuerdo con la definicién 1.16, para cada t € [0,7] es Fi-medible, por lo que I(t)
es adaptada.

Teorema 1.5 La variacion cuadrdtica acumulada hasta el instante t por la integral de It6 1(t),

t
conforme a la definicion 1.16, es (I,I)(t) = / X2ds
0

Llegados a este punto, creo que merece la pena transcribir el analisis de la situacién que hace
Steven E. Shreeve, en Stochastic Calculus for Finance II (Ed. Springer), uno de los textos de
referencia para el estudio de los fundamentos matematicos que se abordan este capitulo:

"De este ultimo teorema y de la propiedad de isometria se puede ver como la variacién
cuadratica de un proceso estocastico y la varianza de dicho proceso pueden diferir. La variacién
cuadratica se computa camino a camino, y el resultado puede depender del camino. Si a lo largo
de un camino del movimiento browniano elegimos posiciones altas en un activo, (Xj), la inte-
gral de It6 tendra una variacién cuadratica grande. A lo largo de diferentes caminos, podriamos
elegir pequenas posiciones en un activo, (Xjs), y la integral de It6 tendra una variacién cuadrati-
ca pequena. Dicha variacién cuadratica puede ser considerada como una medida del riesgo, y
depende del tamano de las posiciones que tomemos. La varianza de I(t) es un promedio sobre
todos los posibles caminos de la variacién cuadratica. Como se trata de la esperanza de algo,
no puede ser aleatoria. Como promedio sobre todos los caminos posibles, realizados y no reali-
zados, es un concepto mas tedrico que la variacion cuadratica. Se enfatiza aqui en que lo que
estamos llamando varianza no es la varianza empirica resultante del analisis de los datos de
trading. La varianza empirica (o muestral) se computa a partir de un camino realizado y es un
estimador de la varianza tedrica que estamos abordando. Dicha varianza empirica es algo que
a veces, indolentemente, denominamos varianza, lo que puede crear la posibilidad de confusién”.

t
Las notaciones I(t) = / X dWy, y dI(t) = XdW; vienen a ser equivalentes, aunque la

0
segunda quizas sea més intuitiva. La segunda es un tanto imprecisa desde que sabemos que W
no es derivable en ningiin punto, pero sin embargo, cuando se integra se obtiene

() = 1(0) + / " x.dw.

1.4.2. Extensién de la integral a procesos generales

Para la extensién de la integral estocdstica a procesos mds generales, consideramos H?2,

espacio de todos los procesos estocédsticos X = {X;}o<; medibles y adaptados, de cuadrado
T

integrable, i.e., tales que (E / | X;|2dt)? < co. El espacio H? es un subespacio lineal cerrado

0
de L?(P x dt), donde la tinica diferencia entre estos dos espacios es que a los elementos de H?2
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se les exige ademés que sean adaptados. Todo proceso simple esta en H2, y entonces se tienen
los siguientes contenidos:

H2 c H? C L(P x dt)?
en donde puede probarse que H3 es denso en H? respecto de la norma de la que esta dotado
L(P x dt)2. Esto significa que para cualquier proceso X en H? existe una sucesiéon de procesos
X% en H2 tales que

klggoHX - XkHLQ(Pth) =0

Este proceso de aproximacion puede llevarse a cabo de la siguiente manera: mediante la técnica
de truncacién todo proceso en H? puede ser aproximado por un proceso acotado. A su vez todo
proceso en H? que es acotado se puede aproximar por procesos acotados y continuos. Y estos,

a su vez se aproximan por procesos simples de la forma X, = Z X(k)l[tk,tkﬂ)(t)

Usando la isometria de It6 puede comprobarse que la sucesién E(X *) es de Cauchy en L2?(P)

Definicién 1.17 (Integral de Ité6 de un proceso general) Sea X un proceso en H?, y sea
X* una sucesion de procesos en H2 aprovimante a X. Se define la integral estocdstica (de It6)

de X como
I(X) = lim I(X")
k—00
donde el limite debe entenderse dentro del espacio L?(P) , es decir, se trata de la convergencia
en media cuadratica de una sucesion de variables aleatorias.
Por tanto, la variable aleatoria I(X) es un elemento de L?(P), que es cerrado para la norma

dada.

Para cada t € [0,7] y cualquier X en H? puede definirse el proceso

T t
- / X 1poy (s)dW, = / X, dW,
0 0

lo que permite ver la integral estocastica no como una variable aleatoria, sino como un proceso

estocastico,
t
{ / X dW, }
0 te[0,7

que también esta en H? y del que puede demostrarse la existencia de una versién continua que
resulta ser una martingala respecto de la filtracién natural del movimiento browniano.
La isometria de Itd tambien se cumple para procesos en H?:

Proposicién 1.3 (Isometria de It6) Para cualquier proceso X en H? se cumple:

t
|]I(X)H%2(P) = \|X|\%2(det) y ,equivalentemente, /0 X dWg = lim X &) aw,

k—o0 0

La integral de Ito hereda las propiedades de la integral de It6 de procesos simples, las cuales
se pueden sumarizar en el siguiente teorema:

Teorema 1.6 Sea T una constante positiva y sea X = {Xt}ogth un proceso estocastico me-
dible y adaptado, que satisface E/ X?2dt < 0o, es decir, de H?, o bien, de forma algo mds
general, de L(P x dt , que es un espaczo que no requiere que sus elementos sean adaptados.

Entonces I(t / X dWy = hm X(k dWy tiene las siguientes propiedades:
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(i) (Continuidad) Como funcion del limite superior de integracion t, los caminos de I(t)
son continuos.

(ii) (Adaptatividad) Para cada t, 1(t) es Fy-medible.

(iii) (Linealidad) Si J(t) = /Ot Y, dWs, para cualquier constantes a,b se tiene al(t)+bJ(t) =
/Ot (aXs + bY;)dWs.

(v) (Martingala) {I;}o<i<r es una martingala.

(v) (Isometria de Ité) E I(t / X2ds
(vi) (Variacion cuadrdtica) (I,I)( / X2ds

1.4.3. Formula de 1Ito

Usualmente una integral de Riemann no se calcula a partir de su definicién, sino que en
lugar de ello se utilizan una serie de formulas conocidas que agilizan y simplifican los calculos.
Asimismo, similar situacion se da para el caso de las integrales estocasticas.

En lo sucesivo, la funcién f(t,x), real de variables reales, a la que nos referiremos cumpliréd f(t, z) €
C12 es decir, es diferenciable con continuidad respecto de su primera variable, denotédndose f;,
y dos veces diferenciable con continuidad respecto de la segunda derivada, denotandose f, la
primera derivada y f,, la segunda.

Teorema 1.7 (Férmula de It6 para el movimiento browniano) Para f(t,z) € C'? y
{Wi}o<i<r un movimiento browniano, se tiene:

T T 1 T
FTWa) — F(0,Wo) = /D L4 W) di+ /0 ot W) AW+ /0 ot W) dy

Estamos interesados en extender la férmula de Ito para los procesos estocasticos mas gene-
rales que el movimiento browniano, que denominaremos procesos de [t0, y que conforman la
mayoria de los procesos estocasticos, excepto aquellos denominados procesos ”a saltos”.

Definicién 1.18 (Proceso de Itd) Sean {W;}icjor) un movimiento browniano y {F;}icjo
su filtracion asociada. Un proceso de Ité es un proceso estocdstico de la forma

t t
Xt:XO—l—/ uSdWS+/ Vs ds
0 0

donde Xy es no aleatorio, y us y vs verifican respectivamente E fot u?ds < ooy fot lvs| ds < o0
para cada t > 0 P-casi sequro, y ambos son procesos estocdsticos adaptados a {Fi}iejo)-

En lo sucesivo haremos estas asunciones de integrabilidad de los los componentes del proceso
de Ito, aunque no siempre se refieran de forma explicita.
En general un proceso de It serd una suma de una integral estocastica mas una integral ordi-
naria (de Lebesgue).
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Proposicién 1.4 La variacion cuadrdtica del proceso de Ito es

(X,X)(t):(l,]>(t)=/0 u? ds

En general, esta conclusion puede ser més facilmente recordada expresando el proceso de
[t6 mediante una notacion diferencial: dX; = u,dW; 4+ v,d;, 1o que da lugar a la siguiente regla:

dXdX, = uldt, y dX; - dt = dt - dt =0

Definicién 1.19 (Integral con respecto de un proceso de Itd) Sean {X;}o<: un proceso
de Ité y {Ti}o<s un proceso adaptado. Asumimos que E [} T?u?ds < oo y [y |Tsvs|ds < oo,
para cada t > 0 P-casi sequro, y definimos la integral on respecto de un proceso de Ité6 como

t t t
/ I',dX, :/ I u,dW, +/ I';v.ds
0 0 0

Teorema 1.8 (Férmula de 1t6) Para f(t,z) € CY?, un movimiento browniano {W,}o<i<r,
y {Xi}o<t un proceso de Ité, se tiene para cada T > 0:

f(T, Xr) — f(0,Xo) = /OT fe(t, Xy) dt + /OT fa(t, Xy) dX, + % /DT Jua(t, X3) d(X, X)) (1)
En notacién diferencial, puede reescribirse la anterior formula como
df (t, X¢) = fi(t, Xo)dt + foult, Xi) ue dWy + fo(t, Xi) ve dt + % Joo(t, X)) uf dt
una vez que sustituimos dX; por dX; = u,dW; + v,d;.

Teorema 1.9 (Integral de It6 de un integrando determinista) Sean un movimiento brow-

t
niano {Ws}o<s, y As una funcion del tiempo no aleatoria. Definamos I(t) = / AgdWs. Para
0

cada t > 0, la variable aleatoria I(t) esta normalmente distribuida con esperanza cero y varianza

t
/ A2 ds.
0

En el teorema anterior es necesario que A(s) sea no aleatoria para poder obtener la funcién

1 t
generadora de momentos E exp {u I(t)} = exp {5 u? / A?ds},Vu € R
0

Ejemplo 1.2 Movimiento Browniano Geométrico Generalizado 1 Sean un movimiento brow-
niano {Wsto<s, v {Fi}o<t su filtracion asociada. Sean oy y o dos procesos adaptados a dicha
filtracién, donde oy y oy verifican E fg o2ds < 00y fot || ds < oo para cada t > 0 P-casi

sequro.
t t
1
Definamos el proceso de Ito X; = / o, dWs + / (s — 5 0’? )ds.
0 0
1
Entonces dX; = oy dW; + (ay — 3 o2)dt, y dX; - dX; = o2 dW; - dW, = o2dt.
Si consideramos el proceso de precio de un activo dado por

t t
1
St:So'eprt:So-exp{/ ades—l—/ (ozs—gaf)ds}
0 0
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con So no aleatorio y positivo, podemos escribir

Sy = f(Xy), con f(x) = Sy -expw, f'(x) = Sy -expa, yf'(v) = Sy-expx

y aplicando la formula de Ito, obtenemos que dSy; = oy Sy dt + o4 Sy dW.

El precio del activo, S; tiene una tasa instantdnea de retorno oy y una volatilidad oy, donde se
permite a dichas oy y o variar con el tiempo t y ser aleatorias. Este ejemplo incluye todos los
posibles modelos del proceso de precios de un activo que es siempre positivo, que no tiene saltos
y que es conducido por un movimiento browniano unidimensional. Si oy y op son constantes,
tenemos el modelo del movimiento browniano geométrico usual, y la distribucion de Sy es log-
normal. Pero si oy y o, varian con el tiempo t y/o son aleatorias, Sy no serd en general log-
normal.

Ejemplo 1.3 Consideremos la funcion f(x) = expx. Por la formula de Ito,

t t
1
ewt_ewoz/ VW, + _/ Ve ds,
0 2 0

es decir, el proceso {X; = eWt}OSt satisface la ecuacion diferencial estocdstica

1
dXt - Xt th + §Xt dt

con condicion inicial dada por Xo = 1.

Ejemplo 1.4 Movimiento Browniano Geométrico 2.

1 1
ar——a?t aWe——a’t

1
Si f(t,z)=e 2 ,Xy=Wy, eYi=e 2 |, entonces como f; + §fxa: = 0 resulta que
t
Y, =1 +/ Y, dW,. Este importante ejemplo nos permite deducir:
0

1
(i) Si una funcién f(t,x) satisface f, + §fxz = 0, entonces el proceso estocdstico f(t, W)

serd una integral estocdstica indefinida mds un término constante, y por tanto serd una
t

martingala, siempre que f satisfaga E(/ (fo(s,W,))%ds) < o0
0

(i) La solucion de la ecuacion diferencial estocdastica dY; = aY;dW; no es Yy = e” Wi como

. . . . . aWi——a’t
en el caso del cdlculo diferencial ordinario, sino Y, = e 2

Proposicién 1.5 ( Férmula de integracién por partes) Sean X; e Y; sendos procesos de
Ito, de la forma

t t t t
Xt:XoJr/ K, ds +/ H,dW, e n:n+/ K, ds +/ H, dW,
0 0 0 0
Entonces se tiene
t t t
XtY;:XOYO—i—/ X dYs + / YidX, + (X,Y); , donde (XY ), = / H,H/ds
0 0 0
Supongamos que f(t) es una funcién continuamente diferenciable en [0, T]. En tal caso

tendremos / fsdWs = f(t) W, — / W, f ds sin mas que aplicar la féormula de Ito a la funcién

f(t)x, derivando, y luego expresar lo obtenido en forma integral.
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1.4.4. Formula de It6 para multiples procesos

Proposicién 1.6 ( Férmula de It6 para procesos multidimensionales) Supongamos que
tenemos un movimiento browniano m-dimensional

{Witezo = {{Witiz0, - AW bizo}

cuyas componentes son movimientos brownianos independientes. Consideremos un proceso de
Ito n-dimensional de la forma:

t t t
szxg+/ ugldwsl+--~+/ ugde?+/ o ds
0 0 0

En notacion diferencial y vectorial, esto puede expresarse dX; = u,dW; + vidt donde Xy, vy,
son procesos n-dimensionales y u; es un proceso con valores en el conjunto de las matrices
n x m. Supondremos que las componentes de u y v son procesos adaptados, y que ademds

t ¢
E / ulds < ooy / |vs| ds < oo, para cada t > 0 P-casi seguro.
0

0
Entonces, si f :[0,00) X R" — R™ es una funcién de clase C*2, el proceso Y; = f(t, X;) es
tambien un proceso de Ito con la representacion siguiente, en notacion diferencial:

Of
ot

2

fk: i
(t, X;) dt+z tXt)dX—i- Z(‘?x@xj

7]7

dy}F =

(t, X,) dX} dX}

El producto de los diferenciales dX} dth se calcula teniendo en cuenta las siguientes reglas:
| o i#]
dW}dt =0, (dt)*> =0, dW}dW; =
dt si i=17
De esta forma se obtiene dX| dX] = Z ukud™ ) dt = (ulu; )i dt.
Para clarificar la notacién y fijar ideas, tomamos el caso de dos procesos de It6 dirigidos por
un movimiento browniano bidimensional y ambos procesos los suponemos independientes entre
si. Esto no disminuira la generalidad de lo hasta ahora expuesto porque puede ser generalizado

a cualquier nimero n de procesos de Ito, conducidos por sendos movimientos brownianos m-
dimensionales, eso si, independientes entre si. Tendremos:

t t t
X = Xo+ / ultdWl + / ul2dW? + / v} ds
0 0 0
t t t
yt:yb+/ uildeJr/ u?2dW? +/ v2 ds
0 0 0

Siquiendo las reglas ya expuestas, tendriamos:
t
(X, X)(t) = / () + (u;?)?)ds = dXpd Xy = ((u')* + (%)) dt
0
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todo ello teniendo en cuenta
dtdt =0, dtdW} =0, dW} dW} = dt, dW; dW} =0 para i # j
Similarmente dY; dY; = ((u?Y)? + (u??)?) dt, y dX;dY; = (u}' u?' + ul?u??)dt
A partir de estas observaciones, tendriamos

Proposicién 1.7 ( Férmula de Ité para un proceso bidimensional) Sea f(t,z,y) € C!?
y sean X; e Y; sendos procesos de Ito independientes y dirigidos por un movimiento browniano
bidimensional. Entonces tenemos la siguiente expresion para la formula de Ito:

df(t,Xe,Yy) = fi (t, Xo, Vi) dt + fo (£, X0, Y2) d Xy + fy (8, X3, Yy) dY; +
1 1
+§ fl’z‘ (ta Xt7 }/t) dXt dXt + fxy <t7 Xt7 }/;f) dXt dY; + 5 fyy (ta Xt7 E) d}/;f dY;
De forma mas compacta podemos expresar la férmula anterior

1 1
df(t, X, Y;) = fidt + frdX + f,dY +§fdedX+fxdedY+§fydedY

donde ya conocemos el significado de dX; , dY; y el resto de productos cruzados y cuadraticos
que hemos calculado algunas lineas mas arriba.

Asimismo, podemos obtener la regla del producto de It6 para sendos procesos de It6 si tomamos
f(t,z,y) = xy y obtenemos:

A(X,Y,) = X,dY; + Y,dX, + dX,dY;

BIBLIOGRAFIA: Oksendal B. : 7 Stochastic differential equations: an introduction with
applications, Springer- Verlag 1992”
Luis Rincon: ” Introduccion a los procesos estocasticos. UNAM. 2012”
Steven E. Shreve ” Stochastic Calculus for Finance II. Springer. 2004”
David Nualart ”Célculo Estocéstico”
Jose Manuel Corcuera ”Introduccion a las Finanzas Cuantitativas”
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1.5. Representacion Integral de Martingalas y cambio de
medidas de probabilidad

1.5.1. Representacion Integral de Martingalas
Consideremos un proceso estocédstico u,u € H2, espacio de todos los procesos estocdsticos
T
X = {Xi}o<: medibles y adaptados, de cuadrado integrable, i.e., tales que (F / 1 X, [2dt)V? <
0

0. El espacio H? es un subespacio lineal cerrado de L?(P x dt), donde la tinica diferencia entre
estos dos espacios es que a los elementos de H? se les exige ademés que sean medibles y

adaptados. Todo proceso simple esta en H?, como sabemos.
t

Sabemos asimismo que la integral indefinida X; = us dWs es una martingala respecto de
0
la filtracion Fr que denota a la filtracion {F;}o<;<r generada por un movimiento browniano

standard {W;}o<i<r. Es posible demostrar que todas las martingalas de cuadrado integrable
respecto de esta filtracion son de este tipo. Aqui se resenan, sin demostracién, los argumentos
tedricos que permiten afirmarlo, y que pueden ser examinados con detalle, por ejemplo, en
”Célculo Estocastico” de David Nualart.

Proposicién 1.8 ( Lema instrumental) FEI conjunto de variables aleatorias que son combi-
naciones lineales de exponenciales de la forma

T 1 /7
e:cp{/ hs dW, — 5 / h%ds}
0 0

donde h es una funcion determinista tal que fOT h*ds < oo, es denso en L2.

Teorema 1.10 (Teorema de Representacién de Ité) Consideremos una variable aleato-
ria F,F € L2. Entonces existe un uinico proceso estocdstico u,u € H? tal que

T
F = E(F) +/ us dW,
0

Este teorema establece que cualquier variable aleatoria de cuadrado integrable es represen-
table mediante la integral de Ito6 con respecto de un movimiento browniano standard de un
proceso estocastico medible y adaptado a la filtracion generada por el movimiento browniano,
para un tiempo T fijado.

Teorema 1.11 (Teorema de Representacién de Martingalas) Consideremos un proceso
estocdstico M = {M;}o<i<r, que tiene la propiedad de martingala con respecto a Fr que denota
a la filtracion {Fi}o<i<r generada por un movimiento browniano standard {W;}o<i<r, y que
E (M?2) < oo. Entonces existe un tinico proceso estocdstico u,u € H? tal que

t
M, = E(My) +/ ug dW,, Vt € [0,T]
0

Sin embargo, para el caso de un proceso estocastico multidimensional I', T' € H? que tiene
la propiedad de martingala bajo P respecto de la filtracién (multidimensional) {F;}o<i<7 , ge-
nerada por el movimiento browniano multidimensional {W;}o<;<r, el anterior Teorema no seria
de aplicacion a las componentes de dicho proceso tomadas de forma aislada. Los componentes
del movimiento browniano multidimensional {W;}o<¢<r que genera la filtracion (multidimen-
sional) {F}}o</<r son independientes bajo P, pero cada uno de los I'/ procesos componentes de
I',T € H? puede depender de una forma camino-dependiente pero adaptada de todos o algunos
de los movimientos brownianos {W}}o<i<r, <+, {W}o<i<r.
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Teorema 1.12 (Teorema Representacién Martingalas multiples dimensiones) Sea T
un instante fijado positivo, y asumamos que {F,}o<i<r, €s la filtracion generada por el movi-
miento browniano d-dimensional {W;}o<i<r. Sea {M;}to<i<r una martingala con respecto de
dicha filtracién bajo la medida de probabilidad P, y que E (M%) < oo. Entonces existe un
proceso estocdstico d-dimensional adaptado, T', T € H2,

{FS}OSSST = {{F;}OSSSTv U 7{Fg}0§S§T}
tal que
t
Mt:Mo—i-/ I, - dWW,, 0<s<T
0

donde M, es el proceso estocastico con la propiedad de martingala del enunciado, representado
por una matriz columna de tamano dx 1 y la notacidon (-) designa al producto del vector columna
que representa al proceso I'y, de tamano d x 1, y el vector fila que representa al movimiento
browniano dWy, de tamano 1 x d con lo que

t t d d t
M;:Mg+/ Fi-dWS:M3+/ ngdwg:Mg+Z/ T dw?
0 0 =1 j=1 “0

dondet=1,2,--- ,d;

1.5.2. Cambio de medidas de probabilidad. Teorema de Girsanov

Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P) y una variable aleatoria Z > 0 de esperanza
E Z =1 es posible definir una nueva probabilidad Q, definiendo para cada A € F' la medida
dada por Q(A) = E (14 7). Que la esperanza de Z sea 1 garantiza que Q(Q2) = EZ = 1. Se
dice que Z es la densidad de Q respecto de P y se escribe formalmente £ =Z.

La esperanza de una variable aleatoria X en el espacio de probabilidad (2, F, Q) se calcula de
la forma siguiente:
d
x e

dP )
La probabilidad QQ es absolutamente continua respecto de P, lo que significa que

E°X =E"(XZ)=E"(

P(A) =0 = Q(A) =0

Si la variable Z es estrictamente positiva, entonces las probabilidades P y Q son equivalentes,
o sea, mutuamente absolutamente continuas, lo que significa

P(A) =0 < Q(A) =0

y podremos denotar QQ(A) = P(A) para remarcar dicha equivalencia.

En esta seccién estamos interesados en mostrar un cambio de medida que pueda ser aplica-
do no solo a una variable aleatoria, sino a un proceso estocastico completo para poder asi ser
capaces de convertirlo, bajo determinados supuestos, en una martingala. El interés de esta
transformacion se vera mas adelante, pero desde ahora podemos senalar que es la base para
poder valorar los precios de derivados financieros de una manera ”justa” en el sentido de que
no permitira enriquecimientos ”ilegitimos” de los actores del mercado, con el significado que se
especificara.

De una forma general, el Teorema de Girsanov establece que en el espacio de probabilidad
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(Q, Fr,Q) , el proceso estocéstico {Wt = W, + At }o<i<r €s un movimiento browniano stan-
dard, donde {W;}o<i<r es un movimiento browniano standard en (2, Frp, P).

Es interesante tener en cuenta, a la hora de verificar las demostraciones pertinentes, la siguiente
proposicion de caracter técnico:

Proposicién 1.9 ( Lema instrumental) Supongamos que X es una variable aleatoria real y
G es una o-dlgebra tales que

u?o?

E<eiuX | G) — EG 6iuX —e 2

Entonces, la variable X es independiente de la o-dlgebra G y tiene una distribucion normal

N(0,0?%).

Para establecer los aspectos relativos al cambio de medida con propiedad, supongamos que
tenemos el espacio de probabilidad (2, Fr,P), y una filtracién Fr que denota a { F; }o<i<r
con T un instante fijado.Supongamos que tenemos una variable aleatoria Z definida en dicho
espacio probabilistico, estrictamente positiva P-casi seguro, y que satisface E Z = 1.

Entonces podemos definir una nueva medida de probabilidad
Q(A) = P(A) :/ Z(w)dP(w), VA € F
A

Ahora cualquier variable aleatoria X tiene dos esperanzas, una bajo la medida de probabilidad
original P, la cual denotamos por E X, y la otra bajo la nueva medida de probabilidad P, que
denotamos por £ X. Ambas estan relacionadas por la férmula £ X = F [X Z ]

Si P { Z > O} = 1 entonces P y P coincidiran en cuales eventos medibles tiene probabilidad

nula y cuales la tienen no nula, aunque no necesariamente han de coincidir en cual fuera la
medida de estos ultimos.

Definicién 1.20 (Proceso de la derivada de Radon-Nikodym) Dados el espacio de pro-
babilidad (2, Frr,P), y una filtracion Fr que denota a { F; }o<i<r con T un instante fijado y
una variable aleatoria Z definida en dicho espacio probabilistico, estrictamente positiva P-casi
sequro, y que satisface E Z = 1, el proceso de la derivada de Radon-Nikodym, { Zi}o<i<r se
define por

{Zt}ogth = {E [ZlFt] }ogth = {EtZ }ogth, dondeF; € Fr

Ezxpresaremos en general Zy = Ey Z con cierto abuso, al tomar la parte (una variable aleatoria)
por el todo (un proceso estocdstico).

Este proceso es una martingala a causa del condicionamiento iterado: para 0 < s <t < T se
tiene
E,Zy=E[EZ|F,| =E,Z = Z,

y ademas de esta propiedad tiene las que reflejan los siguientes lemas instrumentales:

Proposicién 1.10 ( Lema instrumenﬁal) Figado T, sea t, tal que 0 <t < T, y sea Y una
variable aleatoria Fy;-medible. Entonces EY = FE [Y Zt}, conforme a la definicion del proceso

de la derivada de Radon-Nikodym.
Proposicién 1.11 ( Lema instrumental) Sean s y t tales que 0 < s <t < T y sea Y una

—~ 1
variable aleatoria Fy-medible. Entonces E,Y = 7 E, [Y Zt}

s
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Teorema 1.13 (Teorema de Girsanov unidimensional) Sean un espacio de probabilidad
(Q, F,P), un movimiento browniano standard unidimensional {W;}o<i<r, junto con la filtra-
cion {F;}o<i<r para la cual dicho proceso estocdstico es adaptado, y sea tambien {6;}o<i<r, un
proceso estocdstico que tambien es adaptado a dicha filtracion.

Definimos

Zy

exp{— /Ot 0, dW, —%/Ot 93du}

t
Wt = Wt+/ 9udu
0

Para asegqurar condiciones de Ito-integrabilidad y de martingala, de forma similar a lo impuesto
en la construccion de la integral de Ito, imponemos la condicion

T
E / 02 7% du < oo
0
Fijamos Z = Zr. Entonces EZ =1 y bajo la medida de probabilidad P dada por

Q(A) = P(A) = /A Z(w)dP(w), VA € F

tenemos que el proceso {W;}o<i<r €s un movimiento browniano standard.

La demostraciéon de este teorema se basa en el uso del Teorema de caracterizacion de Levy, que
establece que una martingala que comienza en cero en el tiempo cero, con caminos continuos
y variacién cuadratica igual a t en cada instante t, es un movimiento browniano. El proceso
{W:}o<t<r comienza en cero para t=0y es continuo. Ademas, ( Wy, W;) = (W;, W;) =t ya que
el término fot 0, du en la definicién de ﬁvft tiene una contribucion nula a la variacion cuadratica
del proceso.

El proceso estocéstico {Z;}o<i<r es una martingala bajo la medida de probabilidad P. Deri-
vando bajo la tregla de Ito se obtiene dZ; = —0, Z; dW,, e integrando esta expresién se obtiene

Zy = Zy — 0, Z,dW,. Como las integrales de It6 son martingalas, Z;, como proceso es-

tocéstico tarr(l)bien goza de dicha propiedad. A la misma conclusion se llega sin integrar el
término diferencial anterior ya que no contiene término en dt, siendo su drift, o coeficiente de
deriva nulo. En particular, £ Z = E Zr = Zy = 1.
Como {Z;}o<t<r es una martingala y Z = Zp, tenemos Z; = Ey Zr = Ey Z, para 0 <t < T,
y esto muestra que {Z; }o<i<r es un proceso de la derivada de Radon-Nikodym, con lo que los
lemas instrumentales 1.10 y 1.11 que siguen a su definicién le son de aplicacion.
Tambien es una martingala, bajo P, el proceso estocastico {W; Z;}o<i<7, lo que se observa al
derivar dicha expresion bajo la regla del producto de Ito, ya que se obtiene una expresion diferen-
cial estocastica que no tiene término en dt, es decir, sin deriva: d (Wt Zt) = (Wt 0;+1 ) Zy dW,
Si ahora consideramos s y t tales que 0 < s < t < T para T dado, por el anterior lema
instrumental y por la propiedad de martingala bajo P del proceso {W; Z;}o<i<r tenemos

-~ 1 — 1 — N

EsWt = _Es [WtZt} = _WSZS :WS

Zs Zs

y con esto queda demostrado que V[N/t como proceso estocdstico es una martingala bajo la me-
dida de probabilidad P.
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Las medidas de probabilidad P y P del Teorema de Girsanov resultan ser equivalentes por ser
P{Z >0} =1

Si recordamos el Teorema de Representacién de Martingalas de la seccion anterior, vemos

que una de las condiciones para el mismo era que la filtracion de referencia era generada por
el movimiento browniano, y que {M;}o<;<7 era una martingala con respecto a dicha filtracion
en el espacio de probabilidad de referencia. Esto significa que la tnica informacion aportada
por la filtracién es la obtenida mediante la observacién del movimiento browniano hasta el
instante t. De esta forma cada martingala con respecto de dicha filtracién es una condicién
inicial mas una integral de It6 con respecto del movimiento browniano. La importancia para el
recubrimiento de un derivado financiero (se vera més adelante) consiste en que de esta forma la
unica fuente de aleatoriedad del modelo es el movimiento browniano al que se refiere el Teorema
de Representacion de Martingalas y por tanto esta es la tnica fuente de aleatoriedad que se
intentard eliminar a través del recubrimiento de un derivado financiero.
Esta asuncion es mas fuerte que la impuesta en el Teorema de Girsanov, en el que la filtra-
cién puede contener a la generada por el movimiento browniano. Si imponemos al Teorema de
Girsanov la mas restrictiva de ambas, este Teorema no varia en su primer paragrafo y se le
anadiria un segundo que contendria una segunda asercion:

” Sea { M; }o<t<r una martingala bajo P.
Entonces existe un proceso estocastico adaptado { I', }o<u<r, tal que

o~ —~— t~ —~—
Mt:MO+/ T,dW,,0<t<T."
0

Este corolario no es una consecuencia trivial del Teorema de Representacion de Martingalas
con I/Vt reemplazando a W, porque la filtracién {F;}o<i<r en este corolario esta generada por

el proceso {W; }o<t<r, y n0 por el P-movimiento browniano {Wt}0<t<T

Teorema 1.14 (Teorema de Girsanov multidimensional) Sean un espacio de probabili-
dad (Q, F,P), un movimiento browniano standard d-dimensional {W;}o<i<r, junto con la fil-
tracion {Fi}o<i<r (d-dimensional) para la cual dicho proceso estocdstico es adaptado, y sea
tambien un proceso estocdstico d-dimensional, {O,} _ . = {{0f bo<i<r, -+, {0 Yo<s<r } que
también es adaptado a dicha filtracion. o

Definimos

t 1 t
Z, = exp{—/ @u-qu—§/ H@uH?du}
0 0

t
Wy = VVt—I—/ O, - du
0

Para asequrar condiciones de Ito-integrabilidad y de martingala, de forma similar a lo impues-
to en la construccion de la integral de Ito, y en la version unidimensional de este Teorema,
imponemos la condicion

T
E / 10412 Z2du < o
0
Fijamos Z = Zr. Entonces EZ =1 y bajo la medida de probabilidad P dada por

Q(A) = P(A) = /A Z(w)dP(w), YA € F
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tenemos que el proceso {Wi}to<i<r €s un movimiento browniano d-dimensional standard.

Es de senalar que los procesos componentes de {I/IN/t}OStST son independientes bajo P.
Esto es parte del significado de "ser un movimiento browniano d-dimensional”. Los procesos
componentes de {W;}o<t<r son independientes bajo P, pero cada uno de los 0;1 procesos puede
depender de una forma camino-dependiente pero adaptada de todos o algunos de los movimien-
tos brownianos {W{}o<i<r, -+, {W/ }o<i<r. Por tanto, bajo P, los componentes de {W;}o<i<r
pueden no ser independientes.

Asimismo, tambien a este Teorema se le puede hacer la observacién que se le hacia a su
version unidimensional:

Sila filtracién {F; }o<i<r (d-dimensional) esta generada por el movimiento browniano {W; }o<i<r
(d-dimensional), puede anadirse al Teorema el siguiente corolario:
7 Sea {]\A/ft }o<t<r un proceso adaptado d-dimensional que es martingala bajo P.
Entonces existe un proceso estocastico adaptado d-dimensional {fu Yo<u<T, tal que

t
Mt:M0+/ T, dW,,0<t<T."
0

BIBLIOGRAFTA:
Steven E. Shreve ” Stochastic Calculus for Finance II. Springer. 2004”
David Nualart ”Calculo Estocéastico”

1.6. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas y en Deriva-
das Parciales. Relacion

Existen dos formas, basicamente, de computar el precio de un derivado financiero: la prime-
ra es la utilizacion de Métodos de Montecarlo mediante los cuales se simulan muchos posibles
caminos que pueden tomar los precios del subyacente bajo una medida neutral al riesgo y
posteriormente se estima cual podria ser el precio de dicho derivado. La segunda consiste en
resolver alguna o algunas ecuaciones en derivadas parciales a las que se llega a través de las
correspondientes ecuaciones diferenciales estocasticas que modelan los precios de los activos fi-
nancieros subyacentes. Este segundo método en general no aporta formulas cerradas y procede,
entonces, su resolucion mediante algin método numérico adecuado. En esta seccion se examina
esta segunda alternativa en lo concerniente a las relaciones que existen entre las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales y las ecuaciones diferenciales estocasticas.

1.6.1. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Definicién 1.21 (Ecuacién diferencial estocastica) Una ecuacion diferencial estocdstica
es una ecuacion de la forma

dX, = p(u, Xy ) du + v (u, X, ) dW,

donde B (u,x) yv(u,x) son funciones dadas, que denominamos cominmente drift o término
de tendencia y término de difusion o difusivo.
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Ademads de esta ecuacién, una condicién inicial de la forma X; = 2 donde t > 0, x € R
deben ser especificados. Entonces, el problema que se plantea es el de encontrar un proceso
estocastico {X;}o<t<r tal que se satisfagan las condiciones

T T
Xi=uz, vy XT:Xt—i—/ B (u, X, )du +/ v (u, X, )dW,
t t

Bajo determinadas condiciones en las funciones 5 (u,z) y v (u,x ) existe un inico proceso
Xr con T >t que satisface las condiciones iniciales y de contorno dadas, aunque dicho proceso
puede ser dificil de hallar debido a que aparece a ambos lados del signo de igualdad de la
condicion de contorno.

La solucion X7 en el tiempo T serda Fr-medible, i.e. solo depende del camino del movimiento
browniano hasta el instante T, y de hecho, como la condicién inicial X; = x esta especificada,
lo tinico que se necesita para determinar X es el camino del movimiento browniano desde el
instante t hasta el instante T. En resumen, la solucién es un proceso estocastico con trayectorias
continuas adaptado a la filtracion browniana y que cumple la condicién inicial y la de contorno.
A los procesos solucion de las ecuaciones diferenciales estocasticas se les llama tambien procesos
de difusion.

A pesar de que las ecuaciones diferenciales estocasticas son en general dificiles de resolver explici-
tamente, puede ser asi resuelta la ecuacion estocdstica diferencial unidimensional siguiente:

dX, = (ay + by X, ) du + (7 + 0, X, ) dW,

donde a, , b, , 7. v 0, son funciones no aleatorias del tiempo. Incluso, esta ecuacién puede ser
ain resuelta cuando dichas funciones son procesos aleatorios adaptados, aunque entonces ya no
sera de la forma descrita en la definicién que encabeza esta seccion.

En esta exposicién solo permitiremos en la parte derecha de la ecuacién diferencial estocastica
la aleatoriedad inherente a X; y al movimiento browniano que dirige al proceso estocéstico, W;.
Esto es asi con el objeto de garantizar que la soluciéon de dicha ecuacion tiene la propiedad de
Markov. No puede haber aleatoriedad adicional, como ocurriria si alguno de los procesos a,, ,
by, V. v 0, fueran aleatorios.

FEjemplo 1.5 Movimiento Browniano Geométrico. La ecuacion diferencial estocdstica pa-
ra un movimiento browniano geométrico es

dS, =aS,du+ o S, dW,

donde se corresponden B (u,x) y v (u,z) con ax yox, respectivamente.
Sabemos que para t = 0y Sy, valor del activo en el instante inicial, la solucion de esta ecuacion
diferencial estocdstica viene dada por la expresion S; = Sy exp { oW + (a — %(72) t }
De forma similar, para T >t se tiene St = Sy exp { oWr + (a — %(72) T}
Dividiendo la sequnda expresion por la primera obtenemos
S

é:exp {U(WT—Wt)+(a_%Uz)<T_t)}

St la condicion inicial es dada en el tiempo t en vez de en t=0, esta tultima ecuacion queda
1
St = xexp {0 (WT—Wt) + (a— 502) (T—t) }

y como era de esperar, al usar la condicion inicial Sy = x, entonces St depende unicamente del
camino del movimiento browniano entre los tiempos t y T.
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Este es momento de recordar uno de los ejemplos tratados en este trabajo, y ver la diferencia
de los matices en los planteamientos de ambos, lo que puede ayudar a fijar ideas:

Recordatorio. Ejemplo 1.1 sobre el Movimiento Browniano Generalizado. Sean
un movimiento browniano {Ws}o<s, v {Fi o<t su filtracién asociada. sean oy, y oy dos procesos
t

t
1
adaptados. Definamos el proceso de Ito X; = / o, dWs + / (s — 5 03 )ds.
0 0

1
Entonces dX; = o, dW; + (o — 3 o2)dt, y dX; - dX; = o2 dW,; - dW,; = oidt.

Si consideramos el proceso de precio de un activo dado por

t t
1
St:So~eXpXt:So-exp{/ ades—l—/ (as—§a§)ds}
0 0

con Sy no aleatorio y positivo. Podemos escribir
Si = f(Xy), con f(z) = So - expz, f'(x) =S -expa, y f'(x) =Sy -expa

y aplicando la féormula de It0, obtenemos que dS; = oy S; dt + o4 .Sy dW.

El precio del activo, S; tiene una tasa instantanea de retorno «; y una volatilidad o;, donde
se permite a dichas «; y o, variar con el tiempo t y ser aleatorias. Este ejemplo incluye todos
los posibles modelos del proceso de precios de un activo que es siempre positivo, que no tiene
saltos y que es conducido por un movimiento browniano unidimensional. Si oy y o son cons-
tantes, tenemos el modelo del movimiento browniano geométrico usual, y la distribucién de S,
es log-normal. Pero si oy y oy varian con el tiempo t y/o son aleatorias, S; no seré en general
log-normal. Fin del recordatorio.

Nosotros hemos usado en el ejemplo de esta secciéon o y o constantes.

1.6.2. Propiedad de Markov

Consideremos la ecuacion diferencial estocastica de la definicion, con 0 < ¢t < T dados y
una funcién h(y) que es medible-Borel. Denotemos por

g(t,z) = E"" h (X7)

a la esperanza de h(Xr), donde Xr es la soluciéon de dicha ecuacién con condicién inicial
X; = x. Asumimos que E** | h ( X7)| < 0o. Aqui no hay en g(t,x) nada aleatorio. De hecho es
una simple funcién, Borel-medible, de dos simples variables x y t.

Si no conocemos la distribucién de X7 podriamos calcular g(t,x) numéricamente comenzando
por X; = x hasta llegar a g(T,x), y simular la ecuacién diferencial estocéstica utilizando el
método de Euler, por ejemplo, para evaluar la solucién mediante algin método de Montecarlo.
Si empezasemos con un tiempo diferente t y un valor inicial x diferentes, podriamos obtener una
respuesta diferente en el calculo, y esta dependencia de t y de x es lo que indica enfaticamente
la notacién E*

Teorema 1.15 Sea X, u > 0, una solucion a la ecuacion diferencial estocdstica de la defini-
cion con condicion inicial dada en t = 0. Entonces, para 0 <t < T se tiene

E[MXr)| F;] = B M(X7) = g(t, Xy)
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Lo que significa que si suponemos que el proceso X, comienza en t = 0 y es generado por la
ecuacion diferencial estocéastica de referencia y observamos el recorrido generado por esta hasta
el instante t, y deseamos calcular la esperanza condicionada por los datos que hemos conocido
de h(X7r), podriamos considerar que el proceso esta comenzando en el instante t en la posicién
X que ocupa, generar la solucion de la ecuacién diferencial estocastica correspondiente a la con-
dicién inicial dada por X; = = y computar el valor esperado de h(Xr)generado por este método.
Es decir, reemplazamos X; por una simple variable x para mantenerlo constante, computamos
g(t,x) = E"h(Xr) y después de computar esta funcién ponemos la variable aleatoria X; de
nuevo en el lugar de x. Este método es aplicable al caso porque el valor de X7 esta determinado
por el valor de X; , que es Fj-medible y los incrementos del movimiento browniano entre los
tiempos t y T son independientes de F;.

En esta discusion debe notarse que aunque uno observa el proceso estocastico X, desde 0
hasta ¢t € [0,T), la tnica pieza relevante de informacién cuando se computa E [h(XT) ‘ Ft] =
Eyh(X71) = g(t, X;) es el valor de X, y esto significa que X; es un proceso de Markov.

Por lo tanto podemos decir que las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas son procesos de Markov.

1.6.3. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Existe una relacién interesante entre procesos de difusién y ecuaciones en derivadas parciales.
En general, los procesos de difusion permiten dar interpretaciones probabilistas de ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden.
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.6 (Movimiento Browniano y Ecuacion de la Calor.)
St By es un movimiento browniano y f es una funcion continua y con crecimiento polinomial,
la funcion

u(t,z) =Ef(Bi+x)

satisface la ecuacion de la calor

ou 1 0%

ot 2 0x?
con condicidn inicial u(0,z) = f(x). Esto es debido a que podemos escribir

Ef(Bi+a) /m f) =
x)= e =
t . Y 5t )
1 c—y)?

y la funcion e para cada y fijo satisface la ecuacion %—? = %%

V2t

La funcion x — u(t,x) representa la distribucion de temperaturas en una barra de longitud
infinita, suponiendo una condicion inicial de temperaturas dada por la funciéon f(z).

Proposicién 1.12 Sea X, una solucion a la ecuacion diferencial estocdstica de referencia con
condicion inicial dada en t = 0. Sea h(y) una funcion medible Borel, fijemos T > 0, y sea
g(t,z) dado por E** h( X7 ). Entonces el proceso estocdstico dado por { g(t, Xy) Yo<i<r €s una
martingala.

Teorema 1.16 (Teorema de Feynman-Kac) Consideremos la ecuacion diferencial estocdsti-
ca
dX, =6 (u, X, ) du + v (u, X, )dW,
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y sea h(y) una funcion medible-Borel. Fijemos T > 0 y sea dado t, t € [0,T]. Definamos la
funcidén dada por g(t,x) = E** h( X7 ). Asumamos que E%* | h( X7)| < oo para todo t y todo
.

Entonces g(t,x) satisface la ecuacion en derivadas parciales

0(1,2) + B(t,2) gu(t, ) + 5 7(1,2) gealt, 2) = 0

y la condicion terminal
g(T,a) = hiz), Va.

La prueba de estas proposiciones puede consultarse en la bibliografia del final de la seccion.
El principio general de la prueba de este teorema es:

1.- hallar la martingala,
2.- diferenciar por regla de Ito

3.- igualar a cero el término en dt.
Esto proporciona una ecuacion en derivadas parciales que puede ser resuelta numéricamente.

Teorema 1.17 (Teorema de Feynman-Kac, proceso descontado) Consideremos la ecua-
cion diferencial estocdstica

dX, =6 (u, X, )du +7v(u, X, )dW,

y sea h(y) una funcion medible-Borel. Fijemos T > 0 y sea dado t, t € [0,T]. Definamos la
funcién dada por f(t,x) = E* [e" T h(Xy)]. (Xr)| < oo para
todo t y todo x.

Entonces f(t,x) satisface la ecuacion en derivadas parciales

fo(t,x) + Bt x) folt, ) + %72(15, ) foe(t,x) =7 f(t,2)

y la condicion terminal

f(lz) =h(x), V.

Teorema 1.18 (Teorema de Feynman-Kac n-dimensional, descontado) Sea {X;}o<i<r
un proceso estocdstico n-dimensional, dado para i = 1..n por {X]}o<i<r, y Sean para cada
uno de estos procesos estocasticos, {th Yo<t<T n movimientos brownianos que lo dirigen, con
{Fti’j}ogtST las filtraciones correspondientes a las que los movimientos brownianos son adapta-
dos.

Sean r > 0 una constante real, o(t,x) = [O‘iyj (t, a:)} una matriz real y simétrica n X n, y sean
h:R" — R,y f;: R" x R" — R sendas funciones con valores reales. Supongamos que la
funcion f: RT x R™ — R dada por f(t,z) resuelve el problema con ligaduras siguiente:

fi(t, ) —{—Zﬁztxfxltx ZC’Jta:fx“%(tx)—rf(tx)

t,j=1

y la condicion terminal

3

f(T,z) =h(x), YV, donde C; ;(t,z) = oir(t, x)ou(t, )
k=1
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Asumamos ademds que para cada i = 1..n, el proceso XZ 0<t<T resuelve la ecuacion diferencial
) t >
estocdstica

dX] = B; (¢, Xy )dt + Y 0i(t, X, ) AW/
j=1

donde X; = {th, Xf}. Finalmente, supongamos que

[ 5[5 oty <o ion

j=1

Entonces f(t,z) = e " T B (Xp) =e " TV E [h(X7) }Xt:x}, donde la dltima igualdad
denota a la esperanza condicionada respecto del valor del proceso estocdstico en el instante t,
que es conocido y es .

Como corolario del anterior teorema, puede concluirse que
7 Sea {S; }o<t<7 un proceso estocastico n-dimensional con Sy = { S}, -+ S } andlogo al del teo-
rema anterior, y que representa el proceso de precios de un activo financiero que esta vinculado
a n activos financieros independientes entre si, y sea Cr = h(St) la funcién de pago o de valor
de dicho activo en el instante T. Entonces el valor del activo en el instante ¢t < 7', dado por

Vi=e " T OENSr) = e T E [h(Sr)| S =] £ f(t,x)

satisface
filt, )+ z": z; fo,(t,x) + % Zn: Cij(t,2) 275 fo, o, (t,x) =17 f(t,7)
i=1 ij=1
y la condicién terminal
f(T,z) = h(x), Yz, donde C;;(t,x) = Y ou(t, x)ou(t, )"

k=1

Para fijar ideas, podemos ilustrar el Teorema de Feynman-Kac multidimensional usando el
ejemplo de dos ecuaciones diferenciales estocédsticas conducidas por dos movimientos brownia-
nos. Sea W; = (W}, W2) un movimiento browniano bidemensional, es decir, un vector de dos
movimientos brownianos unidimensionales e independientes entre si. Consideremos dos ecua-
ciones diferenciales estocésticas:

dX} = Bi(u, XL, XD du + vy (u, X2, X2)dW} + yia(u, X}, X2)dW?
dX? = Bo(u, XL, XD du + o1 (u, X2, X2)dW} + oo (u, X}, X2)dW 2

La solucién a este par de ecuaciones , comenzando en X;(t) = z; y en X5(t) = x5 depende
del tiempo inicial t especificado y de las posiciones iniciales x; y x2, y con independencia
de estas condiciones iniciales, la solucién es un proceso de Markov. Sea h(y;,y2) una funcién
medible-Borel dada. Dada la condicién inicial (¢, 21, 23) con 0 < ¢t < T definimos

g(t,x1,29) = E“"h(X] X2)
[z, 22) = I [B_T(T_t) h(Xil“’ X%)]
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Entonces,

1 1
9t + B19ay + B2Guy + 5(751 + 75) 97121 + (Y11Y21 + Vi2Y22) Gers 5(751 + 735)Gzsx, = 0

1 1
Je + Bifay + Bofa, + 5(7121 + i) [z + (Y121 + Y12722) farws + 5(7221 + 735) [z =T

Ambas ecuaciones, satisfaciendo tambien las condiciones terminales para todo z1 y x3
g(T7 xlaxZ) - f(T7 .131,1'2) - h(l‘th) .

BIBLIOGRAFIA: Oksendal B. : 7 Stochastic differential equations: an introduction with
applications, Springer- Verlag 1992”
Steven E. Shreve ” Stochastic Calculus for Finance II. Springer. 2004”
David Nualart ”Calculo Estocéastico”
Allison Etheridge ” A course in Financial Calculus ”
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Capitulo 2

Valoracion Neutral al Riesgo bajo el
Modelo de Black-Scholes

En este capitulo derivaremos la ecuacion diferencial estocastica de Black-Scholes-Merton,
que aporta el valor de un derivado financiero en el tiempo t.

Definicién 2.1 (Producto Derivado Financiero) Un producto derivado financiero, o deri-
vado, es una variable aleatoria no negativa definida en el mismo espacio de probabilidad filtrado
de un mercado de referencia y Fy-medible. En general designaremos el derivado genérico por
Cr, haciendo referencia al horizonte temporal del mercado de referencia, y su payoff, o eventual
pago al poseedor del derivado se designard por h.

A veces se utilizard indistintamente C o h para designar el payoff del derivado, toda vez que
dicha variable aleatoria lo identifica.

Existen muchos tipos de derivados financieros, tales como contratos forward, de futuros,
opciones, swaps,... etc. Dichos productos derivados establecen una obligacion contractual entre
el emisor y el tomador desarrollada en las especificaciones del producto. El payoff que se esta-
blece esta relacionado con una serie de acontecimientos relativos al precio del activo subyacente
desde el tiempo t=0 de la contratacién, hasta el tiempo t de ejercicio o posible ejercicio del
derecho, que tambien es una caracteristica contractual.

Por eso se llama derivado: depende del comportamiento del activo de referencia en el mercado,
que puede ser, por ejemplo, una accién de la empresa A, o el precio del barril de Brent en la
Bolsa de Chicago.

En el caso de las opciones, dicho derivado consiste en un contrato que da derecho, a su poseedor,
pero que no le obliga, a obtener un pago en el tiempo t, vinculado a una serie de acontecimien-
tos relativos al precio del activo subyacente desde el tiempo t=0 de la contratacion, hasta el
tiempo T de vencimiento de la obligacion.

Si la opcién es de las denominadas europeas, entonces solo puede ser ejercida en t = T. Para
otros tipos de opciones cabe la posibilidad de que puedan ser ejercidas en fechas determinadas
dentro de [0, T], en caso de opciones tipo bermudas, o incluso en cualquier momento hasta T,
caso opciones americanas.

Definicién 2.2 (Opciones europeas) Una opcion europea es un tipo de derivado financiero,
es decir, un tipo de contrato que faculta a su poseedor (holder) a comprar ( opcién call) o a
vender ( opcion put) una unidad de activo subyacente en un tiempo de madurez T por un precio
strike K previamente acordado con el emisor del contrato (writer). Mientras el poseedor no
tiene obligacion de comprar o vender el activo de referencia en la fecha de madurez, el emisor
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del contrato si esta obligado a vender o comprar, respectivamente, el activo al poseedor si este
asi lo requiriese.

Para una opcion call europea, h = max (ST - K, O) = (ST — K)+, Y para una opcion put
europea, h = max (K — S, O) = (K — ST)+.

En general, de la ecuacién de Black-Scholes, y de las condiciones de contorno asociadas al

producto derivado en cuestion se puede obtener el valor del producto, dentro del marco que se
especificara.
La forma de hallar dicha ecuacién consiste en asociar al producto derivado que se negocia una
cantidad determinada del subyacente (activo o activos de riesgo) al que se refiere el derivado y
una cantidad determinada de dinero en una cuenta bancaria libre de riesgo riesgo denominando
a este par portafolio.

De forma mas precisa, un portafolio es un proceso estocastico adaptado d+1 dimensional
que representa las posiciones que un inversor toma en d + 1 activos financieros {S°, S1,--- | 5%}
cuyos precios en el instante t estdn dados por variables aleatorias no negativas y Fj ;c(o,7)- medi-
bles. Los inversores conocen los precios presentes y pasados de los activos, pero no los venideros.

A diferencia de cual seria el caso de trading en tiempo discreto, que no es objeto de este
estudio, no es necesario imponer condiciones de predecibilidad al proceso del portafolio en el
caso de tiempo continuo. De hecho, aunque todavia es posible definir un proceso predecible en
tiempo continuo, en el caso de la filtraciéon generada por un movimiento browniano, esto no
restringiria significativamente la clase de procesos adaptados a causa de la continuidad de los
caminos muestrales del movimiento browniano.

El vector Sy = (SP, S}, -, 5%) es el vector de precios en el instante t. El activo indexado
por 0, S?, es el activo libre de riesgo y convenimos SJ = 1, y los activos indexados por 1,--- ,d
son los activos de riesgo.

La referencia al riesgo del activo o de los activos se refiere al riesgo de variaciéon del precio de
dichos activos subyacentes.

La referencia a activo libre de riesgo se refiere a que podemos tener la certeza de que dicho
activo va a tener un valor determinado en una fecha determinada. Por ejemplo un depdsito
bancario que ofrece una tasa de interés determinada para un plazo determinado, realizado en
una institucion totalmente solvente. Se suele considerar como tasa libre de riesgo la tasa de los
Bonos del Tesoro de los U.S.A. o bien la tasa LIBOR, dependiendo del entorno de negociacién
y del producto.

Se intentara mediante la negociacion en tiempo continuo de las oportunas cantidades de los
activos del portafolio asociado que los riesgos inherentes al derivado sean nulos.

Por ejemplo, 0.25 acciones de la compania A, que cotiza en Bolsa, y una call europeas sobre
dicho activo, para un Strike K, y madurez T (x dias de cotizacién consecutivos desde la fecha
del contrato, por ejemplo t es del 12 de septiembre de 2014, y T es el 3 de junio de 2015), y
una cantidad de dinero en una cuenta bancaria sin riesgo asociada, de por ejemplo 250 euros.
La referencia a que los riesgos inherentes al derivado sean nulos se refiere a que sin aportar
dinero extra al valor del portafolio inicial podamos hacer frente a los pagos a que nos obligara
el derivado a lo largo de su vida.

La razon por la que esto puede hacerse asi es que el precio del derivado y el precio del activo
estan afectados ambos por la misma fuente de incertidumbre: el movimiento en la cotizacién
del precio del activo.

Esto se encuadra en el marco de la ausencia de arbitraje en el mercado. La definicién del
concepto de arbitraje se precisard mas adelante, aunque puede ilustrarse a grandes rasgos como
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la imposibilidad de obtener beneficios en el mercado sin asumir riesgos.
Las hipétesis de mercado que deben hacerse para que tenga encaje el método de valoracién
BSM son las siguientes:

e El precio del activo subyacente esta modelado por la ecuacion diferencial estocastica
dSt = ,U/Stdt + O'Stth (21)

con j, o constantes conocidas, o > 0y W; es un movimiento browniano standard. Aunque
en lo referido al marco Black-Scholes se consideraran p, o constantes conocidas, con mayor
generalidad se podrian considerar ji;, o; procesos adaptados con valores en Ry o, > 0, y
tales que ambos son adaptados a la filtracion Fr, cumpliendo ademaés f(f laglds < ooy

Ef(f o2ds < oo para cada t > 0, P-casi seguro.

e Al proceso de retornos del activo libre de riesgo lo denominamos tasa libre de riesgo r y
lo consideramos constante.

e El subyacente no paga dividendos y es divisible, es decir, puede tomarse cualquier cantidad
real del mismo. Se considerard mas adelante, de todas formas, la existencia de subyacentes
que pagan dividendos de forma continua como un caso especial, bajo las condiciones que
se especificaran.

e No hay fricciones internas del mercado: no hay impuestos, no hay costes de transaccion
financiera, no hay diferencia entre los precios de compra y venta del mismo activo en el
mismo instante t (bid-ask spread), la profundidad del mercado es infinita, ie, la negocia-
cién de un activo no afecta al precio del mismo. Por ejemplo, sacar un milléon de acciones
de la empresa A a lo largo de tres dias consecutivos no hundira su precio en la Bolsa.
Asimismo, la informacién relativa al movimiento de los subyacentes se propaga de forma
instantdnea e isétropa (no inside trading).

e Se admite la posicién short en el subyacente. (Pedir prestadas las acciones a un terce-
ro bajo promesa de devolverlas antes de una fecha dada y pagarle a cambio de dicho
préstamo)

e No existen riesgos de default (impagos o pagos inferiores al nominal por concursos de
acreedores, quiebras, estafas u otras catdstrofes).

Como se ve, se trata de condiciones que en general no se dan casi nunca en la practica, aunque
las partes en el trading las aceptan a dichos efectos. Por ello, a la hora de hacer una valoracién
utilizando el método Black-Scholes hay que ser consciente de las implicaciones del modelo y la
distancia que puede haber entre sus resultados y la realidad del mercado.

2.1. Medida Neutral al Riesgo

2.1.1. Valor de un activo bajo la Medida Neutral al Riesgo

Sean {W,;}o<;<7 un movimiento browniano en un espacio de probabilidad (2, F, P) y sea
{Fi}o<t<r una filtracién a la que esta adaptado el P-movimiento browniano, donde T es un
tiempo final fijado, donde para cada t, F; contiene todos los conjuntos P-nulos y es continua
por la derecha.

Consideramos un activo cuyos precios a lo largo de 0 < ¢ < T constituyen un proceso estocastico
{St}o<t< que se puede representar por la ecuacién diferencial estocastica

dSt = Stdt +o Stth
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donde se representan la tasa media de retorno o beneficio del activo por «, y la volatilidad del
precio del activo por o, y asumimos que o > 0, P-casi seguro.

Ademas de la descripcién anterior del movimiento de precios del activo tenemos un proceso
de tasa de descuento de intereses que es previsible, {R;}o<t<7, ¥ que nosotros consideraremos
constante con R; = r y definimos el proceso de descuento por

D, =¢e" Jo Reds e condD,=—rD,dt
donde queremos significar que si se deposita 1 euro en la cuenta del mercado del dinero (p.ej.

una cuenta corriente bancaria sin gastos), en el instante t tendremos e’* euros, es decir, D,

t
euros.

El proceso de precios descontados es

¢ ¢ 1
DtSt:SOeXp{/ adWS—i—/ (O‘—T—502)d5}
0 0

y su diferencial es, aplicando la regla de derivacion del producto de Ito,
d(DtSt) = O'DtSt [@tdt + th:|

donde ©; es un proceso adaptado que denominamos precio del mercado de riesgo definido
o — Ry oa—r .
por ©;, = —— (en nuestro caso ©; = = O es constante), denominandose a oy — Ry
Ot o
prima al riesgo o "risk premium” que todo inversor desea sea lo mayor posible en comparaciéon

con o;. Ademas, se observa que la tasa de retorno del precio del activo descontado es oy — R; en
comparacion con a; para el precio no descontado, y que la volatilidad o; no varia al descontar.
Ahora introducimos la medida de probabilidad P del Teorema de Girsanov, donde la ©; que
figuraba en el mismo es la misma que nosotros hemos definido como precio del mercado de
riesgo, con lo que el diferencial del proceso de precios descontados queda

d(DtSt) = O'DtSt df/f//t

donde W; es un movimiento browniano normalizado bajo P.

Llamamos a 13, asi definida, Medida Neutral al Riesgo porque es equivalente a P y
convierte el proceso estocédstico de precios descontados de un activo en una martingala, ya que
integrando la anterior expresion, queda, por ser Dy = 1,

t —~
DtSt = SO +/ O'DuSu qu
0

El proceso de precios sin descontar, {S; }o<i<r, bajo P tiene una tasa media de retorno igual a

la tasa de interés r, como se comprueba reemplazando dW; = —Odt + df/[v@ en la ecuacién que
describe el proceso bajo P, dS; = «a S;dt + o SydW,;, proporcionando dS; = r S;dt + o S;dW;.
Resolviendo esta ecuacion se obtiene

t N t
St:Soexp{/ adWs—i-/ (r—laz)ds}
0 0 2

Queda claro por todo lo anterior, que el cambio de medida afecta a la tasa de retorno pero no
a la volatilidad de precios del activo. Si la prima al riesgo es positiva, como suele ser, entonces
el cambio de medida de probabilidad anade mas probabilidad en los caminos con retornos mas
bajos de forma que la tasa media de retorno baje desde « hasta r.
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2.1.2. Valor de un portafolio bajo la Medida Neutral al Riesgo

Se considera un agente con un portafolio consistente en un capital inicial H y que en cada
tiempo t, 0 <t < T contiene H, unidades del activo negociado (acciones que cotizan en Bolsa,
por ejemplo), y que invierte o toma prestado dinero de una cuenta del mercado del dinero a
tasa de interés R; en la cantidad necesaria para financiar su portafolio. El precio del activo es
un proceso estocastico descrito por la ecuacion diferencial estocéstica

dS; = aSidt + o S dW,

t
y el proceso de descuento D, = e~ Jo Rods — o—rt

De esta manera, el valor del portafolio en el instante t, serd también un proceso estocastico
{Vi}o<t<r, que verificard en cada instante

- R
dV, = H,dS, + R, (V, — H,S,) dt = R\V,dt + H,0,S, [ ©,dt + dW, ], donde ©, = “-—"
o
lo que a nuestros efectos se traduce en
AV, = HydS, + 1 (Vi — H,S,) dt = rVydt + Hio'S, [Odt + dW, |, donde © = & — !

Por el Teorema de Girsanov y la regla de derivacion del producto de It6 tenemos
d(D,V;) = Hy0,D;S; [ ©,dt + dW; | = Hd(D,S;) = Hyo,D,S; dW,
y tomando constantes i, o, Ry,
d(DV;) = Hioe ™S, [@dt + dW, | = Hid(e™"S,) = Hyoe ™S, dW,

Esto refleja que los cambios en el valor descontado del portafolio son enteramente debidos a las
fluctuaciones de los precios descontados del activo.

Nuestro agente tiene dos opciones de inversion: una cuenta del mercado del dinero con tasa
de retorno Ry, y un activo S; con tasa de retorno R; bajo P. No importa como invierta dicho
agente, el valor descontado de su portafolio, D;V;, serd una martingala.

2.1.3. Teoremas Fundamentales de Valoracion de Activos

En lo siguiente nos basaremos en los Teoremas de Girsanov y de Representacion Integral de
Martingalas en su version multidimensional.
Consideramos un espacio de probabilidad filtrado (2, Frr, P) y un horizonte temporal represen-
tado por el intervalo real [0, T
El mercado consistird en d+1 activos financieros {SY, S!, --- , S} cuya dindmica de precios en
el intervalo [0,T], estd representada por {S?, S}, -+, 54}, de manera que

ds? =, S0dt, S0 =1

d
S} = Sjppdt + ;Y o dWi, i=1,--- d

Jj=1
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donde Wy = (W}, --- ,Wtd) es un movimiento browniano d-dimensional, p;, o, y r; son procesos
en R que supondremos adaptados, y continuos por la derecha y con limite por la izquierda
(cadlag), con o; > 0y r, > 0. Estos procesos verificardn [ [pu|ds < oo, y [ o2ds < .

Consideramos la filtracién natural asociada a Wy, { F; }o<i<r, generada por { W; }o<i<r
cumpliendo ademas

(a) Fp contiene a todos los subconjuntos de conjuntos de medida 0. Esto significa que F} es la
minima o-algebra que contiene los conjuntos de la forma {X, € B} UN , donde s € [0, ],
B pertenece a la o-dlgebra de Borel B de R?, y N es un conjunto de probabilidad nula.

(b) Paratodo t > 0, la familia de o-dlgebras F} es continua por la derecha, es decir, se verifica

Ft:ﬂFs

s:8>t

Una estrategia de inversién serd un proceso adaptado en R4*!:

gb = {¢t }OStST = {(¢?7 ¢i7 7¢?)}0§t§T

El valor de la cartera en el instante t es el producto escalar
d

Vi(@) =i Si=Y_ ¢ 5
i=0

y su valor descontado ‘Z(qﬁ) = ¢ Jo rsds Vi(p) = dre” Jorsdsg, — é; - S;, donde S, representa el
proceso de precios descontados e~ Jo s dsg,.

Definicién 2.3 (Estrategia autofinanciada) Una estrategia autofinanciada,

{¢t}0§t§T = {(H?7 H, ) }ogth

es un par de procesos adaptados en R que satisfacen
T T
o/ |Ht0|dt<oo y/ HZdt < 0o, P-c.s.
0 0

o Vi(¢) = HYS? + H,- Sy = H)SY + Hy - Sy + [ HYSS + [ H,-dS,, P—cs,0<t<T

Definicién 2.4 (Portafolio de inversién) Fijado un intervalo de tiempo [0, T], un portafo-
lio de inversion o cartera de valores es una estrategia de inversion que consiste en un proceso

estocdstico ¢ dado por
{¢t}0§t§T - { (Hto7 Hy ) }ogth

Dicho proceso es adaptado, toma valores en R, y sus componentes H?, Hy, representan en
cada instante t las cantidades de activo sin riesgo, SP, referido a la cuenta del mercado del
dinero de nuestro mercado multidimensional de referencia, esto es, la cantidad de dinero en la
cuenta bancaria libre de riesgo vinculada al portafolio, sobre la que opera una tasa de interés
R; que aqui entenderemos como un proceso previsible no negativo y la cantidad de activo de
riesgo que obra a dicho portafolio, (St,S?,---,S%). De esta manera, el valor del portafolio en
el tiempo t esta dado por Vy(¢) = HPSY + Hy; - S;.
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Proposicion 2.1 La estrategia ¢ es una estrategia autofinanciada si y solo si:

Vi(¢) /HdSt

El valor actualizado de una cartera autofinanciada ¢ valdrd ‘Z((b = Vo(o / H, d

serd una martingala respecto de la probabilidad neutral al riesgo P, equivalente a P, si se veri-
t

fica que/ Eﬁ(Higg)du < 00.
0

Definicién 2.5 (Arbitraje) Se define como estrategia de arbitraje a aquella estrategia de car-
tera autofinanciada con valor inicial cero y tales que Vp > 0, y P{VT > O} > 0. Tales
probabilidades se denominan probabilidades sin riesgo.

Observemos que una cartera autofinanciada no puede ser un arbitraje ya que si su valor inicial
es nulo, entonces E7 [Vr(0)] = Vo(¢) =0

Definicién 2.6 (Estrategia admisible) Una estrategia ¢ = {H}, H,
es autofinanciada y el valor descontado XZ(Qﬁ) =V,D; = H?+Ht§t del correspondiente portafolio

es no negatiwo para todo t, y tal que sup V; es de cuadrado integrable bajo P.
0<t<T

}ogth es admisible si

Definicién 2.7 (Cartera recubridora) Diremos que una cartera autofinanciada ¢ que cum-

t ~ o~

ple / E* (H.S2) du < oo cubre el derivado financiero si Vy(¢) = h, es decir, su valor final
0

coincide con el precio final o payoff del contrato Cr.

Definicién 2.8 (Derivados financieros replicables.) Un derivado financiero es replicable
si su payoff, o pago final al tenedor h, es igual al valor final de una estrategia de cartera
admisible.

Definicién 2.9 (Modelos completos) Se dice que un modelo de valoracion de activos es
completo si todo derivado financiero es replicable.

Existencia de la medida neutral al riesgo

Definicién 2.10 (Modelos viables) Se dice que un modelo de valoracion de activos es viable
st existe una probabilidad equivalente respecto de la cual los precios descontados forman una
martingala.

Esta condiciéon es equivalente a que no haya arbitrajes:

Teorema 2.1 (Primer Teorema Fundamental de Valoracién de Activos) Si un mode-
lo de mercado tiene una medida de probabilidad neutral al riesgo, entonces no admite arbitraje.

Para que esto suceda, la ecuacién (multidimensional) que representa el precio del mercado
de riesgo en el diferencial del proceso de precios descontados de un activo debe tener solucién.
Podria darse el caso de que dicha ecuacion tuviera méas de una solucién, por ejemplo si el
nimero de activos del mercado es inferior al niimero de movimientos brownianos que dirigen el
movimiento de cada activo. Entonces existiria mas de una medida y esto implicaria que dicha
cartera tendria més de un precio neutral al riesgo. Entonces no seria posible el recubrimiento
de la cartera con los activos disponibles, porque si lo fuera, esto conllevaria la existencia de un
precio o valor uinico del portafolio y la medida serfa tnica.
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Unicidad de la medida neutral al riesgo

Teorema 2.2 (Segundo Teorema Fundamental de Valoracién de Activos) Considére-
se un modelo de mercado que dispone de una medida de probabilidad neutral al riesgo. El modelo
es completo si y solo si la medida de probabilidad neutral al riesgo es unica.

Esto equivale a que la ecuacién multidimensional del precio del mercado del riesgo que aparece
en el proceso de precios descontados de los activos, tenga solucién tinica. Asi podremos utilizar
el Teorema de Girsanov y aplicar el cambio de probabilidad necesario para hallar la proba-
bilidad neutral al riesgo. Esta, como sabemos, posibilita la aplicaciéon al modelo de mercado
del Teorema de Representacion de Martingalas, y este, a su vez, garantiza la existencia de un
proceso adaptado inico c.s. de recubrimiento del portafolio.

Las pruebas de los anteriores teoremas pueden verse, por ejemplo, en la bibliografia que se
cita.

2.1.4. Valoracion bajo la Medida Neutral al Riesgo

Ante la posibilidad de que un derivado financiero pueda ser negociado o transmitido a un
tercero antes de ser ejercido, estamos interesados en conocer cual seria su valor ”justo” en dicho
instante t, para 0 <t < T', queriendo significar por ”justo” al valor que imposibilita el arbitraje
por cualquiera de las partes negociadoras.

En relacion con la averiguacion del precio del derivado que nos interesa, nos preguntamos cual es
el capital inicial Xy que un agente necesitaria y cual seria su estrategia de cartera recubridora,
o proceso de portafolio {gbt} o<i<T PATA poder recubrir la venta (posicién short) de un derivado,

es decir, para tener Pcs Xr = Vp(¢) = Cr = h, toda vez que sabemos que una estrategia
admisible imposibilita el arbitraje.

En lo siguiente procederemos de una forma mas general que si buscasemos el valor de un
derivado restringido al caso de opciones call y put europeas.

Sea Cp una variable aleatoria Frpr-medible, y cuadrado integrable. Esto representa el payoff del
derivado en el instante T. Permitiremos que dicho payoff sea camino-dependiente, es decir, estar
vinculado a eventos relativos a precios del activo subyacente {St} o<t<r due se hayan producido
desde el inicio del contrato hasta su madurez, que es lo que significa ser Fp-medible.

El planteamiento anterior implica que, como bajo P, { D,C; } o<i< €8 una martingala, tenemos

D,C, = EP [ DrCr | F] = EP [ DrVir(9) | Fi]

y entonces el valor Vi(¢) de la cartera recubridora es el capital necesario en cada instante t
para recubrir con éxito la posicién corta en el derivado con payoff h = Cp = Vp(¢). Por tanto,
podemos llamar a esto el precio V; del derivado en el tiempo t, y asi se tiene que

DV, = EP [DTVT(@‘FJ = Etﬁ [DTVT(Qb” ,0<t<T

donde la segunda esperanza es una notacién para la primera. Si dividimos esta expresién por
Dy, que es F;-medible y por tanto puede ser introducida dentro del término de la esperanza
condicional de la parte derecha de la igualdad, y recordamos la definicién de D;, obtenemos

V= B [en i Beduy(g)] = BF [e I Bedvgp] = EP [en I Budup] o<t <T

Denominaremos a cualquiera de estas expresiones, segin el contexto, formula de valoracion
neutral al riesgo para el modelo de tiempo continuo.
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Esta claro que para que la opcién cuyo pago final es h sea replicable, es necesario que h sea
cuadrado-integrable bajo P. En el caso de una call europea, h = (ST - K )+ y esta propiedad

se verifica ya que Ef' S2 < oo, y en el caso de una put europea, h es incluso acotada.

Teorema 2.3 En el modelo Black-Scholes, cualquier opcion definida por una variable aleatoria
h no negativa y Fr-medible, que sea de cuadrado integrable bajo P es replicable y el valor en el
instante t de cualquier portafolio que la replique, o cartera recubridora, esta dado por

Vi=Ef [e W Budep] 0<t<T

Por lo tanto, el valor de la opcion en el instante t puede ser definido por la anterior expresion.
D T
En particular, Vo = Ef [e‘ Jo Ruw du h} seria el precio del derivado en el instante inicial t=0.

Seguidamente se procede a la demostracién del anterior teorema para el caso de R, = r
constante.

Demostracién 2.1 Primero asumamos que Sy = 1 y que dicho activo sin riesgo, vinculado

. . . . 1 .
a la cuenta corriente sin gastos, evoluciona con el tiempo como D, = S? = e y que existe
t

una estrategia admisible (H?, Ht) que replica la opcion. El valor en el tiempo t del portafolio,
Vi(¢) (en lo sucesivo V) dado por (HY,H,) esta dado por V, = HSY + H,S; y asumimos que
Vi = h. Sea ‘Z =D, V,=V,e " = Hto + H; §t el valor descontado del portafolio.

Como la estrategia ¢ es autofinanciada, a partir de las expresiones

t
- vo+/ H,dS,
0

dgt = gtO'th
~ t ~ —_—
se tiene que V; =V +/ H,o0S,dW,
0

Bajo ]5, sup V, es de cuadrado integrable por la definicion de estrategias admisibles. Aun
0<t<T

mdas, la anterior igualdad muestra que el proceso {‘Z}ogth es una integral estocdstica con
respecto de {Wt}ogth- Se sigue de esto que {‘Z}OStST es una martingala de cuadrado integrable
bajo ﬁ, y de ahi que V; = Ef 17T, y en consecuencia, V; = Etﬁ [e_T(T_t) h} 0<t<T

Asi hemos probado que si un portafolio (Hto, Ht) replica la opcion definida por h, su valor esta
dado por V; = Etj5 [e‘T(T_t) h} ,0 <t < T. Para completar la prueba del teorema, falta por
mostrar que la opcién, ademds, es replicable, es decir, hallar algunos procesos (H?) y (H;) que
definan una estrategia admisible, tal que

Vi = HS? + H,S, = EF [e 7T h] 0<t<T

Bajo la probabilidad 15, el proceso definido por M, = Etﬁ [e*’”T h] ,0 <t <T esuna martingala
de cuadrado integrable. La filtracion {F,}o<i<r, que es la filtracion natural de {W,}o<i<r, €s
tambien la filtracion natural de {W; o<i<r y por el Teorema de Representacion de Martingalas,

_ ot N
existe un proceso adaptado { Ky }o<i<r tal que Ef / KZ2dW, < oo y para t, tal que 0 <t < T,
0

t
se tiene P-c.s., que M; = M, +/ K, dW,
0
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La estrategia {¢; bo<i<r = {(H®, H) }o<i<T, con H; = —Si, y con HY = M; — H;S; es entonces,
00t

debido a las igualdades

Vi(9) = Va(e) + /0 S,
S, = SiodW,
una estrategia autofinanciada. Su valor en el tiempo t esta dado por
Vil¢) = e My = EF [T 1),

Esta expresion muestra que Vi(¢) es una variable aleatoria no negativa para todo t, 0 <t < T,

con sup 17,5 de cuadrado integrable bajo P, y que Vp(¢) = h. O
0<t<T

Hay dos asunciones clave que hacen posible el recubrimiento de la cartera: una es que la

K,

volatilidad o es no nula, por lo que la ecuacion H; = —Sf puede ser resuelta para H;. Si la
00t

volatilidad se desvaneciera, entonces la aleatoriedad del movimiento browniano no afectaria al

precio del activo, aunque todavia puede afectar al pay-off del derivado. En este caso, el activo
ya no sera un instrumento de recubrimiento efectivo. La otra asuncion clave es que la filtracién
F} esta generada por el movimiento browniano subyacente, es decir, no hay otra aleatoriedad en
el valor del derivado aparte de la correspondiente al movimiento browniano, la cual puede ser
recubierta a través de la negociacion del activo subyacente. Bajo esas dos asunciones, cada de-
rivado Fr-medible puede ser recubierto. El Teorema de Representacion de Martingalas asegura
que existe un proceso adaptado K; y esto permite asegurar la posibilidad del recubrimiento,
pero no proporciona un método para hallar dicho proceso.

Si la variable aleatoria h puede ser escrita como h = f(S;,t), podemos expresar el valor V;
de la opcién en el tiempo t como una funcién de T-t y de S;. Como la dinamica de precios
del subyacente esta descrita por la ecuacién diferencial estocastica (2.1) de un movimiento
browniano geométrico bajo f’, t