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ABSTRACT

Abstract en espanol:

Mediante este trabajo se persiguen dos objetivos: hacer un ejercicio de sintesis del estado
del arte, en su nicleo mas fundamental, dentro de la disciplina de la dinamica de poblaciones,
para lo que son tratados (algunos de) los topicos dentro de esta area de estudio. En segundo lugar,
como aportacién particular, y a raiz de la colaboracién con el tutor, se utilizan sistemas dinamicos
para modelar poblaciones animales sometidas a faenado o caza.

Abstract in English:

By means of this work two aims are chased: to do an exercise of synthesis of the condition of
the art, in its more fundamental core, inside the discipline of populations dynamics, so (some)
topics in this area of study are treated. Secondly, as particular contribution, and with the tutor
collaboration, dynamic systems are used to model animal populations where harvesting or
hunting are applied.
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INTRODUCCION

ediante el presente trabajo de fin de postgrado se intenta primeramente hacer una

sintesis de los tépicos principales dentro del estudio de la dinamica de poblaciones. Se

trata de una especialidad de la matematica aplicada que se enmarca en la disciplina
de la biologia matematica. Dicha disciplina tuvo su nacimiento en los afios 20 del siglo pasado,
con algunas aportaciones previas, y su estudio ha discurrido en paralelo al desarrollo de otras
ramas en el marco del andlisis de los sistemas dindmicos, que comparten para algunos casos
particulares el patron de las ecuaciones diferenciales que las articulan. Me refiero aqui a la teoria
del caos, y a la teoria de bifurcaciones, campos de investigacion muy activos durante todo el siglo
XX, y cuyo interés mantiene su vigencia.

Este primer foco de atencién se centra en los aspectos fundamentales del estado de desarrollo
actual de la dinamica poblacional. Esto es, como punto de partida introductorio, nos fijaremos en
los modelos de una especie y los de dos especies, asi como en los conceptos matematicos necesarios
para estudiar los sistemas poblacionales. Se pondra especial atencién en los trabajos pioneros
llevados a cabo por los matematicos Alfred J. Lotka y Vito Volterra. Estas tareas se llevan a cabo
en los dos primeros capitulos.

En el capitulo tercero se tratan los sistemas de Lotka-Volterra para un nimero de especies
mayor que dos. Es decir, en él se generalizan los aspectos tratados en el segundo capitulo,
aplicandolos a ecosistemas con mayor diversidad biolégica, y atendiendo a las relaciones de
interdependencia que existen entre las especies que los habitan.

Dado que los temas tratados en los tres primeros capitulos pueden considerarse como topicos
sobradamente conocidos y analizados dentro de esta area de estudio, que surgen de manera
natural ante la necesidad de introduccion del tema, y que no constituyen novedad dentro de la
disciplina de la dinamica de poblaciones, en su momento tomé la decisién de basarme en parte,
para la confeccién del TFM, en un excelente trabajo fin de méaster previo, realizado en el afio 2011
por el entonces alumno Alfredo Cano Cancela, sin perjuicio a mi entender contra dicha persona
ni contra la evaluacién objetiva de este TFM que aqui describo. En esencia mi pauta de trabajo
para los tres primeros capitulos consistié en utilizar el mencionado TFM, titulado Sistemas de
Lotka-Volterra en dindmica poblacional, asi como otros textos que figuran en la bibliografia,
y elaborar una sintesis o resumen de lo alli expuesto. Reitero que se trata de tépicos y no de
contribuciones conceptualmente originales, por tratar temas ya muy trabajados, que constituyen

los aspectos basicos sobre los que se fundamenta la investigacién actual y que surgen de manera
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natural en el orden empleado en la presente exposicion. Esta descripcion “a vista de pajaro”
resulta imprescindible para la introduccion de lo estudiado en el cuarto capitulo, que es la parte
de este TFM que tiene mayor aportacion personal propia. Y resultaria ademas indispensable
fuese cual fuese el contenido o naturaleza de dicho capitulo, para ponerlo en contexto sobre las
bases de la dindmica poblacional.

Para finalizar, en el cuarto y ultimo capitulo, se realiza el estudio mediante modelos matema-
ticos de la variabilidad poblacional en ecosistemas en los que se extraen ejemplares de manera
“artificial”, esto es, mediante practicas pesqueras o cinegéticas. Se realiza este analisis con el
objeto de conocer como varian las poblaciones segin distintas estrategias de pesca/capturas, y de
averiguar las condiciones que deben evitarse para obtener un maximo rendimiento econémico,
sin forzar la extincion de las especies de interés. Se presenta ademas una introduccion a las
problematicas existentes en las pesquerias, relacionadas con la bisqueda de un equilibrio 6ptimo
entre el rendimiento econémico y la supervivencia de las especies, sin la que la practica de la

pesca no tendria cabida.



CAPITULO

MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

os modelos de poblaciones son sistemas dindmicos constituidos por un conjunto de una
o varias ecuaciones diferenciales, cuyo objeto es hacer una predicciéon lo mas fina posible
de la evolucién a lo largo del tiempo del nimero de individuos, o de su densidad espacial,

para un cierto nimero de especies que conviven en el mismo ecosistema.

Para lograr tal fin se toman como punto de partida las condiciones de contorno (en este caso
las condiciones iniciales), y se postulan de una forma cuantificada “ad hoc”, no deducidas de
forma empirica, unas relaciones de interdependencia reciproca de las especies y de relacion con el
lugar en el que se hallan, atendiendo a sus necesidades biolégicas. Cada ecosistema esta formado
por una cierta cantidad de especies, las cuales siguiendo la piramide tréfica local interactidan
segun la relaciéon predador-presa. Asimismo también pueden competir ciertas especies por los
mismos recursos (que légicamente son limitados), o puede haber competencia entre los individuos
de una misma especie por coexistir en un determinado enclave. También se da el caso a veces de

cooperacion entre especies (simbiosis).

Estas cuatro formas de relacion son las que cuantitativamente se proponen en los sistemas de
ecuaciones diferenciales que dirigen la dindmica de un determinado biotopo. Como son relaciones
muy complejas, los modelos también pueden mostrar una gran complejidad, haciéndolos incluso,
segun el caso, intratables para los medios analiticos y computacionales de que se dispone hoy en
dia.

Para arrancar en el estudio de este tipo de modelos, debemos empezar por lo tanto con los
sistemas mas simples, que son los formados por una sola especie. En estos modelos se supone a
la especie bajo estudio aislada de predadores y presas (se postula la carencia de otras especies
con dichos roles), y inicamente dependiente en términos de su supervivencia de los recursos del

medio en que habita (como por ejemplo agua o luz).
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CAPITULO 1. MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

El caso mas préximo donde se dan tales condiciones es el de la propia especie humana,
cuya dindmica poblacional fue estudiada por primera vez por el economista Thomas Malthus, a
finales del siglo XVIII. Su trabajo [8], realmente simplista, tenia como paradigma resultante el
crecimiento/decrecimiento exponencial, que también es conocido como malthusiano en este &mbito
de estudio. No esta de mas dejar aqui constancia de que fueron los resultados de Malthus los
que inspiraron en cierta medida la poderosa idea de la seleccién natural en la mente de Charles
Darwin, el mecanismo que emplea la Naturaleza para autoregularse, y que precisamente controla
la inhibicién o proliferacién de los seres vivos portadores de mutaciones dentro de su especie,
seguin sean nefastas o beneficiosas para su adaptacion al ecosistema, originando la dinamica de
la evoluciéon de las especies. Dicha idea, exhaustivamente racionalizada y probada a partir del
registro f6sil y de la propia intuicién, dio lugar a una gran revolucién intelectual cuando en 1859
se publicé por primera vez El origen de las especies.

Entran, pues, en el ambito de este primer apartado, los modelos exponencial y logistico. Este
ultimo es estudiado con mas detalle en el capitulo cuarto, donde se trata la aplicacién de faenado
al mencionado modelo. Consiste en un caso de especial interés para el estudio de la optimizacién
de la explotacion de las pesquerias y en sistemas dinamicos donde el ser humano participa
mediante capturas de individuos de alguna especie animal. En las secciones que siguen del
presente capitulo seran estudiados entonces los sistemas para una especie, incluyendo ademas de
los dos arriba mencionados otros modelos que presentan dependencia temporal y un sistema cuya
poblacién estd estructurada en distintas edades, con intervencién de reclutamiento de ejemplares

inmaduros a adultos, y con un determinado lapso temporal implicito entre ambos estados.

1.1. El modelo exponencial o malthusiano

La esencia del trabajo de Malthus consiste en postular que el aumento per capita de la
poblacion en la unidad de tiempo es una constante, que podria interpretarse como la cantidad
de nuevos especimenes que por término medio afnade al total un individuo cualquiera en el

transcurso de dicho lapso temporal. Esto se describe sintéticamente en la ecuacion diferencial:

ldx

-2, 1.1)
x dt (

donde x es la cantidad total de individuos o su densidad espacial en un lugar bajo estudio, en
un determinado momento temporal; y r es una constante que podemos interpretar como tasa de
crecimiento de la poblacién si r > 0, o como tasa de decrecimiento hasta la extincién si r <0. Si
r =0, entonces tendriamos el caso de que la poblacién se mantendria constante a lo largo del

tiempo.
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La ecuacion diferencial es facilmente resoluble por integracion directa, y proporciona una

evolucién exponencial regida por la ecuacién:

x(8) = xpe" (1.2)

representando xy = x(0) la condicién de contorno en el instante de partida del analisis.

Es meridianamente claro que el modelo de Malthus es demasiado simple para estudiar
la poblaciéon humana, dado que se abstrae de muchas particularidades determinantes en el
analisis. La ecuacién diferencial no incluye las dependencias de la evolucién poblacional con la
variabilidad de la natalidad/mortalidad, emigracién o inmigracién, eventos diezmantes como
desastres naturales, o abundancia/carestia de recursos clave.

Aun asi, el modelo malthusiano mantiene su vigencia cuando tratamos la evolucién de
poblaciones pequefias en periodos breves, como por ejemplo los cultivos de bacterias o levaduras.
En este sentido, podemos referenciar aqui el estudio realizado por Gause (1934), descrito en [5,
pag. 381, en el que se observé que la levadura Schizosaccharomyces kephir comenzaba a crecer de
modo exponencial, al ser inoculada en un contenedor cerrado (un matraz Erlenmeyer o un tubo
de test). En él se habia afiadido una cantidad limitada de un medio nutriente; y efectivamente se
advertia crecimiento exponencial, con la particularidad de que, por existir recursos limitados,
dicho aumento de la levadura presentaba un limite o asintota horizontal, propia del crecimiento
logistico. Esste tipo de variacién temporal se estudiara en (1.2).

La explosién demografica que predice el modelo para r > 0 no resulta fiel a la realidad, puesto
que los recursos en un sistema con una unica especie son realmente limitados, y por ello el
propio ecosistema debe limitar de alguna manera dicho crecimiento. Es por ello que el siguiente
paso légico dentro de los analisis de dichos modelos simplificados consiste en limitar la tasa de
crecimiento a medida que aumenta la poblacién, limitacion desarrollada en el siguiente tépico de

esta sintesis, que se trata en la seccién que versa sobre el modelo logistico.

1.2. El modelo logistico

Como se vio en la anterior secciéon, un crecimiento ilimitado para una especie aislada escapa
a la légica demografica. Es por ello que al modelo malthusiano ha de imprimirsele una limitacién
en la tasa intrinseca de crecimiento, de modo que esta tasa disminuya al aumentar la poblacién.
De esta manera cada aumento de individuos en la poblacién actia disminuyendo los incrementos
siguientes, quedando dicha cantidad de individuos constreiiida a un aumento con asintota
horizontal como limite. Por lo tanto la ecuacién diferencial que se presenté en la anterior seccion

ha de ser modificada seguin la siguiente apariencia:

ldx
T = g(x) (1.3)
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donde g (x) es una funcién que disminuye cuando aumenta x. En base a esta filosofia, en el siglo
XIX el matematico P. F. Verhulst introdujo una formulacién [15] para la ecuacion diferencial muy

sencilla, y que se expresa asi:

(1.4)

ls_ (Kox)
xdt K

Esta formula sintetiza el postulado de que lo que un individuo tipico anade a la poblacién por
término medio en la unidad de tiempo es una cantidad que varia directamente con la tasa
intrinseca de crecimiento (lo que anadiria si el medio no impusiese limitaciones) y con otra tasa
de crecimiento que es menor cuanto mas se aproxima la poblacién a un valor de K individuos
(valor conocido como capacidad de carga o nivel de saturacién del modelo), y que alcanzaria el
valor 0 en un tiempo infinito cuando el nimero de individuos (o la densidad de poblacién) llegase
a valer K.

La ecuacién diferencial (1.4) tiene una resolucién analitica sencilla, por ser de tipo Bernoulli.
Se puede integrar directamente, y el resultado es la siguiente ley matematica, conocida como
modelo logistico:

x(t) = , conxg#0

(K—_xo) e 7t4+1
%o

Si igualamos a cero la tasa de cambio de x(¢) en la ecuacién (1.4) obtenemos los valores de x en
los que potencialmente se puede alcanzar el equilibrio (s6lo podria darse cuando las derivadas
primera y segunda respecto al tiempo de x fueran nulas, aunque como se vera en el siguiente
parrafo, basta que la derivada primera se anule en x y la segunda sea negativa en un entorno
del valor considerado). Estos valores se llaman puntos criticos, y para este modelo logistico se
obtienenen x=0yenx =K.

En esta seccién y en las sucesivas se obtendran para cada caso los puntos criticos de cada
modelo, y a estos puntos se los calificara como estables o inestables. Hay aqui un cierto parecido
con los conceptos de equilibrio estatico y equilibrio dindmico usados en fisica. El equilibrio estatico
se produce cuando un objeto, susceptible de moverse, tiene velocidad y aceleracién nulas. Por su
parte el equilibrio dindmico se produce cuando la velocidad es distinta de cero, pero la aceleracién
es nula.

Con cierta semejanza a lo descrito en el anterior parrafo, de manera intuitiva, pero no con
rigor matematico, un punto critico de una ecuaciéon diferencial podemos interpretarlo como
“estable” cuando la derivada temporal de la funcién % es negativa. Esto es asi ya que, como
dicha derivada es negativa en un entorno del punto critico, un incremento positivo de x a partir
del punto significara una disminucién de %, con lo que x disminuira, contrarrestandose asi el

incremento original. Si, por otra parte, se produce un incremento negativo (decremento) de la
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variable x a partir del punto critico, el valor de % sera positivo, y por tanto el decremento original
sera contrarrestado con el incremento causado por dicha derivada positiva. De esta manera, el
valor de la variable x tendera a permanecer inmévil u oscilante en ese punto critico x. Del mismo
modo, podriamos caracterizar intuitivamente los puntos criticos “inestables”, como aquéllos que
presentan una derivada de % positiva. Esto da lugar a que como por continuidad dicha derivada
es positiva en un entorno del punto critico “inestable”, el valor de x escapara del valor presente
en ese punto, porque cada vez dicha derivada, en un entorno del punto, tendra una cuantia mayor.
Un analisis de este tipo se ha realizado en [5, pags. 26-27]. Aun asi, remitimos al lector a 2.1,
para ver alli las rigurosas definiciones desde el punto de vista matematico de los conceptos de

estabilidad e inestabilidad de un punto critico.

Evolucion del modelo logistico
1.4 T T T T r T T

go9t e .
//'/

0.8F 7 ' 1
/-/ x0=1.d, =1, k=1

ikd I ' =11, =1, K=1 [
S/ %x,=0.6, =1, K=1

0G6F / 1
/ %,=0.4, =1, K=1

D5F ¥y=r=K=1 4

04 '. L 'l L L ' ' L
0 1 2 3 4 5 B 7 8

FIGURA 1.1. Ejemplos de evolucién logistica.

Para este caso particular del modelo logistico, se tiene que x(¢) = 0 es un punto de equilibrio
inestable, mientras que x(¢) = K es un punto de equilibrio estable. Para xy menor que K, la
solucién crece al principio de un modo casi exponencial, y a medida que la cuantia de la poblacién
aumenta, la tasa de crecimiento es menor, convergiendo el valor de x a la asintota horizontal
x =K cuando ¢ tiende a infinito. Si por el contrario x¢ es mayor que K, la poblacién disminuye al
principio de forma bastante rapida, y sigue haciéndose cada vez més pequena, teniendo el mismo

valor de K como limite cuanto ¢ — oo.



CAPITULO 1. MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

1.3. El modelo logistico con umbral

Modificando la ecuacién diferencial logistica, se puede modelar el hecho de la necesidad de
un umbral de poblaciéon para que la especie bajo estudio pueda sobrevivir. Si la cantidad de
individuos de dicha especie se halla en algiin momento por debajo del mencionado umbral, la
especie acaba por extinguirse. En caso contrario, si en todo momento los individuos son en nimero
mayores que el valor umbral, el comportamiento es idéntico al que se consigue con el modelo
logistico, esto es, un valor de saturacion igual a K, tal que si la poblacion es para ¢ = 0 menor que
dicho valor y mayor que el umbral, su tendencia sera creciente y con asintota horizontal en K. Si
es para ¢ = 0 mayor que K, su evolucién sera decreciente con limite K. La ecuacion diferencial es

en este caso, teniendo presente que K > T

ldx T-x\(K-x
| (-

Puesto que se trata de una ecuacién en variables separadas, expresable en términos de fracciones
simples, es posible solucionarla de forma analitica, aunque el resultado queda calculado de forma

implicita, tal y como se obtiene a partir de las siguientes operaciones:

L:(qux)(KIix)(%)dx=f()t—rdt
[ ERNENC -

fx KT _fxAx(K—x)+Bx(T—x)+C(T—x)(K—x)d
o T-0E-0x g & -T2z x

Sustituyendo en el término intermedio con x =K, x =T y x = 0, se obtienen los siguientes valores
para A, By C:

K T
A:— B:— C:].
K-T’ T-K’
de tal manera que se tiene:
x K N T +1 ;
—dx=-r
xo K=T)YT-x) (T-K)(K-x) x
Si se hacen los cambios T—x =ty K —x = s', obtenemos:
T-x 1 , T K-x 1 ,
—as =-rt

! x-—f lar- 2
Ul = 7 o 7 TR Jeay &
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Elevando e a los dos miembros de la anterior expresion y operando, se puede llegar a la siguiente

ecuacion:

2(T - x)F°T (K — 2)TK = x0(T — x0)E-7 (K — x0) 7K ¢ " (1.6)

xo se puede hallar en los tres rangos siguientes, atendiendo a los valores de umbral y de capacidad

de carga:
m xo<T
» T<xo<K
n x> K

Los puntos criticos de la ecuacién logistica con umbral se encuentranen x =0, x =T,y x =K,
siendo x =0 y x = K soluciones asintéticamente estables, y x = T inestable. Como la solucién (1.6)
no presenta a la variable x de forma explicita en funcién de ¢, se requiere resolucién numérica de
(1.5). Para ello se ha utilizado la funcién ode45, dentro del paquete de programacion Matlab, con
el que se han generado todas las graficas de este trabajo. El método numérico que se usa en dicha
funcién es el de Runge-Kutta.

En la grafica 1.2 se muestran algunas soluciones obtenidas mediante dicha operativa.

1.4. Analisis cualitativo para distintas leyes de crecimiento

Normalmente, cuando se usa el modelo logistico como ley de crecimiento, se suele asumir
que la poblacién sigue este modelo en ausencia de faenado, y se intentan hallar los parametros r
(tasa intrinseca de crecimiento) y K (capacidad de carga), asi como la poblacién inicial xy que
se ajustan mejor a los datos experimentales, atin a sabiendas de que dichos valores son dificiles
de obtener, y por lo tanto estan sujetos a error. La propiedad de que un cambio pequefio en
el valor inicial xo de una solucién tiene sélo una pequefia influencia en el comportamiento de
la solucién al tender ¢ — oo, se denomina estabilidad de la solucién. Léogicamente el objeto del
empleo de modelos de crecimiento es que se ajusten lo mejor posible a la realidad. Por lo tanto
si una pequefia perturbacién ocasiona un cambio grande en la solucién (esto es, ausencia de
estabilidad), entonces la entredicha solucién no se puede considerar como buena.

Conviene recordar que el modelo logistico consiste en una formulacién hipotética (incluso
serviria el apelativo de heuristica), y no el resultado de una ley o principio fundamental. Esto
sugiere la posibilidad del estudio de muchos otros modelos aplicables, a los que se pueden
someter a analisis sus propiedades inherentes, en lugar de aquellas propiedades que se obtienen

especificamente de la interpretacion de aquél. En ese sentido, a una propiedad que se manifiesta
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Modelo logistico con umbral
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F1GURA 1.2. Ejemplos de evolucién logistica con umbral.

en una gran cantidad de modelos se le denomina robusta, para indicar que es biolégicamente
significante.

Para encontrar propiedades robustas, se deben deducir las propiedades de las soluciones
directamente a partir de la ecuacion diferencial, de forma independiente de las expresiones
matematicas de las soluciones.

Aplicando estas ideas al modelo logistico, y sirviendo de ejemplo, la derivada de una solucién

x(t) que se obtenga de dicho modelo, resulta ser el término derecho de la ecuacién logistica

Este término es positivo si 0 <x <K, nulo si x =0 0 x = K, y negativo si x <0 o x > K. Por lo tanto
una solucién x(¢) es una funcién creciente de ¢ cuando 0 < x(¢) < K y una funcién decreciente de
t cuando x(t) > K. (El caso x(t) < 0 no tiene sentido biolégico). Las constantes x =0 y x = K son

soluciones triviales. Si se deriva la ecuacién logistica respecto a ¢ se obtiene

d?x 2x\dx 2x x
W:r 1—? — =r X 1—— (1——)

De ésto se deduce que (d2x)/(d2) cambia de signo cuando x cruza la linea horizontal x = K/2, y

por lo tanto que cualquier solucion que cruce esta linea tiene un punto de inflexién en el punto de
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corte. Si x(¢) < K para algun ¢, entonces la grafica de x(¢) no puede cruzar la linea x = K (por la
unicidad de las soluciones) y es creciente para todo ¢. Por lo tanto, x(¢) tiene un limite al tender
t — o0, y los tinicos limites posibles son aquéllos en los que se anula el término derecho de la
ecuacion diferencial, esto es x =0 o x = K. Como las soluciones cerca de x = 0 tienden a escapar de
x =0, tienden hacia K cuando ¢ — co. Cualquier solucion x(¢) que se halla sobre K decrece para
todo ¢, y por la misma razén tiende a K cuando ¢ — oo. Por lo tanto, se puede ver que cualquier
solucién no negativa tiende a K cuando ¢ — oo, a excepcién de la solucién constante x = 0. Toda
esta informacion ha sido extraida de la propia ecuacién diferencial, sin necesidad de resolverla.

Aparte del modelo logistico, ya estudiado, que se rige por una ecuacién del formato x = xr(x) =
x(r(1-x/K)), han sido obtenidos por otros autores otros modelos poblacionales basados en el

mismo patréon x = xr (x), como por ejemplo los que a continuacion se sintetizan
K
r(x)=rlog—, por Gompertz, 1825.
x

rK—x) .
r(x) = m, por F. Smlth, 1963.

0
rix)=r (1 - (I%) ) , por Ayala, Gilpin, y Ehrenfeld, 1973.

r(x)=rexp' ™ —d, por Nisbet y Gurney, 1982.

En el empleo de alguno de estos modelos para estudiar un problema de poblacién, se debe-
ria primeramente asumir una expresion concreta para r(x), experimentar, y ajustar los datos
resultantes al patrén supuesto para obtener una estimacién de los parametros del modelo. Poste-
riormente se compararian otras observaciones con las predicciones del modelo para juzgar su
validez. Dado que en los modelos de r(x) expuestos, su abordaje mediante integracion seria muy
complejo, ésto hace particularmente interesante un analisis cualitativo de la ecuacion diferencial.

Si en el modelo

x =xr(x)

la funcién r(x) es no negativa y decreciente para 0 < x < K, entonces se dice que se trata de
un modelo con compensacién. En caso contrario, si la tasa de crecimiento per capita r(x) es
creciente para valores de x pequenos, se denomina un modelo con descompensacién. Si la tasa
de crecimiento per capita es realmente negativa para x pequerios, entonces se dice que se trata
de un modelo con descompensacion critica. En estudios sobre pesquerias tanto el modelo con
descompensacion como el de descompensacién critica tienen mayor relevancia que los modelos

con compensacion, a pesar de ser éstos los mas estudiados.
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Ejemplos de compensacidn, descompensacion y descompensacidn critica

Comp.: f{)=rx(1-2/K)
——-Desc.: fix)=(rKx+ralog(x+c))x, K<alc F -
— ——Desc. crit.: f(x)=rx(1-2/K )(-1+2/K), D<K <K

.'._
05 L :
0

FI1GURA 1.3. Ejemplos de leyes de crecimiento con compensacién, descompensacion y
descompensacion critica.

Mas formalmente, un modelo con compensacién se caracteriza por las condiciones

rx)=0, para0<x<K.
r'(x)<0, para0<x<K.

Para un modelo con descompensacion se asume

rx)=0, r'"(x)<0 para0<x<K,
r'(x)>0, para0<x<K",

r'(x)<0, para K* <x <K.

Por lo tanto, r(x) alcanza un méaximo en K*, y como se verifica que

limr(x)= lim@ =£'(0),
x—0 x—0 X

se sigue que f'(0) < r(K*). Como consecuencia, se tiene que la linea que une el origen con el

punto (K*, f (K*)) en la curva de crecimiento y = f (x), y que tiene pendiente r (K ™), yace sobre la
tangente a la curva de crecimiento en el origen. Ademas de ésto, se tiene
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) =xr' (x)+r(x),

' (x)=xr" (x)+2r (x),

de tal manera que f”(0)=2r'(0)=0, y

FIK") =K*r" (K*)+2r' (K*) =K"r" (K*) <0.

Esto demuestra que la curva de crecimiento tiene un punto de inflexién en K*.

Por otra parte, para un modelo con descompensacion critica, se asume que

f(x)<0, para 0<x<Kpy,
f(x)=0, paraKo<x=<K.

Bajo estas condiciones, se puede probar que la ecuacién x’ = f (x) tiene tres puntos de equilibrio:
un punto de equilibrio inestable en K, y dos puntos de equilibrio asintéticamente estable en
0 y K. Por lo tanto, si la poblacién inicial esta por debajo de Ky, se extinguird. En el caso de
descompensacion critica, la actividad pesquera/cinegética puede conducir a la poblacién a la
extincion, llevando su tamario por debajo del nivel critico K, y esta tendencia a la extincién no
es reversible, aunque cese el faenado/caza. En la figura 1.3 se han representado tres curvas de
crecimiento que siguen los patrones de comportamiento aqui descritos (compensacién, descom-
pensacion y descompensacion critica). Como ejemplo de un caso real de descompensacion critica
se puede mencionar la extincién de la paloma migratoria, que tuvo lugar entre finales del S. XIX

y principios del S. XX, a partir de una poblacién inicial de 7 billones de ejemplares [2, pag. 22].

1.5. Modelos con dependencia temporal

Frente a las ecuaciones auténomas, que no presentan dependencia con el tiempo en la tasa de
cambio de la poblacién, se va a tratar en esta seccion el modelado para una tnica especie que

presenta tasa de crecimiento intrinseca que varia con el tiempo, esto es:

r=r(t)

Bajo esta premisa, la evoluciéon temporal de x(¢) se puede conceptualizar asumiendo que el
incremento de poblacién por unidad temporal que provoca un individuo tipico es una funcién de

la variable ¢.

19 L7
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Claramente, la interpretacién de r(¢), conocida como tasa reproductiva, va a ser la diferencia

entre la tasa de natalidad y la tasa de mortalidad, esto es:

rt)=n@)—m()

De modo trivial, bajo la condicién inicial xo = x(0), se llega a la solucién:

x(t) = xoefotr(s)ds

Si r(t)=ro >0, para cualquier valor de ¢, se da un incremento ilimitado y exponencial (explosién
de poblacién).

Por el contrario, si r(t) < —r; <0, para cualquier ¢ > ¢¢, se produce un decaimiento exponencial,
que da lugar a la extincién de la especie.

r(®)ds _, x0e?, la poblacién decrece o aumenta de

Cuando [°|r(s)lds < oo, esto es, x(t) = xoefet
forma limitada. Una casuistica de este tipo podria darse con una evolucion de la tasa reproductiva
r(t) = t% Otro tanto ocurre con la misma r(z), pero con signo negativo. Para estos estudios
debemos de tomar el intervalo (¢,00), es decir, el valor de arranque de la poblacién no puede
hallarse en ¢ = 0, puesto que en dicha abscisa la tasa reproductiva se vuelve infinita y la integral
seria divergente. En el primer caso se da un crecimiento que tiende a estabilizarse, debido a
que cada vez r(t) es menor al transcurrir el tiempo. Por otra parte cuando la tasa reproductiva
r(t) tiene signo negativo, hay una evolucion decreciente de la poblacién y que decae de manera
acotada. La figura 1.4 sintetiza estos casos particulares, incluyendo también el caso r(¢) = J_r%,
que también verifica que la integral entre 0 y co es divergente, siendo no obstante convergente la
integral entre un determinado € >0 y co.

Un toépico de interés especial, en el caso de dependencia temporal de la tasa reproductiva,
es aquél en el que r(¢) presenta una variacién periédica. Esto podria usarse, por ejemplo, para
modelar la cuantia de recursos periédicamente variable a lo largo de un ano. Partimos de que r(¢)

es una funcién periédica de periodo T, esto es, r (¢t +T) = r(¢) y definimos:

T
R :f r)dt
0

Dependiendo del valor de R, se pueden dar tres casuisticas claramente diferenciadas, que

analizaré sucintamente a continuacion:

= Si R >0, se produce el resultado x(¢) — co. Si suponemos que m es el nimero de periodos

que existen en [0, t), se puede dividir este intervalo en los dos subintervalos que siguen:
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Evolucidn con dependiencia temporal {r=riti}
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FIGURA 1.4. Evolucion temporal para r(t) = ir%, yr)= irtlg.

[0,8)=[0,mT) U [mT,t)

Asi, se tiene:

mT t t
x(t)=xgelo "D olprrDal s MR o [l (1.8)

Con el cambio de variable ¢ =t —mT, siendo ¢; € [0,T), podemos obtener

i1
x(t):xoemRefo nhdl — gmR y 41y

La interpretacion del dltimo término de esta ecuacion nos lleva a ver que la poblacién x ()
tiende a infinito cuando ¢ — oo, porque en ese caso habria un namero m indefinidamente

grande de periodos incluidos en el intervalo bajo analisis.

Si R =0, claramente se puede ver que x(t) es una funcién periédica, puesto que en (1.8),
cuando ¢ = rT , que equivale a decir que m =r — 1, se obtiene x(rT) = x(0), con lo cual

se observa una repeticion continua del ciclo. Se muestra al final de esta enumeracion de
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CAPITULO 1. MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

tipologias un ejemplo de este tipo, graficado en la figura 1.5, con una funcién r (¢) definida

del siguiente modo:

(cos()®, si0<t<nm
CE ,
—(cos(t)VP, sim<t<2m

= Si R <0, entonces la poblacién x(¢) tiende a cero, al incrementarse ¢ hacia el infinito.

Evolucion con rf) periddica

|
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! N 3
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j J,."/ \\. |I | ; 7 d ".\ lll P kY I| | / \-\' 1 f‘l r
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I "I‘ ! '\‘ b i ! \'I‘ ! !
= - — W =N
J7a\7a\V/a\7a\\V/
c| v WAL VoS AN
az \'| |'r \ | II" ¢ \ 'ul I
"I.-'l W VoA Iy II"_\I.I Y '\'lllll'r
,f'fn' -~ W - -~ W A
ok / \"/ A\ ”;’/ \/ \ VY
/ Y ‘\/ A
/ \l'lf)j '\\ b
/ x(0y=1 ; \,
1 WOj=1.5 1
w(l=2
0 1 KI:D:I:ZS L L L 1
0 2 4 [ 3 10 12 14

F1GURA 1.5. Evolucién temporal para r(¢) periédica, con R = fOT r(t)dt=0.

1.6. Modelado genérico: r =r(¢,x)

El caso mas general en los modelos de variacién demografica de una sola especie es aquél en
el que la tasa intrinseca de crecimiento es funcién del tiempo y de la poblacién instanténea. La
dependencia mas usual que se da en este sentido es que, al ser los recursos limitados, la tasa de
natalidad disminuye y la de mortalidad aumenta segin va aumentando la poblacién, porque cada

vez hay mas competencia por ellos. De esta forma, se tiene:

r(t,x)=n(t,x)—m(t,x)

on(t,x) om(t,x)
<0, —>

, 0
Ox Ox
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1.6. MODELADO GENERICO: r = r(¢,x)

or(t,x)

<0
Ox

Entonces, segiin estas condiciones, la ecuacién diferencial toma la siguiente apariencia:

Tdx () (1.9)
xdt—r , X .

El miembro de la izquierda es una funcién homogénea de grado cero en la variable x. Para una

constante p > 0 tenemos:

1dev _1ds
px dt  xdt

Por lo tanto, el miembro derecho de (1.9) también es una funcién homogénea, y asi se puede

escribir:

r(t,x)=r(t,px)

De esta forma, si consideramos la constante K > 0, que se identifica con la cantidad maxima de

individuos que admite el ecosistema, se puede expresar:

r(t,x)=r(t,%)

Si suponemos que r(¢,x) es una funcién que admite desarrollo en serie de Taylor en el entorno de

x =0, tenemos:

r(t,x)= ro(t)+r1(t)(%) +r2(t)(%)2 +...

Bajo los supuestos de que 7 < 1, de que ro(¢) > 0 (hay crecimiento positivo en un entorno de 0), y
de que r(¢,x) es continua en la variable x, podemos quedarnos inicamente con la variacién lineal
(linealizacion de r(t,x) en torno a x = 0), eliminando los términos de grado igual o superior a 2.

De esta forma se tiene:

ro)K
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CAPITULO 1. MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

Identificando r(¢) =ro(¢), y K (¢) = _Ir{lr(ggt) , se obtiene la expresion para la variacion de r(z,x):

X
r(t,x):r(t){l—ﬁ}

Las funciones r(¢) y K (¢) son dos funciones continuas que representan respectivamente la tasa
de crecimiento intrinseco y la capacidad de carga instantaneas. Si ahora reemplazamos el aqui
calculado r (¢, x) en la ecuacion diferencial (1.9), se llega al modelo logistico dependiente del tiempo,
segin una expresion similar a la del modelo logistico original, pero con variacién temporal, esto

es:

ldx_ K@) —x
i = %o | (10

Con este modelo se podria ser aproximadamente fiel a una gran cantidad de escenarios bioldgicos,
aunque de entrada existen tres que atraen mayor interés, por corresponderse con situaciones que

posiblemente serian las mas frecuentes, a saber:

= r(t) y K(t) son constantes. Este es el modelo logistico original.

= r(t) es una funcién periédica del tiempo y K (¢) es constante. Seria aplicable, por ejemplo, a

una especie que realiza una reproduccion periédica por presentar celo periédico.

La figura 1.6 muestra la evolucion temporal para este caso particular, partiendo de distintos
valores xp, y teniendo en cuenta una variaciéon peridédica de la tasa de crecimiento de la

forma r () = cos(¢), y un valor de K = 2.

= r(t) es una constante y K (¢) es variable y positiva. Se aplicaria a un ecosistema en que los

recursos son variables temporalmente, debido a la variacién estacional.

El comportamiento que se da en estas tres casuisticas se puede sintetizar de la siguiente

manera:

= Kl primer caso ya ha sido tratado y tiene como solucién la ecuacién logistica.

= Cuando la tasa de crecimiento intrinseca es periédica de periodo T y la capacidad de
carga K (t) = K es constante, el modelo logistico dependiente del tiempo, representado en
la ecuacion diferencial (1.10), da lugar, mediante una resolucién por integracién directa, a

una solucién que adquiere la forma:

K
(@)e—fgr(l)dl ‘1

X0

x(t) =

18



1.6. MODELADO GENERICO: r = r(¢,x)

Modelo logistico dependiente del tiempo
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FIGURA 1.6. Evolucién temporal para r(¢) = cos(t), K = 2.

Al ser r(t) periédica, podemos hacer r(¢) =r(¢1), donde t =nT +¢1, £1 € [0, T). Identificando
R = fOTr(l)dl, resulta ser fOTr(l)dl =nR+ fotl r(1)dl, con lo que la solucién adquiere la

apariencia siguiente:

K

x(t)= o
o-nR (Kx;oxo)e—fo rihdl 4 1

Se pueden dar entonces tres casos segun el valor de R. Si este valor R es mayor que 0,
entonces x(t) — oo, al tender ¢ a infinito. Si R es menor que 0, entonces x(¢) — 0, al crecer
t también indefinidamente. Si no se da ninguno de los dos supuestos anteriores, esto es:
R =0, se produce el resultado de que x(¢) = x(¢1), con lo cual pasa a ser la solucién periddica
de periodo T'.

Por dltimo podemos tener en cuenta el caso de que la tasa r es una constante mayor que
cero, mientras que K (¢) > 0 presenta dependencia temporal. Si sustituimos estos valores en

(1.10), podemos obtener la ecuacion diferencial siguiente:

ldx {K(t)—x

;dt—r W}, COHK(t)>O
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CAPITULO 1. MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

Esta ecuacién particular se puede resolver analiticamente, por ser de tipo Bernoulli, llegan-
do a la solucioén:
X0 ert

x(t) = T
xorfom +

1.7. Uso de modelos en tiempo discreto para evolucion logistica

Se da el caso en muchas especies de que la generacién progenitora no coincide en el tiempo
con la nueva generacién de descendientes. Se producen estas circunstancias por ejemplo en gran
cantidad de especies de insectos.

Para analizar esta forma de evoluciéon poblacional se adeciian mucho mejor los modelos
en tiempo discreto segun ecuaciones en diferencias. Los modelos continuos estan basados en
ecuaciones diferenciales y existencia simultanea de padres e hijos, pero cuando no se da tal
simultaneidad la mejor forma de estudiar la variacién de la poblacién es usando modelos discretos.

El modelo logistico en tiempo discreto se rige por una ecuaciéon similar a (1.4), pero que al

discretizarse toma la apariencia:

_ K-
Yn+1—Yn ZT‘( yn) (1.11)

Yn K

Esta igualdad se puede interpretar conceptualmente en el sentido de que el nimero de individuos
de la nueva generacién de la poblacién, aportados por un individuo tipico de la generacién padre,
es el producto de la tasa de crecimiento intrinseca por otra cantidad que es menor cuanto mayor
sea la cuantia de la generacién padre. Se trata claramente de los mismos supuestos heuristicos
que los que Verhulst tuvo en cuenta en su modelo en tiempo continuo.

Si definimos R = 1+ r, y manipulamos la ecuacién en diferencias (1.11), se deduce la siguiente

expresion recursiva:

Xn+1=Ray (1-xp) (1.12)

ecuacion a la que se llega haciendo los siguientes cambios de variable:

r r

myn =Xn, mynﬂ =Xn+1.

A partir de (1.12) se puede definir una funcién recursiva no lineal, que segin los valores de R

puede incluso mostrar un comportamiento caético, y en cualquier caso no obvio:
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1.7. USO DE MODELOS EN TIEMPO DISCRETO PARA EVOLUCION LOGISTICA

x— g(x)=Rx(1-x) (1.13)

Para que (1.13) tenga consistencia légica, de tal forma que y no tome valores negativos, nos hemos

de limitar a los valores de x € [0, 1]. Bajo este supuesto, el valor maximo se alcanza en x = %, y

dicho valor es g (%) = %. Para que g(x) tome como maximo )‘Z‘i y no se escape de [0,1], R ha de

estar comprendido entre 0 y 4. Se analiza a continuacién la tipologia de las soluciones en funcién
del valor R.

0 <R < 1: En este caso la solucién converge al valor 0. Analizamos graficamente el caso

R =0,7, con distintos valores iniciales x[0], en la figura 1.7.

1< R <3:x=0 es un punto de equilibrio inestable, ademas de que las soluciones convergen
al punto fijoxy =1- 1%. Analizamos graficamente los casos R =1,5 y R = 2,6, con distintos

valores iniciales x[0], en las figuras 1.8 y 1.9, respectivamente.

3 = R < 3,44: Aparece el comportamiento denominado bifurcacién. Para valores de R
ligeramente superiores a 3, el punto fijo al que antes se ha hecho alusién xy =1 —1%
desaparece, y en su lugar entran en escena dos valores periédicos alternos (es decir, aparece

un atractor de periodo 2). Para R = 3,3 se muestra este caso en la figura 1.10.

3,44 < R < 3,54: Se produce una nueva bifurcacién, apareciendo cuatro valores periédicos.
Como ejemplo, se grafica en la figura 1.11 el caso R = 3,48. Para que quede claro el patron

periédico, se lleva a cabo un nimero mayor de iteraciones.

3,54 <R <3,5699457...: Otra vez vuelve a haber un “desdoblamiento”, apareciendo ocho
valores periddicos, de tal forma que para hacerlos evidentes se necesita un nimero aun

mayor de iteraciones. Se grafica el caso R = 3,568 en la figura 1.12.

3,6699457... < R < 4: Se entra ya en el régimen cadtico, cuya caracteristica es que aparecen
infinitos puntos periédicos. A partir de R = 3,6786 entran en accion los primeros periodos
impares, y al alcanzarse R = 1+ /8 = 3,8284... se generan ya todos los periodos. Se grafican
los casos R = 3,59, figura 1.13; y R =4, figura 1.14, en el segundo de los cuales se hace

patente la gran aleatoriedad de la evolucion.

La prueba rigurosa de que (1.12) se comporta de forma caética, se detalla en [7, pags. 7-10].

Esta cualidad de variacion caédtica quiere decir que a partir de dos valores semilla xy = x[1]

tan préximos como se desee, sus sucesiones recurrentes no tienen por que seguir una pauta

de variacién temporal ni siquiera parecida, tras haberse producido un nimero suficiente de

iteraciones. Es decir, no se puede predecir la evolucién de cualquier secuencia generada por una

semilla dada. Ademas, esta limitacién no depende del tratamiento de los datos (no depende del

computador).
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Evolucion del modelo logistico discreto para R=0.7
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FIGURA 1.7. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R =0,7.

Evolucidn dal modelo logistico discreto para R=1.5
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FIGURA 1.8. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R = 1,5.
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Evolucian del modelo logistico discreto para R=2.6
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FIGURA 1.9. Evolucion temporal del modelo logistico discreto para R = 2,6.

Evaluciin del modelo logistico discreto para R=3.3
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FI1GURA 1.10. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R = 3,3.
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Evolucian del modelo loyistico discreto para B=3.48
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FIGURA 1.11. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R = 3,48.

Evolucion del modelo logistico discreto para R=1.568
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FI1GURA 1.12. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R = 3,568.
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Evolucidn del modelo logistico discreto para R=3.59
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FIGURA 1.13. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R = 3,59.
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FIGURA 1.14. Evolucién temporal del modelo logistico discreto para R =4.
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CAPITULO 1. MODELADO DE POBLACIONES CON UNA UNICA ESPECIE

Este comportamiento cadtico que se da en la ecuacion logistica discreta no se presenta en su
homdloga continua, la cual depende como vimos de una ecuacién diferencial. Las soluciones de la
ecuacién diferencial continua son completamente deterministas. A pesar de que en dicha tipologia
concreta la ecuacion diferencial sea determinista, existen no obstante sistemas de ecuaciones

diferenciales poblacionales que si son caéticos.

1.8. Modelo discreto de poblacion con estructura de edades y

retardo

En esta seccién se tratara el caso de una poblacion que en la n-ésima generacion contiene x,
individuos inmaduros e y, individuos adultos, de tal manera que la tasa de nacimientos depende
del nimero de individuos adultos y la tasa de transicién entre los estados de individuo inmaduro
y de individuo adulto depende del nimero de miembros inmaduros. Si suponemos que la tasa de
nacimiento es a y la tasa de transicion es f, estas sencillas suposiciones nos llevan a un sistema

de dos ecuaciones en diferencias.

Xn+1=QaYn (1.14)

Yn+1 = Pxn

Se asume implicitamente que no existe supervivencia de adultos al pasar de generacion. Si
iteramos, usando las relaciones (1.14), se puede obtener x; = ayg, y1 = Bxo; x2 = ay1 = afxo,
y2 = Px1 = afyo; x3 = ays = azﬁyo, y3 = Pxg = aﬂzxo. Se puede advertir la existencia de un patrén

si utilizamos notacién matricial. Si se define el vector de dos dimensiones:

( )
n
yn

y la matriz de reproduccion

de este modo el sistema puede ser descrito

Zpy1 = Az,

y por lo tanto la solucién iterativa toma la forma

zn=A"29
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1.8. MODELO DISCRETO DE POBLACION CON ESTRUCTURA DE EDADES Y RETARDO

donde A" es la n-ésima potencia de la matriz de reproduccién A. Con mayor generalidad, podemos
asumir una funcién de nacimiento no lineal B(y) y una funcién de mortalidad no lineal D (y), que

nos lleva a un sistema no lineal

Xn+1=B(yn) (1.15)

Yn+1=axp —D (y,)

Este sistema alcanza el equilibrio en la solucién (x4, Yoo) del sistema xoo = B(Yoo), Yoo = AXoo —
D (yoo). Podemos linealizar en torno al punto de equilibrio y examinar la estabilidad asintética de

dicho punto mediante el estudio del sistema linealizado:

Up+l1 = B’(yoo)vn

Un+1=aUp —D' (yoo) Un

con una matriz de coeficientes

(0 B (00) )
a _D’(yoo)

Este estudio precisaria del uso de dlgebra lineal, y no sera acometido aqui. También son naturales
los modelos con un nimero de grupos de edades mayor, cuyo estudio se lleva a cabo con sistemas
de ecuaciones en diferencias con dimensién igual al nimero de grupos de edades. También se
requeriria el uso de algebra lineal. Para estudiar un modelo de grupos de dos edades como (1.15)
sin vernos forzados a usar algebra lineal, podemos sustituir B(y,-1) para x, en la segunda
ecuacién, con lo que obtenemos una tinica ecuacién en diferencias de segundo orden, con la

siguiente estructura:

Yn+1=aB(Yn-1)—D (yn),

usando la relacién x,.1 = B(y,) para hallar x, una vez que la ecuacién de segundo orden ha sido

resuelta. Un punto de equilibrio de esta ecuacién de segundo orden es un valor y,, tal que

Yoo = B (Yoo) =D (¥oo) .

La linealizacion en el punto de equilibrio es la ecuaciéon en diferencias homogénea lineal de

segundo orden

Un+1 = aB' (Yoo)Un-1—D' (¥oo) Un
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Para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio de una ecuacién en diferencias de orden
mayor que uno, podemos aplicar el siguiente teorema de linealizacién, cuya prueba no se incluye

aqui.

Teorema 1.1. Si x, es un punto de equilibrio de la ecuacién en diferencias

Xn+k = f(xn+k—1;xn+k—2a~--axn+1axn)

de orden k, de tal forma que

xoo = f(xOOerOV”axOO)a

el punto de equilibrio es asintéticamente estable si todas las soluciones de la linealizacion en el

punto de equilibrio

k

Un+h = ) Qjllnih—j
=1

(con aj =D;f (Xoo,Xc0s--+,%c0) ¥ Djf denotando la derivada parcial con respecto a la j-ésima

variable) tienden a cero.

Para determinar si todas las soluciones de una ecuacién en diferencias lineal tienden a
cero, se deben buscar soluciones de la forma x, = A"x( y obtener una ecuacién caracteristica

para A. Para la ecuacién en diferencias u,.; = 3

j=1®jUnth—j> esta ecuacion caracteristica es

Atk — Zf.:l a ;A" = o lo que es lo mismo:
k k k—j
AF— Z a;A"7 =0.
Jj=1

Si las raices de esta ecuacion caracteristica, digamos A1, Ao, ..., Ap, son distintas, entonces cada

solucién de la ecuacién en diferencias w1 = Z?Zl

@jUn+k-; s una combinacién lineal de A7, A3,
R /IZ. Si la ecuacion caracteristica tiene raices multiples, entonces se afiaden también términos
de la forma /1;.‘ logA;. En cualquier caso la condiciéon de que todas las soluciones de una ecuacién
en diferencias lineal homogénea tienden a cero consiste en que todas las raices de la ecuacién
caracteristica satisfacen |A;| < 1.

La combinacién de esta informacion acerca de las soluciones con el teorema anterior da como

resultado el siguiente teorema.
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Teorema 1.2. Sea x., un punto de equilibrio de la siguiente ecuacion en diferencias de orden k:

Xnik = Kntb—1,Xn+k=2,-- -, %n+1,%n).

Si todas las raices de la ecuacidon caracteristica

k ‘
A=Y Dif (%oorXoos -+ s X)) AF 7/ =0
j=1

de la linealizacion en este punto de equilibrio satisfacen || <1, entonces el punto de equilibrio xo

es asintéticamente estable.

Para una ecuacion en diferencias de primer orden x,.1 = f (x,), la ecuacioén caracteristica es
A= f"(x50) =0, y por lo tanto la condicién para estabilidad asintética es f'(xo0) < 1.

El resultado obtenido en el anterior teorema nos permitiria estudiar el modelo de recluta-
miento retardado y,+1 = aB(y,-1)— D (y,) formulado al comienzo de esta seccién. En vez de éso,

consideraremos el modelo

Xn+1=0a%xy +F(x,_7). (1.16)

A menudo se utiliza este esquema para analizar la poblacion de ballenas. Aqui x, representa la
poblacion adulta de cria; a el coeficiente de supervivencia (0 <a <1),y F (x,-;) el reclutamiento
hacia la cualidad de adulto, con un retardo de t afios. El tamaiio de la poblaciéon de equilibrio se

obtiene mediante la resolucién de

Xoo = AXeo + F (X50)

0 F (x00) =(1—a)xoo = Mxs, donde M =1 —a es la tasa de mortalidad anual. Con mayor generali-
dad, podriamos considerar un modelo de la forma x,,1 = G(x,) + F (x,—;), con un tamario de la
poblacion de equilibrio obtenido mediante x., = G (x0) + F (xs). Para analizar la estabilidad del
punto de equilibrio, se linealiza en torno al equilibrio con la identidad x, = u, +%, y despreciando

los términos de orden superior, con lo que se obtiene

!/
Unt1=0Up +F (Xoo)Un—7.

Si hacemos b = F' (x,), se puede escribir

Upil=0QUp+bu,_;.
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La ecuacion caracteristica es

AT _gAT—b =0,

y la estabilidad asintética del punto de equilibrio requiere |1| < 1 para todas las raices de esta

ecuacion.

= Si7=0,la ecuacion caracteristica es A —a — b =0, con lo que la condicién de estabilidad es
la+bl<l,0-1-a<b<l-a.

» Si7=1,laecuacién caracteristica es A2 —al—b = 0, que tiene como raices

Va2 + b2

A=at+——
2

Sia?+4b = 0, estas raices son reales, y la condicién |A] < 1 es equivalente a a +Va? +4ab < 2
y a—Va?+4ab > —2. Estas condiciones dan lugar a Va2 +4b <2-a 'y Va? + 4b < 2+a. Como
2-a <2+a, tenemos la dnica condicién Va2 +4b<2—-a,0b <1—-a. Sia?+4ab <0, las
raices son complejas y |A?| = a?/4 + (—a? —4b)/4 = —b. Como b < 0, se tiene -1 < b < 0.
Combinando los casos a®+4b <0y a®+4b =0, se puede ver que para 7 = 1, el punto de

equilibrio x., es asintéticamente estable si —-1<b <1—a.

= Para valores de 7 > 1, la condicién de estabilidad es mas complicada de analizar, pero es

posible establecer el siguiente resultado:

Teorema 1.3. Existe una funcién z;(a) < —1+a con z;(a) /' —1+a al tender T — oo tal que el

punto de equilibrio x«, es asintéticamente estable si

z;(@)<b<1l-a.

Se ha mostrado que zg(a) = —1-a, z1(a) = —1. Como z; < —1+a para todo 71, el equilibrio es

asintéticamente estable si —1+a < b <1—a, o equivalentemente |b| <1—a.

Usando este modelo, se ha estudiado la poblacién de ballenas antarticas. Tal y como se describe
en [2, pag. 74], se ha tomado F (x) =rx(1-x/K), r =0,12, a = 0,96, K = 600000, § = 5. El tamario
de la poblacién de equilibrio viene dado por 7xso (1 — Xoo/K) = (1 — @) Xoo, 0 Xoo =K (1 —(1—a)/r). Si
seusa M =1—a, se tiene xo, = K (1 —M/r). Como F'(x) =4—2rx/K, F' (xs) = 2M —r. El equilibrio
es asintéticamente estable si |2M —-r|<l1l—-a=M, 0o M <r <3M. Con K = 600000, M = 0,04,
r =0,12, no se satisface esta condicién, porque r = 3M. Sin embargo, como z; (a) es realmente

menor que —1+a, la condicién de estabilidad es satisfecha.
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FIGURA 1.15. Evolucién temporal de la poblacién de ballenas antarticas.

A partir de los valores de los parametros descritos en el anterior parrafo, se ha resuelto la
ecuacién (1.16) mediante una funcién creada explicitamente para este caso con Matlab. Como no
es una ecuacién en diferencias lineal, se ha tenido que recurrir a programar el algoritmo, por la

inexistencia de funciones “de fabrica” aplicables. El resultado se muestra en la figura 1.15.

1.9. Conclusion

Se concluye asi este primer capitulo dedicado a los modelos de una sola especie. Sin entrar
en un gran detalle se han delineado a modo introductorio los tépicos correspondientes a las
ecuaciones de los modelos exponencial y logistico en una gran parte de sus versiones particulares,
atendiendo a las distintas maneras de enfocar la tasa intrinseca de crecimiento segin sus
dependencias con la cuantia de la poblacién instantdnea y con el tiempo, asi como a la naturaleza
continua o discreta del estudio.

Se han tratado un abanico de casos con particularidades concretas (modelos auténomos o
que dependen del tiempo, que presentan o no linealidad, con soluciones de distintos tipos, etc).
Exceptuando el caso del modelo logistico discreto, en ningiin otro modelo de los aqui analizados
se presenta variacion caética de la poblacién.

En el capitulo que sigue se trataran los sistemas dinamicos en los que interactian en el

mismo biotopo un nimero de especies igual a dos.
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CAPITULO

SISTEMAS DE LOTKA-VOLTERRA PARA ECOSISTEMAS CON DOS
ESPECIES

n este capitulo se trataran los sistemas dinamicos parejos a ecosistemas con dos especies.
Légicamente, aproximan otra realidad distinta de la presentada en el capitulo 1. En los
sistemas con una especie que se vieron en el capitulo anterior, las influencias de otras
especies en la especie bajo analisis eran implicitas, y su cuantia iba asociada a los parametros de

natalidad, mortalidad, capacidad de carga, etc ....

2.1. Conceptos y resultados generales

Para podernos situar en contexto, de cara a la presentacién de los t6picos en modelado con
dos 0 mas especies y a la aportacion particular de este TFM, es imprescindible tener claras las
definiciones de los conceptos basicos, asi como la introduccién a los resultados fundamentales
para la comprension de los modelos y de sus soluciones. En esta seccion se dara, en lo que sigue y

de acuerdo con estas premisas, una visién global de los mencionados items.

Definicion 2.1 (Sistema auténomo). Se dice de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden que es un sistema auténomo cuando % no presenta dependencia temporal. Esto significa
que:

dx

—=f(x 2.1

dr f &) (2.1)

siendo X € R" y f :R" — R"; en otras palabras, la tasa de cambio de cada una de las poblaciones

de especies depende de las cantidades de individuos de cada especie del ecosistema, hablando
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en términos generales (puede que cada tasa de cambio sélo tenga dependencia de alguna de las

especies); pero en ningun caso dependen de la variable temporal.

Definicion 2.2 (Condicién inicial). Se trata de una condicién de contorno para este tipo de
problemas, méas concretamente en el instante temporal ¢ = 0. Se denota de la forma % (0) = %,
siendo Xo € R". Determina, como es 16gico, la forma de la evolucién posterior de la poblacién de

cada especie integrante del vector de poblaciones.

Definicion 2.3 (Solucién). Una solucién del sistema auténomo (2.1) es una funcién vectorial y
de variable real, del tipo x : I — R", tal que cada componente de dicho vector es una aplicacién

diferenciable, y donde I <R es un intervalo temporal donde se cumple que % = f(x(t)).

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad general de Picard). Supongamos que G c R" es un
subconjunto de R" donde [ : G — R" es una funcién localmente Lipstchitziana para todos x,%g € G.
Bajo estas hipdtesis, la ecuacion diferencial (2.1), verificando la condicion inicial X(0) = X, tiene
una tnica solucion % : I — R", para algin intervalo abierto I en el que se halla contenido el
instante tg. La condicion de Lipschitz se cumple particularmente cuando todas las componentes de
f son diferenciables. No demostraremos este teorema general aqui, sino que lo particularizaremos

para 2 dimensiones en el siguiente pardgrafo, con prueba incluida.

Teorema 2.2 (Teorema de existencia y unicidad de Picard para R?). Sea (xo,yo) un punto de un
dominio D en el plano euclideo. Sea f (x,y) una funcién real continua definida en D. Si (xg,yo)

posee un entorno U c D en el cual se verifica la condicion de Lipschitz.

If (e, y1) — f (x,y2)| <K |y2 — y1l (2.2)

donde K es una constante positiva, existe un niimero positivo 0 tal que la ecuacién diferencial

¥y =Ff(x,y)

tiene una solucion tnica y(x) en [xg—§,x0 + 6] que toma el valor yg para x = x.

Demostracion. Sea V un circulo cerrado de centro (xg,yo) contenido en U. Puesto que f (x,y) es
continua en D, también sera continua en el compacto V, de donde se deduce que existe un niimero

positivo M tal que

If (x,y)| <M, paratodo (x,y)€V.

Tomamos ahora un ndimero positivo § tal que el punto (xq + 8, yo + M) esté contenido en V.
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Sea y = ¢o(x), x € [xg—0,x0 + 6] una funcién real continua cuya grafica esté contenida en el

rectangulo [xg — 8,x¢ + ] x [yo — M&,yo + M5]. Entonces se tiene que

X

G100 =30+ f £(t,¢0 ) dt,

X0

esta bien definida en [x¢ — §,x0 + ] y se verifica en este intervalo que

| wmar
%o

por lo que la grafica de y = ¢1(x) estd también contenida en el rectangulo [xo—&,x0 + ] x

|1 ()= yo| = < < Mx —xol < M5, 2.3)

fx|f(t,¢0(t))|dt

[yo— M6,y + MS]y, por lo tanto, se puede repetir sucesivamente el proceso anterior, obteniéndose

una sucesion de funciones continuas {¢>n (x)}zo:1 € [xg — 0,x9 + 0], de manera que

X

<pn(x)=y0+f £t pn-1(D)dt, n=1,23,... (2.4)

X0

Se puede comprobar que la serie

$o () + [Pp1(x) — o ()] + [p2 (x) — p1 ()] + ... + [Pr+1(X) — Pr ()] +... (2.5)

converge absoluta y uniformemente en el intervalo [xg — §,xo + J]. Si se tiene en cuenta la condi-

cién (2.2) resulta que

|prr1(x) = ()| < f K |pn ()= pn-1(2)|dt|. (2.6)

Si se toma ¢ (x) = yo y se aplica (2.3),(2.4) y (2.6), se obtiene

|1 (x) — o (x)| = M |x — x0]

2
|2 (0) — 1 ()| sKM%
|x — x0/?

3!

|3 (x) — 2 (x)| < KM

y para el caso general, usando induccién completa, se tiene

|x_x0|n+1

[9n1 (@)= fn @] S K"M=—2
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La serie
|(P ( )i+§KnM|x—xO|n+1
x —
0 = (n+1)!

converge uniformemente en [xg — d,x9 + d] a la funcion

o] + 3 {1},

Ademas la serie anterior mayora a la serie (2.5), de tal forma que, usando el criterio de conver-
gencia de Weierstrass, la serie (2.5) converge absoluta y uniformemente a una funcién y(x) en el
intervalo [xg —0,x0 + &].

El siguiente paso consistiria en demostrar que y(x) es solucién de la ecuacién diferencial
dada, lo cual se haria partiendo de que {¢7n (x)}l;o:1 converge uniformemente a y(x) en el intervalo
[xg — 6,x0 + 6], con lo cual y(x) es una funcién continua con su grafica contenida en el rectangulo

[xg—6,x0 + 01 % [yog—Mb,yo+ M6], con lo que en el intervalo [xg—,xg + 5] se tiene

d X
afxo f@y@)dt=f(x,y(x)). (2.7

Tomando limites en (2.4), para n tendiendo a infinito, queda

y(x) =230 +f fy@®)dt,

de tal manera que y(x) es una funcién definida en [xg — §,x0 + J], que para x = x¢ toma el valor yjg.
Ademas, por la relacion (2.7) y (x) responde al enunciado del teorema.

Para estudiar la unicidad de la solucién y(x) se supondria otra solucién z(x) de la ecuaciéon
diferencial en el mismo intervalo, de forma que z(xg) = y(x), y se acotaria el médulo |y (x) — z (x)|
usando las identidades ya obtenidas y llegando a una contradiccion que traeria como consecuencia
que y(x) y z(x) coinciden en una parte del intervalo [xy — §,x¢ + §], y por continuidad en todo este

intervalo. 0

Definicion 2.4 (Punto critico). Se dice que X, es un punto critico del sistema auténomo (2.1),
cuando f (k.) = 0. Cuando ocurre tal cosa se cumple ademas que X (f) = . es, de manera trivial,

una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales mencionado.

Definiciéon 2.5 (Espacio de fase). Es el espacio real de dimensién n, en el que se representan

todas las componentes de la solucion % (¢). Se denomina plano de fase cuando n = 2.
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Definicion 2.6 (Trayectoria u 6rbita). Se trata de la proyeccion en el espacio de fase de la grafica
(¢,%(¢)), representando asi la co-evolucion de todas las componentes de una solucién particular en

la forma de una trayectoria que siguen las mismas al transcurrir tiempo.

Definicion 2.7 (Punto critico estable). Un punto critico X, de una ecuacién diferencial % =f (%)
se dice estable, o Lyapunov-estable, si dado un entorno U de x., existe un entorno W de i,
cumpliéndose que cualquier 6rbita que parte de W esta también contenida en U, en otras

palabras, que si o € W, entonces, para todo ¢ = 0 también X (¢) e U.

Definicion 2.8 (Punto critico asintéticamente estable). Un punto critico X, se dice asintética-
mente estable si, aparte de ser estable, también verifica que cualquier 6rbita que parte de W

converge a X.; en otras palabras, que % (¢) — X, al variar ¢ — oo, para todo Xy € W.

Definicion 2.9 (Cuenca de atraccion). Se denomina cuenca de atraccién de un punto critico

asintéticamente estable x. al conjunto de puntos Xy que dan lugar a érbitas tales que x(¢) — X..

Propiedades de la cuenca de atraccion

= Es un conjunto abierto, puesto que si Xy pertenece a la cuenca de atraccién, y W es un
entorno de X, existe entonces un entorno de Xy, que denotamos como U, tal que si yg € U,

entonces la érbita y(¢) que parte de jo tiende a un punto w € W.

= Es un conjunto invariante, dado que si una orbita X (¢) posee un punto yy en el instante
to dentro de la cuenca de atraccién, entonces la solucion trasladada y(¢) = (¢ + #o) con la
condicién inicial yo = ¥ (0) tiende también al punto critico asintéticamente estable &. al que
tendia x ().

Definicion 2.10 (Punto critico globalmente estable). Se dice que . es un punto critico global-

mente estable cuando su cuenca de atraccién es como minimo el interior del plano de fase.

Definicion 2.11 (Primera integral de un sistema de ecuaciones diferenciales). Una primera
integral del sistema de ecuaciones % = f (%) es una funcién v, que verifica v (¢,x(¢)) es igual a

una constante.

Definicion 2.12 (Isoclinas). Se denominan isoclinas a aquellas curvas de igual pendiente en
el plano de fase, cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es del tipo predador-presa. En
concreto, la x-isoclina es la curva dentro del plano de fase que une puntos en los que ‘fi—’t‘ =0
(pendiente vertical). Por su parte, la y-isoclina se define como la curva dentro del plano de fase

que abarca los puntos en los que % =0 (pendiente horizontal).

Definicion 2.13 (w-limites). Dada una ecuacién diferencial vectorial autéonoma ‘é—f = f (%) de-
finida en una cierta regiéon de R", y dada una solucién x(¢), para ¢ = 0, con % (0) = Xo; se define
w-limite de X (denotado de la forma w (%)), como el conjunto de puntos de acumulacién de x(¢)

cuando ¢ — oco.
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Definicion 2.14 (a-limites). Los a—limites se pueden definir de forma similar a los w—limites,
pero teniendo en cuenta para este caso que el tiempo tiende ¢ — —oco. Suponiendo la ecuacién
diferencial % = f (%), para t <0, y con la condicién inicial X(0) = Xo; el a—limite a (%y) de %o, se

define como el conjunto de puntos de acumulacién de X (¢) cuando ¢ — —oo.

Teorema 2.3 (Teorema de Lyapunov). Sea % = f(X) una ecuacioén diferencial vectorial auténoma
definida en un subconjunto G c R", siendo f : G — R" continuamente diferenciable. Sea V :G — R

una funcién continuamente diferenciable. Si se cumple que existe una solucion x(t) con condicién

dv(z@))
dt

inicial x(0) = Xg, verificando que >0, o bien % < 0; entonces w(Xy) NG estd contenido

en el conjunto {5/ =x(t)€ G/% = 0} =V1(0).

Demostracion. La prueba de este teorema se puede consultar en [7, pag. 19]. Aqui haremos una

breve descripcién de la misma. Si ¥ € w(Xp) NG, entonces existe una secuencia ¢, — +oo tal que

X (tz) — ¥. Por continuidad % = (. Si suponemos que no se cumple % =0, seria d\;(ty ) > 0,

y ésto implicaria que el valor de V no puede decrecer a lo largo de ninguna 6rbita. La funcién

V (%(t)) es también mondétona creciente, de tal forma que

V@)=V (), (2.8)

para cada valor de ¢. Como X (¢3) — ¥, se sigue que X(fz +t) — y(¢), con lo que se deduce que para

k suficientemente grande se verifica

V(@ +t)>V ()

Este resultado contradice (2.8).
O

Para afinar lo deducido del teorema de Lyapunov, en cuanto al asunto de la estabilidad de los

puntos criticos, se puede usar el teorema de LaSalle, que establece lo siguiente:

Resultado 2.1 (Principio de invarianza de LaSalle). Sea % = f(X) una ecuacion diferencial

vectorial auténoma definida en un abierto G < R, verificando que f : G — R”" es continuamente

diferenciable, y que f (%) =0, para algiin Xy € G. Sea V : G — R una funcion real que cumple:

= V(o) =0.

s V(%)>0, para ¥ € G — Xy.
Entonces se tienen las siguientes implicaciones:

= Si % <0 para todo X € G, entonces Xg es un punto critico Lyapunov estable.
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s S % <0 para todo x € G —{Xy}, entonces %o es un punto critico asintéticamente estable.

s St W > 0 para todo X € G — {%y}, entonces X es un punto critico inestable.

La prueba de este teorema se halla en [10, pag. 127].

Teorema 2.4 (Teorema de Goh). Dado un sistema de Lotka-Volterra en 2 dimensiones, de la

forma mds genérica posible, en la que los coeficientes pueden ser positivos, negativos o nulos:

d—f=x(a+bx+cy)

dy
— =vy(d+ex+fy)
7t =7 fy
Supongamos que el sistema tiene un tinico punto critico en el interior del cuadrante positivo, (X, ).

Sea A la matriz jacobiana:

Entonces, si b<0, f <0, y det(A) > 0, el punto critico (%,7) es globalmente estable.

La prueba de este teorema se halla en la referencia [1, pag. 21].

Teorema 2.5 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sea % = f(x) una ecuacién diferencial en

dimension 2, definida en un abierto G c R2. Sea w(xg) el w-limite que corresponde a la solucién
x(t) con xg = x(0). Supongamos que w(xg) es no vacio y acotado (lo cual implica que es también
compacto por ser siempre el w-limite cerrado). Si w(xg) no contiene ningtin punto critico, entonces

dicho w-limite serd una érbita periédica.
La prueba de este teorema se puede consultar en [14, pag. 49].

Teorema 2.6 (Teorema de Bendixson-Dulac). Sea X = f (x) una ecuacion diferencial en dimension
2, definida en un conjunto G c R? simplemente conexo, esto es, sin agujeros. Sea Vf el operador

divergencia, que se calcula:

_ofof
0x1 Oxg

vf

(o lo que es lo mismo, la traza de la matriz jacobiana). Si Vf no se anula ni cambia de signo en G,

entonces la ecuacion diferencial no admite soluciones periédicas.
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2.2. Sistemas depredador-presa

Fundamentalmente existen tres tipos de interacciones posibles entre dos especies dadas, que

se describen a continuacién:

= Las dos especies se hallan en dos niveles consecutivos de la piramide tréfica, de forma que

una de ellas es presa de la segunda, siendo ésta la predadora de la primera.

= Las dos especies compiten por los mismos recursos del ecosistema. Se pueden hallar, pues,

en el mismo nivel de la piramide tréfica, aunque esto no es general.

= Las dos especies interaccionan de forma cooperativa (simbiosis), de tal manera que la

existencia de cada una de ellas favorece biolégicamente a la otra especie.

En estos modelos de dos especies se tiene también en cuenta la interaccion entre los distintos
miembros de cada una de ellas. Se obtiene por lo tanto una mejora de la heuristica que se aplic6
en el anterior capitulo a los modelos de una tnica especie.

Los pioneros en el estudio de estos modelos dinamicos fueron Alfred Lotka y Vito Volterra,
alla por los afios 20 del siglo pasado, y posteriormente sus trabajos se vieron enriquecidos con las
aportaciones de otros matematicos (Lorentz, por ejemplo), quienes contribuyeron a que esta area
de estudio dentro de la naciente biologia matematica llegase a un grado de desarrollo notable, y a

que todavia suponga un gran foco de interés para la investigacioén actual.

Modelo original depredador-presa de Lotka-Volterra

En su formulacién original, Volterra consideré un ecosistema formado por dos especies, que se
relacionan segun sus roles de predador y de presa. Supongamos que x es el nimero de individuos
de la especie presa y que y representa el namero de especimenes de la especie depredadora
(también podrian representar las densidades de poblacién de tales especies). El modelo original

de Volterra adquiere entonces la siguiente apariencia:

dx
FrinkiC by)
g 2.9)
ﬂ =y(—-c+dx)
dt
siendo a, b, ¢, d constantes mayores o iguales a cero. Conceptualmente este sistema de dos

ecuaciones se puede interpretar de la siguiente manera:

= Cuando hay ausencia de depredadores y =0, sélo la primera ecuacién tiene sentido, y se
entiende entonces que la presa presenta crecimiento exponencial, al no ser mermada nunca
su cantidad de representantes, aportando el individuo tipico una cantidad de nuevos especi-
menes en la unidad de tiempo igual a @, y manteniéndose el ecosistema sin depredadores

indefinidamente.
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= En ausencia de presas x =0, tiene sentido la segunda ecuacién, y se entiende que la especie
depredadora, por no tener presas con las que alimentarse, presenta un decrecimiento
exponencial en su cantidad de representantes, manteniéndose la cantidad de presas igual a

cero.

» Cuando existen depredadores, a los nuevos individuos que aporta cada presa tipica en la
unidad de tiempo se le han de restar una cantidad debida al encuentro con el predador,
teniendo en cuenta que dicha cantidad sera mayor cuanto mayor sea la cantidad de pre-
dadores, por aumentar de ese modo la probabilidad del encuentro. Por tanto se le ha de

sustraer al crecimiento intrinseco una cantidad con variacion lineal en la variable y.

= En el caso de que existen presas con las que se puedan alimentar los depredadores, al
decrecimiento exponencial natural que habia en ausencia de las mismas, cuando la especie
predadora no tenia sustento, ha de aumentarsele una cantidad que sera mayor cuanto
mayor sea el numero de presas, dado que sera mas probable que un predador tipico

encuentre una presa y se alimente de ella al ser mayor el nimero de individuos presa.

En realidad este sistema de dos ecuaciones diferenciales tiene una interpretacién conceptual
mas intuitiva si no la entendemos en términos del incremento per capita. Esto se debe a que
segun esta segunda manera de enfocar el modelo tenemos que los términos —bxy de la primera
ecuaciéon y dxy de la segunda, expresan directamente de forma cuantitativa que cuanto mayor
sea el nimero de predadores y presas a la vez, mayor probabilidad habra de que se encuentren y
por tanto interactien biol6gicamente provocando una disminucién de las presas y un aumento de
los predadores, por ser aquéllas capturadas y éstos alimentados, facilitando asi que su nimero o
densidad espacial aumente.

Las trayectorias u 6rbitas que resuelven un sistema auténomo no pueden cortarse, dado
que si esto sucediese llegariamos a la contradiccién de que existiria mas de una solucién para
una condicién inicial determinada, lo cual va en contra del teorema de Picard de existencia y
unicidad. De esto se deduce que el interior del primer cuadrante es invariante para el sistema de
ecuaciones (2.9), segin la interpretacion de que toda solucién que se inicia en €él, se mantiene
también en €l, lo cual es desde el punto de vista conceptual totalmente consistente con el hecho de
que las soluciones que nos interesan y tienen pleno sentido fisico son aquéllas en las que x(¢) > 0,
ey(#)>0.

Unicamente existe un punto critico, ademas del origen, para las ecuaciones (2.9), que se
obtiene igualando a cero las mismas, y que toma los valores para x y para y que se hallan a

continuacion:
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE LOTKA-VOLTERRA PARA ECOSISTEMAS CON DOS ESPECIES

Este punto critico (%, %) es un centro, en torno al cual giran las érbitas. Verificaremos a con-
tinuacién que en el mapa de fases dichas trayectorias dan vueltas con respecto a este centro,
obteniéndose entonces soluciones periddicas de las variables x(t) e y(t). Para ello, primeramente
representaremos en 2.1 el plano de fase con las 6rbitas de las soluciones x(¢) e y(£), a las que se
ha llegado mediante el uso del entorno de programacién Matlab, con una resolucién numérica

aplicando el método de Runge-Kutta.

Orbitas para el modelo de LotkaWolterra original

wonn
(Al iniu]

[ o B = 1
oo
Jr=S—

F1GURA 2.1. Representacion de las orbitas para el modelo Lotka-Volterra original.

También se ha graficado en la figura 2.2 la evoluciéon temporal de las poblaciones de presas y
depredadores, en la que se puede observar una variacion periédica de ambas variables.

En el sistema (2.9) existe una cantidad conservada constante V (x(¢),y(¢)) a lo largo de las
trayectorias, que se identifica entonces como una primera integral del sistema, o también como

constante de movimiento. Para probar tal aserto, empezamos por multiplicar la primera ecuacién

de (2.9) por C_xdx y la segunda ecuacién por %. De este modo se tiene:

c—dxdx
P =(c—dx)(a—-by)
a—by@ =(—c+dx)(a—by)
y dt

Si sumamos ambas ecuaciones, obtenemos la siguiente expresion:
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2.2. SISTEMAS DEPREDADOR-PRESA

Evolucidn temporal de las poblaciones de predadores y presas
5 T T T T T T

Presas
Depred.

x(), y(t)

FIGURA 2.2. Evolucién temporal de presas y depredadores en el modelo Lotka-Volterra
basico. Se han tomado xg = 0,35, e yg = 1,25.

d d
(E_d)_x+(2_b)_y:0
x dt \y dt
Operando en ella se llega a una ecuacion equivalente:

d
a(clogx—dx+alogy—by) =0

Como las coordenadas (&, y) del punto critico que se describié méas arriba verifican ¢ = dx;y a = b5,
se puede escribir:

d(xlogx —x)+b(ylogy —y) =cte

de tal manera que si definimos H (x) = £logx —x, y G (y) = ylog y — y tenemos:

dH (x)+bG (y) = cte

Y asi llegamos a la expresion definitiva que identifica una primera integral del sistema (2.9)
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE LOTKA-VOLTERRA PARA ECOSISTEMAS CON DOS ESPECIES

Vx@),y@®)=dHx(t)+bG (y(t)) =cte (2.10)

obteniéndose entonces una funcién constante para cada una de las érbitas solucién, que cumple
ademas la condicién para ser una primera integral del sistema (2.9).

Si derivasemos con respecto a x y a y la funcién V (x, y) igualando a cero ambas derivadas
obtendriamos el mismo tnico punto critico (&,7) que ya se hall6 anteriormente. Por otra parte,
la matriz hessiana de V (x, y), evaluada en (&, y) posee dos filas y dos columnas, como es 16gico,
por ser V una funcién de dos variables, y ademas tiene un determinante positivo. Esta matriz

hessiana es de la forma:

Se puede observar que el menor principal de indice impar |H1| es negativo, y el menor principal de
indice par |Hg| = |H| es positivo, coincidiendo con el determinante de la matriz. De esta manera,
siguiendo el criterio de Sylvester, V alcanza un maximo relativo en (%, ), que resulta ser el tnico.

Tomamos una semirrecta en el plano de fase que tiene su origen en (%, 7). Sus ecuaciones

paramétricas se pueden escribir:

x=x+us

y=9y+us

siendo (u,v) el vector director, y s un parametro real. Siguiendo el camino de la semirrecta, la

funcién V (s) toma el valor

V(s)=clog(®+us)+alog(y+vs)—(du+bv)s—a-c

Independientemente de la direccion que tenga esa recta, el valor de V (s) decrece al aumentar el
parametro s, que junto al vector director define la variacion del valor de la recta y su interseccion
con V. Ademas esa tendencia tiene como limite —oo. Por lo tanto se extrae como conclusion que
V (x,y) es concava en el cuadrante positivo en el que esta correctamente definida. Las orbitas en
el plano de fase, que definen las soluciones de (2.9) son cerradas y temporalmente periédicas. Tal
y como se ha deducido antes, estas trayectorias resultan ser curvas de nivel de la funcién céncava
V(x,y).
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Resultado 2.2 (Principio de Volterra).

1T c
= tydt = — =&
Tfo x(hdi=7 =%

a _ .

1 T
— Hdt=— =
Tfo y(t) 5 =7

y, consecuentemente, las medias temporales son iguales a las coordenadas del punto critico (X, 9).

Demostraciéon. Como se ha visto en la anterior seccién x(¢) e y(¢) son funciones periédicas del
tiempo, segin el modelo basico de Lotka-Volterra. Se puede obtener el valor medio de y(¢),
extendiendo la integral a un periodo. Si se manipula la segunda ecuacién de (2.9), se pueden
desarrollar los siguientes célculos:

1
;% =—c+dx=> %(logy):—c+dx

Se integran ambos miembros de la igualdad en el periodo T', de tal forma que:

T d T
f —(10gy)dt:f (—c+dx)dt
o dt 0
T
logy(T)—logy(O):—cT+df x(t)dt, y(0)#0
0

Como y(T) = y(0), se tiene:

c

d

=X

T 1 T
0=—cT+df x(t)dt:>—f x(t)dt =
0 T Jo

Operando analogamente para y(¢), se llega al resultado equivalente. Esta conclusién es conocida

como principio de Volterra.

O

2.3. Sistema depredador-presa con competencia intraespecie

El modelo (2.9) tiene en cuenta la relaciéon principal que existe entre las dos especies de
un ecosistema, en el cual una de ellas es presa de la otra. Pero no contempla la relacién de
competencia que existe entre los miembros de la especie predadora por el recurso que representa
la presa, ni la competencia que existe entre las presas por sus recursos, que seran de otra

naturaleza. Ambas relaciones tendran pues la apariencia de términos logisticos.
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Légicamente, cuanto mayor sea la concentracion de predadores en el espacio ocupado por el
ecosistema, mayores posibilidades existiran de que coincidan dos ejemplares en la contienda por
una presa dada. Dicha concentracién es proporcional al cuadrado de la cantidad de especimenes de
dicha especie. Y esta competencia se reflejara, en la ecuacion diferencial de la especie predadora
del nuevo modelo, como un término mas con coeficiente negativo y que multiplica al miembro
cuadratico. Otro tanto ocurrira para la especie que representa el rol de presa, dado que cuanto
mayor sea el cuadrado de la cantidad de presas, mayor sera la probabilidad de que contiendan
dos ejemplares por un recurso.

De esta manera, el sistema de ecuaciones diferenciales tendra la siguiente forma:

dx
I =x(a—by—ex)

d; (2.11)
— =y(-c+dx-

a1 y( fy

siendoe>0y f =0.

Toda trayectoria que soluciona este sistema de ecuaciones y que empiece en el interior del
cuadrante positivo no se sale de €él. Por eso se dice que el conjunto C, = {(x,y) eERZ: x> 0,y> O}
es un conjunto invariante de (2.11). Para demostrar ésto, lo primero que notamos es que x(¢) =0,
y(¢) =0 es una solucién del sistema. Si suponemos que x(¢) = 0 la segunda ecuacién adquiere la

apariencia:

ay _

- —cf1-2 : __¢
dt_y(_c+fy)_ C(l K)y, siendo K =

f

Esta expresion coincide con el modelo logistico, con capacidad de carga y tasa intrinseca de

crecimiento negativas. La solucién de esta ecuacion diferencial es

Kyo
(K —yo0)e* + yo
Esta solucién toma el valor y(0) = yo, y ademas tiende a cero cuando ¢ — co. De esta forma, nin-
guna orbita puede cortar el eje y. Si no sucediese tal cosa, existiria un punto (0, y;) perteneciente
al eje y y a una 6rbita solucién. Si tomamos entonces yy > y1, entonces las dos trayectorias se
cortarian en dicho punto, contradiciéndose asi el teorema de unicidad.
Por otra parte, si y(¢) =0, la primera ecuacién toma la forma:
x x a
— =x(a—ex =a(1——)x, siendo K = —.
dt ( ) K e
Se trata de una ecuacién logistica. Por lo tanto, si 0 < x¢ < K, la solucién creciente tiende a K = %

Si x9 = K, la solucién es esa constante para todo ¢t = 0. Y si x9 > K, entonces la solucién decae
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hacia x = K segin t aumenta. La consecuencia de ésto es que ninguna érbita que tenga su punto
inicial en el cuadrante positivo puede cortar el eje x. Si (x(,0) fuera un punto de corte, éste mismo
punto formaria parte de otra érbita “logistica”, llegandose asi a una contradiccién.

De estos razonamientos se deduce que el interior del primer cuadrante es invariante por la
ecuacion (2.11).

Para el sistema (2.11), obtenemos la siguiente ecuacién para la x-isoclina:

e
ex+by=a=>y= — %

SR

De igual manera se obtiene la ecuacién para la y-isoclina:

d
dx—fy:c:y=—§+7x

Ambas dos isoclinas tienen pendiente de distinto signo, por nuestra eleccién de los coeficientes, y
consecuentemente presentan un tunico punto de corte P = (%, ¥). El punto P puede estar o no en
Cy.

Caso1: P¢C,

En este caso las isoclinas dividen el cuadrante positivo en tres regiones, que denotaremos por
A, By C,y que se representan en la figura 2.3.

Como es légico, en el lugar en que una 6rbita atraviesa la y-isoclina, lo hace con pendiente
horizontal; y al atravesar la x-isoclina lo hace con pendiente vertical, por la misma definicién de
las isoclinas que se vio en la seccién de conceptos y resultados generales.

De este modo, para ver la tendencia de las 6rbitas al transcurrir el tiempo nos basta con
estudiar la pendiente % en cada una de las regiones a las que antes hice alusién, evaluando
dicha pendiente en sendos puntos ubicados en las tres zonas. Se puede obtener dicha tasa de
cambio como cociente de % y %, tomando puntos que sabemos con certeza que pertencen a cada

una de las tres zonas:

= % <0enlaregién A. En efecto, como la y-isoclina corta el eje x en (5, 0), entonces el punto

Py = (Qd—c, %) se halla en A. Se tiene:

dx 2¢ 2¢c c 2ce (a 2c c
o= | J= | )

Y como 7 > 2, se deduce ¢ — % <0, de lo que se sigue que %(PA) < 0. Por otra parte:

dy py_ € (_ 2 .c)_c¢(_ __c¢
E(PA)_E( c+dd f2f)_2f( c+2c 2)— >0
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Isoclinas cuyo punto de corte se hallafuerade C,

B aib
w-isoclina
—— —y-isoclina
20F
B
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FIGURA 2.3. Variacion local de las érbitas, y de las isoclinas con corte fuera de C..
Modelo Lotka-Volterra con competencia intraespecie.

De esta forma, en la zona A tenemos:

dy
dy G 0
dxdx <
* @

o lo que es lo mismo, las drbitas tienen pendiente negativa.

d . . . .
" d—i > 0 en la zona B. Se probaria empleando el mismo método que en el anterior caso,

tomando un punto perteneciente a la regiéon B y calculando la razén entre las dos tasas de

cambio.

d . . .,
L] d—i <0 en la zona C. Se obtendria de la misma manera que se explicé antes.

Este analisis nos lleva a concluir que, para este primer caso, toda é6rbita ha de tender

asintéticamente al punto (%,0).

Caso2: PeC.

En este segundo caso, las isoclinas dividen el cuadrante positivo en cuatro regiones, A, B, C,

D, cortandose en el punto (%, %)’ el cual es punto critico. Con un estudio similar al del
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Orbitas para el modelo predadorpresa de Lotka Volterra con contienda
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FIGURA 2.4. Orbitas para el modelo predador-presa de Lotka-Volterra con competencia
intraespecie. P ¢ C,.

caso 1, se puede llegar a ver que en las regiones A y C las 6rbitas presentan pendiente negativa,
mientras que en B y D la tienen positiva.

De este modo, se deduce que las trayectorias giran en el sentido contrario a las agujas del reloj
en torno al punto antes referido, aunque para un analisis mas detallado, para poder comprobar
fehacientemente que las trayectorias tienden al punto critivo antes citado de forma asintética,
seria preciso recurrir a los conceptos de funciones de Lyapunov, w—limites, y a—limites.

En la figura 2.6 se representan algunas érbitas para esta segunda tipologia, consistente en
que el punto P se halla en el interior de C..

Veamos que el w—limite para este caso contiene un tinico punto que coincide con el punto
critico. Para ello, nos centramos en el sistema de Lotka-Volterra con contienda (2.11). Y nos
fijamos ademas en la ecuacién (2.10), pero sin estar igualada a una constante, sino sélo teniendo

en cuenta la expresion de V (x,y) como funcién de x e y.

V(x,y)=dH(x)+bG (y)

variando H (x) y G (y) de la siguiente manera:

H@x)=x%logx—x y G(y)=ylogy—y
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Isoclinas cuyo punto de corte se halla dentro de C,
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FIGURA 2.5. Variacion local de las 6rbitas, y de las isoclinas con corte dentro de C..
Modelo Lotka-Volterra con competencia intraespecie.

Si operamos para obtener % tenemos:

dV 0V dx ovdy . . o
E_dax dt+b6y dt_d(x x)(a—by—bx)+b(x—y)(—c+dx—fy) (2.12)

Como (%, y) es también solucion del sistema de isoclinas, podemos poner:

a=ex+by

b=dx-fy
Sustituyendo estos valores en (2.12), y tras una serie de operaciones, se obtiene:

% =de(@-x)2+bf(7-y)2=0

y ésto se cumple para cualquier érbita contenida en C.., por lo que V se puede identificar como
una funciéon de Lyapunov para este analisis particular. De este modo, aplicando el teorema de
Lyapunov, se puede facilmente deducir que el w—limite esta contenido en el conjunto de puntos

tales que % =0, siendo por tanto:
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Orbitas para el modelo predador.presa de Lotka Volterra con contienda
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FIGURA 2.6. Orbitas para el modelo predador-presa de Lotka-Volterra con competencia
intraespecie. Pe C,.

av
E:O:>de(5c—x)2+bf(5/—y)2:0

Si f #0, ésto sélo puede ocurrir para w(Xg) = {(x, y)}. Si fuese f =0, lo cual equivale a decir que la
y-isoclina es vertical, los tinicos puntos que podrian ser candidatos para formar parte del w—limite
tendrian como coordenada de abscisa x = %, y como conjunto de coordenadas de ordenada y > 0.
Pero como la recta vertical x = % no es solucién del sistema de ecuaciones diferenciales, por lo
tanto el inico punto que podria pertenecer al w—limite seria el antes citado punto critico. Esto es
asi dado que si una érbita contiene algtin punto del w—limite, entonces toda la érbita perteneceria

a dicho conjunto, por ser éste invariante en el tiempo.

Como consecuencia de todo lo antes mencionado, se puede establecer que las érbitas del
sistema (2.11) convergen asintéticamente en forma de espiral al punto critico, en el caso de que
éste pertenezca a C., y la ecuacion no posee soluciones ciclicas. Para este caso las soluciones no

son curvas de nivel de V (x,y), sino que ascienden en espiral hacia el punto critico (puesto que
¥ > 0).
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Observaciones acerca de la estabilidad de modelos depredador-presa

Se puede deducir a partir del analisis antes efectuado que el punto critico de (2.9) es estable,
mientras que el punto critico de (2.11) es asintéticamente estable y globalmente estable en R* xR*.
En consecuencia el modelo depredador-presa es biolégicamente mas estable al tomar en cuenta la
competencia intraespecie.

Una perturbacién pequeiia del punto critico de (2.11) se corrige de manera rapida por la
propia evolucién intrinseca del sistema, volviendo x e y al equilibrio. No obstante, si se fuerza
una perturbacién al punto critico (2.9), ello da lugar a un cambio a una variacién en una érbita
ciclica que no converge al punto critico.

Existe otra razon para afirmar que el sistema (2.11) es mas “estable” que (2.9). Se sabe que
una perturbacién pequefia en los parametros de (2.11) no altera el comportamiento de las érbitas,
que siguen siendo espirales en torno al punto critico. Pero en cambio, si en (2.9) anadimos un

término logistico —ex?

, aunque e sea muy pequeino, las érbitas dejan de ser ciclicas en torno al
punto critico, convirtiéndose en oscilaciones amortiguadas convergentes al estado estacionario.
De esta forma, podemos decir que (2.9) no es estructuralmente estable. Sus caracteristicas son
debidas al hecho de que e =0, f =0, pero no son imputables al modelo depredador-presa de

manera general.

2.4. Sistema competitivo de Lotka-Volterra de dos especies

A continuacion tendremos en cuenta el caso de dos especies que conviven en el mismo ecosis-
tema, y que compiten por los mismos recursos. Para este caso el crecimiento de cada especie se ve
desfavorecido por el crecimiento de la otra. Ademas de esta competencia entre especies se tiene
en cuenta ademas la contienda intraespecie de tipo logistico que fue ya analizada anteriormente.

Para este orden de cosas tenemos entonces el siguiente par de ecuaciones diferenciales:

% =x(a—bx—cy)
7 (2.13)
d—“: =y(d—ex—fy)

siendo todas las constantes involucradas positivas. Se puede deducir que la frontera del cuadrante
positivo de R2, es invariante, cosa que también sucedia para el caso del modelo depredador-presa
con contienda intraespecie. En este caso particular que aqui trataremos, si una especie se extingue,
la otra seguira una evolucién logistica.

Para empezar, x(¢) = ¥y (¢) = 0 es una solucién trivial del sistema. Si suponemos que x(¢) =0,

entonces la segunda ecuacion adquiere la forma

dy _ . . Y )\ Yy
E—y(d fy)—yd(l —(d/f))—yd(l K)
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que es una ecuacion diferencial de tipo logistico con tasa intrinseca de crecimiento d y capacidad

de carga K = %, ambas positivas. Si integramos dicha ecuacién, obtenemos como resultado

Kyy
(K —yp)e %t + o’

y(@)=

que toma el valor y(0) = yg y tiende a K cuando ¢ — co. Ninguna trayectoria puede cortar al eje y,
porque si existiera dicha érbita y (0, y1) fuera el punto de corte, podriamos tomar yy > y1, y por lo

tanto existirian dos 6rbitas que se cortarian en (0, y1), llegando asi a una contradiccién.

De la misma manera, si y(¢) = 0, la primera ecuacién se puede expresar:

X _ a—bx) = (I_L)
dt—xa X)=xa (a/b)’

que es una ecuacion diferencial logistica con tasa intrinseca de crecimiento a y capacidad de
carga K = 7, ambas positivas. Por lo tanto, razonando andlogamente a como antes lo hicimos, si
existiese alguna trayectoria que cortase el eje x en un punto (xg,0), este mismo punto perteneceria
a la érbita logistica antes expuesta para y(¢) = 0, concluyendo con una contradiccién derivada del
teorema de unicidad de Picard.

Por lo tanto, todos los puntos de la frontera de C; pertenecen a 6rbitas que parten de dicha
frontera, de lo que se deduce que tanto el interior como la frontera del cuadrante positivo es
invariante por el sistema (2.13).

Haremos a continuacién un analisis cualitativo de (2.13), mediante el estudio de las isoclinas,

las cuales presentan la apariencia que sigue:

x —isoclina : y =
(2.14)
y—isoclina : x =

~lolQ
S| oS
b

Como se puede ver, ambas isoclinas tienen pendiente negativa y dan lugar a tres situaciones

diferenciadas:

Caso 1: Las isoclinas son paralelas o no se cortanen P C,

Si suponemos que la y-isoclina esta por encima de la x-isoclina, el cuadrante positivo queda

dividido en tres regiones (A, By C).
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Isoclinas que no se cortan en C_
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FIGURA 2.7. Variacion local de las érbitas, y de las isoclinas con corte fuera de C..
Modelo Lotka-Volterra con competencia interespecie.

Orbitas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra

x-isoclina
— = = y-isoclina
Orbitas

FIGURA 2.8. Orbitas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra. P ¢ C.,. y-isoclina
por encima de x-isoclina.
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Un analisis de las pendlentes d Ty d 7 en cada regién nos lleva al calculo de Y dividiendo
ambas tasas de cambio. Este estudio particularizado para cada una de las zonas dehmltadas por

las isoclinas nos lleva a los siguientes resultados:

= Enlaregion A: == < 0 y 7 <0, con lo cual y > 0, por lo que en esta area la pendiente de
las orbitas es pos1t1va, y el sentido de recorrldo de las mismas al aumentar el tiempo es
hacia la izquierda y hacia abajo.
En efecto, tomemos el punto P4 de abscisa £ . Yy ordenada y; > 0. Veamos el signo de 7 yde

dy.
dt’

d d d
a—bx—cy:a—b——cylzb(g——)—cy1<0:>—x<0
e b e dt

d d
d—ex—fy:d—e;—fylz—fy1<0:>d—jt/<0

Por lo tanto en A la pendiente de las érbitas es positiva y su orientacion es de derecha a

izquierda, como se puede ver en la imagen.

= En laregion B: == > 0 y 7 <0, conlo cual 3 y <0, por lo que en esta area la pendiente de
las orbitas es negatlva, y el sentido de recorrldo de las mismas al aumentar el tiempo es
hacia la izquierda y hacia abajo.

En efecto, tomemos en la regién B el punto Pp de abscisa xp = ¢, y de ordenada yp =

5 f (i - —) Hallamos el signo de y de

b = ba <0:dx<0
a—-bx—cy=a b cyB a7

d a dy

d-—ex—fy=d- eg—f f(__3)>03$>0

Por lo tanto, en la regién B, la pendiente de las 6rbitas es negativa, y su orientacién es

hacia la izquierda y hacia arriba.

= En la regién C: ‘(?t’ >0 y 7 >0, con lo cual y > 0, por lo que en esta area la pendiente de

las orbitas es positiva, y el sentido de recorrldo de las mismas al aumentar el tiempo es

hacia la derecha y hacia arriba.

En efecto, tomemos el punto P¢ = ( 95> 1 C) esto es, su ordenada es la mitad de la imagen de

x¢ por la x-isoclina. Veamos los signos de Ty de

a a a dx
— —_— = — = — O
a—-bx—-cy=a- b2b c4c 4>O 7 >
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3 a a ea fa ed fd
d-ex—fy=d=eq /o =d 5, 4795, 17 ¢

=—>0=>—>0

d
2 4 dt

d d dy
-1

De este analisis de pendientes se puede deducir que las 6rbitas tienden asintéticamente
hacia el punto (0, %), esto es, la especie x se extinguira, mientras que la especie y variaria
logisticamente, llegando a alcanzar el valor de su capacidad de carga K = %.

Si la x-isoclina se halla por encima de la y-isoclina, se realiza el mismo tipo de estudio,
convergiendo en este caso las dérbitas al punto (%,0), de manera que se extingue la especie y,
mientras que la especie x variara logisticamente hasta llegar al valor de su capacidad de carga

K = %. En la figura 2.10 se representa la variacién de las érbitas para este caso.

Isaclinas que no se cortan en C,
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FIGURA 2.9. Variacion local de las érbitas, y de las isoclinas con corte fuera de C..
Modelo Lotka-Volterra con competencia interespecie.

En ambos casos, la especie cuya isoclina se halla por debajo se extingue, mientras que la otra

sigue una evolucién logistica.

Caso 2: Las dos isoclinas son coincidentes

b
c
a_d _b_e L. .

cTFym=¢ —f.La Unica isoclina

En este caso, la ecuacion de ambas isoclinas es y = ¢ — 2, o lo que es lo mismo y = % - %x,
que podemos unificar segin la forma y =n —mx, con n =

divide al cuadrante positivo en dos regiones A y B.
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Orbitas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra

30
x-isoclina
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& Orbitas
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FIGURA 2.10. Orbitas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra. P ¢ C.. x-isoclina
por encima de y-isoclina.

= En lareglonA <Oy £ <0, con lo cual d1>0

En efecto, tomemos el punto P4 = (Zi , yl) (; /'; , yl) Veamos los valores de Ty de & d S en

dicho punto:

/ dx
a-bx-cy=a- b%—cyl—a—%—cyl——cy1<0:E<O
d/ dy
d—ex—fy=d- e#—fy1——fy1<0:>d—<0

Por lo tanto en A la pendiente de las érbitas es positiva, y el sentido de recorrido de las
mismas al aumentar el tiempo es hacia la izquierda y hacia abajo. Ademads, sobre la tnica
isoclina se verlﬁca =0 y =0, y por lo tanto todos los puntos que la constituyen son

puntos criticos.

= Enlaregién B: 5% >0y 2 >0, con lo cual dy > 0.

En efecto, tomemos el punto Pg = (#, ¥2), siendo y, la mitad de la imagen de la abscisa

aqui considerada por la isoclina:

57



CAPITULO 2. SISTEMAS DE LOTKA-VOLTERRA PARA ECOSISTEMAS CON DOS ESPECIES

_1( )_1( n )_n
ye=gn—mxg)=(n—mg|=-
Veamos el signo de %¢ y ‘é—{ en Pp = (5%, %):
n n a a a dx
a-bx-cy=a-b—-c—-=a-b—-c—=—->0=>—>0
2m 4 2b 4c 4 dt
d d d d
d—ex—fyzd—el—fﬁ:d—e——f——— 0=>250
2m 4

=—>
2¢e " 4f 4 dt

Por lo tanto, en esta area la pendiente de las érbitas es positiva, y el sentido de recorrido de

las mismas al aumentar el tiempo es hacia la derecha y hacia arriba.

En la figura 2.11 se representan las isoclinas y las érbitas para este caso particular, tomando
los coeficientes: a =20, b =0,0769, ¢ = 0,5555, d = 0,15, e = 0,00057, f =0,0041.

Orbitas para el modelo competitivo de Lotka Volterra

40
\" — — —x-isoclina, y-isoclina
£ Orbitas
0 e
25F
3 3
= 20} h
e > _ A
151 - - -
o ol Cal
1ok S
B N
5f - . . -
-~ -~ -l ~
- - -~ \
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X

FIGURA 2.11. Orbitas e isoclinas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra. Isoclinas
coincidentes.

Si se define k& = & se puede comprobar que V (x,y) = ﬁ es una magnitud que se conserva, en
otras palabras V (x,y) = cte es una constante a lo largo de las 6rbitas. Dado que las dos isoclinas

son coincidentes se puede establecer:

58



2.4. SISTEMA COMPETITIVO DE LOTKA-VOLTERRA DE DOS ESPECIES

a=kd; b=Fke; c=Fkf

y sustituyendo en las ecuaciones diferenciales del presente modelo se puede deducir:

dx 1 dx
E—x(a—bx—cy)—kx(d—ex—fy):>Ea—d—ex—fy
dy ldy
dt—y(d ex fy)zydt—d ex—fy
por lo tanto
1dx 1dy

d d
& 2 0o Ldeen -2 Za =
redt yar 07 gplleen kg legy) =0

si integramos sobre la variable independiente ¢:

logx —klogy =cte = logx—logyk =cte> log(ik) =cte
Yy

con lo que nos queda:
x
— =cte.

yk

De esta manera, en este caso podemos deducir una ecuacion que caracteriza las érbitas, y que

toma la apariencia:
1 a
y =(cte)x* =(cte)xa

Caso 3: Las dos isoclinas se cortan en el interior del cuadrante positivo P € C,

Las dos isoclinas se cortan en el punto 2 = (‘Z’;%i‘j, %), el cual es punto critico de (2.13). Si
linealizamos la ecuacién (2.13), tenemos:
X X
(.):sz( ) 2.15)
Yy y

Tras algunos calculos, se puede llegar a una expresion para la matriz jacobiana de la forma:

D.f = (a—be—cy —cx ) _ (—bfc —cfc)

—ey d—ex=2fy] \-ey —f3
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Se determinan los autovalores de la matriz implicada mediante la igualdad

CbR-A —ck
det(Dgf—AI):det( * cx )

—ey  —fy-A

Se obtienen dos autovalores, que responden a las siguientes ecuaciones:

=g (—bfc—fj»+ N —4925/(bf—ce))

1
M= (—bfc— 35—/ (b +F3)? —4fcy<bf—ce>)

Se verifica que 13 <0, y que para 1; existen dos casos:

1. Sibf —ce >0, entonces 11 < 0. En ese caso los dos autovalores son negativos. Asi, se cumple
que (X, 7) es un nodo estable para (2.15), y utilizando el teorema de Hartman y Grobman,
descrito en el apéndice B, es ademas un nodo estable de (2.13). Dado el caracter positivo de
% e J, se deduce que af —cd >0y bd —ae >0, lo que significa que % >y o> %. La primera
desigualdad da cuenta de que la x-isoclina se corta en el eje x en un punto anterior al de
corte de la y-isoclina, mientras que de la segunda desigualdad se deduce que la x-isoclina
tiene una ordenada en el origen mayor que la y-isoclina. Nuevamente el cuadrante positivo
queda dividido en cuatro regiones A, B, C y D. Con un estudio de pendientes analogo a los
efectuados anteriormente se concluye que el punto critico (£, ) es globalmente estable, lo
que significa que una 6rbita que comience en cualquier punto del interior del cuadrante

positivo tiende asintéticamente a (X, j). Este caso se representa en la figura 2.12.

2. Sibf —ce <0, entonces 11 >0, es decir, existe un autovalor negativo y otro positivo, por lo
que (%, %) es un punto de silla, y por tanto un punto critico inestable de (2.15). Si se aplica
el teorema de Hartman y Grobman, se deduce que también es un punto de silla de (2.13).
Como se tiene que af —cd <0y bd —ae <0, la situacién de los puntos de corte con los ejes
es inversa a la del anterior item, es decir, la x-isoclina tiene ordenada en el origen menor, y
abscisa en el origen mayor que los correspondientes valores de la y-isoclina. Llevando a cabo
un analisis de pendientes en las regiones A, B, C y D, se puede ver que cualquier 6rbita
que comience en B tiende hacia Py = (0, %), mientras que cualquier érbita que comience
en la zona D tiende hacia el punto P; = (%,0). Existe una trayectoria en A y otra en C que
convergen a 2. Estas 6rbitas son las separatrices del punto de silla, que determinan las
cuencas de atraccién en A y C. Esto significa que las trayectorias que comienzan a uno u
otro lado de las separatrices (que conforman la variedad estable), tienden o bien a P o bien

a Py. Este caso se representa en la figura 2.13.

60



2.4. SISTEMA COMPETITIVO DE LOTKA-VOLTERRA DE DOS ESPECIES

Orhitas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra

#-isocling
— — —y-isoclina
Orbitas

a=20
h=0.25
c=08
d=13

e = 0.0048
f=041

FIGURA 2.12. Orbitas e isoclinas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra. Isoclinas
se intersecan en C,. Caso 1.

Orbitas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra
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FIGURA 2.13. Orbitas e isoclinas para el modelo competitivo de Lotka-Volterra. Isoclinas
se intersecan en C,. Caso 2.
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b

3. Elcaso bf—ce =0 se corresponde con ? = %, es decir, isoclinas con igual pendiente, casuistica

que ya fue tratada anteriormente.

2.5. Sistema cooperativo de Lotka-Volterra de dos especies

Se denomina modelo cooperativo de Lotka-Volterra de dos especies a un par de ecuaciones
diferenciales, en el cual cada especie contribuye a la existencia de la otra, por hallarse relacionadas
mediante simbiosis 0 mutualismo. Esto es lo mismo que decir, en términos numéricos que:

ofi _
6xj (x)=0

para todo i # j, y siendo X € G. La forma que toman entonces las ecuaciones, cuando hay sélo dos

especies es:

x=x(a—bx+cy)
(2.16)
y=y(d+ex—fy)

Los términos —bx y —fy se corresponden con el comportamiento logistico intrinseco a cada
especie, que en este sistema se superpone a la evolucion cooperativa (términos con coeficientes
positivos). Para este caso, obtenemos unas ecuaciones para las isoclinas:

a b

x—isoclina : y=——+—x
c ¢

. . d e
y—isoclina : x = 7+—y

f

Estas isoclinas pueden cortarse en el cuadrante positivo o no, lo cual da lugar a dos casos de

estudio:

Caso 1: Las isoclinas no se cortan en el cuadrante positivo

En este caso particular, las isoclinas no se cortan en un punto (critico) del primer cuadrante,
por lo que se deduce que las 6rbitas del sistema cooperativo tienden a infinito, como se deduce
inmediatamente de un teorema que establece que las soluciones de un sistema de tal tipo tienden
a un punto critico, y en ausencia de éste tienden a infinito. La figura 2.14 es un ejemplo de esta

tipologia.

Caso 2: Las isoclinas se intersecan en el interior del cuadrante positivo

Bajo el supuesto mencionado aqui, existe un punto critico en el interior del primer cuadrante,

cuyas coordenadas son:
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cd+af ae+bd

P=x.9)=
&3 bf —ce’ bf —ce

En este caso particular de las ecuaciones de las isoclinas, las 6rbitas, basandonos en el teorema
antes aludido, tienden al punto critico cuyas coordenadas se expresaron en la anterior ecuacion,

con lo cual (%, y) es globalmente estable. Este caso se representa en la figura 2.15.

Orhitas para el modelo cooperativo de Lotka-Volterra

5F x-isoclina
— ——y-isoclina
Orbitas

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

FIGURA 2.14. Orbitas e isoclinas para el modelo cooperativo de Lotka-Volterra. Isoclinas
no se intersecan en C,. Caso 1.

Para sintetizar los resultados que se han obtenido a lo largo de este capitulo, en relacién a la
estabilidad del punto critico de los sistemas de Lotka-Volterra considerados, se pueden usar los

teoremas de Goh, y de Poincaré-Bendixson, antes mostrados en la seccién de resultados generales.

Orbitas periédicas en ecuaciones de Lotka-Volterra en dimensién 2: Los teoremas de
Poincaré-Bendixson y de Bendixson-Dulac, enunciados en la seccién de resultados generales nos
permiten hallar una implicacién general para los sistemas de Lotka-Volterra, segun el siguiente

teorema.

Teorema 2.7. La ecuacién de Lotka-Volterra en dos dimensiones
x=x(a+bx+cy)
y=y(d+ex+[fy)
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Orbitas para el medelo cooperative de Lotka-Volterra
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FIGURA 2.15. Orbitas e isoclinas para el modelo cooperativo de Lotka-Volterra. Las
isoclinas se intersecan en C.. Caso 2.

siendo todos los coeficientes reales, no admite soluciones periodicas aisladas.

La prueba de este teorema se puede hallar en [7].

2.6. Conclusion

Se han estudiado en este capitulo los modelos basados en sistemas de ecuaciones diferenciales
con dos especies e interaccion lineal entre ellas, formulados todos ellos tomando como referente el
sistema original de Lotka-Volterra.

A pesar de resultar las conclusiones del anélisis del modelo original bastante coherentes con
el funcionamiento de la naturaleza, ocurren asismismo situaciones que no se corresponden con la
realidad, por ejemplo la ausencia de estabilidad o la explosiéon de la poblacién en algunos casos.

Anadiendo términos lineales, en los modelos depredador-presa, competitivo y cooperativo,
mejora la estabilidad de las ecuaciones, aunque como contrapartida de usar sélo linealidad
en estos modelos, desaparecen las o6rbitas periédicas, segin se desprende de los teoremas de
Poincaré-Bendixson y de Bendixson-Dulac.

La naturaleza no presenta 6rbitas periddicas y estables, por lo que es necesario atacar el

problema de la dindmica de poblaciones anadiendo términos de interaccion no lineales. A mayor
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grado de complejidad y de especies conviviendo en el mismo ecosistema, y utilizando la no-
linealidad en los modelos se llegaria a descripciones mas generales y ajustadas a la realidad,

aunque como es légico mas dificiles de tratar.
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CAPITULO

ECUACIONES DE LOTKA-VOLTERRA PARA MAS DE DOS ESPECIES

e pueden generalizar las ecuaciones de Lotka-Volterra para dimensién genérica n = 2.
En el presente capitulo se llevara a cabo la susodicha generalizacién para ecosistemas

formados por n especies con interacciones reciprocas de caracter lineal.

3.1. Ecuacion general de Lotka-Volterra

Si estudiamos el caso de n especies conviviendo en un ecosistema, el modelo de Lotka-Volterra

(lineal) que se utiliza es de la forma:

dx; 1 .
=x; ri+Zaijxj ,1=1,...,n 3.1)

En este conjunto de n ecuaciones, x; es el nimero de individuos de la especie i (o su densidad
espacial), mientras que r; representa la tasa intrinseca de crecimiento o decrecimiento de dicha
especie, y los coeficientes a;; marcan la influencia de la especie j en la especie i. Légicamente,
sia;; >0, entonces la existencia de la especie j es favorable al incremento de la poblacién de la
especie i,y si a;; <0 entonces es desfavorable. En el caso de que a;; = 0, entonces la especie j no
influye de ninguna manera sobre la especie i, pero podria darse esta situacién con el afiadido de
que la especie i si influyera en la especie j, atin a pesar de que a;; = 0.

La matriz formada por los coeficientes a;; recibe el nombre de matriz de interaccién.
A = (aij)

Cuando se trabaja en este contexto, con n dimensiones, se habla de “espacio de fase” y no de
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“plano de fase” (término que se empleaba con sistemas de Lotka-Volterra de dos especies). Por lo

tanto, el espacio de fase es el siguiente lugar geométrico:

{x =(x1,%2,...,%,) ER", x; 20 para i =1,...,n}

El conjunto de hiperplanos de ecuaciones x; = 0, que corresponden (cada uno de ellos) a la ausencia
de la especie i, son conjuntos invariantes en la ecuacion (3.1), de manera que tanto sus fronteras
como sus interiores son también invariantes. Al interior del espacio de fase, en este caso genérico,

se le denomina “primer hiperoctante” y se puede denotar:

C1={x=(x1,...,x,) €R", x; >0 para i=1,...,n}

Por lo tanto, si x; (£9) > 0, entonces para todo ¢ > t( se tiene x; (¢) > 0.

En este caso de sistemas de dimensién superior a 2, existen temas atin no bien estudiados.
Se presentan por ejemplo situaciones con comportamiento asintético oscilante, de tipo caédtico,
con mucha sensibilidad respecto a las condiciones iniciales, incluso para 3 dimensiones. Atn no
siendo un asunto a tratar en este trabajo, el lector interesado podra consultar el capitulo 4 del
libro [12].

Por tanto, nos limitaremos a tratar los aspectos generales y tépicos, a modo introductorio.

3.2. Sobre los puntos criticos en el interior de C,

Para hallar los puntos criticos de (3.1) contenidos en C1, se ha de resolver el siguiente sistema

de ecuaciones lineales:

n
ri+2aijxj=0 (3.2)
Jj=1

Existe un teorema que establece la relacién de los puntos criticos con la existencia de a—limite y

w-limite en C1, que a continuacién se enuncia:

Teorema 3.1. C; contiene puntos de w—limite o a—limite, si y sélo si (3.1) tiene un punto critico

interior.

La prueba se detalla en [3, pags. 99-100].
A continuacion se enuncia y prueba un teorema que relaciona la existencia de un tdnico punto
critico de (3.1) en C1 con los promedios de x; (¢) y su condicién de componente acotada dentro de

la 6rbita.
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Teorema 3.2. Si existen dos constantes positivas a y A tales que a < x;(t) < A para todo i y todo

t >0, y se verifica que p es el tinico punto critico de (3.1) en C1, entonces se tiene:

1 T
lim — x,M)dt=p;,i=1,...,n.
T Jo

Demostracion. Ya que y; = % = % (logx;) se puede escribir (3.1) de la siguiente manera:

d n
a(logxi) =r;+ Z aijx;
Jj=1

Integrando entre 0 y T

T 4 T n T
fo 77 logxi)dt = {ritlg +J;aijf0 xj(t)dt

n

T
log xi(t)—logxi(O):riT+Zaijf xj(t)dt
j=1 J0

1 (-1 (0 “ 1 (T
ogx; () —logx; ( )=ri+Zaij5f x;(t)dt (3.3)
Jj=1 0

T

Poniendo z;(T) = % fOT x;j(t)dt, comprobaremos que a < z;(T) < A, verificindose ésto para todo j

y todo T' > 0. Puesto que a < x;(T) < A se tiene:

1T 1T
zj(T)=?f0 xj(t)dt>?f0 adt=a=>z;j(T)>a

T

1 1 (T
Zj(T)Z—f xj(t)dt<—f Adt=A=2z;(T)<A
T Jo T Jo

Si ahora se considera una sucesiéon T}, — oo, puesto que la sucesion z1(T:) esta acotada, su
clausura es un conjunto compacto, por lo que se puede extraer una subsucesion T}i verificando que
z1 (T;) converge a z1. Se trata de un limite unico, porque C; es un espacio topolégico Hausdorff
con la topologia usual.

Por lo tanto z9 (T;) es una sucesion acotada, de la que podemos extraer una subsucesién Tz
de T,%, de tal manera que z9 (TZ) converge a zg. Si seguimos operando de este modo, concurrente-
mente, llegaremos a una subsucesién T, que verifica que z;(T:) — z;, V.

Entonces la sucesién logx; (T';) —logx; (0) también es acotada para todo i. Sustituyendo T por

T en la ecuacién (3.3), tenemos:

logx; (T%)—logx; (0) n 1 ka
=r;+ ) a;;— xi(t)dt
Ty ' Jg‘l YTylo
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y tomando el limite cuando 7T, — oo llegamos a la ecuacién:

n
O=r;+ Zaijéj
J=1

de forma que zZ =(Z1,29,...,2,) es punto critico de (3.1). Ya que p es el tnico punto critico de (3.1),

por hipétesis, se tiene que p = Z, de tal manera que

1 T
lim T S x;(8)dt = p;

T—o0

3.3. Las ecuaciones de Lotka-Volterra para piramides troéficas o

alimenticias

En esta secciéon pondremos el foco en el estudio de las cadenas tréficas de n especies. En este
tipo de sistemas la primera especie es presa de la segunda, la segunda de la tercera, y asi hasta la
presa n —1—ésima, que es presa de la enésima, no siendo ésta dltima presa de ninguna, y estando
pues situada en el vértice de la piramide alimentica. Esta casuistica se da en la naturaleza en
casi todos los ecosistemas con un mayor o menor nimero de niveles en la piramide.

Supondremos que hay competencia interespecie entre cada presa y su predador correspondien-
te, ademas de competencia intraespecie en cada una de las poblaciones. Se tomaran coeficientes
de interaccién constantes. Operando asi se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de la

siguiente forma:

&1 =x1(r1-a1,1%1 —a1,2%2)

Xj :xj(—rj+aj,j_1xj_1—aj,jxj—aj,j+1xj+1), j=2,...,n—-1 (3.4)

Xp =Xn (_rn +Qn,n-1Xp-1— an,nxn)

Todos los coeficientes son estrictamente positivos. Para este caso genérico de n ecuaciones existe
un teorema analogo al que se enunci6 para 2 ecuaciones (modelo depredador-presa de 2 especies),

en relacién a la estabilidad del punto critico. En concreto, se tiene:

Teorema 3.3. Si (3.4) tiene un punto critico interior p, entonces p es globalmente estable, esto es,

toda trayectoria en C1 converge a p cuando t — oco.

Este teorema aparece detalladamente demostrado en [3, pags. 102-104].
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3.4. El principio de exclusion

Dentro del anélisis de n poblaciones, existe una limitacién en la supervivencia de las especies.
En este contexto, el principio de exclusion establece que si n poblaciones dependen linealmente
de m recursos, siendo m < n, entonces como minimo una de las poblaciones debe extinguirse.
Esto equivale a decir, como nos sugiere el sentido comun, que si hay mas especies que recursos,
entonces esta situacién no se sostendra en un tiempo de evolucién a largo plazo. Un estudio
detallado de la competencia por los recursos se halla en [5, pags. 37-76], y una prueba directa del

principio de exclusién se puede ver en [3, pags. 104-105].

3.5. Sistemas de Lotka-Volterra competitivos

Tengamos en cuenta las ecuaciones de Lotka-Volterra para un modelo competitivo en el cual

existen n especies.
n
Xi =X ri—Zaijxj =G;x), 1=1,...,n (3.5)
j=1

considerando todos los a;; >0, para i,j = 1,...,n. Estas condiciones son la imposicién matematica
de que todas las especies compiten por los recursos, incluida la competencia intraespecie.
Si existe algin i para el que se verifica r; < 0, entonces, teniendo en cuenta la anterior
expresion (3.5), se tendra que x; <0, y consecuentemente esa especie acabara por extinguirse.
Se supondra en esta seccién que r; > 0, Vi esto es, que bajo el supuesto de no existencia de
competidores, la poblacién i evolucionara hasta alcanzar su capacidad de carga K; = 0:_; >0.En

esta situacion el origen es un nodo inestable.

Resultado 3.1. Sien el sistema (3.5) se verifica que a;; >0, r; >0, entonces todas sus trayectorias

estdn acotadas.

Demostracion. Se sabe que la clausura de C; es invariante, y ademas que

n
. ri . 2
si xi>_x~’ > xi:rixi—xiZaijijrixi—aiixi =x;(ri—a;;x;)<0
127 =1
J

o lo que es lo mismo, si x; supera un cierto valor umbral, se llega a que su crecimiento se vuelve
negativo, con lo cual x; estara acotado, para todoi=1,...,n.
O
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Lema 3.1. Si el sistema (3.5) cumple las condiciones:

ri r . .

m L<-L paral<i<j<n.
ajj ajj
ri r: . .

m L>-L paran=i>j=1
ajj aij

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales (3.5) no tiene ningtin punto critico interior.
Demostraciéon. Para que p sea un punto critico interior, se debe cumplir:

a1
D14+

QAin .
pn=1, para i=1,...,n
ri i

de forma que se tienen las siguientes n — 1 relaciones:

a1l a1 A1n @ .
(———l )p1+...+(—n——ln)pn20, para i =2,...,n.
ryr; ri ri

por lo que parai=n

ailr Qni1 Aln Qnn
e oo o),
ri 'n ri 'n

Los términos entre paréntesis son negativos, dadas las hipétesis, por lo que se puede deducir que
pi=0,paracadai=1,...,n, es decir, p =0, el cual no es punto interior.
O

El siguiente teorema generaliza para n especies el resultado que se tenia para solamente dos,
que afirma que en ausencia de puntos criticos interiores, necesariamente todas las especies se

extinguen menos una, que es la dominante, la cual alcanza su capacidad de carga o soporte.

Teorema 3.4. Si se supone que se cumplen las dos hipdtesis del lema anterior, el punto (a% ,0,... ,0)
es globalmente estable en C1 en otras palabras, cualquier trayectoria tiende asintéticamente hacia

dicho punto critico.

La demostracion se halla en [1, pags. 38-40].

Con una permutacion de indices, se puede conseguir que sea la k-ésima especie la dominante.
En el anterior lema se arreglaron las condiciones para que fuera la especie 1 la dominante.
Ademas, no todo sistema competitivo con n variables evoluciona hacia un punto critico o una
érbita estacionaria. Mas concretamente, en los afios 70, S. Smale probé que para n =4 en especial,

en sistemas con interaccién no lineal, la evolucién temporal puede ser caética.
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3.6. Sistemas de Lotka-Volterra cooperativos

Se analizara en esta seccién la particularizacién de las ecuaciones de Lotka-Volterra de n
especies en la que cada una de ellas se beneficia de su coexistencia con las otras. Este caso se
corresponde con la situacién biolégica de simbiosis interespecie. Asi pues, se parte del sistema de

Lotka-Volterra general:

n
xini(ri+Zaijxj); i=1,...,n (3.6)
j=1

Para todo i # j se tendréa que cumplir entonces que a;; =0, o lo que es lo mismo:

0x; ..
—=a;;x =0, i#£]

0x;

lo que en términos verbales significa que la especie x; es beneficiosa para la existencia de la
especie x;. Este sistema de ecuaciones diferenciales es una generalizaciéon del modelo cooperativo
de Lotka-Volterra para dos especies al caso de n especies. Para este caso, la matriz jacobiana

toma la forma
J= (ai)
0x;

y tiene todos sus elementos fuera de la diagonal no negativos. Cualquier matriz n x n que cumple
esta condicién se dice cooperativa.

Para un ecosistema con dos especies, existian dos casuisticas diferenciadas: si no habia punto
critico interior en C., las drbitas divergian hacia el infinito; y en caso contrario, esto es, con
presencia de punto critico interior en C., entonces las érbitas convergian al mismo.

Se puede generalizar para n especies lo descrito para dos. Pero para ello, necesitamos previa-

mente probar un lema.

Lema 3.2. Si la matriz A tiene un autovector por la izquierda v # 0, tal que v; = 0 para todo i,
con autovalor A > 0, entonces existen trayectorias de (3.6) en C1 que no estdn acotadas, al tender

t — oo.

Demostracion. Siv es un autovector por la izquierda, entonces se tiene

VA = v

73



CAPITULO 3. ECUACIONES DE LOTKA-VOLTERRA PARA MAS DE DOS ESPECIES

Se normalizan las componentes de v teniendo entonces }."" , v; = 1. Dada la funcién
n
P(x)= H xfi
i=1
podemos hacer log P (x) = }.7_; v;logx;, de tal manera que

P d ng o n
—=—logP(x)= Zvi— = Zvi r;+ Zaijxj =v.(r+Ax)=v.(r + 1x)
P dt s R A | j=1

con lo que obtenemos

P
— =v.r+Av.
P v.r V.X

Si se aplica la desigualdad generalizada para la media aritmética-geométrica, que se demuestra

en [11, pags. 20-22], se obtiene:

TRk

Zv.r+/lnx§.” =v.r+AP=>P=>P@w.r+AP)
i

Por lo tanto, todas las soluciones x (¢) con x(0) = x¢ que verifican AP (x¢) > —v.r divergen a infinito.
La existencia de estas soluciones se justifica por que podemos elegir las componentes de xy tan
grandes como queramos, de manera que P (xg) = []; xg‘l también puede evolucionar de forma
arbitrariamente grande.

O

Como caso particular podemos citar aquél en el que r; > 0 para todo i, y en el que el vector v
existe, de forma que se deduce de forma sencilla que cualquier érbita de C; diverge hacia infinito.
Para saber si el vector v existe se puede usar el teorema de Perron-Frobenius, que a continua-

cion se cita.

Definicion 3.1 (Matriz irreducible). Una matriz A es irreducible si no es semejante, usando

permutaciones de las filas y columnas, a una matriz triangular superior por bloques.

Definiciéon 3.2 (Matriz negativa y diagonalmente dominante). Una matriz A es negativa y
diagonalmente dominante si existe un vector d con d; > 0 para todo i, tal que a;;d; +Y. #i |ai j| dj<
0, para todo i. En el caso de que A sea una matriz cooperativa, esta condicién es equivalente a

decir que Ad tiene todas sus componentes menores que 0.

Definiciéon 3.3 (Matriz estable). Una matriz A es estable si todos sus autovalores tiene parte

real menor que cero.
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Teorema 3.5 (Teorema de Perron-Frobenius). Dada una matriz A real de dimensiones n x n con

elementos no negativos, entonces se cumple:

» Existe un tinico autovalor A dominante, esto es, A = |v|, para todos los restantes autovalores

v de la matriz A, independientemente de su naturaleza (positivos, negativos, complejos).

= A tiene autovectores no nulos por la izquierda y por la derecha, u y v, asociados a A, y tales

queu; =0y v; =0, es decir:

uA=2Au; Av=Av

Suponiendo que A es irreducible, se cumplen las mismas conclusiones con A>|v|, y u; >0y

v; >0, para todo i.

Lema 3.3. Dada una matriz cooperativa, esto es a;; = 0 para todo i # j, entonces A es estable, si y

sélo si, es negativa y diagonalmente dominante.

Demostracion. Se aplican los resultados expuestos anteriormente, incluido el teorema de Perron-
Frobenius. La demostracion se detalla en [3, pag. 119].
O

Corolario 3.1. Si A es una matriz cooperativa y r es tal que r; >0, entonces Ax +r =0 tiene una

tinica solucién interior x € Cq, si y sélo si, A es estable.

Con todos estos resultados previos asumidos, podemos dar una condicién suficiente para la
estabilidad global de p:

Teorema 3.6. Supongamos que el sistema (3.6) verifica que r; > 0 para todo i y que tiene un tinico
punto critico interior p. Supongamos ademds que la matriz A tiene elementos no negativos fuera
de la diagonal. Entonces p es globalmente asintéticamente estable en C1, y se cumple también que

las trayectorias en la frontera estdn uniformemente acotadas cuando t — oo.

Demostracion. Por el corolario precedente, A es estable, y por el lema anterior, A es negativa y
diagonalmente dominante. Por lo tanto, existe un vector d con d; >0, tal que a;;d; +Y_; |a,- j| dj<0.

Se define la funcién:

lxr — Pl
x ok Pkl

Vix)= mlfi A

la cual cumple que V(x) =0y V (x) =0 si y sélo si x = p. Se considera un intervalo de tiempo en el

que maxp, % = %. Entonces se tiene:
13
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) 1 X;
V =—d;sgn(x; —pi)==-2a;i(x;—pi)+ Y a;j(xj—pj) ¢ sgnx; — p;)
d; d; 7

< % {aii lac; —pi| + Zaij |xj—pj|} = %V(x){aiidi + Z.aijdj} <0
i J#i i J#L
para todo x € C1, alcanzandose la igualdad si y sé6lo si x = p. Utilizando el principio de invarianza
de LaSalle, se concluye que p es globalmente asintéticamente estable, o lo que es lo mismo, toda
trayectoria en C; cumple que x(¢) — oo cuando ¢ — co. Usando el mismo razonamiento, todas las
trayectorias en la frontera de C1 estan uniformemente acotadas.
O

3.7. Conclusion

En este capitulo nos hemos centrado en los sistemas de Lotka-Volterra de dimensién n > 2,y
se ha visto que el funcionamiento de estos sistemas resulta ser distinto y mas complejo que el que
se estudi6é para dimensién n = 2. Para dimensién 2 existen teoremas que constrifien fuertemente
las soluciones, atendiendo a los puntos criticos, y la estabilidad y tendencia asintética. Para
dimensiones mayores no se da tal circunstancia, apareciendo sistemas complejos.

Este aumento en la complejidad ya se puso en evidencia con los trabajos de E. Lorentz, quien
en los afos 60 estudié un modelo simplificado de la evolucién atmosférica, cuyas ecuaciones
constituyentes resultan ser del mismo tipo que las estudiadas en este capitulo. Se observé un
comportamiento caético y una altisima sensibilidad a las condiciones iniciales. En ambos ambitos
de estudio, dinamica de poblaciones y estudio del clima, es posible pues llegar a resultados propios
de la teoria del caos, uno de los temas principales de la matematica del siglo XX.

El estudio de los sistemas de Lotka-Volterra de dimension mayor que 2 resulta ser un tema
de vigente actualidad, y existen muchos investigadores que hoy en dia centran su trabajo en
dichos sistemas. Como ejemplo particular se podria citar, tomando uno al azar, el estudio de la
convergencia para matrices de interaccion casi-simétricas o casi-cooperativas, y el empleo de
estos resultados para la estabilizaciéon del sistema parejo, actuando sobre las tasas de crecimiento

(linea de investigacion seguida por Gouzé en Dynamical Behaviour of Lotka-Volterra systems).
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CAPITULO

APLICACIONES DE MODELOS POBLACIONALES A SISTEMAS DE
PESCA/CAPTURAS

n este cuarto y ultimo capitulo se trata la dindmica de poblaciones aplicada a sistemas

donde se produce una extraccién continua de ejemplares. Esta extraccion se puede llevar

a cabo de miltiples maneras dependientes de la ley de faenado empleada, y la forma
concreta aplicada condiciona el mayor o menor rendimiento econémico de la actividad productiva,
asi como la sostenibilidad temporal del ecosistema que la provee.

Se abordara primeramente para cada caso estudiado la intervencion de faenado de cuantia
invariante en el tiempo, esto es, produccion constante. Después se tratara la tipologia segun la
cual se extrae una cantidad de individuos proporcional a la poblacion, siguiendo un esfuerzo o
rendimiento constante. Estos dos tipos de faenado se aplicaran a cuatro modelos poblacionales:
el modelo logistico para una especie estudiado en el capitulo 1, el sistema competitivo de Lotka-
Volterra, el sistema basico predador-presa de Lotka-Volterra en el que se faena sobre la especie
predadora, y también se tratara un dltimo caso en que en un modelo predador-presa concreto se
efectia faenado en ambas especies.

Finalmente, para concluir este capitulo, se realizara ademas un estudio somero de las reper-
cusiones econémicas y biolégicas de la actividad pesquera/cinegética atendiendo a los modos en

que es puesta en practica.

4.1. Faenado en el modelo logistico

Segtn se vio en el capitulo primero, el modelo logistico se emplea para describir matematica-
mente la evolucién temporal de la poblacién de una especie que dispone de recursos limitados,

como agua, nutrientes, o luz, incluyéndose de forma implicita la propia competencia intraespecie
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por la obtencion de esos recursos. De esta manera, esta especie no puede crecer indefinidamente,
sino que como mucho, y dependiendo de las condiciones iniciales, tendera a alcanzar, cuando
t — 0o, un valor de equilibrio asintéticamente estable, conocido como capacidad de soporte o de
carga. En las dos subsecciones que siguen se verda ademas cémo le afecta a dicha poblacién la
practica de una sustraccion continua de ejemplares, tanto con produccién constante (“constant

yield”), como con esfuerzo constante (“constant effort”).

4.1.1. Faenado de produccion constante en el modelo logistico

Para llevar a cabo el modelado de poblaciones en las que se produce una extraccion de
individuos segun una determinada ley temporal, se usa una variante de la ecuacién diferencial

logistica, incluyendo “faenado”. Dicha ecuacién diferencial toma entonces la siguiente apariencia:

dx K—x

—=r x—h(t 4.1
ar ( K ) (t) (4.1)
Bajo el supuesto de produccion constante se tiene A4 (¢) = H. Igualando a cero el segundo término
de la ecuacion, se obtienen los puntos criticos, que pueden ser uno, dos o ninguno, segin el valor

del discriminante. Esto ocurre por ser dicho término de naturaleza cuadratica.

4HK / 4HK
K- KZ—T K+ K2—T

X1 = 9 , X2= 9

= Cuando el discriminante de las soluciones es negativo, lo que significa H > %, la ecuacion
no presenta puntos criticos. En este caso el faenado es tan fuerte que llega a extinguirse la

poblacion inicial en tiempo finito, independientemente de su valor.

Como ejemplo, en la figura 4.1 se han representado varias soluciones de la ecuacién
diferencial (4.1), tomando los valores r =1, K =1, y H = 0,28, para distintas poblaciones

iniciales x.

= Si el discriminante es igual a cero, caso que sucede cuando H = &, sélo existe un punto
critico, de valor igual a x1 = K . Si el valor inicial xy es mayor que ese Valor entonces dx <0,
y x(t) tiende al valor de equ111br10 x1. En el caso de que xg < K , entonces también se cumple
d + <0, y por lo tanto la poblacién se extingue en un tiempo ﬁmto Este caso se representa

en la figura 4.2.

» Enelcasodeque H < & la ecuacion cuadratica posee dos puntos criticos x1 y x2. La solucién
presenta un comportamlento diferente segin el intervalo en la que se halla su valor inicial
x0. Si xg < x1 se tiene que < 0, y dicha solucién se anula en tiempo finito. Si x1 < x¢ < x2,
se Verlﬁca 7>0,yx(t) tlende a la asintota horizontal xo. Si x¢ > x2, entonces, al igual que

antes, se Ver1ﬁca 7 <0, y la poblacién tiende asintéticamente a x3. El comportamiento es
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Modelo logistico con faenado
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F1GURA 4.1. Ejemplos de evolucién logistica con faenado para H > r%.

por lo tanto cualitativamente parecido al caso del modelado logistico con umbral, con la
salvedad de que cuando x¢ < x1 en vez de que x(¢) tienda asintéticamente a 0, la poblacion
se extingue en un tiempo finito. En la figura 4.3 se representa el comportamiento logistico

con faenado para esta tercera casuistica, tomando: K =2, H = 0,25, x1 = 0,2929, xo = 1,7071.

Las casuisticas aqui descritas pueden entenderse mejor si se representa en una grafica la
funcién % frente a la variable x, para este modelo concreto. En la figura 4.4 se pueden ver
todos los casos antes explicados, teniendo en cuenta que al valor de % se le ha anadido una
cantidad constante igual a H. De este modo se pueden comprobar los puntos de corte del patrén
de crecimiento logistico con los distintos niveles de faenado (los cuales se representan, como
es logico, como funciones constantes independientes de la poblacién). De esta forma se puede
analizar de un vistazo la existencia de uno, dos o ninguno puntos criticos, segin sea el valor de H

en relacion a H,.

4.1.2. Faenado de esfuerzo constante en el modelo logistico

Supongamos que la funcién A (¢) es una funcién que varia linealmente con el tamario de la

poblacioén, esto es

1- —) _Ex (4.2)
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Modelo logistico con faenado
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FIGURA 4.2. Ejemplos de evolucién logistica con faenado para H = rlz{.

Este tipo de faenado se denomina faenado de esfuerzo constante o simplemente faenado proporcio-
nal. Se trata de una ecuacién diferencial que particularmente tiene aplicacién en las pesquerias.
Se asume en tal escenario que el niimero de capturas en la unidad de tiempo, es proporcional a E,
el esfuerzo empleado en la pesca. Dicho esfuerzo se puede medir segin el nimero de barcos que
se hallan faenando en un determinado instante.

Este aserto en lo que respecta a dicha variacién de A (#) podria ser cuestionado, dado que
cuando la poblaciéon sobre la que se actia es muy pequeia, en principio seria necesario un mayor
esfuerzo por captura. Sin embargo, se trata de una dependencia razonable para la mayor parte
de las pesquerias reales.

Analizando un poco esta ecuacién diferencial logistica con esfuerzo constante, es facil ver
que existen dos puntos de equilibrio, el primero en x = 0; y el segundo se obtendria buscando la

solucién de la ecuacién

la cual podemos denotar por x.,(£) =K (r — E)/r, variando E entre 0 y r. El equilibrio en x =0 es
inestable y el equilibrio en x., (E) es asintéticamente estable para 0 < E <r. Dado que el esfuerzo

aumenta desde 0 a r, el equilibrio disminuye desde K hasta 0.
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Modelo logistico con faenado
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F1GURA 4.3. Ejemplos de evolucion logistica con faenado para H <r
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FIGURA 4.4. Analisis de los puntos criticos y
H.
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Variacidn logistica con faenado con 20 mayer que puntos criticos
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FIGURA 4.5. Evolucién temporal segun los valores de H, para x¢ mayor que cualquier
punto critico. r=1, K = 2.

Se representa en las figuras 4.6, 4.7 y 4.8, la evolucion temporal de la poblaciéon, para
esfuerzos de pesca/captura E crecientes, y para valores iniciales de cantidad o densidad espacial
de especimenes de x¢g = 1,4, x9 = 0,5 y x9 = 0,2, respectivamente.

Dado un esfuerzo E, el rendimiento al que se tiende cuando ¢ — oo se calcula como Ex, (E) =
KE —KE?/r,y alcanza su valor méximo de r%{ para E = 5, en el punto de equilibrio xo, (E) = 5.
De esta forma, se puede deducir que un aumento del esfuerzo méas alld de 5 disminuye el
rendimiento y es por lo tanto contraproducente. Se denomina mdximo rendimiento sostenible
(MSY) a la produccién maxima obtenida de modo sostenible, es decir, sin extincién de la especie y
al tender ¢ — oo.

Este comportamiento del rendimiento en el equilibrio, frente al valor del esfuerzo E aplicado,
que se ha descrito en el anterior parrafo, se representa en la figura 4.9.

Se puede apreciar como, en efecto, el mdximo rendimiento sostenible o MSY , se obtiene para
un valor de esfuerzo E = 5, situado en el punto medio del rango compatible con la no extincién
de la poblacién. Tal circunstancia es facil de razonar intuitivamente, ya que si se faenara con
un bajo esfuerzo E, la poblacién aumentaria al tiempo que se sustraen ejemplares de la misma,
pero con baja produccién por aplicarse bajo esfuerzo. Si, por el contrario, aumentasemos mucho el
esfuerzo E, la poblacién tenderia a disminuir, y con ella la produccién (que depende linealmente
de la misma). Por lo tanto, es en el valor mediano del rango de esfuerzo donde se halla el maximo

de produccién a largo plazo.
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Modelo logistico con faenado de esfuerzo constante para xu-1.4, r=1, K=1

0.2

FIGURA 4.6. Evoluciéon temporal de la poblacién, sometida a esfuerzo constante de
capturas E creciente. xg = 1,4.

Modelo logistico con faenado de esfuerzo constante para x°=[l.5. =1, k=1
09 T T

E=0.15
— E=0.30
E=0.40
E=0.50
E=0.65
E=085| 1
E=1.00

x(t)

FIGURA 4.7. Evolucién temporal de la poblacién, sometida a esfuerzo constante de
capturas E creciente. x¢9 = 0,5.
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Modelo logistico con faenado de esfuerzo constante para xa=l].2, =1, K=1

—E=0.15
——E=0.30
— E=0.40
— E=0.50 | ]
— E=0.65

E=0.85 [ -
— E=1.00

0 ] 10 15

FIGURA 4.8. Evolucién temporal de la poblacién, sometida a esfuerzo constante de
capturas E creciente. xo = 0,2.

Rendimiento en el equilibrio en funcién del esfuerzo, Modelo logistico de crecto.
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FIGURA 4.9. Representacion para el modelo logistico del rendimiento frente al esfuerzo
E, para un ¢ — oo.
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En un modelo general, en el que la curva de crecimiento no sigue necesariamente un patrén

logistico, la variacién de la poblacién frente al tiempo se resume en la ecuacion:

x=gkx)-Ex

Los valores de equilibrio se hallan mediante la resoluciéon de g(x) — Ex = 0, lo que graficamente
se puede visualizar como los puntos de interseccion de la curva de crecimiento y = g(x) y la curva

de faenado y = Ex. Un valor de equilibrio es asintéticamente estable si

(g(x)—Ex),_, =g (x0)—E <0,

condicion que se puede interpretar en términos de que la curva de crecimiento corta la curva de
faenado en un punto en el que la pendiente de la diferencia de ambas es negativa al aumentar la
poblacion. Si g(0) = 0, entonces el valor x = 0 es un equilibrio inestable, a menos que se trate del

unico punto de equilibrio. Esto se puede ver facilmente en la figura 4.10.

Curvas de crecimiento logistico y de faenado con esfuerzo constante

K=1
09F ;-4 p .
S=Eq.Estable para E=0.15 s
(k= S'=Eq.Estable para E=1 en x=0 e E
U=Eq.Inestable para E=1y E=0.5 en x=0 g
=Rendto. Max.
07F ax een . -
x_=Equilibrio para t=w )
oef Crecto. logistico ~ ]
| —y=0.15%, E=0.15 e p
=050 | yosxe-0sE | -
04pF —vy=x, E=1 ){FE’@“_X,— - g
03k Rmax . e - -
02} o " 1
i ’,._// S_,_)_'_'___.
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us+ all J___f—ff X=X
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FIGURA 4.10. Intersecciones de la curva de crecimiento y la recta de faenado con
esfuerzo constante. Crecimiento logistico.

Para un esfuerzo dado E, el rendimiento al tender ¢t — co es R = Exo(E) = g(xs), V S€

puede interpretar como la cantidad de capturas por unidad de tiempo en el equilibrio. Su valor
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maximo se obtiene con E = E,,,, elegido de tal forma que la recta y = Ex interseca a la curva de
crecimiento en su valor maximo (max g (x)).

La curva rendimiento-esfuerzo es la grafica del rendimiento en funcién del esfuerzo. En el caso
de compensacién, el rendimiento aumenta al incrementarse el esfuerzo hacia un maximo, el ya
mencionado anteriormente como mdximo rendimiento sostenible, y después decrece continuamen-
te hasta 0, alcanzando dicho valor cuando E = f'(0). Sin embargo, en el caso de descompensacion,
existe un esfuerzo critico E* = r(K*) para el cual el rendimiento cae hasta 0 discontinuamente.
Lo mismo ocurre con descompensacién critica, pero en este caso existe una propiedad a mayores,
que consiste en que si el esfuerzo es suficientemente grande, la poblacion puede caer por debajo

de K y entonces desvanecerse hacia el valor de equilibrio asintéticamente estable en x = 0.

4.2. Faenado en el sistema competitivo de Lotka-Volterra

En las subsecciones 4.1.1 y 4.1.2 se examinaron los efectos del faenado con produccion
constante y con esfuerzo constante, en poblaciones de una tnica especie, cuya variacién se
sintetiza en una ecuacion diferencial ordinaria. En esta seccion se estudiaran los efectos del
faenado sobre una especie que compite con otra en el mismo biotopo.

Tal y como se vio en el apartado dedicado a sistemas competitivos de Lotka-Volterra (con
competencia tanto intra- como inter- especie), el modelo asumido se sintetizaba mediante el

sistema de ecuaciones diferenciales

x=x(a—-bx-cy),
4.3)
y=y(d—-ex—fy).

Se observaron y graficaron diversos casos particulares dependientes de las relaciones entre la
x-isoclina y la y-isoclina, que se rigen respectivamente por las expresiones x =0,y y =0. A
continuacion, a partir de este escenario, se tendra en cuenta el faenado sé6lo para la especie x,

para el caso de produccién o rendimiento constante.
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4.2.1. Faenado de produccion constante en el sistema competitivo de
Lotka-Volterra

Se analiza primeramente el caso de faenado de producciéon constante para el sistema com-
petitivo de Lotka-Volterra. Bajo este supuesto, el modelo se sintetiza mediante el siguiente

sistema

x=x(a—bx—-cy)—H,
4.4)
y=y(d-ex—fy).

La x-isoclina, en vez de responder a las expresiones de las rectas bx+cy=a y x =0, es ahora una
curva descrita por la ecuacién x(a — bx — cy) = H, la cual es una hipérbola que tiene por asintotas
las lineas x =0y bx + cy = a, y que escapa de ellas al aumentar H. Por otra parte, la y-isoclina
es una recta que responde a la siguiente ecuacién: y = (d/f) — (e/f)x. Aparte de esta ecuacion, la

recta y = 0 también forma parte de la y-isoclina.

En realidad el método mas fiable para conocer la naturaleza de los puntos criticos en lo que
concierne a la estabilidad, es el andlisis por linealizacién, cuando los autovalores asociados a
la matriz jacobiana particularizada para dichos puntos tienen parte real no nula. No obstante,
en este apartado en concreto presentaremos otra manera alternativa de realizar un estudio
cualitativo, que consiste en el andlisis de la variacion local de las 6rbitas en el plano de fase,
mediante la representacion de las isoclinas y el estudio de pendientes en cada una de las zonas
(que se corresponden con los vectores tangentes a las 6rbitas en el sentido natural del transcurso
del tiempo), realizado teniendo en cuenta que al atravesar una isoclina se cambia el signo de
la variacion local relativa a la variable pareja a esa isoclina, y ademas que sobre la x-isoclina
la variacion local tiene pendiente de médulo infinito (es decir, es una flecha vertical), mientras
que sobre la y-isoclina la variacién local tiene pendiente nula (es una flecha horizontal). Es un
analisis analogo al representado en las figuras 2.5, 2.7 y 2.9. En la mayoria de los casos este
tipo de andlisis funciona correctamente, particularmente en los tratados en este trabajo. Sin
embargo, se podrian encontrar contraejemplos de lo aqui expuesto, simplemente con elevar al
cuadrado los dos miembros de (4.4). Las isoclinas serian realmente las mismas, y sin embargo no
habria cambios de signo. Pero este caso no tendria significado biol6gico, a pesar de ser “correcto”

matematicamente.

En esta tipologia particular, el hecho de incluir faenado en el sistema, fuerza la aparicién
de una isoclina con forma de hipérbola, dando lugar a cuatro casos diferenciados, segiin sean
las posiciones relativas y puntos de corte de ambas isoclinas. A continuacién se representan los
analisis cualitativos realizados en el plano de fase y la simulacién de la variacién de las érbitas

para parametros particulares acordes con cada casuistica.
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Caso 1: Las isoclinas se cortan en C, en dos puntos de la x-isoclina con forma
de hipérbola

Este caso se corresponde con el corte en C. de las dos isoclinas rectas del sistema competitivo
de Lotka-Volterra de dos especies en el que la y-isoclina tenia menor pendiente, con la parti-
cularidad de que ahora la x-isoclina es una hipérbola. Se representa graficamente en la figura
4.12.

Se puede observar que existen dos puntos criticos. Uno de ellos es un punto de equilibrio de
coexistencia asintéticamente estable, ubicado en la parte de pendiente negativa de la x-isoclina
hiperbélica. El otro es un punto de silla, ubicado en la parte de pendiente positiva de dicha isoclina,
y que lleva asociadas dos trayectorias separatrices que convergen hacia él, que determinan las
cuencas de atraccion. Una de estas cuencas, la situada a la izquierda de dicho punto, lleva las
orbitas hacia la extincién de la especie x. La otra cuenca hace tender las 6rbitas al punto critico

asintéticamente estable.

Caso 2: Las isoclinas se encuentran en C., cortandose en un punto de

pendiente negativa de la x-isoclina

Este caso se corresponde con el corte en C.. de las dos isoclinas rectas del sistema competitivo
de Lotka-Volterra de dos especies en el que la x-isoclina tenia menor pendiente, con la parti-
cularidad de que ahora la x-isoclina es una hipérbola. Se representa graficamente en la figura
4.14.

Para esta segunda casuistica, existe un punto de silla inestable situado en el corte de ambas
isoclinas y un punto critico asintéticamente estable situado sobre el eje x. Las separatrices
asociadas al punto de silla separan en dos cuencas de atraccion el cuadrante positivo. Una de
las cuencas lleva a la extincion de la especie x, y la otra a la extincion de la especie y, ambas

producidas en tiempo finito.

Caso 3: Las isoclinas se encuentran en C ., cortandose en un punto de

pendiente positiva de la x-isoclina

Este caso se corresponde con el caso del sistema competitivo de Lotka-Volterra de dos especies
en el que las isoclinas no se cortaban en el primer cuadrante C.,, y en el que estaba la x-isoclina
por encima de la y-isoclina, con la particularidad de que ahora la x-isoclina es una hipérbola. Se
representa graficamente en la figura 4.16.

Esta casuistica queda reflejada en el plano de fase de una manera parecida a la tratada en el
caso 2, es decir, existencia de punto critico de silla divisor mediante las separatrices de C en dos
cuencas, una de las cuales dirige la poblacién x a la extincién en tiempo finito, mientras que la

otra dirige la poblacién y también hacia la extincion.
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Caso 4: Las isoclinas se encuentran en C., pero no se cortan en ningin punto,

estando la x-isoclina por debajo de la y-isoclina

Este caso se corresponde con el caso del sistema competitivo de Lotka-Volterra de dos especies
en el que las isoclinas no se cortaban en el primer cuadrante C, y en el que estaba la y-isoclina
por encima de la x-isoclina, con la particularidad de que ahora la x-isoclina es una hipérbola. Se
representa graficamente en la figura 4.18.

Para esta tipologia no existen puntos criticos donde se anulen las ecuaciones diferenciales, es
decir, no se cortan las dos isoclinas, estando la x-isoclina hiperbélica por debajo de la y-isoclina
recta. La disposicién de dichas curvas condiciona que las érbitas fluyan desde cualesquiera valores

inciales hacia la extincién de la especie x en un tiempo finito.
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Analisis de fase para el 5%, de Lotka-Volterra compet. con faenado de la especie x
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FIGURA 4.11. Retrato de fase con variaciones locales para el S?. competitivo de Lotka-
Volterra con faenado de produccién constante. Caso 1.

Faenado de produccién constante de una especie compitiendo con otra

% %-isoclina |~
— — —y-isoclina
Orbitas [~
20
a=20
b=0.25
SN c=08 -
15/ =N d=13 —
- e = 0.0048
> T - f=041 -
= H=24
10 T
<« T
g
» >
D L 1 L 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 B0 70 80 90 100

X

FIGURA 4.12. Sistema competitivo de Lotka-Volterra con faenado de produccién cons-
tante. Caso 1.
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Analisis de fase para el 5% de Lotka-\folterra compet. con faenado de la especie x
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FIGURA 4.13. Retrato de fase con variaciones locales para el S?. competitivo de Lotka-
Volterra con faenado de produccién constante. Caso 2.

Faenado de produccion constante de una especie compitiendo con otra
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FIGURA 4.14. Sistema competitivo de Lotka-Volterra con faenado de produccién cons-
tante. Caso 2.
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Andlisis de fase para el 5°. de Lotka-Volterra competitivo con faenado de la especie x
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FIGURA 4.15. Retrato de fase con variaciones locales para el S%. competitivo de Lotka-
Volterra con faenado de produccién constante. Caso 3.

Sistema competitivo de Lotka-Volterra con faenado de produccion constante

/
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FIGURA 4.16. Sistema competitivo de Lotka-Volterra con faenado de produccién cons-

tante. Caso 3.
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Analisis de fase para el 5°. de Lotka-Volterra compet. con faenado de la especie %
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FIGURA 4.17. Retrato de fase con variaciones locales para el S?. competitivo de Lotka-
Volterra con faenado de produccién constante. Caso 4.

Sistema competitivo de Lotka-Volterra con produccion constante
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FIGURA 4.18. S% competitivo de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante.
Caso 4.
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4.2.2. Faenado de esfuerzo constante en el sistema competitivo de
Lotka-Volterra

Consideraremos ahora el faenado de una de las dos especies, la especie x, a la que sometemos
a un esfuerzo constante de pesca/caza. El sistema de ecuaciones diferenciales presenta entonces

el siguiente patron:

x=x(a—bx—cy)—Ex,
(4.5)
y=y(d-ex—fy).

Se puede ver facilmente que se trata del mismo sistema de ecuaciones que se presentaba en el
modelo competitivo sin faenado, pero cambiando a por a — E, es decir, con la x-isoclina desplazada
paralelamente a si misma hacia el origen. Por lo tanto, si se representasen en el plano de fase las
orbitas, éstas tendrian la misma apariencia que para dicho modelo, y habria idénticos puntos
criticos en base a los nuevos coeficientes, que coinciden numéricamente con los del modelo original,
salvo para el caso del parametro de crecimiento intrinseco de la especie x: (a’), tomando ' =a - E,
b'=b,c'=c,d'=d,e'=e,yf =f.

Este modelo tiene equilibrios limite en (K (E),0) y (0,M), con K (E) = “;)E yM= %. El examen
de los casos mostraria, al igual que se pudo comprobar en la seccion 2.4, que es posible, incluyendo
el faenado, pasar de una situacién de coexistencia a la extincién de la especie x, 0 a una de
extincion de la expecie y a partir de la coexistencia de ambas especies. Esto es posible, dada la

simetria formal de las dos ecuaciones que forman el sistema competitivo de Lotka-Volterra.

4.3. Faenado en sistemas predador-presa de Lotka-Volterra

Los sistemas predador-presa son usados corrientemente para describir la interaccién de una
especie con su fuente de sustento. El interés principal se halla en el tamafio de la poblacién
de predadores, y por otra parte también interesa la poblacién de presas, debido a su influencia
en el ritmo de crecimiento de la de aquéllos. Un modelo predador-presa es una descripcion
de la dindmica poblacional de un biotopo mas realista, pero en cierto modo equivalente, a la
aplicacion de un modelo de una sola especie cuyo ritmo de crecimiento esta constrefnido por las
limitaciones de los recursos. Esto justifica el estudio tinicamente del faenado de predadores. Pero
ortogonalmente también seria de interés un anélisis similar aplicado al faenado de las presas,
cuya motivacion es el estudio de c6mo se puede controlar una poblacién mediante la manipulacién

de sus fuentes de sustento.
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4.3.1. Faenado de produccion constante en el sistema predador-presa de
Lotka-Volterra basico

Si tenemos en cuenta el sistema maés simple en el que existe una convivencia entre una especie
predadora y otra presa de la anterior, modelado mediante las ecuaciones de Lotka-Volterra, y
le aplicamos a la especie predadora un faenado de produccién constante, se tiene un par de

ecuaciones diferenciales que adquiere la siguiente apariencia:

x=x(a—by)
(4.6)
y=y(-c+dx)-H

Los puntos criticos de este sistema se pueden hallar igualando ambas ecuaciones diferenciales a

cero. Aparte del punto O = (0, %), que a pesar de no hallarse en el cuadrante significativo C,,

H+c(a/b) a
dalb ’5)- Se

puede linealizar el sistema de ecuaciones diferenciales en cada uno de los puntos criticos, para ver

influye en la variacion de las érbitas, también existe otro punto critico en P = (

su naturaleza en relacion a la estabilidad. Para ello, partimos de la igualacién a cero de ambas

ecuaciones, para obtener asi las isoclinas:

£=fix,)=2@-by)=0, & x=0,6 y=-,
b (4.7)
H+ :
y=folx,y)=y(-c+dx)-H=0, & y= o x= €y
dx—c dy
Por lo tanto, y tal como se enuncié méas arriba, los dos puntos criticos son O = (O,—%) y P =

H+c(al/b) a . . . . . .
(W’ 5). Por su parte, las isoclinas responden a las siguientes ecuaciones:

x-isoclina: x=0, 6 y=

H

dx—c

b

S| Q

y-isoclina : y =

Para linealizar el problema, el primer paso a seguir es calcular la matriz jacobiana, que en este

caso responde a la siguiente estructura:

(4.8)
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Sistema hasico predador-presa con faenado de produccién constante del predador
12r

a=148
10k b =039

FIGURA 4.19. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante
del predador. H=0.2.

Sistema basico predador-presa con faenado de produccion constante del predador
12

FIGURA 4.21. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante
del predador. H=0.6.
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Sistema hasico predador-presa con faenado de produccion constante del predador

12r \

10

FIGURA 4.20. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante
del predador. H=0.4.

Sistema basico predador-presa con faenado de produccién constante del predad

FIGURA 4.22. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante
del predador. H=0.8.
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Sistema basico predador-presa con faenado de produccion constante del predador
121
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FIGURA 4.23. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante
del predador. H=1.0.

Sistema basico predador-presa con faenado de produccion constante del predador
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FIGURA 4.24. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de produccién constante
del predador. H=1.2.
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Si particularizamos (4.8) para el punto Z = O, tenemos una matriz triangular inferior, cuyos

elementos diagonales son los autovalores, esto es

a+bZ 0
DOf:(_MC )

c

Los dos autovalores para este punto critico son 11 =-¢c <0,y lg=a+ b% > 0. De este modo, se
puede afirmar que el punto critico O es un punto de silla inestable.

Por otra parte, particularizando (4.8) para el punto 2 = P, tenemos la siguiente matriz

jacobiana:
Dpf = 0 -bP,
Bl= a% —c+dP,
donde se ha denotado P, = H (L‘;(/‘z/)b ), Obtengamos los autovalores de esta matriz.
-1 -bP,
det(Dpf — AI)=det d =
ay —c+dPy—A7

Tenemos entonces el polinomio caracteristico, que toma la siguiente forma
9 a
det(Dpf —AI)= A2 —(dP,—c)A+b (H+ cz)

y se hallan los autovalores, teniendo en cuenta que dP, —c = I%,

Hb Hb)\? a
Ai—%i\/(%) —b(H+CZ)

Entonces tenemos los casos:

2 2
. (Hb Hb Hb
1. Sl(%) >b(H+C%)3%>\/(%) —b(H+C%),
entonces {1} >0y R{A_} >0, puesto que todos los coeficientes son positivos por definicion.

De este modo, en este caso P seria un punto inestable.

2. Si (g—j)Z<b(H+c%) :m{\/(g—f)Z—b(H+c%)} =0,

entonces R{A.} =R{A_} = sz—é’ > 0, usando también que los coeficientes son positivos. Asi

pues, en este caso P también seria un punto inestable.

Se concluye por lo tanto como conclusién que O es un punto de silla inestable, y que P es

un punto critico inestable. En las figuras anteriores se muestran, para distintos valores de H,
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la evolucion de las drbitas para el caso de estudio reflejado en esta seccién, esto es, para el
sistema béasico de Lotka-Volterra, al que se le aplica faenado de produccién constante a la especie

predadora.

Al igual que ocurria en el sistema de Lotka-Volterra basico sin faenado, las 6rbitas giran
en torno al punto critico. Pero al introducir el valor constante de faenado H sobre la especie
predadora se puede observar que dichas trayectorias se mueven en “espiral”, alejandose del punto
inestable P, en vez de su apariencia periddica del modelo basico en forma de curva cerrada,
terminando por extinguirse tarde o temprano la especie predadora (y), tanto méas rapido cuanto
mayor sea H, o extiguiéndose ambas especies cuando una érbita alcanza el eje y antes que al
eje x, lo cual significaria que los predadores pasan a no tener sustento, cayendo su poblacién
después a 0. Las figuras 4.19, 4.20, 4.21, 4.22, 4.23, 4.24, representan este comportamiento de las

trayectorias.

4.3.2. Faenado de esfuerzo constante en el sistema predador-presa de
Lotka-Volterra basico

Consideremos el sistema basico predador-presa de Lotka-Volterra, al cual se aplica un fae-
nado de esfuerzo constante a la especie predadora. Se tiene entonces un sistema de ecuaciones

diferenciales con la siguiente apariencia:

x=x(a—by)
4.9)
y=y(—c+dx)-Ey

Los dos puntos criticos de este sistema se hallan en (0,0) y en (%, %) Es decir, comparte el
punto critico del origen de coordenadas con el sistema de Lotka-Volterra basico, punto que no
tiene interés practico, dado que en ese caso no existirian ni depredadores ni presas. Por otra
parte, el segundo punto critico coincidiria con el segundo del sistema basico, si hiciésemos el
cambio de variable ¢ por ¢ + E. El hecho de anadir un esfuerzo de pesca/caza constante sobre el
predador a las condiciones del sistema predador-presa Lotka-Volterra original, da lugar a una
tasa intrinseca de decrecimiento de la poblacién de la especie predadora y mayor, que provoca un
mayor aumento de la especie presa, con lo que posteriormente la especie predadora podra crecer
mas todavia por poseer mas recursos. Como consecuencia de ésto, las érbitas se van agrandando
en ambos sentidos, dado que a menor nimero de predadores, aumenta el niimero de presas, lo
que significara a continuacién un incremento de predadores, y cuando éstos cazan a las presas
mermando su poblacién, tendran cada vez menos recursos, con lo que su poblacién disminuir4,
aumentando de nuevo el nimero de presas. Es decir, se trata del mismo comportamiento que se
producia en el sistema Lotka-Volterra basico, con la particularidad de que el radio de las 6rbitas

aumenta.
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Sistema bésico predador-presa con faenado de esfuerzo constante del predad
r

meoe o oToae
wonnouon

FIGURA 4.25. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de esfuerzo constante del
predador. E=0.002.

Sistema hasico predador-presa con faenado de esfuerzo constante del predador

FIGURA 4.26. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de esfuerzo constante del
predador. E=0.05.
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Sistema hasico predador-presa con faenado de esfuerzo constante del predador

S a=18
b=09
c=081
d=054

E=0.2

o

FIGURA 4.27. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de esfuerzo constante del
predador. E=0.2.

Sistema basico predador-presa con faenado de esfuerzo constante del predador

FIGURA 4.28. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de esfuerzo constante del
predador. E=0.5.
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Sistema basico predador-presa con faenado de esfuerzo constante del predador

maeo oo
[ [ T
N — Ny
ho o
jroAgpery

FIGURA 4.29. Sistema basico de Lotka-Volterra con faenado de esfuerzo constante del
predador. E=1.

En las figuras 4.25, 4.26, 4.27, 4.28 y 4.29 se pueden observar, para distintos valores de E,
las variaciones de las 6rbitas en el plano de fase. Se puede observar que a medida que aumenta
la magnitud del esfuerzo de pesca las trayectorias se vuelven méas alargadas en el sentido del
eje x, dado que cada vez las presas llegan a alcanzar mayores valores maximos de especimenes
en el ciclo asociado cuando existen pocos predadores. Ademas también se alargan las 6rbitas en
el gje y, dado que al aumentar mucho las presas, aumenta también el sustento de predadores,
por lo que su poblacién vuelve a aumentar. Se presenta por tanto un aumento de la amplitud
de las d6rbitas segiin ambos ejes, permaneciendo las caracteristicas del sistema predador-presa
original intactas (los ejes x e ¥ no llegan a cortarse con ninguna trayectoria, y el punto critico en
torno al cual giran las érbitas yace aproximadamente en el mismo lugar central, aumentando su

coordenada x por efecto de este tipo de faenado.

4.4. Faenado simultaneo de presas y predadores en un modelo

predador-presa

Puede ser interesante analizar el caso en que en un sistema predador-presa se ponga en
practica de manera simultdnea tanto faenado de la especie predadora como de la especie presa.

Esta es la razon de ser de esta seccion. Para acometer tal tarea, presentaré primeramente el
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modelo predador-presa sobre el que se trabajara, sin aplicar faenado a ninguna de las dos especies,

y que responde al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

x
x:rxx(l——)—axy

K (4.10)
y==Tyy+ By

Como se puede deducir de la ecuacion (4.10), la especie presa x presenta un término de creci-
miento logistico, al que se le descuenta una cantidad axy, que resulta estar relacionada con la
disminucién debida a presas capturadas. Por su parte, la especie predadora y decae segin una
tasa de crecimiento negativa —r,, y aumenta con los encuentros asociados a las capturas de
presas segun el sumando fxy.

Primeramente igualamos ambas ecuaciones diferenciales a 0, y se calculan las isoclinas, y los

puntos criticos o de equilibrio como interseccién de ambas.

a'czfl(x,y):x(rx(l—%)—ay)=0

y:f2(xay):y(_ry+ﬁx):0

r X
f1(x,)=0x=0 6 y:zx(l__)

r (4.11)

Yy

fex,y)=0y=06 x= 5

Por lo tanto, por una parte, las isoclinas distintas de los ejes de coordenadas (las isoclinas no

triviales), responden a las expresiones que siguen:

. . Iy X
x-isoclina: y = —|1— —)
Y a ( K

cocli ry
y-isoclina: x = —
p

Aplicando (4.11) se obtienen tres puntos de equilibrio, el primero en O =(0,0), el segundo de ellos
esP = (%, o (1 - 5—1’6{)), y el tercero est4 situado en @ = (K,0).

Para realizar el estudio de la estabilidad en los puntos criticos utilizaremos el método que
se explica en los apéndices A y B, y que consiste en tomar el término lineal del desarrollo en
serie de Taylor de la funcion vectorial (f1, f2), centrado en cada punto de equilibrio, que se halla
mediante la matriz jacobiana de dicha funcién, y linealizar de este modo el sistema de ecuaciones
diferenciales en los tres puntos criticos. El comportamiento de la aproximacién linealizada es el
mismo que el de la verdadera funcién vectorial en un entorno lo suficientemente préximo a dichos
puntos, por lo tanto podemos extrapolar informacion de aquélla relativa al tipo de estabilidad a
los puntos de equilibrio del sistema exacto. De este modo, primeramente calculamos la matriz

jacobiana de (f1, f2), obteniendo
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D:f = ( (4.12)

re—2%x—ay —ax )
By —ry+ px

Por consiguiente, si particularizamos (4.12) para 2 = O =(0,0), se obtiene la matriz

52
Do,of =
0 -ry
Como si calculamos el espectro de D (g 0)f mediante la ecuaciéon det D(g 0)f —AI =0, (0o mejor aun,
dado que la matriz es triangular, los autovalores son los elementos de la diagonal), se obtienen
dos autovalores de distinto signo A1 =r, >0, A3 = —r, <0, estamos en condiciones de afirmar que
O =(0,0) es un punto de silla, y por lo tanto un punto critico inestable de (4.10).
Por otra parte, repitiendo el analisis para el punto @ = (K,0), se obtiene una matriz jacobiana
Do f = (—rx -aK )
0 -ry+pK

Los dos autovalores son, por tratarse de una matriz triangular, los dos elementos de la diagonal,
y responden a las expresiones 11 = —r, <0, A2 = —r, + BK. Si se cumple r, > K, entonces los dos
autovalores tienen signo negativo, y (K,0) seria un punto de equilibrio asintéticamente estable de
(4.10). Si, por el contrario, r, < BK se verificaria que los dos autovalores tendrian distinto signo,
con lo cual, @ seria un punto de silla inestable para (4.10).

Analizamos a continuacion la linealizacién de f = (f1, f2) en el punto P. Tras algunos célculos,

la matriz jacobiana presenta la siguiente estructura

DPf: r
peli-g) o

Mediante la resolucién de la ecuacién det(Dpf — AI) = 0 se obtienen los dos autovalores, que son

ceros del siguiente polinomio caracteristico de grado 2:

Txly

Kp

9 T
A%+ A+rery |1

&9

Como los tres coeficientes son positivos, y en particular el segundo lo es, y ademas suponemos
r . . .
K> Fy, de ello se deduce que los dos autovalores tienen parte real negativa necesariamente. En
. r B
efecto, si K > Fy se tiene:
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(rx"y); —4ryry (1 N 1%)

ryr (Kp)
Ao = Y+
1,2 2K,6 <

\/(wy) —(Kp)ar.ry(Kp-ry)

Tyl (Kﬁ)

Ao = 2}; , ry<Kpo
2 2
rery \(rary) +(Km 4y (ry~Kp)
- ~KpB<0

A< 2K,6+ 9K p , T B<0e

ryl'y (rxry)z
A <- +

2K 8 2K 8

rsly Txl'y
M<—oxp T oKp "

2

rxl’ \/(’"x"y) —(KB)aryry (KB—Ty)

Aot = ——2 — R{da} <0
R{A2} 9K p 9K p < RN{Ag} <

Ello significa que podemos concluir que el punto de equilibrio P es asintéticamente estable

bajo el mencionado supuesto, por tener los dos autovalores parte real negativa.

Por lo tanto, bajo la suposicién K > %, y por medio de los calculos precedentes, se pueden
justificar las figuras 4.30, 4.31 y 4.32. En la primera de ellas se ha realizado una simulacién
hasta el instante #,,,, = 150, de tal forma que se puede observar cémo las trayectorias se acercan
en espiral hacia el punto critico P, pero sin llegar a alcanzarlo, circunstancia que se produciria
para ¢ = oco. En la figura 4.31 se ha tomado un instante final mucho mayor (¢,,,, = 1500) en la
resolucién numérica mediante Matlab, y se puede apreciar que parece que las orbitas se “funden”
todas en torno a P. Si amplidsemos esa imagen lo suficiente en el entorno de P se podria llegar a
comprobar que efectivamente las trayectorias no se cortan, sino que siguen espirales disjuntas

muy apretadas hacia el punto critico asintéticamente estable sefialado.

Por otra parte, si K < % y tuviésemos ésto en cuenta en el calculo de los autovalores pa-
ra los puntos P y @, se obtendria que P es un punto de silla inestable y @ un punto critico

asintéticamente estable, casuistica que queda representada en la figura 4.33.

Cuando x, = K, la poblacién de presas tiende a su capacidad de carga, aproximandose las
trayectorias en el plano de fase cada vez mas al punto critico @ antes mencionado, segiin se puede

comprobar en la figura 4.33.

En las siguientes subsecciones se analizara el comportamiento del sistema (4.10) que aqui
hemos estudiado, pero con la particularidad de que se le aplicara a mayores un faenado de

distinta magnitud a ambas especies.

106



4.4. FAENADO SIMULTANEO DE PRESAS Y PREDADORES EN UN MODELO
PREDADOR-PRESA

Sistema predador-presa con crecto. logistico de la presa y malthusiano del predador

FIGURA 4.30. Orbitas para el sistema predador-presa descrito en las ecuaciones
predador-presa sin faenado (4.10), con K > 7,/ y tpmax = 150.

Sistema predador-presa con crecto. logistico de la presa y malthusiano del predador

FIGURA 4.31. Orbitas para el sistema predador-presa descrito en las ecuaciones
predador-presa sin faenado (4.10), con K >r,/f ¥ tmax = 1500.
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Sistema predador-presa con crecto. logistico de la presa y malthusiano del predador

rx=l].5
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a=0.2
ry=l].7r
p=0.2
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x-isoclina
y-isoclina

FIGURA 4.32. Orbitas para el sistema predador-presa descrito en las ecuaciones
predador-presa sin faenado (4.10), con K >r,/B Yy tmax = 1500.

Sistema predador-presa con crecto. logistico para la presa y malthusiano del predador

r,=0.5
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4F T ay=1500
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s _"..(ll 1
5] 8 10 12

FIGURA 4.33. Orbitas para el sistema predador-presa sin faenado descrito en las
ecuaciones (4.10), con K <r,/B ¥ tmax = 1500.
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4.4.1. Faenado de produccion constante aplicado a presas y predadores

Partiendo como base del sistema (4.10), le afiadimos ahora a cada ecuaciéon un término de
faenado del tipo “constant yield” o “produccion constante”, quedando como punto de partida para

nuestro analisis el siguiente sistema:

x:rxx(l— ﬁ) —axy—H,
K (4.13)
y= _ryy+,6xy_Hy

La igualacién a 0 de ambas tasas de cambio de las poblaciones de predadores y de presas da
lugar a un par de isoclinas, que se cortan en los puntos criticos, y que responden a las siguientes

ecuaciones:

r ryx r H
x-isoclina: ——xxz—axy+rxx—Hx:0 o y:_L+_x__x
K Ka a oax
. . H,
y-isoclina: fxy-r,y—-H,=0 & y=
Px—ry

Como se puede comprobar, tanto la x-isoclina como la y-isoclina son dos hipérbolas.

Si igualamos el valor de y extraido de las dos isoclinas, se obtiene una ecuacién cibica en
funcion de la variable x, que si resolviésemos nos permitiria calcular los valores de abscisa para

los puntos criticos del sistema. Dicha ecuacién obedece a la siguiente expresion:

_%x3+(ﬁrx+ rg;;y)x2_(aHy+ﬁHx+rxry)x+ery =0 (4.14)

Aplicando la regla de los signos de Descartes en (4.14), y dado que los parametros de (4.13) son
todos positivos, es facil ver que la ecuacion (4.14) tiene como maximo tres raices positivas, por
haber tres cambios de signo entre coeficientes consecutivos (aunque ésto podria ser deducido
también del teorema fundamental del algebra). Pero lo mas conveniente e interesante no es
resolver analiticamente esta ecuacion cubica, con vistas a sustituir las raices en la matriz
jacobiana para determinar la naturaleza de los puntos criticos. Véase una ampliacion del porqué
ésto no seria practico en el apéndice D. Ademéas mediante un programa de simulacién no muy
complicado se puede obtener no sélo la naturaleza de los puntos criticos, sino ademas las 6rbitas
para cualesquiera condiciones iniciales. Lo mas interesante es realizar un anadlisis cualitativo de

lo que les sucede a dichos puntos si se varian las constantes de producciéon H, y H,.

Primero representaremos las isoclinas, para unos valores tipicos (positivos) de los parametros

involucrados en las ecuaciones (4.13).
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Isoclinas, puntos de equilibrio, y variacién cualitativa
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/ Eje x=0
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FIGURA 4.34. Representacion de las isoclinas y de la tendencia de la variacién de las
érbitas para el sistema predador-presa con faenado de produccién constante (4.13).

Como se puede observar en la figura 4.34, dada la situacién de las isoclinas en el plano de
fase, como mucho habra dos puntos de equilibrio en el primer cuadrante, que es el que desde un
punto de vista biolégico interesa, a pesar de que efectivamente existen tres raices reales de la
ecuacién (4.13), una de ellas con ordenada negativa. Esta carece de sentido en un ecosistema real,

como es légico.

Sin embargo, conviene tener siempre presente en los andlisis, en relacion a la estabilidad de
puntos criticos y sus consecuencias sobre las orbitas, que aunque la dnica parte del plano que es
significativa biolégicamente hablando es el cuadrante positivo, sobre él influyen todos los puntos
criticos, aunque se hallen en otros cuadrantes. Este comportamiento justifica el estudio de todos
los puntos criticos, aunque tengan abscisa y/6 ordenada negativas.

Supongamos que en el sistema (4.13) disminuimos el valor de H,. Ello significara que en la

x-isoclina, que como vimos, responde a la expresién

. . .-, H. . . . . P
disminuira el valor absoluto del sumando —_*. Por lo tanto, si en la x-isoclina hiperbélica
disminuimos progresivamente H,, haremos que su representacién geométrica tienda a una de

sus asintotas rectas
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Otro tanto ocurre con la y-isoclina. Su expresién, como ya vimos, responde a la ecuacién Bxy —
ryy—H, =0. Si disminuimos progresivamente H, tendremos, en el paso al limite, la siguiente

ecuacion para la y-isoclina, que es en realidad una de las asintotas rectas de las y-isoclinas:

y
x=—, yeR.
p

Es decir, el hecho de disminuir las constantes de faenado, como es l6gico, hace tender las isoclinas
hiperbdlicas a las isoclinas rectas que se tenian sin faenado, cosa que, por supuesto, también
ocurre con los puntos criticos. Este es un hecho que no deberia de extrafiarnos, ya que lo que
hacemos al disminuir las constantes H, y H, es disminuir las capturas hasta hacerlas iguales a

0 cuando las constantes de rendimiento se anulan.

Variacion de isoclinas y puntos criticos al disminuir H“ ¥ Hv

QD-\\,/

15k S Eje y, x-isoclina para H -0

Eje x, y-isoclina para Hfﬂ

- isoclinas para Hx=Hy=3
T isoclinas para Hf”f'-z

g isoclinas para Hx=Hy=[l

-15
-18 -10 ] u] 5 10 18 20 25 30

FIGURA 4.35. Representaciéon de la tendencia de la variacién de isoclinas y puntos
criticos al disminuir la produccion, para el sistema predador-presa con faenado de
produccién constante (4.13).

. ., ., » B . r
Veamos a continuacién la representacion de las 6rbitas, bajo el supuesto K > Fy
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Orhitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado de ambas especies
A1 L

—— - Agintota de la x-isoclina
x-isoclina

y-isoclina

& Pto. critico 1

¢ Pto. critico 2

Orbitas

FIGURA 4.36. Orbitas, isoclinas y puntos criticos para el sistema predador-presa con
faenado constante de ambas especies (4.13) y K > r,/p.

Como se puede observar en la figura 4.36, el hecho de incluir faenado hace que las érbitas
tiendan hacia la extincion de una de las especies, normalmente la que se le aplica un faenado
asociado a mayores capturas (mayor faenado).

Supongamos que es la especie x la que se extingue en primer lugar. Légicamente, la ecuacién
diferencial que se aplicard para la especie y serd a partir de ese instante y|,-o = -7,y — H,. Esta
ecuacién implica que la especie y seguira decreciendo hacia su extincion. Es decir, si se extingue
primero la especie x, la especie y también se extinguira, si su evolucién sigue el patrén de las
ecuaciones de partida, que es lo légico.

Por otra parte, si se extingue primero la especie y, tendremos una ecuacién diferencial para
la especie x que responde a la siguiente expresion: &|y—o = ryx (1 - I%) — H,; esto es, tenemos la
misma ecuacién diferencial que para el caso de una variacién logistica de una especie con faenado
constante, caso ya estudiado en la seccién 4.1.1.

Como se vio alli, si sucede que H, > ﬂ, entonces la anterior ecuacién no presentara puntos
criticos, y la poblacion de x, que se alcanza cuando se extingue y, se extinguira también en tiempo
finito, e independientemente del valor alcanzado al tocar la érbita el eje x.

Si se tiene que H, = = =, entonces sélo existird un punto critico para la evolucién de la especie

x, e igual a x. = % Tal y como se vio, si el valor alcanzado para x al tocar la 6rbita el eje x es
superior a x., entonces la poblacién de la especie x decrecera, tendiendo al valor x. cuando ¢ — oo,

es decir, no se extinguira. Por el contrario, si el mencionado valor de corte es inferior a x., la
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especie x se extinguird también, y en un tiempo finito.
. . K .z oL .
Si sucediera el caso restante (H, < rxT), entonces la ecuacién logistica tendria dos puntos

criticos sobre el eje x, que responden a las siguientes ecuaciones:

2
K+ /K2 - K
X9 =
2

Si el punto de corte de la 6rbita con dicho eje sucediese para un x menor que el punto critico
menor x1, la especie x se extinguiria en tiempo finito. Si estuviese comprendido entre el punto
critico menor x; y el mayor x9, la poblacion de x tenderia asintéticamente al punto critico mayor
x2, y si el punto de corte fuese mayor que el punto critico mayor x9, la poblacién x decreceria
tendiendo asintéticamente a xs.

Por otra parte, también podemos analizar cémo influye el incremento del faenado en los puntos
criticos y en las drbitas. Para ello representamos en la figura 4.37 cémo varian las isoclinas para
unos valores crecientes de H,, H,. Si observamos la figura y vemos la evolucién en el sentido de
faenados crecientes, esto es, aumentando H, y H, a partir de los valores mas bajos, y si tenemos
en cuenta las expresiones analiticas de las isoclinas, podemos llegar a la conclusién de que al
aumentar las constantes de produccion positivamente, en el cuadrante C. los puntos criticos
se moverian uno hacia el otro, las isoclinas llegarian a tocarse en un punto para unos valores
concretos de las variables x e y, y posteriormente no se volverian a intersecar ya mas. Para ver
graficamente lo que ocurriria a las érbitas y al ecosistema en tal situacion de inexistencia de
puntos criticos en el primer cuadrante, se ha generado la figura 4.38, que se corresponderia con
condiciones de fuerte faenado aplicado a ambas especies y ausencia de puntos criticos en el primer
cuadrante.

En la figura 4.38 se observa que aplicando faenado fuerte a ambas especies las érbitas
terminan por alcanzar los ejes de coordenadas, extinguiéndose primero en algunos casos la
especie x, que tendria como consecuencia también la extincion de la especie y, como se vio mas
arriba. En otros casos se extingue la especie y primero, ocasionando la variacién logistica de la
especie x con faenado constante aplicado H,, con lo que se darian las mismas casuisticas que las
expresadas anteriormente.

Lo hasta aqui descrito presupone el cumplimiento de la condicién K > 2, es decir, se supone
que el punto del eje x correspondiente a la capacidad de soporte de la especie presa esta situado
mas a la derecha de la y-isoclina pareja a la ausencia de faenado para la especie y. Para ver
cualitativamente lo que sucederia a las isoclinas y a los puntos criticos si no se diera esta

circunstancia, se ha generado la figura 4.39.
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Variacidn de isoclinas y puntos criticos para faenado creciente

Eje x
Eje y
'_- Isoclinas para H“=Hy=2

l\ Isoclinas para H“=Hv=4.25

Isoclinas para H“=Hy=14

‘200 -5

FIGURA 4.37. Isoclinas y puntos criticos para el sistema predador-presa con faenado
creciente de ambas especies en el sistema (4.13), y K > r,/p.

Se puede observar que no existe ningin punto critico en C., y que se hallan todos por debajo
del eje real. La unica isoclina que tiene interseccion no vacia con el cuadrante positivo es la
x-isoclina, por lo que algunas érbitas caeran verticalmente si se cruzan con dicha isoclina en sus
puntos de corte con ella. Las y-isoclinas se encuentran todas por debajo del eje x. Esto explica que
ninguna érbita con condiciones iniciales en cualquier punto del cuadrante C, tendra pendiente
nula Z—i =0 en alguin lugar de dicho cuadrante y, por lo tanto, por estar los puntos criticos por
debajo, las 6rbitas tenderan hacia abajo, extinguiéndose primero una de las especies. Si la que
se extingue es la especie y, sucederan las mismas casuisticas que las descritas mas arriba para
la especie x. Si por el contrario, la que se extingue primero es la especie presa x, y siguiendo la
referida argumentacion, ello significara la extincion posterior de la especie y por estar sometida a
faenado, situacién a la que se le anade decrecimiento intrinseco exponencial, y ausencia de presas

con las que sostenerse.

Supongamos que la evolucién temporal parte de unas condiciones iniciales tales que xg <K e
yo >0, lo cual es coherente con el modelo logistico. Una forma de ver que las 6rbitas nacientes
en C, con esas condiciones caen todas hacia abajo es ver que y < 0 para cualquier punto del
cuadrante positivo que las verifique, lo cual explicaria que necesariamente o bien se extinguen x
seguida de y, o bien se extingue y, variando después x sobre el eje ¥y =0 segin las relaciones que
verifiquen sus parametros logisticos y su constante de faenado frente al valor de corte en dicho

eje. En efecto, como se verifica —r, < — K, se llega a la conclusién de que y =y (-ry + fx) —H, <
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Orbitas para el sistema predador-presa con fuerte faenado de ambas especies
LY LN

Leyenda:

y-isoclina
Orbitas

= 0.9
H =10
Hy= 1
K=20

FIGURA 4.38. Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado constante
fuerte de ambas especies (4.13) y K >r,/p.

y(ﬁ(x—K)) -H, <0.

Si fuese xg > K e yg < % también tendriamos decrecimiento de la especie y, es decir, y <0
durante toda la trayectoria, con las mismas consecuencias que las comentadas en el anterior
parrafo. En cualquier caso, como la variacién natural de la especie x sin faenado y sin predadores
es de tipo logistico, en principio es una contradiccién biolégica el que xg > K, pues estariamos
suponiendo implicitamente que se ha superado la capacidad de carga para dicha especie, es
decir, que estan coexistiendo en el ecosistema mas especimenes de la especie presa de los que el
habitat puede soportar con sus recursos, desde el principio de la evoluciéon de la 6rbita. Es decir,
en principio se deberia verificar siempre biolégicamente que x < K.

En la figura 4.40 se muestra un ejemplo de que el comportamiento de las érbitas es el que
realmente he descrito, partiéndose incluso en algunas 6rbitas de condiciones iniciales x(0) > K,

que aunque no tiene sentido, no afecta a la conclusion extraida mas arriba.

4.4.2. Faenado de esfuerzo constante aplicado a presas y predadores

Supongamos ahora que a cada una de las especies parejas a las ecuaciones del sistema (4.10)
le aplicamos un faenado de esfuerzo constante (“constant effort”), de magnitud en la unidad de
tiempo igual a Ex para la especie presa, y otro de distinto coeficiente cEy a la especie predadora,

estando relacionados ambos faenados mediante el parametro c. De este modo el sistema de
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Isoclinas y puntos criticos del sistema predador-presa para K < rvfs

Eje =
Eje y
Isoclinas para H“=Hy=2
Isoclinas para H“=Hy=4.5
Isoclinas para H“=Hv=14
10F
5 -
=0
sF |
A0k
A5 /
{
20 1 1 1 L1 1 N ¥ . .
20 -15 10 5 0 10 15 20 25 an

FIGURA 4.39. Isoclinas y puntos criticos para el sistema predador-presa con faenado
constante de ambas especies (4.13), y K <r,/p.

ecuaciones diferenciales seguiria las siguientes expresiones.

xzrxx(l—ﬁ)—axy—Ex
K (4.15)
y=-ryy+pxy—cEy

La interpretacion fisica del parametro ¢ se podria entender en los siguientes términos:

la poblacién presa se ve mermada por efecto del faenado en una tasa por unidad de tiempo y
por especimen de valor E, o lo que es 1o mismo, se capturan especimenes presa en la unidad de
tiempo en una cantidad proporcional en todo momento a la magnitud de la poblacién, segin la
constante de proporcionalidad E.

Por su parte, la poblacién predadora merma por accién del faenado segin otra tasa por unidad
de tiempo y por especimen de valor cE, o si se quiere, equivalentemente, la cantidad de individuos
disminuye en una cantidad por unidad de tiempo proporcional precisamente a dicha cantidad,
pero segun otra constante distinta cE.

El parametro ¢ se puede, pues, entender como la razén de capturabilidad entre presas y
predadores. Mas concretamente, si el faenado se realiza mediante artes de pesca basadas en
redes, y si la especie presa es pequena y la especie predadora es relativamente mucho mas grande,
teniendo los pescadores interés en la especie predadora, se puede pescar la misma con unas redes

de paso grande, de tal manera que casi todos los ejemplares de la especie presa se cuelen por las
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Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado y K < rv.fn
20r

x-isoclina
y-isoclina |-

= Orbitas

FIGURA 4.40. Orbitas e isoclinas en C, para el sistema predador-presa con faenado
constante de ambas especies (4.13), y K <r,/p.

mismas y no sean capturados, siendo sin embargo si pescados la mayoria de ejemplares de la
especie predadora. Este caso se corresponderia con un valor de ¢ >> 1.

Por otra parte, si el tamarfio de la especie presa es mayor que el tamaio de la especie predadora,
teniendo los pescadores interés en la primera, las redes usadas para pescar los especimenes de
presas habrian de tener un paso que permitiese que se colasen los predadores y se retuviesen las
presas, y en ese caso la constante ¢ tendria un rango de valores 0 < ¢ << 1.

Por otra parte, de cara al analisis de los puntos criticos y su influencia en las érbitas, conviene
recordar que sélo el cuadrante positivo tiene sentido biolégico, pero sobre €l influyen todos los
puntos criticos de otros cuadrantes, por lo que se deben explorar todas las posibilidades en cuanto
a sus posibles ubicaciones, y tener asi una visién global de todas las casuisticas que se pueden
dar en relacién a la evolucién de las trayectorias sobre C,.

Entrando ya en el estudio del sistema que ahora nos ocupa, y sacando factor comtn en ambas

ecuaciones, presentarian la siguiente apariencia

s=x{ra[1-%)-ay-5]

yzy(—ry+,6x—cE)

(4.16)

Si igualamos a 0 las dos derivadas temporales, tanto la de las presas como la de los predadores, se

obtienen las dos isoclinas del sistema no triviales, ademas de las evidentes x =0, e y = 0. Es decir,
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x=fl(x,y):x(rx(l—%)—ay—E):0

y=fax,y)=y(-ry+px—cE)=0

ryx (E-r
fl(X,y)=0©x=06y:_L_( x)
Ka a
ry+cE M (4.17)
f2(3C,y):0©y=0(’)x= Y = —
p B
Por lo tanto, las isoclinas distintas de los ejes de coordenadas responden a las expresiones que
siguen:
isocli TxX (E - rx)
x-isoclina: y = —— —
Y= "Ka a
L ry+cE
y-isoclina: x = 5

De las anteriores ecuaciones (4.17) se puede deducir que el sistema posee tres puntos de equili-

brio, el primero es O = (0,0), el segundo es P = (ry}r;E, ﬁK(r’“_EI){_ﬁr;(ryHE)) = (%, W), y

finalmente el tercer punto critico se halla en @ = (K(rr"—x_E), O).

Dado que todos los parametros son positivos por definicién, se tiene que % >0, y por lo

tanto, existen sélo tres casos significativos (mas los dos casos excepcionales que se darian en el
“borde” de esos tres). En las figuras 4.41, 4.42 y 4.43 se representan graficamente las isoclinas,
los puntos criticos relevantes biolégicamente (es decir, los que se hallan en el interior de C.), asi
como los restantes puntos criticos, que no son puntos de equilibrio biolégicamente significativos,
aunque influyen en la representacion de las érbitas.

Para ver el comportamiento de las 6rbitas en los puntos criticos es preciso linealizar el
problema, y para ello se parte de la matriz jacobiana asociada a la funcién vectorial (f1, f2), que

presenta la siguiente estructura:

Daf = re—2%x—ay—E —ax (4.18)
‘ By —ry+px—ck )

Si particularizamos (4.18) para O = (0,0), obtenemos una matriz diagonal, cuyos autovalores

coinciden con los coeficientes de la diagonal,

Dof = (rx E 0 ) (4.19)
0 —ry—cE

Por lo tanto, se tiene

1. Sir, > E, se tiene que 11 >0, 19 <0, y O =(0,0) es un punto de silla inestable. Esta

situacion se corresponde con los casos A y B representados en las figuras 4.41 y 4.42.
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Anilisis de fase para el caso 1

4 -
Eje x
I5r <l Eje y
y-isoclina
3r x-isoclina
Y & Ptos. criticos
25} l <
| l
= 156F
p
3
ni 4
— >
o5k T
—T>
0 0
0 > > & -«
05k
1 L ] 1 ] L L . L )
1 0.4 1] 04 1 158 2 25 3 35 4

FIGURA 4.41. Caso A: los puntos P € C; y @ € C son significativos biolégicamente.
Estudio grafico de las isoclinas y las variaciones locales.

2. Por el contrario, si ry < E, tenemos que 11 <0y A9 <0, con lo que O =(0,0) seria un punto

de equilibrio asintéticamente estable, situacion que se da en el caso C, figura 4.43.

3. Se verifica, como es facil de ver, que A3 = —(ry + cE) <0, para cualesquiera valores de los

parametros, lo cual se deduce del hecho de que éstos son positivos.

Veamos ahora lo que sucede en el punto . Si particularizamos (4.18) para @ = (K(r+;m,0),
obtenemos una matriz triangular, que se cine a la siguiente estructura
E-r —aK=E

* g ) (4.20)

Dof = -
of 0 Kpira—F) —(ry+cE)

I'x

Los autovalores se expresan por lo tanto

M=E-r,
K -E
AQZM—(ry+cE)
rx

Asi pues, podemos hacer un desglose para la naturaleza de la estabilidad en @, segun las

siguientes casuisticas:
KBE-ry) 1y
1. 1>0,A2>0 © E>ry, c <——F—= — 5 <0, luego este caso no se puede dar, por no tener

sentido desde el punto de vista biolégico que ¢ < 0.
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Analisis de fase para el caso 2

I 4
Y
IR Y <
I ¥ l <
0
0 > i - -
. Q
Ak
< Eje x
5| Eje y
P4 —y-isoclina
x-isoclina
3 — i & Ptos. criticos
4L
_5 1 1 1 L J L J
-1 0 1 2 3 4 S B 7 g

FIGURA 4.42. Caso B: El punto @ € C. es significativo biol6gicamente. El punto P se
halla por debajo del eje x.

2. 11<0,12>0 o E<ry, 0<c< W, caso que significa que @ es un punto de silla

(inestable).

Estas condiciones se dan en el caso A, representado en la figura 4.41, en el que se cumple

que K(rr"—X_E) > %, con lo que se tiene que Ag > 0.

Para que sea c > 0, habra de verificarse que Kf(r, — E) > r,r,, expresién equivalente a

E< ”(KK—%”), con E < r,. Dicha expresion se cumple cuando Klﬁgﬁry <l, Kp-r,<Kp,1lo

cual se verifica siempre.

KB(ry—E)-ry .. R
3. 11<0, 19<0 ©E<ry, c> %, caso que significa que @ es un punto de equilibrio
asintéticamente estable. Se corresponde con el caso B representado graficamente en la
figura 4.42. En este caso se verifica M < %

Kp(ry—E)-ryr . ., .
4. 11>0, 19<0 ©E>r,, c> %, situacién para ¢ que se cumple siempre en este
x

caso, por ser E > r,. Esta casuistica se corresponderia con una naturaleza para @ de punto

de silla (inestable), y ha sido representado graficamente en el caso C, figura 4.43. Se verifica
K(rx_E) < M
T B-

Particularicemos ahora la matriz jacobiana para el punto P = (%, W) Obtendremos

una matriz que responde a la siguiente estructura:
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Analisis de fase para el caso 3

4 —
3t -
4
2F -
1 “T
{ 1
l Q 0 -~
a i & > - -< -«
= * <
T !
A T -
2k
P
Eje x
Bl o Eje y
— y-isoclina A
4k %-isoclina
& Ptos. criticos
‘5 L 1 L L 1 J
-4 -2 0 2 4 5 8

FIGURA 4.43. Caso C: El punto O se halla en el cuadrante positivo y es significativo
biol6gicamente. Los puntos P y @ se hallan fuera de C..

xM Kﬁ(rx_E)_er M
Iy — er— -~ KB -E —-a%
DPf :( [;{ﬁ(rx—E)—rﬁll O’B (4.21)
Ka
r _2er _ KB(ry—E)-r:M _E-2A —aM
det(Dpf—u)zdet( LR B M _Aﬁ (4.22)
Ka

Para simplificar calculos, identifiquemos los coeficientes de la matriz (4.21) con los coeficientes

a;j de una matriz idéntica

Dpf = ( (4.23)

a1l a12)

a1 azg

Para calcular el determinante de una matriz y simplificar cdlculos, lo mas conveniente es utilizar
la propiedad de que aquél no varia si sumamos a cualquier fila una combinacién lineal de las
restantes filas. Para el caso que nos ocupa, podemos expresar det(Dpf — AI) en funcién de los
coeficientes de la matriz (4.23), y a continuacién aplicar la anterior propiedad para conseguir
una matriz triangular, de tal manera que tendremos en la diagonal los factores que intervienen
en la obtencion de los autovalores, y cuyo producto es el polinomio caracteristico de Dpf. En

este caso Unicamente nos basta con aplicar a la primera fila la siguiente combinacion lineal:
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F{=F— Fg%, de tal manera que nos queda el determinante de una matriz triangular inferior
como resultado, cuyos autovalores se obtienen a partir de los factores de la diagonal.

Es decir, operando en (4.22) se consigue el determinante de la matriz Dpf — A1

M
a11—/1—a21%—/1 0

det{Dpf — AI} =det (4.24)
aai -A
Por tanto, el polinomio caracteristico para Dpf seria el que sigue
Ma
pM =2 —and+ag—
p
y sus soluciones serian los dos autovalores, que se rigen por la siguiente ecuacion
2 M
ail a1~ 4Taa21
Ae=—+ ,con M =r,+cE, (4.25)
2 2
con lo que sustituyendo en (4.25) los coeficientes por su valor a1 = —Agﬁ" y agy = M - %,

obtenidos a partir de algunos calculos en la matriz (4.22), y reordenando un poco la expresion

asociada a los autovalores, se obtiene un valor para éstos que responde a la siguiente ecuacion:

Ai:_ 4M

er+1\/er reM  KPE-ry)

2kp 2\ kg \ KB ra

de tal manera que se tiene

)Liz—eri roM r'xM+2K,3(E—rx)+2M
2K B 2KpB\ 2Kp Iy
:_er 17 1+2K,B (ZKﬁ(E—rx)+2M)
2K p roM Iy

A la vista de esta ecuacion, se puede concluir que R 1_ <0 se cumple en todos los casos. Veamos
lo que sucede con ..

En el caso C tenemos:

rx—E<O©E—rx>O©\/1+2Kﬁ(2Kﬁ(E_rx)+2M)>1:>
roM Iy
reM 2K p (ZKﬁ(E —ry) )
Ay=—=—|1-1/1+ +2M 0
+ ZK,B( \/ roM Ty >

En el caso A, P se encuentra a la izquierda de @, y por lo tanto
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+cE - - -
rytel Koa=B) o KPCx=B) opp oEKPE-)
B rx I'x 'x
>R{A:1<0

El caso B es el exactamente opuesto al caso A, porque ahora se cumple

ry+cE >K(rx—E)
p T'x ’

lo que significa que R {1} > 0. Es decir, en este caso la conclusién es que 1, € R*.
En consecuencia, para el punto P se puede concluir que es asintéticamente estable en el caso A,
y un punto de silla (inestable) en los casos By C.

De este modo, ¢ y E han de cumplir las siguientes condiciones para verificarse A, >0

Mr, - KB(E —ry) CM>0S e Kpf(ry—E)—ryry
Kp Iy Er,

Ay >0 X >
- (4.26)
:K,B(rx—E)—rxry>0©E<rx(1—K—“'VB):»ry<Kﬁ

Por otra parte, A_ verifica

Mr,
. VX\/ 5
R{A_} = —m -R — <0, independientemente de los parametros.

Ahora, para completar el analisis, sélo falta estudiar la naturaleza del punto de equilibrio P en

funcion de los parametros E y ¢ en cada caso, usando las anteriores ecuaciones.

1. 2, >0, R{A_}<0
r
©E<rx(1—K—yﬁ),

Kﬁ(rx_E)_ryrx
c> —Erx ,

ry<Kp

En este caso, P seria un punto de silla (inestable).

2. 1+ <0, R{A_}<0
r
©E<rx(1—K—73),

Kﬁ(rxfE)fryrx
c< — Er,

ry<Kp

En este caso, P seria un punto de equilibrio asintéticamente estable.

A continuacién veremos un desglose de ejemplos de simulaciones por computador teniendo en

cuenta la ubicacién de los tres puntos criticos O, P,y @ y las tres casuisticas existentes.
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1. Caso A: Este caso es representado en las figuras 4.44 y 4.45.

Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado de esfuerzo constante

18F

16

a=0.05
p=0.1
r, =275
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E=06
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14F
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= 10F '1.
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FIGURA 4.44. Caso A, ejemplol: 6rbitas e isoclinas para faenado de esfuerzo constante
de ambas especies,y PeC,. yQ e C,.

.y Jad

Orbitas e isocli para el pr -presa con faenado de esfuerzo constante
’ l / ; T \Q\
‘ ——‘X x-isoclina
a | l' .'I \\ y-isoclina [
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FIGURA 4.45. Caso A, ejemplo 2: 6rbitas e isoclinas para faenado de esfuerzo constante
de ambas especies,con PeC,. yQ e C,.



4.4. FAENADO SIMULTANEO DE PRESAS Y PREDADORES EN UN MODELO

PREDADOR-PRESA

2. Caso B: Este caso es representado en las figuras 4.46 y 4.47

Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado de esfuerzo constante

20 | _—
x-igoclina
181 y-soclina —
16k ¢ Pio. critico O € 0y —
& Pio. critico P O, / —
14 $ Pto. critico @ € 0y
Orbitas
12F —
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r=33
Bk =135 —
E= 0.5 —
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K=10
5L -
0
B 1 ]
i 5 15

FIGURA 4.46. Caso B, ejemplo 1: 6rbitas e isoclinas para faenado de esfuerzo constante
de ambas especies, y puntos criticos @ e C.,P ¢ C,.

Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado de esfuerzo constante
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FIGURA 4.47. Caso B, ejemplo 2: 6rbitas e isoclinas para faenado de esfuerzo constante
de ambas especies, y puntos criticos @ e C.,P ¢ C,.
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3. Caso C: Este caso es representado en las figuras 4.48 y 4.49

Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado de esfuerzo constante

20p
a=0.05 x-isoclina netindl,
18F | p=0.05 y-isoclina. Eje x
= 0.05 {  Pto. critico O
16k | =155 & Pto. eritieo P g Oy
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= 10
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2k
0

FIGURA 4.48. Caso C, ejemplo 1: 6rbitas e isoclinas para faenado de esfuerzo constante
de ambas especies, y puntos criticos @ ¢ C.,P ¢ C,.

Orbitas e isoclinas para el sistema predador-presa con faenado de esfuerzo constante
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FIGURA 4.49. Caso C, ejemplo 2: 6rbitas e isoclinas para faenado de esfuerzo constante
de ambas especies, y puntos criticos @ ¢ C.,P ¢ C,.

126



4.5. CONSIDERACIONES ECONOMICAS Y BIOLOGICAS EN RELACION A LA
OPTIMIZACION DEL FAENADO

4.5. Consideraciones econémicas y biolégicas en relacion a la

optimizacion del faenado

Al combinar los estudios econémicos con los modelos de faenado de recursos, se ha obtenido
como resultado una nueva disciplina: la bioeconomia. Aqui sélo se hard un esbozo de esta materia
de estudio, aprovechando para éllo modelos de pesquerias sencillos. Se introducira ademas la
nocién del problema de control 6ptimo. Para un estudio mas profundo, se puede utilizar el texto
considerado de referencia [4].

Consideramos primeramente un modelo de pesqueria de acceso abierto, en la cual no se
controla la explotacién de recursos. Aunque el modelo aqui presentado sélo se trata de un sistema
idealizado, en cierto modo est4 justificado su andlisis, debido a que las pesquerias no suelen estar
reguladas. Ahora bien, los abusos que se producen en las pesquerias de acceso abierto suelen
conducir al cumplimiento por parte de los pescadores de algunas leyes impuestas de regulacion.

Se tiene en cuenta una poblacién de peces gobernada por una ecuacion diferencial de primer

orden, del estilo

y=F(y),

y que se somete a un faenado de esfuerzo constante, de tal manera que el sistema se rige por la

ecuacion
y=F(y)-Ey.

El rendimiento, o faenado por unidad de tiempo es el término afiadido

Y(E)=Ey.

De manera pareja a un esfuerzo constante E, existe una poblacién de equilibrio y., dada por

F(yo0) = Eyoo

para 0 < E < E* = F’(0). Se puede representar Y (E), en funcién de E, para obtener la curva
rendimiento-esfuerzo.

En la figura 4.9 se representa la curva rendimiento-esfuerzo para un caso concreto de modelo
de compensacion, que crece de forma continua hacia un maximo, que es el denominado mdximo
rendimiento sostenible (MSY). Después la curva decrece de manera continua hacia cero, alcan-

zandolo para un esfuerzo critico E*. Conviene recordar, tal y como se describi6 en la seccion
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4.1.2, que para un modelo con descompensacién podria existir un esfuerzo critico E* en el que el
rendimiento caeria discontinuamente a cero.

Si queremos incorporar el analisis econémico a un modelo con faenado, se deben tener en
cuenta los ingresos obtenidos por la venta del pescado, asi como el coste derivado de la ejecucion
del faenado.

La hipétesis mas simple consistiria en suponer que el coste de faenado C es proporcional al

esfuerzo,

C=cE,

y que el precio no depende del suministro de pescado disponible para vender, esto es, que los

ingresos R son un multiplo de la cantidad faenada,

R =pY (E).

Estas suposiciones darian lugar a una renta econémica sostenible, que se puede interpretar como

el beneficio por unidad de tiempo que puede ser obtenido indefinidamente, arrojando un valor

R-C=pY(E)-cE.

Desde una perspectiva mas general, se deben tener en cuenta los modelos econémicos basados en
la curva de la demanda, que es una relacion funcional entre el precio de venta p y la cantidad Y
disponible para la venta. Lo mas razonable es tomar a p como una funcién no creciente de Y, o
dicho de otra manera, que Y es una funcién no creciente de p.

Un principio basico, pero demasiado simplificado, consiste en que en una pesqueria abierta el
esfuerzo tiende a alcanzar un esfuerzo de equilibrio E ., conocido como el esfuerzo de equilibrio
econémico, en el que la renta econémica sostenible es nula. Este principio se puede describir
notando que, en la situacion de equilibrio bionémico se verifica R =C;yque R >C si E < E,,
R<CsiE>Eq.

Para E > E, se tiene R < C, y la renta econémica sostenible es negativa. Esto se traduciria
en que algunas pesquerias pierden dinero y por lo tanto salen del mercado, decreciendo por lo
tanto el esfuerzo total.

Para E < E, se tiene R > C, y la pesca es rentable, atrayendo a nuevos pescadores al mercado,
con un incremento consecuente del esfuerzo total. Por lo tanto, existe una tendencia a que el
sistema se aproxime al equilibrio bionémico, aunque el retardo que existe entre el estado del
mercado y la respuesta del esfuerzo posterior aplicado podria producir oscilaciones en torno al

equilibrio.
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Existen muchas simplificaciones anadibles a este principio de equilibrio bionémico. Como
por ejemplo, el coste del pescado podria incluir las pérdidas derivadas de no desempefiar alguna
actividad alternativa (coste de oportunidad), lo que en la practica podria llegar a ser la componente
mas importante del coste de pesca. Si los costes de oportunidad fuesen incluidos en el coste total,
entonces los pescadores que permanecerian en una pesqueria abierta tenderian a ser aquellos

que tuviesen la peores oportunidades alternativas econémicas.

El equilibrio bionémico es una situacién en la cual existe sobrepesca econémica, dado que
una pesqueria que produjese renta econémica positiva en la que el esfuerzo pesquero fuera
disminuido llegaria a producir renta econémica nula. Otra posibilidad es la sobrepesca bioldgica,
donde E, > E sy, y por lo tanto el rendimiento sostenible y la poblacion de equilibrio son mas

pequerios de lo que serian si el esfuerzo fuese disminuido.

Segun lo descrito en [4], la crisis mundial en las pequerias marinas es debida a que existen
demasiados barcos en relacion a demasiado poco pescado. Muchas pesquerias marinas padecen
los efectos de la sobrepesca de existencias y la sobrecapacidad de las flotas pesqueras. A finales
de los 90, se hizo evidente el resultado inevitable, cuando las capturas mundiales de pescado de
procedencia marina comenzaron a disminuir. Se realizaron estudios al respecto, que demostraron

un grado inesperado de sobrefaenado, sobre todo aplicado a las especies mas grandes y valiosas.

Es claro en este caso que las fuerzas econémicas, que son los principales recursos marinos, son
explotados a causa de la demanda del producto. Si los ingresos obtenidos mediante la captura de
pescado de una determinada poblacién exceden los costes de tal actividad, aparece un incentivo
econémico para explotar dicha poblacién. A menos que el ritmo de faenado sea controlado de
alguna manera, la poblaciéon puede verse eventualmente reducida en una gran cuantia. Esto
puede afectar a la productividad del recurso y reducir de manera dréastica las capturas futuras,
llegando en los casos extremos a extinguir la poblacién, aunque en otros casos la poblacién puede

persistir a un bajo nivel, lo que se conoce como “equilibrio bionémico”.

El equilibrio bionémico se define como el nivel de stock con el cual los ingresos y los costes de
la actividad pesquera son iguales. Se trata de un equilibrio econémico porque la pesca es mas
beneficiosa a mayores niveles de stock y menos beneficiosa a niveles menores. Por lo tanto, el
equilibrio bionémico ocasiona baja productividad, la cual pasa a depender de la relacién coste-
precio. Cuanto mas valiosa sea la especie, y cuanto menor sea el precio para capturarla, mas

duramente sera explotada.

Por lo tanto, el equilibrio bionémico es una situacién que tiene dos defectos, por un lado bajo
ritmo de capturas (o rendimiento) y baja o nula rentabilidad econémica. Ambos defectos podrian
ser evitados si la pesqueria fuese protegida del alcance de la mencionada situacién de equilibrio.

Esta técnica ha sido la base de la gestion de pesquerias al menos desde hace 60 afos.

La propuesta tradicional de llevar a buen puerto dicha gestién consiste primero en determinar
algan nivel 6ptimo de faenado anual o de esfuerzo pesquero, y entonces controlar la pesca

para conseguir el objetivo de no llegar al entredicho equilibrio. Sorprendentemente este modus
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operandi ha fallado en la prevencién de la sobrepesca.

Las dificultades de la gestién de pesquerias pueden ser resumidas en los siguientes términos:
podemos imaginar un programa anual de capturas permitidas (TAC) introducido en una pesqueria
que ha sido previamente objeto de sobrepesca. Al principio el TAC se establece lo suficientemente
bajo para permitir la recuperacién de la poblacién a un determinado nivel. Una vez que la
recuperacion ha ocurrido, se usa un TAC sostenible y sujeto a los necesarios ajustes anuales,
ocasionados por las fluctuaciones naturales en el reclutamiento de ejemplares inmaduros a
ejemplares adultos. Lo que sucede después es que como el stock de pescado esta a un nivel
superior al equilibrio bionémico, la actividad pesquera vuelve a ser rentable. Nuevos pescadores
son atraidos entonces a la pesqueria, expandiéndose la flota pesquera. Se alcanza un nuevo
equilibrio, denominado “equilibrio bionémico regulado”, cuando los costes de operacion de la flota
pesquera equilibran de nuevo los ingresos. Se concluye entonces que la gestién de pesquerias
basada en TAC dirige a la sobrecapacidad de las flotas pesqueras, a menos que sean tomadas las
medidas adecuadas para prevenir dicha situacion.

Una gran parte del actual exceso de capacidad de pesca en las pesquerias gestionadas puede
ser una consecuencia econémica directa del sistema de gestiéon en si mismo. La sobrecapacidad
aporta dificultades de gestion, ya que los pescadores necesitan grandes cantidades de capturas
para obtener suficientes entradas con el objeto de conocer sus costes fijos. Cualquier ajuste del
TAC hacia abajo, que es necesario con el objeto de la conservacién de la especie, es indeseado por
la industria pesquera. Como consecuencia, el sistema de gestiéon de una pesqueria degenera en
un tira y afloja entre los gestores y los pescadores.

El siguiente paso consiste en reducir la capacidad de exceso. Logicamente, los pescadores no
llevaran a puerto a sus barcos, hasta que hallen otras posibilidades de pesca que les reporten
beneficio. Es entonces cuando los gestores de las pesquerias deciden el pago de cierta cantidad de
dinero para que abandonen la pesqueria, introduciéndose asi un programa de retorno de barcos,
los cuales son comprados por el gobierno, viéndose asi reducida la presion sobre la poblacién de
pescado, y mejorandose los beneficios de los barcos que no fueron desalojados.

Lo que sucede entonces es que el programa de retorno de barcos causa la incentivacién para
la expansion de la flota pesquera, incentivos que permiten sélo a barcos con licencia participar
activamente en la pesqueria. Esta gestion de entrada limitada ha supuesto en algunos paises
que los barcos con licencia tiendan a incrementar su poder de pesca, proceso que se conoce como

“capital stuffing”, lo cual podria traducirse como relleno de capital.

4.6. Conclusion

Tal y como se ha visto en este tltimo capitulo, dependiendo de las condiciones de faenado
aplicadas, segin las que se extraen ejemplares de las poblaciones sometidas a anélisis, los propios

parametros de los sistemas dinamicos influyen directamente en la naturaleza de los puntos
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criticos.

Para tener una perspectiva cualitativa de la evolucién de las érbitas solucién de cada sistema,
se requiere un estudio global de todos los puntos criticos, aunque se hallen en otros cuadrantes
distintos del significativo desde el punto de vista biolégico (C.). Es decir, si bien los puntos de
equilibrio fuera de C. no pueden aparecer en las soluciones proyectadas sobre el plano de fase, si
es cierto que atraen o repelen las trayectorias “virtualmente”. Es por ello que en estos sistemas
a los que se aplica faenado se vuelven imprescindibles las simplificaciones que conllevan las

linealizaciones en torno a los puntos criticos.

Resultan muy intuitivos los analisis basados en evaluacion de los autovalores de la matriz
jacobiana. En el caso de ser reales, los autovalores negativos en un punto critico, significan que
los autovectores asociados siguen la direccion en el plano de fase segin la cual el incremento
de las dos poblaciones tienen signo negativo, es decir, hacen negativa la variacién de las dos
poblaciones, esto es, hacen tender las 6rbitas hacia el punto en cuestion, siendo éste por lo tanto
un sumidero. Como es légico, si el signo es positivo, las érbitas escapan del punto critico, pues
las réplicas escaladas de la direcciéon que forma parte del espacio propio asociado al autovalor
implican un incremento de las dos poblaciones con respecto a su valor en el punto critico, siendo
éste por lo tanto una fuente (nodo inestable). Si hay autovalores negativos y positivos a la vez,
se tiene una mezcolanza de las dos situaciones, ya que el punto critico (que en este caso es un
punto de silla) atrae segin ciertas direcciones y repele segin otras, siendo por lo tanto también
inestable. La interpretacion conceptual de esta filosofia de anélisis viene a ser el caso equivalente
en dos dimensiones del concepto de estabilidad, tal y como se definié intuitivamente en la seccién
1.2, donde una derivada negativa de la ley de crecimiento en un punto critico significa estabilidad
y una derivada positiva inestabilidad. Por supuesto, en el caso de que los autovalores de la matriz
jacobiana fuesen nulos, seria preciso acudir a una forma cuadratica basada en la matriz hessiana,
para asi ver las variaciones de la funcién vectorial compuesta por las dos poblaciones, debidas a
las derivadas de segundo orden, y parejas al término de segundo orden del desarrollo en serie de

Taylor en torno al punto critico en cuestion.

En este ultimo capitulo se han analizado mediante la metodologia de linealizacién distintas
situaciones de faenado aplicadas a distintos modelos poblacionales, en sus dos modalidades mas
naturales y conocidas. Por una parte, el faenado de produccién constante, y por la otra el de
esfuerzo constante. En realidad, es el segundo tipo el que idealmente seria el mas légico emplear
en una pesqueria, dado que se extraen especimenes de las especies de acuerdo a la magnitud de
la poblacién, con lo que se garantiza en un principio la supervivencia de la especie, si ésta se
halla aislada y no tiene depredadores naturales. Segin se puede comprobar en las figuras 4.6,
4.7 y 4.8, si no se aplica un esfuerzo de pesca muy pronunciado, idealmente se pueden conseguir
valores asintéticos para la poblacion de la especie capturada compatibles con este régimen de
pesca de manera indefinida. Ahora bien, si realizamos una representacién del rendimiento frente

al esfuerzo de pesca aplicado, se puede advertir, como queda reflejado en la figura 4.9, que el
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optimo del rendimiento frente al esfuerzo se obtiene para un valor de esfuerzo situado en la
mediana de la curva de crecimiento (para una especie que sigue el patrén logistico), el cual se
conoce como maximo rendimiento sostenible (MSY).

En este dltimo capitulo también se ha hecho una introduccién a la gran problematica que
supone optimizar econémica y biolégicamente el faenado en una pesqueria, que si bien es
modelable matematicamente halldndose ecuaciones que expresan el beneficio o renta sostenible
obtenida ante un rendimiento de pesca y unos costes parejos al grado de esfuerzo pesquero, sin
embargo no es tan facil de poner en practica, dada la presencia de demasiados factores a tener en
cuenta. Estos factores tienen que ver en gran medida con la dificultad de estimar la poblacién
de una especie en un momento dado y asi saber hasta qué nivel faenar, y mas complicado atin,
la problematica del sometimiento de la voluntad de los pescadores a distintos modos de regular
la actividad pesquera, que si bien persiguen el bien comun, son nefastos para la continuidad de

muchos de los participantes directamente involucrados en una pesqueria.
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continuacién se hara una sucinta introduccién a los sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales, con vistas a su aplicacién en la linealizacién de ecuaciones diferenciales vectoria-

les, que se explica en (B). La mayoria de las ecuaciones diferenciales de la naturaleza son
no lineales, pero las condiciones de estabilidad de sus puntos criticos se pueden estudiar en la
mayor parte de los casos a partir de la estabilidad de los puntos criticos de las correspondientes
ecuaciones linealizadas.

Una ecuacion diferencial lineal homogénea de dimensién n toma la siguiente apariencia:

dt

Ax

donde A es una matriz cuadrada n x n. La solucién para este tipo de ecuacién se expresa de la

forma:

%(t) = kge? (A.1)

Cada componente del vector dependiente del tiempo que conforma la solucién de (A.1) se puede ex-
presar mediante combinacion lineal de diversas funciones, las cuales dependen de los autovalores

de la matriz A. Mas concretamente:

» Siun determinado autovalor A de A es real, se toma como funcién et

= Si el autovalor A es complejo de la forma A =a + bi, se toman como funciones e* cos(bt) y

e sin(bt).
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» Si A es un autovalor real de multiplicidad m, se toman las funciones /e, para j =
1,2,...,m.

» Si el autovalor A es complejo de multiplicidad m, se toman las funciones #/e% cos(bt) y

t/e sin(bt), para j=1,2,...,m.

Para el caso de los autovalores complejos, las funciones presentan una variacién oscilante, que
puede estar amortiguada si la parte real de los autovalores a es negativa.
El origen % = 0 es claramente un punto critico de (A.1), que se dice hiperbélico en las siguientes

casuisticas:

= Se dice un nodo estable, o sumidero, si la parte real de todos los autovalores de A es menor

que cero.

= Se dice un nodo inestable, o fuente, si la parte real de todos los autovalores de A es mayor

que cero.

= Se dice un punto de silla, si la parte real de algunos autovalores es estrictamente positiva y

la parte real de los restantes es estrictamente negativa.

Ademas de ésto, el punto critico del origen puede, segin las circunstancias, tener otras

denominaciones:

= Cuando todos los autovalores tienen parte real nula, se denomina centro.

= Cuando no todos los autovalores tiene parte real nula, en el caso del espacio propio de
aquéllos que tienen parte real cero el origen se denomina también centro, aunque no lo es

en espacios mayores.

La periodicidad no es una caracteristica estable de los sistemas lineales, es decir, cualquier
variacion en los coeficientes de la matriz A cuando ésta tiene autovalores nulos, es suficiente
para que los autovalores pasen a ser no nulos y por tanto el origen pase a ser hiperbdlico.

Por otra parte, cuando el origen es hiperbdlico, a pesar de introducir perturbaciones pequeias
en los coeficientes, seguira siendo hiperbdlico, y por tanto esta cualidad es mas estable que la

periodicidad de las soluciones.
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onsideremos una ecuacién no lineal de primer orden:

dx _
== f (&) (B.1)

y analicémosla en un entorno de un punto z € R”. Si Z no es un punto critico, el desarrollo de
Taylor de orden cero de f en torno al punto es una constante f(Z) # 0, esto es, una linea de
pendiente nula.

Si Z es un punto critico de (B.1), las 6rbitas se comportan localmente segin el término de

primer orden del desarrollo en serie de Taylor, que se halla mediante la matriz jacobiana Dsf = A.

of1 of1
0x; '  Ox,
D:f=| : :
Ofn Ofn
0x; °°°  Ox,

Entonces la linealizacién de (B.1) en torno al punto Z queda de la forma:

dx-2)
—A(x—3 B.2
a7 (x—-2) (B.2)
Tenemos entonces en cuenta la ecuacion:
dv
—i =Ay (B.3)



APENDICE B. LINEALIZACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Esta expresion es la linealizacién de (B.1), practicando ademas un cambio de coordenadas
apropiado para trasladar el punto critico Z al origen.
Para seguir avanzando, a continuacién enunciamos sin demostracion el teorema de Hartman

y Grobman.

Teorema B.1 (Teorema de Hartman y Grobman). Si el origen es un punto critico hiperbdélico
de (B.3), entonces z, en su cualidad de punto critico de (B.1) presenta la misma naturaleza de
sumidero, fuente o silla. Mds concretamente, si Z es un sumidero, entonces es un punto critico
asintéticamente estable. Si algiin autovalor de A tiene parte real estrictamente positiva, entonces

Z es inestable.

El teorema de Hartman y Grobman no afirma nada en el caso no hiperbdlico, y particularmente
en el caso de centros. Si el origen es un punto critico degenerado de una linealizacién mediante
sistema de ecuaciones lineales, entonces para determinar el caracter del punto critico z de (B.1)

se deben tener en cuenta los términos de orden superior del desarrollo de Taylor de f.
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LINEALIZACION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS DISCRETAS

ijemos ahora nuestra atencién en un sistema lineal discreto en n variables, con la forma

de una ecuacién de recurrencia del estilo:

Xm+1=Axnp, (C.1)

siendo A una matriz n x n y x,, un vector de n componentes. Es trivial que el origen es un punto
fijo de la anterior ecuacién, y se pueden caracterizar las circunstancias en las que este punto fijo

es estable:

Teorema C.1. El origen es un punto fijo asintéticamente estable de (C.1) si y sélo si todos los

autovalores de A tienen médulo menor que uno (|1 <1).

Demostracion. (=) Dado que el origen es asintéticamente estable, existe un entorno U del origen
tal que si xg € U, y x, = A™x0, entonces x,, — 0 cuando m — oco. En concreto, si vg € U es
un autovector de A, entonces v,, = A™vg = A™vg, lo que implica ||v,, | = [A™ [lvgll. Por lo que,
como |[vy, |l — 0 cuando m — oo, se extrae que necesariamente ha de ser |1| < 1, para todos los
autovalores.

(<) Si |A] < 1 para todo autovalor, entonces se puede descomponer A en su forma canénica de

Jordan:

A=PlgpP

y ademas se sabe que:
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Am=plgmp

Por lo tanto, como todos los elementos de la diagonal de ¢/, que son los autovalores, tienen médulo

|m—n

1| < 1, entonces todos los elementos de J™ presentan la forma a(m).|A , siendo a(m) un

coeficiente dependiente polinémicamente de m. Entonces la suma de los médulos de los elementos

de una fila o columna siguen el patrén g(m).|A|™™"

, siendo B(m) otro coeficiente polinémico.

Por lo tanto, f(m).|A|"™™" — 0 cuando m — co. Esto es equivalente a decir que una de las
normas subordinadas de la matriz A es menor que 1, con lo que A™ tiende a la matriz nula,
cuando m — oco. Para un mayor detalle ver [9]. Se concluye pues que x,, = A™xy — 0, cuando
m — oo, para cualquier valor de xg € U.

O

Para sistemas discretos, existe un equivalente al teorema de Hartman y Grobman. Nos

limitamos a enunciarlo:

Teorema C.2. Si z es un punto fijo de la ecuacidén recurrente xp,+1 = f (xm), ¥ 2 es hiperbdlico
(nodo estable, nodo inestable o punto de silla), lo que equivale a decir que ningun autovalor
tiene médulo cero o uno, entonces la naturaleza de z como punto critico de xpym+1=f (Xxm)y de su

linealizacion x;,+1 =D, f (x;,) es la misma.

Mediante el uso de este teorema se pueden comparar los comportamientos asintéticos de una
ecuacion diferencial ‘é—f = f(x) y de una ecuacién en diferencias que se corresponde con la anterior,

mas concretamente el conocido esquema de Euler:

Xm+1=Xm +hf (Xm).

Este esquema establece que el incremento x,,+1 — x,, tiene la misma direcciéon que el campo de
pendientes, [ (x,,). Si z es un punto critico de la ecuacién diferencial, f (z) = 0, podemos calcular
la matriz jacobiana A = D, f y trasladar mediante un cambio de coordenadas el punto critico
al origen. Si entonces linealizamos las dos ecuaciones, la ecuacién diferencial y la ecuacién en

diferencias, obtenemos:

dy

—=A C.2

dt €2)
Ym+1=Ym t hAym =L +hA)ym (C.3)

Por lo tanto, sabemos que el origen es estable en (C.2) si y solamente si todos los autovalores 1
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de A poseen parte real negativa. Los autovalores de I + A son 1+ AA. Sile pedimos a (C.3) que
presente estabilidad en el origen, se debe cumplir |1+ AA| <1, lo cual implica \/1 — (_71)| < % Por
lo tanto, A debe hallarse en el interior del circulo con centro en (_71,0) y radio %

La conclusiéon de este razonamiento es que la condicién de estabilidad para (C.3) es mas
restrictiva que para (C.2). Aun siendo el origen estable para (C.2), puede sin embargo no ser
estable para (C.3), y se puede llegar a comprobar que se obtiene a menudo explosién de poblacién,

frecuentemente emparejada con bifurcaciones (duplicaciones de periodo).
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APENDICE

ENFOQUE ANALITICO VS. ENFOQUE GEOMETRICO EN EL SISTEMA
PREDADOR-PRESA CON FAENADO (4.13)

ada la ecuacion de tercer grado pareja a los puntos criticos del sistema (4.13),

'y
- ?ﬂx?’ + (,Brx+

r;;y)xz—(aHy+,6Hx+rxry)x+ery =0, (D.1)

el analisis por linealizacién en los puntos de equilibrio requeriria en primera instancia, para un
estudio general, del cdlculo analitico de dichos puntos criticos. Pero el mencionado célculo seria
excesivamente complicado. Ademaés, dicha resolucién no arrojaria nada de luz a la interpretaciéon
cualitativa, por quedar todo reducido a complicadas expresiones algebraicas a las que no se les
podria encontrar ninguin significado. Para dejar constancia de lo que se complicaria este calculo
en funcién de los parametros, con vistas a linealizacién y andlisis de estabilidad posterior en

funcion de los valores de los mismos, se ha incluido este apéndice.

Un enfoque analitico del problema nos llevaria en primer lugar a resolver la ecuacién ciubica
(D.1) en funcién de los parametros del sistema. Pero el hecho de que como mucho existen dos
puntos criticos en C, para el sistema (4.13), que resulta obvio mediante el enfoque geométrico
(sabiendo que los parametros del sistema son positivos), asi como el hecho de que en el enfoque
analitico las raices de la ecuacién cibica arrastrando los parametros del sistema en su expresién
algebraica, intervendrian en un proceso (linealizacién) cuya razén de ser es precisamente simpli-
ficar las cosas, convierte el enfoque analitico en descartable y menos practico, en tanto en cuanto
las expresiones de los puntos criticos para este caso, en funciéon de los parametros, empleadas
después en la matriz jacobiana, no arrojan ninguna luz sobre su estabilidad desde el punto de

vista intuitivo y son muy poco manejables.
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APENDICE D. ENFOQUE ANALITICO VS. ENFOQUE GEOMETRICO EN EL SISTEMA
PREDADOR-PRESA CON FAENADO (4.13)

Si optasemos por un analisis por linealizacion deberiamos primero resolver (D.1), mediante el

método de Cardano.

Para ello, se partiria de la forma normal de (D.1), considerando:

Ax®+Bx®>+Cx+D =0

_rx:B
K

A=

Tl
B=pr,+ ;{y

C=—(aHy+BHy;+ryry)

D=H,r,

Dividiendo la ecuacién de partida por A se obtiene

3 +ax’+bx+c=0

'yl
_Bret g

r:f
K

a=

(aHy +BH, + rxry)
rf
K

_ery
rf
K

CcC=

Sustituyendo x = z - § se elimina de la forma normal el término cuadratico y se obtiene la forma

reducida:

2°+pz+q=0
2
a
—b——
p 3
_2a3 ab
=97 773



El discriminante A es el nimero que nos permite saber el niimero de raices reales de la ecuacién
cubica
3

4
A:q2+ﬁp

1. Si A> 0, la ecuacién tiene una solucién real y dos complejas, respondiendo la solucién real

a la siguiente expresion

sl—g+VA  3/—-g-VA
20 = 2 2

2. Si A=0, la ecuacién tiene dos soluciones reales, una simple y una doble, que responden a

las siguientes expresiones
3q
zo==
0 P,

_ —3q
21= 5,

3. Si A <0, la ecuacién posee entonces tres soluciones reales, que se pueden poner cada una

de ellas como suma de dos complejos conjugados en funcién de u:

—-q+1V[A
u=\3/%|l, con k& €{0,1,2}

. ; 21 —
]=—%+z‘/7§:e‘320=u+u

zi=ju+ju

29 = j2u+ j2u

En este caso las soluciones se escriben en forma real usando trigonometria, obteniendo las

expresiones:

— 1 — 27 2k
2 =2 P os| = arccos| =X, [ 2L Msild , con k=0,1,2. (D.2)
V3 3 2\ =p3| 3

Finalmente, una vez hallados los valores de z; que correspondan a cada caso, se obtendran

las raices con el cambio de variable
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PREDADOR-PRESA CON FAENADO (4.13)

KpPry+ryry,

3 (D.3)

Xp=2p+

De este modo se hallaria una expresién (muy compleja formalmente) de la abscisa en el plano de
fase (poblacion de presas) de los puntos criticos del sistema (4.13) en funcién de los parametros de
las dos ecuaciones diferenciales. Seria preciso quedarnos tinicamente con aquellos puntos criticos
significativos desde el punto de vista biolégico, es decir, los que se encuentran en el cuadrante
positivo C.. del plano de fase, que analiticamente no son obvios, y los calculos se complicarian atin
mucho méas para el calculo de autovalores de la matriz jacobiana particularizada en los mismos,
por lo que esta estrategia se desestima por su complicacién inherente y su carencia de practicidad
de cara al estudio del analisis de estabilidad de (4.13), quedando justificado de este modo un

analisis geométrico-cualitativo tal y como se ha efectuado en 4.4.1.
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APENDICE

EJEMPLOS DE CODIGO FUENTE EN MATLAB UTILIZADO EN LAS
SIMULACIONES

n este apéndice se presenta el cédigo fuente desarrollado en el entorno de programacion

Matlab para la obtencion de algunas de las simulaciones numéricas con las que se han

generado las figuras de este trabajo. En el lenguaje Matlab existen muchas funciones
“de fabrica” que implementan algoritmos de calculo numérico con distintas finalidades. Estas
funciones son programas que pueden ser llamados desde la linea de comandos, pasandoles
determinados parametros, con los que se obtienen los resultados de cada problema particular. El
usuario también puede desarrollar funciones “ad hoc” para solucionar mediante un algoritmo
propio algiin problema que no cubran las funciones mencionadas. Y para desarrollar estas nuevas
utilidades puede utilizar cualesquiera invocaciones a las funciones “de fabrica”. Es decir, Matlab
provee de potentes programas, que son las herramientas para confeccionar nuestros desarrollos
personales.

Un ejemplo de funcién de “fabrica” es la funcién ode45, que ha sido ampliamente usada
durante la confeccion de este TFM. Esta funcién implementa el método numérico de Runge-Kutta
para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales vectoriales. A continuaciéon muestro el cédigo
fuente de la funcion sistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte.m que he desarrollado utilizando

esta metodologia.

function sistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte ()
% Definicidén de parametros del sistema

alpha= 0.12;
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SIMULACIONES

beta= 0.05;
ri= 1.2;
r2= 1.5;
Hx= 2;

Hy= 3;

Tmax=1500;

% Resolucidén de la ecuacidn cibica pareja a los ptos. criticos

A=(-rixbeta)/K;

B=(beta*ri+ri*r2/K);

C=- ((Hy+Hx#*beta/alpha+r2+ri/alpha)*alpha);
D=(Hx*r2) ;

a=B/A;

b=C/A;

c=D/A;

p=b-(a~3)/3;

q=(2*a~3)/27-(a*b)/3 + c;
Delta=q~2+(4/27)*p~3

t=sym(’t’);

r=solve(A*t~3 + B*t~2 - Cxt + D == 0)

% Representacién de las isoclinas y de sus asintotas

x=0:0.05:30;
y1=(1/alpha)*(rl-(r1/K)*x-Hx*ones(1l,length(x))./x);
asin=(r1/alpha)*(1-x*(1/K));

y2=Hy* (ones(1,length(x)) ./ (beta*x-r2*ones(1l,length(x))));
hold on;

figure(1)

axis([0,30,0,20]);

plot(x,yl,’r-?,x,y2,’m-’ ,x,asin, ’k-.7);

% Representacidn de las Orbitas para distintas condiciones iniciales

[T,Y] = ode45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax],[0.25,1]);
plot(Y(:,1),¥Y(:,2));
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,1),Y(:,2));

ode45 (@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:

,1),Y(:,2));

ode45 (@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:

,1),Y(:,2));

ode45 (@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:

,1),Y(:,2));
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Tmax] , [14,4]);

Tmax],[14,6]);

Tmax] , [17.5,4]);

Tmax], [22,2]);

Tmax], [27.5,4]);

Tmax], [27.5,10]);

Tmax], [27.5,14]);

Tmax], [27.5,18]);

Tmax] , [30,4]);

Tmax], [30,10]);

Tmax], [30,14]);

:Tmax] , [30,18]);

Tmax], [30,4]);

Tmax], [30,2]);

Tmax], [25,12]);

Tmax] , [25,16]);

:Tmax] , [25,8]) ;

Tmax],[25,1]);

Tmax],[22.5,1]);



APENDICE E. EJEMPLOS DE CODIGO FUENTE EN MATLAB UTILIZADO EN LAS
SIMULACIONES

[T,Y] = ode45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax], [22.5,6]);
plot(Y(:,1),Y(:,2));

[T,Y] = ode45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax],[22.5,10]);
plot(Y(:,1),Y(:,2));

[T,Y] = ode45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax],[22.5,14]);
plot(Y(:,1),Y(:,2));

[T,Y] = ode45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax], [5,4]);
plot(Y(:,1),Y(:,2));

[T,Y] = ode45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax],[7.5,3]);
plot (Y(:,1),Y(:,2));

[T,Y] = oded45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax],[10,3]);
plot (Y(:,1),Y(:,2));

[T,Y] = oded45(@funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte, [0:0.05:Tmax], [21,2]);
plot (Y(:,1),Y(:,2));

hold off;
end

En la anterior funcién, creada para la resolucion de un caso particular presentado en este
TFM, mas concretamente el sistema de ecuaciones (4.13) (sistema predador-presa con faenado de
produccion constante aplicado a ambas especies), se hace uso a su vez de otra funcién desarrollada
“ad hoc”, mas concretamente, funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte.m, que esta construida
con el siguiente cédigo fuente:

function dy = funcSistemaPredadorPresaFaenadoDobleCte(t,y)

% Definicidén de pardmetros del sistema

alpha= 0.12;
beta= 0.05;
ri= 1.2;

r2= 1.5;

Hx= 2;

Hy= 3;

K = 10;
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% Definicidn de las dos ecuaciones diferenciales del sistema

dy = zeros(2,1);

dy(1) = rixy(1)*(1-y(1)/K)-alphaxy(1)*y(2) - Hx;
dy(2) = -r2xy(2) + betaxy(1)*y(2) - Hy;
end

Para la confeccion de este TFM se han desarrollado bloques de cédigo Matlab contenidos en
funciones para resolver todos los ejemplos. Una simulacién en la que se ha tenido que recurrir a
programar un algoritmo de recurrencia, sin el empleo de funciones subsidiarias, es la del estudio
de la evolucién de la poblacion de ballenas antarticas (en ausencia de predadores naturales, con
estructura de edades, y siguiendo condiciones de reclutamiento de ejemplares inmaduros a adultos
segun una determinada ley, basado en el patrén de crecimiento logistico), ecuacién (1.16). El

codigo fuente de esta funcién es el que sigue, y esta contenido en la funcién ballenasAntarticas.m.

function ballenasAntarticas ()

% Definicidén de los parametros

r=0.12;
a=0.96;
K=600000;

% Condiciones iniciales

x1=350;

x2=a*x1;
x3=a*x2+r*x1*(1-x1/K) ;
x=[x1 x2 x3];

% Obtencidn recurrente de la poblacién de ballenas adultas

% en funcidén del reclutamiento y de la ley logistica

for i=4:1:150
xi=a*x(i-1)+r*x(i-2)*(1-x(i-2)/K);

x = [x xil;

151



APENDICE E. EJEMPLOS DE CODIGO FUENTE EN MATLAB UTILIZADO EN LAS
SIMULACIONES

end

% Representacién de las primeras 150 generaciones obtenidas

figure(1)
stem(1:1:150,x);

end
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CONCLUSIONES

as principales conclusiones que se pueden extraer como resultado de la realizacién de

este TFM son las que siguen:

= Como todos los puntos criticos parejos a un sistema de ecuaciones diferenciales tienen
influencia en el comportamiento de las 6rbitas en el espacio de fase, y a pesar de que los
ecosistemas o biotopos tienen solamente sentido con poblaciones de las especies cuantita-
tivamente mayores que cero, resulta imprescindible la catalogaciéon de todos los puntos
criticos segun su naturaleza relativa a la estabilidad, asi como la representaciéon grafica
de las isoclinas, para el analisis cualitativo de un sistema dinamico similar a los tratados
en el presente TFM. Esto es asi, dado que los puntos criticos fuera del cuadrante positivo
influyen “virtualmente” en lo que sucede en C, siempre y cuando C; no sea “invariante”,
esto es, si existen soluciones (x (%), y (%)) que “entran” o “salen” de dicho cuadrante, como
se puede apreciar en los casos tratados en las figuras 4.13 y 4.17. Tal cosa no sucede en
los sistemas del capitulo 2, y también en los sistemas (4.5) y (4.9), por ejemplo, ya que los
semiejes x > 0 e ¥ > 0 son 6rbitas del sistema. En estos casos no hay influencia de otros
cuadrantes sobre C., porque por la unicidad de las soluciones ninguna érbita puede entrar

o salir del cuadrante positivo, dada la naturaleza de los mencionados semiejes.

Existen ademas sistemas de gran dificultad de manipulacion algebraica, como el tratado
en la seccién 4.4.1. En este caso en concreto, para poder linealizar en torno a los puntos
criticos, hay que conocer primeramente la expresion de sus coordenadas, que es muy dificil
de manejar operativamente, dado que sus valores de abscisa se corresponden con las
soluciones de una ecuacién cibica, y por lo tanto resulta intratable la propia linealizacion,
al arrastrar complicadas ecuaciones en las que participan los parametros del sistema, y que
resultan “mudas” al no ofrecernos informacién alguna de lo que sucede en C.. Esto por si
solo ya justifica un enfoque geométrico cualitativo alternativo, al estilo de los desarrollados
en las figuras 4.13, 4.15 6 4.17. Mediante un enfoque geométrico, basta con representar
graficamente las isoclinas, obteniendo asi de paso sus puntos de corte (puntos criticos), cuyo
valor se desconoce (lo cual no afecta a un estudio cualitativo), y aplicar el hecho de que, al

traspasar una isoclina para una determinada variable, cambia el signo de la componente
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segun esa variable del vector tangente a las 6rbitas, al menos en los casos tratados en
este TFM. Como se indicé anteriormente podrian suceder otras situaciones para las cuales
se precisa mayor atencion por no haber cambio de signo. Ademas, se tiene en cuenta que
sobre las propias isoclinas los vectores tangentes a las 6rbitas son horizontales o verticales.
Todo ésto ya da una gran cantidad de informacién acerca de la variabilidad local de las
orbitas en cada una de las areas del plano (para ecosistemas con 2 especies) en las que
queda dividido éste por las propias isoclinas y sus intersecciones. De este modo, basta con
partir de las ecuaciones diferenciales, y de la expresion algebraica de las isoclinas, para asi
representarlas y poder obtenerse un “retrato de fase” del problema, que da cuenta de cémo

se comportan las trayectorias en cada lugar del plano.

= Para el analisis de sistemas de ecuaciones diferenciales, que reflejen el comportamiento
de alguna dinamica poblacional, resulta casi indispensable el analisis por linealizacion
en la vecindad de los puntos criticos, ya que, siempre que no existan autovalores nulos,
proveen de la informacion necesaria para catalogar dichos puntos segin sus condiciones de
estabilidad, y asi conocer el comportamiento de las 6rbitas al pasar por zonas en el espacio

de fase proximas a ellos.

En el caso de que alguno de los autovalores tenga parte real nula, la linealizacién no podra
aportar ninguna luz sobre el particular. En ese caso cabria esperar que la matriz Hessiana,
con su forma cuadratica asociada, que representa el término de grado 2 del desarrollo
en serie de Taylor en torno al punto critico, podria mostrar la naturaleza del punto bajo
estudio. Podria incluso intuirse que, como condiciones suficientes, si la mencionada matriz
es definida positiva, ello implicaria que el punto tuviese naturaleza inestable, y que si fuese
definida negativa todo lo contrario, es decir, naturaleza estable. Serian, eso si, condiciones
muy restrictivas para la matriz Hessiana y en principio no tienen por qué ser necesarias.
Esto por s solo ya nos bastaria para abandonar esta argumentacién. Aunque también, y
con mayor peso, en ese caso el analisis no seria tan sencillo como lo que la intuicién dicta,
puesto que el comportamiento segin la(s) direccion(es) del autovalor con parte real nula
conformaria el aspecto determinante de la tipologia del punto critico bajo analisis. Méas
especificamente, seria preciso obtener una variedad tangente al espacio propio asociado
a los valores propios con parte real nula. La prueba de la existencia de dicha variedad ya
seria un aspecto a estudiar, para el que existen sélo condiciones muy generales. Y el calculo

de su expresion exacta seria muy dificil de obtener.

El proceso a seguir consistiria en convertir, con los cambios de variable oportunos, la matriz
Hessiana en su version mas simplificada posible, esto es, diagonalizarla. Sin embargo, el
problema que se presenta es que normalmente el uso de la matriz Hessiana no es suficiente,
dado que la restriccién del sistema a la variedad central raramente tiene todos los términos
de segundo orden, y podrian existir términos de 6rdenes superiores (de 3 en adelante) que

fuesen los verdaderamente significativos para el comportamiento de la variacién de las
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orbitas en torno al punto critico en cuestion, es decir, relevantes para el andlisis de la
estabilidad del punto critico bajo analisis. Se tendria que recurrir, por tanto, al empleo de
formas normales y de variedades centrales, lo cual escapa del contexto de este TFM, aunque

si es posible afiadir aqui las citas de algunos trabajos que tratan esta tematica, [13] y [6].

Un incremento del esfuerzo de pesca aplicado a una especie que siga la ley de crecimiento
logistica, sera positivo tanto desde el punto de vista biolégico como econémico, siempre y
cuando no se rebase el limite marcado por el rendimiento maximo sostenible (MSY). Para
valores de esfuerzo de faenado aplicado mayores, la poblacién tendera a ser cuantitati-
vamente baja, por lo que, aiin empleando un esfuerzo pesquero elevado, el rendimiento
disminuira en relacién al MSY, y por otra parte, existira peligro de extincién de la poblacion,
si el esfuerzo se sigue incrementando. Econémicamente no resultara rentable, por reducirse
el beneficio y alcanzarse un “equilibrio bionémico”. Ademas, ante la carestia de la especie
de interés, sera preciso llevar a cabo una regulacién de la actividad pesquera, que implica

actuar sobre la voluntad de los pescadores, lo cual es muy dificil de poner en practica.

Por el contrario, cuando se faena por debajo del MSY, a pesar de que estara garantizada
la supervivencia de la especie, también es cierto que el rendimiento econémico sera bajo,
por las implicaciones de menor nimero de especimenes capturados. Las figuras 4.6, 4.7
y 4.8 prueban graficamente que cuanto mayor es el esfuerzo aplicado, tanto menor es la
poblacién de equilibrio al aplicar esfuerzo constante, con el riesgo de extincion de la especie.
Por otra parte, la tendencia natural ante la carestia es el aumento del esfuerzo pesquero,
por lo que se aprecia claramente que es indispensable, aunque dificil de implementar, la

puesta en practica de una regulacién por parte de las entidades y actores involucrados.
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