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1 Resumen

En este trabajo de final de master, vamos a realizar un analisis sobre algunas
topologias vectoriales

Para empezar este TFM, recordaremos resultados basicos de algebra lineal,
recordando qué son los espacios vectoriales, y algunas de sus propiedades basicas.

Posteriormente, definiremos qué es un espacio vectorial topoldgico. En este
apartado también veremos algunas propiedades basicas de éstos.

Luego, definiremos qué son las seminormas y demostraremos propiedades qué
tienen. Luego, trataremos de relacionar las topologias vectoriales localmente con-
vexoas con las topologias inducidas por las seminormas.

Por ultimo haremos un estudio de como son las topologias vectoriales en R".

Summary

In this Final Master Thesis, we will make an analysis of some vector topolo-
gies.

At first, we will remember some basic results of lineal algebra, defining what
are vector spaces, and some of their basic properties.

Then, we will define what is a vector topological space. In this section, we
will see some of their basic properties.

Later, we will define what is a semi-norm, and we will prove the properties
they have. Once it is done, we will try to link the locally convex topologies with
the ones induced by semi-norms.

At last, we will make an analysis of how are the vector topologies in R”.

Nota:
De la bibliografia proceden los apartados 4, 5, 6, y 7, excepto los apartados de
ejemplos.
Los ejemplos han sido puestos por el autor del Trabajo de Final de Master, a
quién también se le debe el apartado de topologias vectoriales en R™.
El apartado de historia y motivacion ha sido obtenido de la Wikipedia (https:
//en.wikipedia.org/wiki/Vector_space).


https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_space
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3 Historia y motivacion

Los espacios vectoriales nacieron de la geometria afin cuando se introdujeron las
coordenadas al plano o a los espacios tridimensionales. Sobre el afio 1636, los
matematicos franceses Descartes y Fermat fundaron la geometria analitica intro-
duciendo ecuaciones de dos variables en el plano. Para hallar soluciones de ciertas
ecuaciones sin tener que utilizar coordenadas, Bolzano introdujo en 1804 una se-
rie de operaciones con puntos, lineas y planos, que fueron los predecesores de los
vectores. Bellavitis, en 1833 introdujo la nocion de bipunto, que es un segmento
orientado donde uno de sus extremos esta en el origen, y el otro extremo del seg-
mento es el punto que queremos representar. Ailos mas tarde, los vectores fueron
reconsiderados con la representacion de nimeros complejos por parte de Hamilton
y Argand.

No fue hasta 1888 cuando el matematico italiano Peano introdujo la definicion
de espacio vectorial. Mas adelante, en 1920, el matematico francés Lebesgue in-
trodujo los espacios de funciones. Mas tarde fueron definidos formalmente por
Banach y por Hilbert.

A estos espacios vectoriales se les dio una estructura topologica. Un espacio
vectorial topologico es un espacio vectorial donde las funciones basicas con vec-
tores (suma y producto por escalares) son continuas. Claros ejemplos de estos
espacios, como se vera mas adelante, son los espacios de Banach, o los espacios
de Hilbert.

Como se vera durante este trabajo, los espacios de Banach (espacios vectoriales
normados y completos) admiten una topologia vectorial inducida por su norma,
pero puede darse el caso de topologias vectoriales que no vienen inducidas por
ninguna norma.



4 Espacios vectoriales

4.1 Introduccion

Antes de empezar este apartado, durante todo este TFM, cualquier espacio vecto-
rial estard definido sobre R o sobre C, con la salvedad de alglin ejemplo.

Hay que recordar qué es un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Un espacio
vectorial sobre K es un conjunto no vacio E que tiene una ley de composicion
interna llamada suma (x,y) — x + y, y una ley de composicion externa llamada
producto, que asocia a cada elemento o de Ky a cada elemento = de £ un elemento
ax de E. Ademas tienen las operaciones que cumplir las siguientes propiedades:
para cada z,y,z € E'y paracada aff € K.

L(z4+y +z=2+ (y+ 2)
2. r+y=y+=x
3. Existe un elemento neutro de la suma llamado 0, de formaque z + 0 = «

4. Todo elemento del espacio vectorial tiene un elemento opuesto, de forma
quezr + (—z) =0

5.a(z+y)=ar+ay
6. (o« + B)r = ar + Pz
T.a(fr) = (af)x

8. 1lx ==z

Ejemplos de espacios vectoriales sobre R pueden ser R o el conjunto de los
polinomios con coeficientes reales , y otro sobre C es C2.

Una base de un espacio vectorial £ es un subconjunto B de elementos de £
si verifica que cada elemento de £ puede ser representado por una combinacion
lineal de los elementos de B y éstos son linealmentes independientes. Puede com-
probarse que dos bases cualesquiera de un espacio vectorial £ pueden ponerse en
biyeccion, es decir, que tienen el mismo cardinal. Diremos que la dimension de £
es el cardinal de B. En los ejemplos anteriores, la dimension de R es 1, de C? es
2,y de R(X) es infinita numerable.



Un subespacio de un espacio vectorial es un subconjunto no vacio de elementos
de F que es cerrado para la suma y, ademas, para cualquier elemento o € K,
axr € Bparatodor € B.

Por ejemplo,en R? el {0} es un subespacio vectorial, porque el tnico elemento
que tiene, si se suma 0, o se multiplica por cualquier nimero, da 0. Otro claro
ejemploes B = {(x,y) € R? : & + y = 0}. Se puede apreciar que es cerrada
para la suma,

(%1,y1) EB:>$1+3/1 =0

(22, 92) € B=> x5+ y, = 0

Por lo tanto queda:
T+ y1 + 22 + y2 =0
(z1,91) + (22, 92) € B

Acabamos de ver que es cerrada para la suma, ahora veremos que también lo
es para el producto,

(z1,11) € B=21+y =0

a(ry +y1) = 0Va €R
a(xi, ) €B

Por tltimo, sean E'y F' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una
aplicacion f de F a F' es lineal si, y solo si, para todo x, y € F, paratodoa € K
se cumple:

fle +y) = f(x) + fy)
flax) = af(z)

Un ejemplo de aplicacion lineal es f(x) = 0Vz € E siendo E un espacio
vectorial cualquiera.

Ya hemos acabado la primera parte de este tema, que es un breve recordatorio
de definiciones basicas dados. A partir de ahora, vamos a introducir conceptos
mas avanzados para espacios vectoriales sobre K = R.



4.2 Conjuntos en un espacio vectorial

4.2.1 Definicion

Sea E un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto A C F es convexosi, Vz,y €
E Y\ €0, 1], se tiene que,

A+ (1 — Ny € A

Es decir, que A es convexo si dados dos puntos cualesquiera de A, el segmento
que los une pertenece a A.
Por ejemplo, un conjunto formado por un solopunto es un conjunto convexo.

4.2.2 Proposicion

Sean A un conjunto convexo, 1, T2, ..., T, € Ay A, Ao, ..., \, € RT U {0},

tales que
n
>a =
p=1
Entonces,

z”: ATy € A
p=1

Demostracion:

Sin = 1 es trivial que se cumple.

Por induccion, supongamos que se cumple para un cierto entero positivo r.

Sean 1, o, ..., Trp1 € Ay A, Ag, ..., A1 € RTU{0} tales que Z;Jj Ap =
1. Sea ahora § = Z;zl Ap. Tenemos por lo tanto que A\,1; = 1 — 5. Vamos a
diferenciar entre 5 =0y § # 0.

Si 8 # 0 tenemos que

r+1

—~ A —~ A
Z )‘pxp = Z _pﬁxp + )\r+lwr+1 = 62 _pxp + (1 - B)mrJrl
p=1 p=1 ﬂ p=1 ﬂ

Por la hipotesis de induccion, se cumple para el entero positivo r que
T
A
Z prp =z3€ A
p=1

9



Como A es convexo, tenemos que

r+1

> Ny = Brg+ (1= Bl € A

p=1

Si 8 = 0, como los valores \; son no negativos, y 0 = = Z;Zl Ap, €sto
implica que \; = 0 Vi < r, y por consiguiente \,,; =1 — 3 = 1.

r+1

Z ApTp = Z ApTp + A1 Trgq = ZOxP + X =241 €A
p=1

p=1 p=1
c.q.d.

4.2.3 Proposicion

Sean A y B dos conjuntos convexos. Se tiene que A+B es convexo.

Demostracion:
Sean z,y € A+ B tales que:

r=x1+x9, v1 €A 20€B

y=vy1+v2, 1 €Ay €B
y A € [0, 1]. Se tiene por lo tanto que

A+ (1—=MNy, € A

Ay + (1 =Ny € B

Como consecuencia,
A+ (1= XNy = Az +22) + (L= X)(y1 +y2) =

= (A1 + (1= M) + Az +(1—Nyp) €A+ B

10



4.2.4 Proposicion

Sea A un conjunto convexo. Entonces aeA es convexo.

Demostracion:

Si A =0, «A = ) que es convexo.

Si A # (). Tenemos que si « = 0, «A = {0} que es convexo.

En cualquier otro caso, siaw # 0, A £ 0, A € [0, 1], y z,y € aA. Tenemos por
lo tanto que

1 1
—r,—y€eA
a o
como A es convexo,
1 1
A—zx+(1-AN)—-ye A
« o
lo que implica que
A+ (1= Ny € aA

c.q.d.

4.2.5 Proposicion

Sean A un subconjunto convexo, y «, § nimeros reales no negativos, entonces

aA+ A= (a+P)A

Demostracion:

Si A =0, es trivial ver que «A + A = (a + 5)A = 0.

SiA#0ya+p =0,comoca,fS > 0tenemos que « = 3 = 0y por
consiguiente

(0} =aAd=BA=(a+pB)A

En cualquier otro caso, A # y a+3 > 0. Siz € aA+ A, existeny,,y; € A
tales que

r = oy + By

Como A es convexo, tenemos que

B
Y1+ Yy € A
a

a
a+p + 5

11



por consiguiente

m+a5 y2| € (a+ B)A

r=ay + By = (a+ B) aa T3

+ 8

lo que implica que
aA+ BAC (a+ p)A

Por otra parte, si z € (a + ) A, tenemos que

z

a+

€ A por consiguiente,

1 1
A
aa+6z+6a+ﬁz€az4+ﬂ

lo que implica que
(a+ B)AC aA+ BA

De las dos inclusiones resulta la igualdad.

c.q.d.

4.2.6 Proposicion

Si A es un conjunto convexo y x € F, entonces x + A es convexo.

Demostracion:

Sean y1,y2 € x + Ay A € [0, 1]. Tenemos pues que
-z, —x €A
Como A es convexo,
Ay —2)+ (1 =Ny —2) = A+ (1 =Ny —x€ A
lo que implica que
A+ (1 =Ny ex+ A

Asi pues x + A es convexo.

c.q.d.

12



4.2.7 Proposicion

Si{A4; : i € I'} es una familia de subconjuntos convexos de F, se tiene que
(4
iel

€S COnvexo.

Demostracion:

Sean u,v € A; Vi € I como {A; : i € I} es una familia de conjuntos
Convexos,

M+ (1=XNveA Viel YA€ l0,1]
lo que implica que
M+ (1= e (A, YA€ (0,1]
iel

Por lo tanto (), A; es convexo.
c.q.d.
Si A es un subconjunto cualquiera de F, sea {A; : i € I} la familia de todos
los subconjuntos convexos de E que contienen a A. Sabemos que esta familia no
es vacia, puesto que F es un conjunto convexo de £ que contiene a A. Entonces
se le llama la envoltura convexa de A a

<A> = ﬂAi

iel

4.2.8 Definicion

Un subconjunto A de un espacio vectorial £ sobre R se dice que es equilibrado si
M C A, VX € Rtalque A < 1

Por ejemplo, en R?, una recta que corte al origen es un conjunto equilibrado.

4.2.9 Proposicion
Si{A4; : i € I} es una familia de conjuntos equilibrados de E, entonces se tiene
que

(14

i€l

13



es equilibrado.

Demostracion:
Sea A € K | |A\| < 1. Se tiene que para todo j € I,

A Ai CAA; C A

el
y por consiguiente
A A €4
iel iel

c.q.d.

Si A es un subconjunto cualquierade F, sea { A; : i € I} la familia de todos los

subconjuntos equilibrados de E que contienen a A. Sabemos que esta familia no

es vacia, puesto que £ es un conjunto equilibrado de F que contiene a A. Entonces
se le llama la envoltura equilibrada a

[A} - m A;

i€l
4.2.10 Definicion

Un conjunto es absolutamente convexo si es equilibrado y convexo.

4.2.11 Definicion

Un subconjunto A de E es absorbente si Vo € F, Je(z) > 0 : Az € Asi
A€ERy (N <e(x).

Un ejemplo de conjunto absorbente es, en R?, la bola unidad con centro en el
origen.

4.2.12 Proposicion

Sea A un conjunto equilibrado de E. SiVx € E existe a(X) > 0 que cumple que
alx)r € A

entonces A es absorbente

Demostracion:

14



Si A € K, |\ < a(z) se tiene que

—|/\| <1
alx) —
por lo tanto,
A A
A =——ax)re —ACA
a(x) a(z)

por lo que A es absorbente.
c.q.d.

4.2.13 Ejemplos

Sea A un conjunto absorbente de £, y B un conjunto de £ tal que A C B.
Veremos que B es absorbente

Tenemos que A es absorbente, luego para cadaz € FE, existe un escalare(z) > 0
tal que Az € Asi |\ < e(x), como A C B, tenemos que considerando el mismo
escalar e(x), \v € A C BV € Rsi |\ < e(z), por lo que B es equilibrado.

Sean Ay B dos conjuntos absorbentes de £. Ver que AN B es absorbente

Tenemos que A es absorbente, luego Vo € F, existe un escalar ¢;(z) > 0 tal
que Az € Asi|A| < €(x). Andlogamente, haciendo lo mismo para el conjunto B,
Vo € E,Jey(x) > 0tal que A\x € Bsi|A| < ea(x). Sea e(z) = min(eq, €3) > 0.
Por lo tanto, tenemos que 0 < €(x) < €(x) y 0 < €(z) < ez(x). Con lo que
tenemos que Vz € F, Az € Asi|\| < e(z) yVx € E, \x € Bsi|\| < €(x), luego,
Ve € B, x € AN Bsi|A| < e(x), por lo que AN B es absorbente.

Conjunto no absorbente, no equilibrado y no convexo

Sea F = R. Sea A = {—2} U {1}. Este conjunto no es absorbente porque
0 ¢ A. Tampoco es equilibrado porque 1 € A, pero —1 ¢ A. Por ultimo, tampoco
en convexo, porque el intervalo (—2,1) € A.

Conjunto no absorbente, no equilibrado y convexo

Sea £ = R. Sea A = {1}. Este conjunto no es absorbente porque 0 ¢ A.
Tampoco es equilibrado porque 1 € A, pero —1 ¢ A. Por ltimo, si es convexo,
porque solamente es un punto, luego Vo € [0, 1],al 4+ (1 —a)l =1 € A.

15



Conjunto no absorbente, equilibrado y no convexo

Sea E = R% Sea A = {z = 0} U {y = 0}. No es absorbente, porque
(1,1) € E, pero Aa € Rt 2z € A: azx = (a,a) € A, porque A es el conjunto
de los elementos de R? tales que una de sus componentes es nula o ambas son
nulas, pero en ax, ninguna componente es nula. Por lo tanto, A no es absorbente.
Por otra parte, el conjunto {x = 0} = {(0,5) : 5 € R} es equilibrado, porque
a(0,8) = (0,ap) € {(0,8) : B € R}Va € R. Analogamente, {y = 0}
también es equilibrado, lo que implica que A es equilibrado por ser la union de
dos conjuntos equilibrados. Por tltimo, no es convexo porque (0,2), (2,0) € A,
10,1 pero 1(2,0) + (1—1)(2,0)=(1,1) ¢ A.

Conjunto no absorbente, equilibrado y convexo

Sea E = R%. Sea A = {x = 0}. Como hemos visto en el ejemplo anterior,
A={(0,p5): p€R},porloquea0,ps) =(0,a8) € {(0,8): 8 € R}Va € R.
Esto implica que si & > 0 el punto o(1,1) = (a, ) ¢ A, como consecuencia
A no es absorbente. Por otra parte, ya hemos visto en el ejemplo anterior que es
equilibrado este conjunto. Por tltimo,

YA €[0,1], A(0,81) + (1 =X)(0,8) = (0,AB1+ (L= )\)Bs) € A

luego A es convexo.

Conjunto absorbente, no equilibrado y no convexo

Sea £ =R. Sea A = (—1,1) U {2}. Como el conjunto (—1, 1) es absorbente,
A es absorbente por ser union de dos conjuntos donde uno es absorbente. Por otro
lado, no es equilibrado, porque 2 € A, pero —2 ¢ A. Por tltimo, no es conexo,
porque el punto 2 = 10 + 32 ¢ A.

Conjunto absorbente, no equilibrado y convexo

Sea £ = R. Sea A = (—1, 1. Evidentemente A es absorbente. Por otro lado,
no es equilibrado, porque 1 € A, pero —1 ¢ A. Por dltimo, el conjunto A es
convexo evidentemente.

Conjunto absorbente, equilibrado y no convexo
Sea £ = R?, y sear € RT. Definiremos como B, el conjunto de puntos de R?
que distan del origen una distancia inferior a r con la distancia usual.
Sea A = B; U {x = 0}. Evidentemente B; es absorbente, por lo tanto, A
es absorbente por ser la uniéon de dos conjuntos donde uno de ellos es absorbente.

16



Por otra parte, A es equilibrado por ser la union de dos conjunto equilibrados. Por
ultimo, no es convexo, porque (0,2), (3,0) € A, pero por otra parte, 5(0,2) +

2(3:0) = (L) ¢ A

Conjunto absorbente, equilibrado y convexo
El conjunto B; definido en el ejemplo anterior es un claro ejemplo de un con-
junto absorbente, equilibrado y convexo.

Conjunto equilibrado y absorbente cuyo interior en la topologia usual no con-
tiene al 0

Sea £ = R® Sea Bj (_10) la bola cerrada de radio 1, y centro en (—1,0),
y Bi,1,0) la bola cerrada de radio 1, y centro en (1,0). Sea A = {z = 0} U

By ,(—1,0) U Bi1,0). Vamos a ver que 0 ¢ A. Sea (5 )nen una sucesion tal que

Ty = <1 1-— "2_21>. Vemos que x, ¢ AVn € N. Pero por otro lado,

n 2n
lim, . z, = (0,0), lo que implica que 0 ¢ A. Por tltimo, el conjunto es ab-
sorbente, porque para todo = € F, si z es de la forma (0, \), Ve > 0, €(0,)\) =
(0,e\) € A porque la coordenada x = 0. Por otro lado, si la primera coordenada
no es 0, entonces tenemos que el segmento que vade 0 a , cortaa Dy (1) 0a
D; (1,0) en un punto p # 0. Como el segmento que une 0 y p esta contenido en A,
entonces el conjunto es absorbente.
Es decir, este conjunto es absorbente, es equilibrado, pero no es convexo.

17



S Espacios vectoriales topologicos

5.1 Topologias compatibles con un espacio vectorial y propiedades
basicas

Sea E un espacio vectorial sobre R. Sea I3 una familia no vacia de partes de £
que cumple:

1. SiV € B, entonces V es equilibrado y absorbente.
2.8V, Vi e B3V € B: Vs C Vi NV
3.8V e BIW eB: W + W C V.

A partir de B, se va a definir una familia / de subconjuntos de F de la siguiente
forma: el conjunto A ¢ U <= Vax € AJV € B que depende de x de manera
que

r+V C A

Ademas de lo mencionado anteriormente, () € U/

5.1.1 Teorema

La familia ¢/ es una topologia sobre F.

Demostracion:

Como hemos visto en el enunciado, () € U. Ahora veremos que £ € U. Como
B # (), tenemos que 3V € By ademés V' # (). Por otra parte,

Vee E.x+V CE=FEFeclU

Sea A = J,c;Aicon A; e UVie Iyx e A loqueimplica que Jigp € I :
x € A;,. Como A;, € U, tenemos que

WVeB:a+VcA,clJa=4

el
Por ultimo, si Ay, Ay € U,y x € V; N Vy, hallamos
‘/17‘/26621’—}-‘/16141,{[‘—}-‘/26142

Determinamos ahora un elemento V3 € B : V3 € ViNV5. Porlo tanto, x+ V3 C Ay
yx + V3 C A,. Esto implicaque x + V3 € A; N Ay. Asipues A1 N As € U.
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Por lo tanto se cumplen las propiedades de topologia, es decir, ¢/ es una topologia.
Se dice que la topologia U/ esta definida por la familia 5.

c.q.d.

Se dice que la familia I/ esta definida por B.

Cualquier topologia definida por una familia no vacia 5 de partes de F, con las
propiedades definidas anteriormente, se dice que es compatible con la estructura
vectorial de E. F con la topologia U, se la llama espacio vectorial topoldgico.

Veremos mas adelante que una topologia es vectorial si, y sélo si, la suma
(+: E X FE — FE)yelproducto (x : R x £ — E) son continuas.

5.2 Propiedades elementales de los espacios vectoriales topologi-
cos

Sea E un espacio vectorial sobre un R. Sea B una familia de subconjuntos que
cumple las 3 propiedades mencionadas en el apartado y U, la topologia sobre
E definida por B.

5.2.1 Proposicion

Sizg € E'y A € E[U], entonces z + A es un abierto de E[U].

Demostracion:
Sea x € xg + A, entonces
r—x9 €A

Como A es abierto,
WVeB:x—xw+VCA=24+VeEexry+ A

c.q.d.

5.2.2 Proposicion

Sizg € E'y A esun subconjunto cerrado de E[U], entonces xo + A es un cerrado
de E[U].

Demostracion:
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Si M C FE, ponemos M’ como su complementario. Si A es cerrado, A’ es
abierto, por lo que se comprueba trivialmente que

2o+ A = (29 + A)'

Por la proposicion anterior, xo + A’ es abierto. Por lo tanto X + A es cerrado.
c.q.d.

5.2.3 Proposicion

SIACEUl,ze A=V eB:z+VCA

Demostracion:
reA=TFVeB: a+VCACA
Sea M C FE caracterizadoporr e M < IV, e B: z+V, C A
Como 0 € V, se tiene que x € Ay se tiene que:

AcMcA
Ahora quedaria ver que M es abierto. Sea z € M, existe U € B tal que
z+UCA
SeaWeB: W+W CU.Six e z+ W,resulta que
r4+WCz4+W+WCz+UCA=

=sz+WCM

Asi pues M es abierto, de lo que se deduce que

A=M

5.2.4 Proposicion

Dado = € E[U],
{r+V:VeB}

es una base de entornos de x.
Demostracion:
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0+V=VCV=0ecV

Por lo tanto se deduce que = € = + 1% que es un abierto, lo que implica que x + V'
es un entorno de x. Por otra parte, si A es un entorno de z, se tiene que

reA
por lo tanto, existe U € B tal que
r+UCAcCA
c.q.d.

5.2.5 Proposicion

SiAe K, AN#0yV € B, se tiene que AV es un entorno del origen en E[U].

Demostracion:
Dado un entero no negativo n, vamos a ver que 3W,, € B tal que:

2"W, CV

Para ello, si n = 0, ponemos W, = V. Sin > 0, procederemos por induccion.
Supondremos cierto para un cierto » > 0, entonces

2°W, CV
hallamos W,.,; en BB de forma que
Wea + W C W,
entonces tenemos que
W, =2"2W, C 2 (W + W) C2'W, C V

por consiguiente la propiedad es cierta.
Ahora determinamos un entero positivo n de forma que cumple que

1

— <1
20|\
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Para este n, segun acabamos de ver, existe W,, € B tal que 2"W,, C V. Como W,
es equilibrado

1
E— Q-
iV CWa 27V =

= W, C AV =V

por lo tanto, AV es un entorno del origen en E[U].

5.2.6 Proposicion

SiA e K, A\ # 0y A € E[U] un abierto. Entonces AA también es abierto.

Demostracion:
Siz € My A # 0, entonces

-z e A

Por lo tanto 3V € B tal que

1
ﬁ+VCA¢

=+ AV C I\

Como AA es un entorno de = para cada v € A\A, A\ A es abierto.
c.q.d.

5.2.7 Proposicion
Sean A € K, A # 0y A € E[U] un cerrado. Entonces AA también es cerrado.
Demostracion:

A cerrado, lo que implica que A’ es abierto. Teniendo en cuenta la proposicion

anterior, A\A" = (AA)’ es abierto o, lo que es lo mismo, AA es cerrado.
c.q.d.
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5.2.8 Proposicion

El espacio E[U] es de Hausdorff si, y solo si

AV VeB)={0}

Demostracion:
Como B es una base de entornos del origen, si F[U/] es de Hausdorffy z # 0
es un vector cualquierade F, 3V € B: x ¢ V y como consecuencia

N{V: VeB}={0}
Reciprocamente, supongamos que
N{V: VeB}={0}

Seanz,y € E : x # y, lo que implica que = — y # 0, luego W € B que cumple
que
r—ygw

Tomamosun U € B: U + U C W, vamos a ver que
(z+U)Ny+0U)=10

Se puede comprobar que si no fuera asi, existiriaun z € (x +U)N (y+ U),0lo
que es lo mismo,
zex+Uzey+U

como U es equilibrado, podemos ponerlo como
r—zelUz—yelU=

=r—y=(—2)+(z—y eU+UCW

lo que contradiria la hipotesis, por lo tanto E[U] es de Hausdorff.
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5.2.9 Proposicion

Si A es un conjunto equilibrado de E[T], entonces A también es equilibrado
(siendo A la adherencia en la topologia 7).

Demostracion:

Si A = (), entonces ) = A = A que es equilibrado.

Si A#(,seanz € Ay A € R un elemento tal que |A| < 1. Si A = 0, al ser
A equilibrado 0 € A, por consiguiente tenemos que Az =0 € A C A. Si A # 0,
tenemos que si V' es un entorno cualquiera del origen, entonces A~V también lo
es, y por consiguiente

(z+AXTV)NAHED

de donde podemos deducir que
DN+ V)NAAC M+ V)NA
para cualquier entorno del origen V', lo que implica que
Ar € A
lo que implica que A es equilibrado.
c.q.d.
5.2.10 Proposicion

Si A es un conjunto convexo de F[T], entonces A también es convexo (siendo A
la adherencia en la topologia 7).

Demostracion:

Si A = (), entonces ) = A = A que es convexo.

SiA#0 seanz,ye Ayael0,1].

Si V' es un entorno del origen en E[7T], hallamos otro entorno equilibrado del
origen W de forma que W +W C V. Entonces se tiene que aW, (1—a)WW C W.
Como z,y € A, se tiene que

(x+WINAZLD, (y+W)NA#D
por consiguiente
(ax+aW)NaA#£D,(1—a)y+ (1—a)W)N(1—a)A#0

Sean
21 € ax+aW, z1 € aA
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neEl-—a)r+(1-—a)W, e (l-a)A

Entonces:
21429 € ax+(1—a)y+aW+(1—a)W C z1+22 C az+(1—a)y+W+W C az+(1—a)y+V

n+2mceA+(1l-—a)A=(a+1-a)A=A

de donde se deduce que
(ax+(1—a)y+V)NA#D

lo que implica que B
ar+(1—a)ye A

y por consiguiente, A es convexo.
c.q.d.

5.2.11 Proposicion

En cualquier topologia vectorial, cualquier entorno del origen es un conjunto ab-
sorbente

Demostracion:

Sea 7 una topologia vectorial de un espacio vectorial £. Sabemos entonces
que tiene que existir un sistema fundamental de entornos del origen absorbentes
y equilibrados B que cumple las propiedades del apartado B.1], de forma que si un
conjunto U C E es un abierto de F[T ], entonces para todo punto p € U existe un
elemento V' € B de formaquep+ V C U.

Sea U un conjunto abierto de E[7| tal que 0 € U. Entonces sabemos que
existeunV € Btalque 0+V =V C U, lo que implicaque U = UNV. Como V
es absorbente, entonces U también lo es por ser la union de dos conjuntos donde
uno de ellos es absorbente.

5.2.12 Proposicion

Todo espacio vectorial topologico E|[7 ] tiene un sistema fundamental de entornos
del origen formado por conjuntos cerrados.

Demostracion:
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Sean BB una familia formada por los conjuntos abiertos y equilibrados de E[7].
Por la proposicion 5.2.11, como los conjuntos son equilibrados, contienen al 0,
luego también son absorbentes.

Vamos a considerar ahora la familia M = {V } <z, que es la familia formada
por la adherencia de todos los conjuntos de la familia B. Es trivial comprobar que
los elementos de M son cerrados. Vamos a ver ahora que cumplen las condiciones

del apartado f5.1]:

1. Los elementos de M son equilibrados y absorbentes. Cualquier elemento
de M es de la forma V donde V € B. V es equilibrado, luego por la
proposicion 5.2.9, V también lo es. Por otro lado, V es absorbente, como
V Cc V=V =V UV, que es absorbente por ser la uniéon de dos conjuntos
donde uno es absorbente. Luego V es equilibrado y absorbente.

2. Para cualquier A € M existe un elemento B € M tal que B + B C A.
Sean V' € 55 un conjunto cualquieray W,U € Btalesque U + U C W'y
W 4+ W C U. Como U esun abierto, U C U + U, lo que implica:

U4+UcCU+U+U+UCWH+WCVCV

3. Paracualesquiera A, B € M existe un elemento C' € M talque C' C ANDB.
Sean V., W € B dos elementos cualesquiera, entonces sabemos que existe
un elemento Z € Btalque Z € V NW. Vamos a verque Z C V N
W. Por definicion, Z es la intersecciéon de todos los conjuntos cerrados
que contienen a Z. Como Z C V, la interseccion de todos los conjuntos
cerrados que contienen a Z va a estar contenida en la interseccion de todos
los conjuntos cerrados que contienen a V, luego Z C V, analogamente
también tenemos que Z C W, lo que implica

ZcvVnw

Entonces la familia M genera una topologia vectorial. Ahora queda por ver
que la familia M y la familia B generan la misma topologia. Seria suficiente con
demostrar que cualquier conjunto de M contiene a uno de By viceversa.

Sea A € M, entonces A es de la forma V, donde V € B, como V C V,
cualquier elemento de M contiene a uno de B.

Reciprocamente, sea V€ By W € B un elemento tal que W + W C V.
Como los elementos de B3 son conjuntos abiertos, se tiene que W C W+W C V,
como W € M, tenemos que cualquier elemento de BB contiene a uno de M.

c.q.d.

26



5.2.13 Proposicion

Si A es un conjunto abierto de £, y 0 € A, la envoltura equilibrada de A es abierta.

Demostracion:
Sabemos que
Al =U{M: NeR, |N <1}

Como 0 € A, se tiene que
[Al=U{MA: XeR, 0< |\ <1}
Como para cualquier A € R*, AA es abierto, se tiene que [A] también lo es.
c.q.d.
5.2.14 Proposicion

Si A es un conjunto equilibrado de F,y 0 € A, entonces A es equilibrado.

Demostracion:
Como 0 € A, la envoltura equilibrada de A sera abierta. Por otro lado,

o

AC[AlC A
por lo tanto, ) )
A=[A]
c.q.d.

5.3 Una caracterizacion de un espacio vectorial topologico

Sean E un espacio vectorial sobre R, B una familia no vacia de subconjuntos de
F que cumple las propiedades del apartado B.1], y ¢/ 1a topologia definida por B.

5.3.1 Proposicion

La aplicacion suma + : E[U] x E[U] — E[U] definida por:

(x,y) >z +vy, Yr,ye E
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es continua.

Demostracion:
Sean P, () dos conjuntos cualesquiera, definimos:

PxQ={(zy): zePycQ}

Sea (xg, yo) € Ex E. Dadoun entorno B de xy+yo en E[U], hallamos 2 elementos
W,V € B que cumplen

W+WcV,eg+y+V CB
Entonces (zo + W) x (yo + W) es un entorno de (zo, yo) en E[U] x E[U] y si
(2, y) € (xo + W,yo + W)
se tiene que

x—l—y€x0+W+y0+WCxo—|—yo+VCB

c.q.d.
5.3.2 Proposicion
La aplicacion producto x : R x E[U] — E[U] definida por
(A\x)—= A, VAER, Ve e E
es continua.
Demostracion:
Sea (Ao, To) un punto de R x F se tiene que:
AT — )\01’0 = ()\ — )\0)(1‘ — $0) + ()\ - )\o)Io + )\0(.7} - Jio) (1)

Sea B € E[U] un entorno de A\gzo. Existen U, V, W € B de forma que
Mo+ U CBV+VCUW+WCV

Si\g#0,cogemos Z C B: Z C /\EIWQW. Si A\g = 0, ponemos Z = W.
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Por otro lado, como Z es absorbente, da con 0 < o < 1 tal que
(A= Xo)zo € Zsi |A—No| <«
Definimos el conjunto 7' como
{AeK: A= X| <a}
se tiene que 7" X (zg + Z) es un entorno de (Ao, zo) en R x E[U]. Si
(Nz)eT x (xg+ Z)

o lo que es lo mismo,
IA—Xo| <a, x—20€Z

se obtiene que
()\ - )\0)(55 - 33’0) € ()\ — )\O)Z cZ

()\ — )\0)1‘0 €z
/\0([E — $0> EXZ CW
por consiguiente, y de acuerdo con ([l]), se obtiene

Ao —=Xxg € Z+ZAWCWAHWHWCWHV VAV CU

de aqui que
A € Mg+ U C B

c.q.d.

5.3.3 Teorema

Sea T una topologia sobre E. Se tiene que £[7 | es un espacio vectorial topologico
si, y solo si, las aplicaciones de E[T] x E[T]yde R x E[T] en E[T] definidas
respectivamente por:

ry) —x+

Ji@y) Y r,ye E;XER
g:(\z)— A

son continuas.

Demostracion:
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Si E[T] son espacios vectoriales topologicos, entonces las aplicaciones men-
cionadas anteriormente son continuas, segiin acabamos de ver.

Reciprocamente, si las aplicaciones anteriormente citadas son continuas, va-
mos a ver que eso implica que E[7 ] tiene que ser un espacio vectorial topologico.
Si fijamos un A € R con A # 0, se deduce de la continuidad de g que las homote-

cias que
Hy,:xz—
rek
Hy o= Mz

son T -continuas. Como la aplicaciéon H,-: es la inversa de la aplicacion H), y
es una homotecia sobre £ de razoén distinta de 0, es un homeomorfismo de E[7 |
sobre E[T]. Entonces, si V' es un entorno del origen de £[7], AV también es un
entorno del origen de E[T].

De la continuidad, puesto que 0 x 0 = 0, se deduce que dado un entorno del
origen de V en E|[T], existe un @ € R* y un 7 -entorno del origen W que cumple

eV sideKN<a zeW

es decir, si || < a,
AW CV

lo que implica que
U=U{MW: XeK |\N<a}CV

y ademads U es equilibrado. Por otra parte, como oW es un 7 -entorno del origen y
U D aW,setiene que U esun entorno del origen. Luego las familia B de todos los
T -entornos del origen que son equilibrados constituyen una base de 7 -entornos
del origen. Noétese que esta familia es cerrada por interseccion finita.

Tomemos ahora un 7 -entorno del origen V' y un vector x € FE. de la con-
tinuidad de g se deduce que la aplicacion de K — 7 definida por:

A=Az, A eK
es continua y, por consiguiente, puesto que 0 — 0, podemos hallar 5 € R tal que
AeVsideK |A\<p

por lo tanto, V' es absorbente.
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De la continuidad de f, puesto que 0 + 0 = 0, se puede deducir que, dado
W € B, existen 7y, Z, € B de manera que

r+yeW six €2,y € Zy
Sea Z = Zy, N Zs, resultaque Z € By
Z+ZCW

Por lo tanto, la familia B3 es no vacia, esta formada por conjuntos equilibrados
y absorbentes, y cumple las condiciones del apartado 5.1, por lo tanto £[7] es una
topologia vectorial.
Es inmediato comprobar que un conjunto A C E es abierto si, y solo si, para
cadax € A, existeun V € Btalque x + U C A.
c.q.d.

5.4 Ejemplos

Ejemplo de espacio vectorial topologico

LLamaremos topologia gruesa o topologia trivial de un conjunto X ala topologia
T(X) = {0, X}, es decir, la topologia formada por el vacio y el propio conjunto.
Esta topologia tiene la propiedad de que cualquier funcidon definida en un espacio
topoldgico que tenga como imagen el conjunto X con esta topologia es continua,
sin importar la topologia del espacio de origen.

Sea E un espacio vectorial, y su topologia la gruesa, 7(E) = {), E'}. Esta
topologia es vectorial, porque, como las funciones del apartado tienen como
imagen F con la topologia gruesa, van a ser siempre continuas, sin importar el
cuerpo sobre el que el espacio vectorial esta definido.

Ejemplo de espacio vectorial con topologia pero no topologico
Definiremos como topologia fina o topologia discreta de un conjunto X, a la

topologia formada por el vacio, y todos los subconjuntos de X. Esta topologia
tiene la propiedad de que cualquier funcidon que tenga como dominio al conjunto
X con topologia la topologia fina, siempre va a ser continua.

Sea E un espacio vectorial sobre R, con la topologia fina. Vamos a ver ahora
si cumple las propiedades del apartado 5.3.3.

La funcién suma (f : (x,y) — = +y), como vade E[T] x E[T| — E[T],y
E x FE tiene la topologia fina, por lo tanto siempre va a ser continua.
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Pero, por otro lado, la funcion producto (g : (A, z) — Az),vade R x E[T] —
E[T]. Tenemos que {0} € E|[T] es un conjunto abierto, vamos a ver si su antiim-
agen es un conjunto abierto de K x E[7]. El conjunto seria abierto si todo punto
pertenece al interior del conjunto. Sea

V={\z): Mec{0} NeR,zc E} =g '({0})

Tenemos que (0,v) € V (siendo v # 0), vamos a ver que (0,v) ¢ V. Sea U un
abierto de R tal que 0 € U. Sabemos que {0} no es un abierto de R, por lo tanto,
si U es un abierto que contiene al 0, 3o # 0 : « € U. Por otro lado tenemos que
en E[T] cualquier conjunto que contenga al v, es un entorno abierto de V. Pero

g(av) = av & {0}

en otras palabras, no existe nigun elemento IV de la topologia de R x E[T] tal que
(0,v) € W C V, lo que implica que el punto (0,v) ¢ V, y por consiguiente, la
funcidn producto no es continua.

En resumen, la topologia fina no es una topologia vectorial.

Como observacion, para ver que el conjunto £ con la topologia discreta no es
un espacio vectorial topoldgico, hubiera bastado con ver que {0} es un entorno del
origen, pero no es un conjunto absorbente.

La topologia usual de un espacio vectorial ~ normado es una topologia vecto-
rial, y también un sistema fundamental de entornos del origen formado por
conjuntos abiertos y equilibrados
Una base de la topologia usual de F viene dada por las bolas abiertas de centro
x € E yradio r € R, que llamaremos B, (r).
Supongamos que 0 es el origen. Consideraremos el conjunto B de bolas con
centro el origen. Estas bolas complen que para todo 7, 71,7, € R

1. By(r) es equilibrado y absorbente.
2. Bo(T‘l) N B()(TQ) = B()(T) siendo r = mil’l(’l“l,’f‘g) > 0.
3. By(r/2) + By(r/2) = By(r).

Tenemos que la familia B cumple las condiciones del apartado 5.1y son base
de entornos del origen, y las bolas x+ By(r) = B,(r) paratodox € Eyr € Rt es
base de la topologia. Por consiguiente la topologia usual es una topologia vectorial
en un espacio normado.
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Dar una topologia vectorial que haga continuo el producto por escalar, pero
que su suma no sea continua (funciones del apartado 5.3.3)

Sea T una topologia sobre R, tal que los conjuntos abiertos en esta topologia
son el conjunto vacio y los conjuntos que son abiertos en la topologia usual a los
que pertenece el 0.

Es facil ver que la operacion suma no es continua. Para ello, consideremos el
conjunto U = (—1,1), que es un abierto de 7. Vamos a ver que su antiimagen
respecto a la operacion suma, que llamaremos 1/, no es un abierto de R[7] x R[T].
Consideremos el punto p = (5, —5), sabemos que p pertenece a V/, pero vamos a
ver que p no pertenece al interior de V' en la topologia R[7] x R[T]. Si asi fuera,
existiria un abierto W de R[7] tal que —5 € W yademas 5+WW C U. Como W es
un abierto no vacio de R[7, entonces 0 € W, porloque 5 =54+0¢€ 5+ W ¢ U,
por lo que p ¢ v, luego V' no es abierto.

Veremos ahora que si es continua la operacion producto. Para ello, llamaremos
R,, al cuerpo de los reales con la topologia usual. Sea U un abierto de R[7]. Vere-
mos que la antiimagen respecto a la operacion producto de U, a la que llamaremos
V, es un abierto de R, x R[T]. SiU = (), su antiimagen va a ser el vacio, que es un
abierto en cualquier topologia. En caso contrario, sean a,b € R tales que ab € U,
veremos que el punto ab va a pertenecer siempre al interior de V. Tenemos que
ver que existen €y, €2, €3 € R™ tales que el conjunto

(a—El,CL+€1) X (-62,62)U<b—€3,b+€3) cVv

Sabemos de un ejemplo anterior, que la topologia usual es una topologia vectorial,
y que es mas fina que la topologia 7. Es decir, que U es un abierto de la topologia
usual, y que ab € U, por lo que existen €11, €3 € R tales que

(&—611,a+€11) X (b—€3,b+€3) cVv

Por otro lado, como 0 € U, y U es abierto de la topologia usual, tenemos que el
punto (a,0) € V. Como la topologia usual es una topologia vectorial, y U es un
abierto de la topologia vectorial, tenemos que existen €19, €, € RT tales que

(@ —€12,a+ €12) X (—€,60) CV
Sea €; = min{e;q, €12} > 0, por lo que tenemos que
(a—El,&+€1) X (—EQ,EQ)U(b—Eg,b—l—Eg) cVv

Por lo tanto, el punto (a,b) pertenece al interior del conjunto V' en la topologia
R, x R[T].
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5.4.1 Proposicion

Sea H la interseccion de todos los conjuntos abiertos de una topologia vectorial
E[T] que contienen al 0. Ver que H es un subespacio vectorial

Demostracion:

Por la proposicion 5.2.8, si la topologia £[7] es Hausdorff, entonces H = {0},
que es un espacio vectorial. Vamos a ver qué pasa si £[7 ] no lo es.

Para empezar esta demostracion, sea A el conjunto de abiertos que contienen
al 0. Sabemos que £ € A porque 0 € E,y E siempre es un conjunto abierto en
cualquier topologia. Por otro lado, por definicién

OGUVU6A¢0€H=(]U
UeA

lo que implica que H es no vacio.

Vamos a suponer que Ju,v € H : u+ v ¢ H. Esto implica que existe
un conjunto U € A que no contiene a u + v, pero que todos los conjuntos de A
contienen a u y a v. Sabemos que E[T] es una topologia vectorial, lo que implica
segun el apartado que la funcioén suma es continua. Como la funcién suma
es continua, la antiimagen de U tiene que ser un conjunto abierto. Sea U~! la
antiimagen de U por la operacion suma. Sabemos que 0 € U, lo que implica que
el punto (0,0) € E[T] x E[T] pertenece a U~! y pertenece al interior de U .
Esto implica que existen dos conjuntos U3, Us abiertos pertenecientes a la base de
la topologia de forma que

(0,00 e Uy x Uy CU

Pero como hemos dicho antes, si U; es abierto, y 0 € Uy, esto implica que u € Uj.
Analogamente v € U,, pero hemos dicho antes que v + v ¢ U, lo que es una
contradiccion.

Por otra parte, vamos a suponer que existe un A € Ry un x € H tales que
Ax ¢ H. Esto implica que existe V' € A tal que \z ¢ V, lo que implica que
A # 0, puesto que Ox = 0 € V. Como V es abierto, y 7 es una topologia
vectorial, se tiene por la proposicion que A1V es abierto, lo que implica
que A1V € A, ademasde 0 € A"V, Siz € A7V, tendriamos que Az € V, que
es una contradiccion.

En resumen, tenemos que

1.0e H
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2. siu,v e Hyu+veH
3.sixeKyue H Aoue H

En consecuencia, H es un subespacio vectorial de F.
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6 Seminormas sobre un espacio vectorial

6.1 Definicion y propiedades basicas

Dado un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K, una seminorma p sobre £ es una
aplicacion de E en R de forma que, Vu,v € F,y Va € K se verifica:

1. p(u) > 0.
2. p(u+v) < plu)+ pv)
3. plau) = |afp(u)
Si ademas p cumple que:
4. p(u) =0 u=0

Se dira que p es una norma.
A la primera propiedad se llama que p es definida positiva, a la segunda se le
llama desigualdad triangular, y a la cuarta que p es no degenerada.

6.1.1 Proposicion

Si f es una forma lineal sobre F, entonces | f| es una seminorma.

Demostracion:

Habria que ver que se cumplen las 3 propiedades mencionadas anteriormente.
Como f es una forma lineal, entonces se cumple que para todo u,v € E'y para
todo a € K

Lo [f(w)] =0
2. [flutv)| = [f(u) + f(0)] < [f(u)] + |f ()]
3. [flau)| = lof (u)] = |af[f(u)]
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6.1.2 Proposicion

Si p es una seminorma sobre E, y u,v € E, se tiene:

Ip(u) — p(v)| < p(u—v)

Demostracion:
Como p es una seminorma, aplicando la desigualdad triangular obtenemos que:

p(v) < p(u) +p(v —u)
p(u) < p(v) + plu —v)
de donde se deduce que
p(v) = p(u) < p(v —u) = p(u—v)
y también que
p(u) = p(v) < p(u—v) =p(v —u)
de lo que podemos deducir que |p(u) — p(v)| < p(u — v)
c.q.d.

6.1.3 Proposicion

Si p, ¢ son dos seminormas sobre FE tales que para todo v en E que cumple que
p(u) < 1, también verifica que ¢(u) < 1, entonces se tiene que ¢(v) < p(v) Vv €
E.

Demostracion:

Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo. Supongamos que 3z € E :
p(z) < q(z). Sea entonces o € R tal que p(z) < o < ¢(z). Entonces el vector
éz cumple que

y por hipotesis debe ser

lo que es una contradiccion.
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6.1.4 Proposicion

Si p es una seminorma sobre E, y o € R, se tiene que el conjunto
{r e E:p(x) <a}l
es absolutamente convexo y absorbente.

Demostracion:
Sean u,v € F de forma que

p(u) < a, pv) < «
y a € [0, 1]. Se tiene:
p(Au+ (1= M) < p(Au) +p((1 = A)v) = Ap(u) + (1 = A)p(v) <

de lo que se deduce que {z € E : p(x) < a} es convexo.
Por otro lado, sea 5 € K : |§]| < 1, se tiene que

p(Bu) = [Blp(u) < p(u) < a

lo que indica que {x € F : p(x) < a} es equilibrado.
Por ultimo, dado un elemento cualquiera z € F, entoces

Jp e RY: Bp(z) <1
a

entonces
p(pz) = pp(2) < a

luego {z € F : p(x) < a} es absorbente.
Notese que hemos probado antes que este conjunto es equilibrado.
c.q.d.

6.2 Funcional de Minkowski

Sea A un subconjunto absorbente y absolutamente convexo en un espacio vectorial
E. Para cada z € E definimos:

pa(z) =inf{\ € Rtz € \A}

38



6.2.1 Proposicion

Se tiene que p4 es una aplicacion bien definida de £ en R™ U 0.

Demostracion:
Hay que ver que la aplicacion esté bien definida.
Tomamos = € F, puesto que A es absorbente,

da>0axr € A

Por lo tanto se tiene que que

1

re—A

a
Asi el conjunto {A € RT : z € AA} es no vacio y, puesto que estd acotado
inferiormente, tiene extremo inferior p4(x), que debe ser mayor o igual es 0 y es
unico.

c.q.d.
La aplicacion p4 se le llama funcional de Minkowski o calibrador.

6.2.2 Proposicion
La aplicacion py es una seminorma sobre E.
Demostracion:
Bastaria con ver que se cumplen las propiedades de seminorma.

Sean
u,v € F,aeR

De la definicidn de p4 se tiene:
pa(u) =20

Como A es equilibrado y absorbente entonces 0 € A, luego 0 € AA VA > 0. Por
lo tanto p4(0) = 0.
Por otra parte, si o = 0, se tiene que:

palou) = pa(0) = 0 = |a|pa(v)
Sia #0, §A = ﬁA porque A es equilibrado. Por lo tanto:

A
palou) =inf{A: A > 0, ozue/\A}:inf{)\:)\>0,uE—A}:inf{/\:)\>O,u€
«
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A A
= |a\inf{— A>0,u€e —A} = |a|pa(u)

| [

Por ultimo, sean
MpERT :ue A ve uA

Entonces:
u+veENA+ A

Como A es convexo, se tiene que
A+ pA = A+ p)A
por consiguiente
ut+veE AN+ u)A=pa(u+v) <A+pu

De la definicion del funcional de Minkowski resulta que, dado ¢ € R™, existen
A, it € RY tales que

A—§<pA(v)§A,u€AA,veuA,u—%<pA(v)§/w

Por lo tanto, segiin hemos visto antes,

€ €
palu+v) <A+ pu < palu) —|—§+pA(v)+§ =pa(u) +pa(v) +e€

Ya que € > 0, se tiene que pa(u +v) < pa(u) + pa(v).

6.3 Continuidad en seminormas
6.3.1 Proposicion

Sea p una seminorma sobre un espacio vectorial topoldgico E. Si p es continua en
el origen, entonces p es uniformemente continua en E.
Demostracion:
Si p es continua en el origen Ve € R™ existe un conjunto U, de E de forma
que
p(x) < eV € U,

Sean
w,veEFE: u—velU,
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Se tiene que:
[p(u) = p(v)] < plu—v) <€

Esto implica que p es uniformemente continua.
Obviamente el reciproco también es cierto.

6.3.2 Proposicion

Sea U un conjunto absolutamente convexo y absorbente de un espacio vectorial
topoldgico E, p el calibrador de U. p es continuo si, y s6lo si U es un entorno del
origen.
Demostracion:
Sea V' el conjunto:
{r e E: plx)<1}

Si p es continuo, V' es abierto. De acuerdo la definicion de p, V' C U, lo que
implica que U es entorno del origen de 0, porque V' es abiertoy 0 € V' (ndtese que
U es equilibrado).

Reciprocamente, como p es una seminorma, bastaria con ver que es continua
en el origen. Como E es un espacio vectorial topologico, si U es un entorno del
origen, entonces Ve € R™, U también es un entorno del origen. Por otro lado
tenemos que Ve € R*, U C p~'[0, €) que es un entorno del origen, lo que implica
que p es continua en el origen.

c.q.d.

6.3.3 Proposicion

Sea U un entorno abierto del origen, entonces

U={ze€eFE : px) <1}

Demostracion:

Si x € U, entonces, como el producto rpor escalar es una aplicién continua,
y lx = x € U, entonces existe un r > 1 tal que rx € U, por lo tanto x € %U.
Como 0 < r < 1,setiene que p(z): <1yU C{z € E : p(z) < 1}.

Por otro lado, si p(z) < 1, entonces existeun r > 0y r < 1tal que z € rU.
Yaquer < 1yU esequilibradoy rU C U, luegoxz € U.

De ambas inclusiones se deduce la igualdad.
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c.q.d.
Dado un espacio vectorial F, sea P = {p; : i € I} una familia de seminormas
no vacia sobre E. Vi € I,Ve € RT definimos

Aie={z € E:pi(x) <e€}
Sea B la familia de todos los subconjuntos de F que son intersecciones de un
naumero finito de subconjuntos de la forma A, al variari € I y e € R*.
6.3.4 Proposicion
Se tienen las siguientes propiedades:
1. Cada elemento de B es convexo, equilibrado y absorbente.
2. La interseccion finita de elementos de B pertenece a B.

3.8V eBIWeB: W+WcCV

Demostracion:

1. De acuerdo con la proposicion .1.4, cada conjunto A;. es convexo, equili-
brado y absorbente. La interseccion de conjuntos convexos y equilibrados
es convexo y equilibrado, y la interseccion finita de conjuntos absorbentes es
absorbente, lo que implica que cada elemento de BB es convexo, equilibrado
y absorbente.

2. Por definicion, la interseccion de dos elementos de elementos de BB pertenece
a B3, y lo mismo ocurre con cualquier interseccion finita de elementos de B.

3. SiV € B, existe un numero finito de indices 1, o, . .., 4, € [ y otro finito
€1,€9,...,6, € RT de forma que

n

V= {zeE: p,z)<e}

Sea
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Seanu,v € W = u,v € W, Vg € {1,2,...,n}

1 1
piq(u +v) < Dig (u) + Di, (v) < ieq + 5611 = €

Lo que implica que v +v € V;, ¢ = 1,2,...,n, 0 lo que es lo mismo,
u+veV,luvegoW +W CV.

c.q.d.

6.4 Ejemplos

A continuacion vamos a poner ejemplos de conjuntos que admiten un funcional
de Minkowski, ademas vamos a ilustrar con ejemplos qué pasa si el conjunto no
es equilibrado o convexo. Notese que para que la definicion del funcional de
Minkowski de un conjunto A tenga sentido, solo es necesario que el conjunto A
tiene que ser absorbente.

Conjunto absorbente y convexo, pero no equilibrado

Supongamos en la recta real el conjunto A = [—1, 2]
Si p4 fuera seminorma, se cumpliria que p4(2) = pa(—2), pero:
pA(—Q) =2

Este ejemplo muestra que, si el conjunto A no es equilibrado, aunque sea convexo,
el funcional de Minkowski no tiene por qué ser una seminorma.

Por otra parte, el conjunto B = [—1, 1) de la recta real seria un claro ejemplo
de un conjunto no equilibrado, pero en cual el funcional de Minkowski si es una
seminorma.

Conjunto equilibrado y absorbente, pero no convexo
Esta vez en el plano real, supongamos el conjunto

C={(z,y) €ER*: z=0}U{(n,y) eR?: 2?2 + 4> < 1}

Vamos a ver que no es una seminorma porque no cumple la desigualdad triangular:

pC’((L 1)) = \/§
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Como
(1,1) = (1,0) + (0, 1)

deberia cumplirse que

pe((1,1)) < pc((1,0)) +pe((0,1))

pero se tiene que
V2>140=1

Este ejemplo muestra que, si el conjunto C' no es convexo, el funcional de Minkowski
no tiene por qué ser una seminorma, aunque C' sea equilibrado.

Conjunto absolutamente convexo y equilibrado
Sea FE un espacio vectorial cualquiera, podemos comprobar que

pe(z) =0Vz e E

Este ejemplo muestra que la seminorma p4 puede no ser una norma.

Ver cuales son todas la topologias vectoriales de la recta real
Para empezar esta demostracion, es facil comprobar que la topologia gruesa y
la topologia usual son topologias vectoriales en la recta real.

Sabemos del tema anterior, que para una topologia ser vectorial, necesita tener,
entre otras propiedades, un sistema fundamental de entornos del origen formado
por conjuntos absorbentes y equilibrados.

Por otro lado, es fécil probar que en R, cualquier entorno equilibrado y ab-
sorbente del origen es de la forma (—a,a), [—a,a] 0 (—oo,00) = R cona €
R*. Si el unico entorno equilibrado y absorbente es R, entonces daria lugar a la
topologia trivial. En cualquier otro caso, si 7 tiene un sistema fundamental de
entornos del origen absorbentes y equilibrados de la forma (—a,a) o [—a, a] con
a € RT, entonces se tiene que esta topologia 7 coincide con la topologia usual
T., como es inmediato comprobar.
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6.4.1 Ejercicio

Sea E = R™ un espacio vectorial, v € E = (v;) y |[v]|2 = /D1y V7. Ver que la
aplicacion ||.||2 es una norma.

Solucion:
Lo primero que hay que ver es que la aplicacion ||.||» esta bien definida. Sea
v € R® = (v;). Como cualquier « € R cumple que o® > 0, se tiene que

o ovi > 0, lo que implica que tiene sentido hacer la raiz cuadrada. Entonces

hay que probar que:

1. ||v]|]s > OVv € E. Es trivial, puesto que la raiz cuadrada de un nimero
nunca puede ser negativo.

2. [|Av]l2 = [A ||v]|]2 VA € R, Vv € E. Se tiene que

n

[Xollz = | Y (w2 = [ A2 0? = |A|
=0

1=0

n
> vr= o]l
1=0

3. |Ju+ vl < ||ullz + ||v]|2. Para este apartado vamos a definir el producto
escalar de dos vectores u,v € R" como (u,v) = Y .  uv;. Se puede
comprobar que el producto escalar es una forma bilineal, simétrica, definida
positiva y no degenerada, y que /(v,v) = ||v||2.

Pongamos ahora, para un A € R, y consideremos el valor de ||u + Av||s.

[+ Molla = /(u + Mo, u+ M) = v/ (u, u) + 2M(u, v) + X2(v,v)

En caso de que v = 0, se tiene que (v,v) = 0y que (u,v) = 0, por lo que
0= (u,v) = +/{u,u){v,v).

(z,y)
(v,y)

Si v # 0, ponemos A = — =%y tenemos que:

(o), (o) _

(v,v) (v,v)

Jutv||a = /(u, u) + 2\ {u, v) + \2(v,v) = \/(u,u> —2




Como 0 < ||u + Av||2, tenemos que
(u,v)
(v, )
Consideremos ahora:
utv]|2 = (utv, u+v) = (u, w)+2(u, V)40, v) < (u, u)+2/(u, u)/ (v, V)+ @, v) = (v/(u, u)-

Lo que implica que

< (u,u) = (u,vy </ (u,u)/(v,v)

[+ wllz < flullz + [[o]l2

4. |lul|ls = 0 & u = 0. Siu =0, es evidente que ||u||s = 0. Por otro lado,
para cualquier nimero o € R se tiene que o® = 0 < a = 0,y que 0 < o?,
porlo que > 7', u? = 0 < u; = 0 para todo i < n, o lo que es lo mismo,
u=0.

6.4.2 Ejercicio

Diremos que una matriz A cuadrada de dimension n es semidefinida sobre R es
semidefinida positiva si para cualquier vector u € R™, se cumple que u'Au > 0.

Sea A una matriz cuadrada simétrica sobre R, semidefinida positiva de di-
mension n, y E un espacio vectorial sobre R de dimension n. Veremos que la
aplicacion g4 (v) = Vvt Av con v € E es una seminorma.

Solucion:

Primero hay que ver que la aplicacion esta bien definida, es decir, que v' Av >
0 para que tenga sentido la raiz cuadrada. En efecto, si A es semidefinida positiva,
por definicion, v' Av > 0 siempre.

Hay que ver entonces:

1. v"Av > 0= qa(v) = VvtAv >0

2. Tenemos que la matriz A es simétrica, entonces por el teorma espectral del
algebra lineal, existe P matriz ortonormal, y D matriz diagonal tales que
A = P7'DP. Recordemos que una matriz P es ortonormal si es una matriz
invertible tal que P~ = P!, es decir, A = P!DP. Como A es semidefinida
positiva, todos los autovalores de A, que son los mismos que los de D, son
mayores o iguales a 0, es decir, si D = (D, ;)

D, — 0sii#jg -
/\i,)\iZO,SI’L:j
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nodtese que, si w = Pv, tenemos que

qa(v) = Vot Av = Vot PtDPv = \/(Pv)tD(Pv) = VwtDw

Sea la matriz C' = (C; ;) una matriz diagonal de forma que C;; = /D; ;.
Esta bien definida porque D;; > 0. Como es diagonal, tenemos que C* =
C, y por otra parte tenemos que D = C' x C' = C' x C. Definimos para
cada w € F el vector u como u = Cw, por tanto, w'Dw = w'C'Cw =
(Cw)(Cw) = ulu

En resumen, mediante aplicaciones lineales (multiplicaciones de matrices)
tenemos

v'Av = w'Dw = v'u, donde w = Pv,u = Cw

Por otro lado, Sea w; = Puvy,wy = Puvs, como el producto por P es una
transformacion lineal, P(vy+vs) = Pvi+ Pvs = wy+ws, wy = Cwy, ug =
Cwy tenemos C'(wy + wy) = Cwy + Cwy = uy + up. Por consiguiente,
CP(U1—|—U2) :CPU1+CPU2 = U1 + Us.

Por tltimo, puede probarse que la aplicacion dada por ||v||; = Vvtv, se
cumple la desigualdad triangular, es decir, ||vy +va||2 < ||v1]|2 + ||ve]]2. De
hecho ||.||2 es la norma habitual de E. Por tanto,

ga(vitv2) = /(01 + v2) Avr + v3) = \/((Ul +v2)CP) ((v1 +v5)CP) =
=V (u1 4 u2)"(ug + up) = [[ustuslls < [fullat+|Jusllz = Vubur+/ubus =
= v} Avy + /v Avs = qa(v1) + qa(v2)
3. qa(W) = /(W) A(W) = /A2(vt Av) = [A|Vul Av = |[A|ga(v)

6.4.3 Ejercicio

Sea p una seminorma en un espacio vectorial £ sobre R. Sea v € E un vector tal
que p(v) = 0. Probar que

p(x) =plzx+v) Vx e E

Solucion:
Sabemos que p al ser una seminorma cumple la desigualdad triangular:
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1 ple+v) < plx) +p(v) = pla) Vo € B
2. px)=plx+v—v) <plx+v)+pl)=plr+v) Ve e E

Como p(x) < p(xz + v) < p(x) tenemos que p(z) = p(x +v) Vo € E.

6.4.4 Ejercicio

Probar que si p es una norma sobre un espacio vectorial £, que la topologia que
genera es de Hausdorff.

Solucion:

p es una norma, luego p(v) = 0 < v = 0. Sean u, w € E dos puntos tales que
u # w. Entonces tenemos que p(u—w) = a > 0. SeaV = {z € E : p(z) < 30}
un abierto de la topologia (nétese que V' es equilibrado). Sabemos que 0 € V
porque p(0) = 0 < jo. SeanU = u+VyW = w+V,como0 €V,
u € Uyw € W. Tenemos que U, W son dos abiertos que contienen a u y w
respectivamente, vamos a ver que U N = (). Supongamos un puntop € UNW.

Eso implicaque p = u 4+ v; = w + v, v1,v2 € V, que implica que

u—w=v—1v €eV+V=2V=

1 1
ﬁa:p(u—w)zz?(w—vl)Sp(v1)+p(v2)<§a+§a:a

que es una contradiccion, luego la topologia que genera p es de Hausdorft.

6.4.5 Ejercicio

Dar dos seminormas que generen topologias vectoriales distintas, y que estas topologias
sean de Haussdorff.

Solucion:

Sea R(X) = > ja;. X', a; € R, n € N el conjunto de los polinomios
con coeficientes reales. Sean pi(d ;- a; X") = Y .oglai| y p2(d>o i X’) =
> i@ + 1)]a;|. Como son dos normas, la topologia generada es de Haussdorff
en ambos casos. Sea

U={x € E: pyzx) <1}

U es un abierto en la topologia inducida por p,, pero vamos a ver que no lo es en la
topologia inducida por p;. Si asi fuera, ya que 0 € U, existiria un ¢ € R* tal que
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la bola en la norma p; de centro 0, y radio ¢, a la que llamaremos B, verificaria
que
0+B.=B.CU

1

Por otra parte, como ¢ > 0,3M € N : € > 4,

f(X) =5 XM e B, pero

es decir, que el polinomio

1 1

pz(MXM>:(M+1)M:1+%>1:>f(X)§ZU

luego 0 ¢ U , por consiguiente las topologias inducidas por p; y p; no son equiv-
alentes.
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7 Espacios vectoriales topologicos localmente con-
vexos

Se dice que el espacio vectorial topologico £ es localmente convexo si el origen
de F tiene un sistema fundamental de entornos formado por conjuntos convexos.

7.0.1 Proposicion

Si E es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, el origen de £ posee
un sistema fundamental de entornos formado por conjuntos absolutamente con-
vexos y cerrados.

Demostracion:

Sea N un sistema fundamental de entornos del origen en F, cerrados y equi-
librados. Por la proposicion 5.2.12, sabemos que esta familia existe. Sea M un
sistema fundamental de entornos convexos del origen en E. Para cada A € N,
elegimos un M (A) € M de forma que M(A) C A, lo que implica que M(A) C
A = A, por lo que

P={MA) : Ac N}

es un sistema fundamental de entornos del origen en F, convexos y cerrados
(Proposicion 5.2.9). Para cada P € P hallamos un B(P) € A tal que B(P) C P.
Si H(P) es la clausura de la envoltura convexa de B(P), entonces H(P) C P,y
por consiguiente

{H(P) : PeP}

es un sistema fundamental de entornos del origen en £, absolutamente convexos
y cerrados.
c.q.d.

7.0.2 Proposicion

Si E' es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, el origen de E posee
un sistema fundamental de entornos absolutamente convexos y abiertos.
Demostracion:
Sea F un sistema fundamental de entornos absolutamente convexos del origen
en L.
La familia:
{A: AeF)}
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es un sistema fundamental de entornos del origen en £, absolutamente convexos
y abiertos (Proposicion 5.2.13).
c.q.d.

7.1 Espacios localmente convexos y seminormas

Dado un espacio vectorial E, sea P = {p; : ¢ € I} una familia de seminormas
no vacia de F. Paracadai € [ y para cada e € R" definimos

Aie={z € E : pj(x) < e}

Sea B la familia de todos los subconjuntos de F que son intersecciones de un
numero finitos de conjuntos de la forma A, variandoien Iy e en RT.

La proposicion permite construir una topologia vectorial 7 utilizando el
método habitual a partir de la familia B. De esta forma, los elementos de B for-
man un sistema fundamental de entornos absolutamente convexos del origen. Es
inmediato comprobar que todas las seminormas de la familia P son continuas en la
topologia 7. Se dice que la topologia 7 esta definida por la familia de seminormas
P.

Veamos ahora que cualquier topologia vectorial, localmente convexa, } sobre
E puede definirse por una familia de seminormas. Sea / la familia de todos los
entornos del origen abiertos y absolutamente convexos.

SiU € U, entonces llamamos py al calibrador de U, y consideramos la familia
de seminormas sobre £

{pv : UeU}

y aplicamos el método anterior para obtener una topologia vectorial V. Ahora
vamos a ver que ambas topologias coinciden.

Para empezar, cualquier U € U, py es una seminorma V-continua, por lo que
la topologia V es més fina que la topologia W.

Por otra parte, sea V' un entorno del origen en E[V], podemos hallar por tanto
un elemento U; € U tal que U; estd contenido en V/, se tiene que

Uy={z € E : py(z) <1}

y, por lo tanto, U es un entorno del origen en E[W)], lo que implica que la topologia
W es mas fina que V.
De lo cual se deduce que ambas topologias coinciden.
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7.2 Ejemplos

7.2.1 Familia de entornos del origen no convexa que da lugar a una topologia
localmente convexa

Sean E =R%, a e Rty V, = {(z,y) € R : (\/|z|+ )<a},a€R+.
Vamos a considerar ahora la familia B = {V, },cgr+. Este conjunto es claramente
equilibrado. No es convexo porque los puntos (1%a 0) y (O 2 ) pertenecen a

Vi, pero el punto 1 (550, 0) + 3(0, ) = (55, 35) nO per’telr?ece a V,, porque

(i 39 -() -

Por otra parte, la bola de centro 0 y radio %oz estd dentro de ese conjunto porque
si (,y) pertenece a esa bola, entonces |z| < tay |y| < o, conlo que (v/]z| +

2
(,/]%od + ,/|%a|> = 1a < a. Como Bi, C Vu 'y ademis es

absorbente, entonces V,, es absorbente. Es inmediato comprobar que se cumplen
las otras propiedades que aparecen en el apartado bhl.

Esa familia no tiene elemento convexos, pero la topologia a la que da lugar es
localmente convexa porque es la topologia usual. Para ello habria que ver que para
cada o« € R existen r; y ro reales positivos tales que B,, C V,, C B,,. Como
acabamos de ver r; = %a cumple con B, C V,. Por otro lado, el conjunto V,, es
acotado, luego tiene que existir un R,, tal que V,, C Bp,.

7.2.2 Topologia vectorial que no es localmente convexa

Sea EF = R(X) el conjunto de los polinomios con coeficientes reales, y sea

VQZ{pER(X) : <Zm>2<a}, aeRT

y sea B = {V,}acr+}. La topologia vectorial que genera B no es localmente
convexa como veremos.

Supongamos que esta topologia fuera localmente convexa, entonces tiene que
existir un sistema fundamental de entornos del origen convexos que cumple las
propiedades del apartado .]. Sea @ € R*, entonces existiria un entorno del
origen convexo A, y un niumero natural n tales que

Vi, CACYV,
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Por otra parte, A al ser convexo con 0 € A cumple que para cualquier nimero
natural m
A+ A+.. . +A=mA

m

Por otro lado tenemos que

Vig+ Vi, + +V1 CA+A+... +A

n+1

n+1

y ademas
(n+1)AC (n+ 1)V,

Lo que implica que

Vig+Vig+...+ V1, CA+A+ +A=Mnm+1)AC (n+1)V,

~ 1
n+1 n+

Sea la sucesion de polinomios (¢;) = %aa:i. Tenemos que ¢; € V1, por lo que

>0 =3t

=0

tiene que pertenecer a (n + 1)V, o lo que es lo mismo, que

n n

1 1. 1 @-
n—O—lgﬁOM _Zn(n—i-l)ow

1=0

tiene que pertenecer a V,, pero tenemos que

’ 1 i n+1
(Z n+1 ) :<(n+1) ma) =——a>a

por lo que ese polinomio no pertene a V,,, que es una contradiccion, por lo tanto la
familia B no genera una topologia vectorial localmente convexa.
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8 Topologias vectoriales en R"

En esta seccién vamos a analizar las distintas topologias vectoriales que existen
en espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo de los nimeros reales.
Para ello, empezaremos analizando las distintas topologias vectoriales de Haus-
dorff en R?, luego generalizaremos para las topologias vectoriales de Hausdorff
de R", y por ultimo veremos las topologias vectoriales que no son Hausdorft de
R".

Durante toda esta seccion cuando hablemos de conjunto acotado, adherencia,
compacidad, etcétera, seran sobre la topologia usual.

8.1 Topologias vectoriales de Hausdorff en R?

En esta seccion supondremos que £ = R?, y que 7 es una topologia vectorial de
Hausdorff sobre . Por otra parte, supondremos que B es un sistema fundamental
de entornos del origen de 7 que cumple las propiedades del apartado [5.1].

8.1.1 Proposicion

La topologia usual es mas fina que 7.
Demostracion:

Sea V € B. Sabemos que 3W € B : W + W C V. Sabemos que W es
equilibrado y absorbente, por lo que absorbe el punto (1, 0), es decir, Je, € R :
VA € [0,¢e], A(1,0) = (A,0) € W. Como W es equilibrado, se tiene que el
segmento abierto de extremos en (—¢,, 0) y (€., 0) pertenece a V.

Anélogamente para el punto (0, 1), existe un ¢, € R tal que el segmento de
extremos en (0, —¢,) y (0, ¢,) pertenece a IV. Sea e = min{e,, €, }, tenemos que
los segmentos de extremos en (—¢,0) y (¢, 0) y el de extremos en (0, —¢) y (0, €)
pertenecen ambos a . Llamaremos A al primer segmento, y B al segundo.

El conjunto A+ B es el cuadrado cuyos puntos esta en los puntos (¢, €), (—¢, €), (—e¢, —¢)
y (€, —€). Sabemos que la bola de centro 0 y radio ¢, verifica que

B.CA+BCW+WcCV

Y por tanto, V' es un entorno del origen en la topologia usual.
c.q.d.
Entonces tenemos que la topologia usual es mas fina que 7. Noétese que no
hemos utilizado en ningun momento que la topologia es de Hausdorff, lo que im-
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plica que la topologia usual siempre va a ser mas fina que cualquier topologia
vectorial en R?.

8.1.2 Proposicion

Si existe en 3 un cojunto acotado, entonces 7 es mas fina que la topologia usual.
Demostracion:

Sea B, una bola de centro 0 y radio r. Bastaria con ver que existe un conjunto
W e Btalque W C B,.

Sabemos que existe en B un conjunto V' que es acotado, es decir, que existe
un nuamero R real positivo tal que V' C Bg. Por consiguiente, existe un numero
natural m tal que 2™r > R, o lo que es lo mismo, 2%,LBR C B,.

Sea W, € Btal que Wy +W; C V. Luego 2W; C W1+ W; C V C Bg. Por
otro lado, si seguimos la sucesion, W;.1 + W;.; C W, con W, 1 € Bsit > 1,
tenemos que W, C %BR. Tenemos que parai = m, W,,, C QLmBR C B,

c.q.d.

Es decir, que utilizando estas proposiciones, se puede deducir que 7 es la
topologia usual si existe un conjunto acotado en 3. Las siguientes proposiciones
van destinadas a demostrar que al menos va a existir un conjunto acotado en B.

8.1.3 Proposicion

Sea A un conjunto equilibrado y no acotado de £, entonces existe una recta que
pasa por el origen H tal que H C A
Demostracion:

Sabemos que A no es acotado, luego para cualquier R € R™, siempre existe
un punto p € A tal que p ¢ Bg. Por el hecho de ser A equilibrado, el segmento
de extremos 0 y p, tiene que cortar a la circunferencia de centro 0 y radio R en, al
menos, un punto ¢ y, ademas, ese segmento esta contenido en A.

Se puede deducir que para cualquier radio R > 0, Bg N A # (). Por otro lado,
vamos a considerar la siguiente sucesion (z,,),en definida de la siguiente forma,
sea ¢, € AN By, un punto de la interseccion, entonces , = %qn. Se deduce
facilmente que la sucesion (z,,) esta contenida en la circunferencia de centro 0 y
radio 1, que denominaremos D1, y que la sucesion (nx,,) esta contenida en A.

Sabemos que D, es un conjunto compacto, luego existe una subsucesion con-
vergente (y,,) de (x,) tal que el limite de esa sucesion, y, pertenece a D;. Dicho
de otra forma, para cualquier n € N, existeunm >n : m € Nyy, = z,,. Como
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hemos dicho antes, mzx,, € A, lo que implica que nz,, = ny, € A. Como A es
equilibrado, tenemos que el segmento de extremos 0 y y,, pertenece a A.

Puesto que y es el limite de una sucesion de elementos de A, para cualquier
e € RT existe un ny tal que Vn > nyg, el punto y,, pertenece a la bola de centro y
y radio e.

Sea m un niimero natural cualquiera, y € un numero real positivo cualquiera.
Tenemos que dng € N tal que Vn > ny, y,, pertenece a la bola de centro y y radio
¢/m. Sea ahora k un numero natural tal que & > m y k > ng, tenemos pues
que y pertenece a la bola de centro y y radio €¢/m. Como hemos mencionado
anteriormente, el segmento de extremos 0 y ky, pertenece a A. Como m < k'y
A es equilibrado, my, € Ay, ademas, my, pertence a la bola de centro en my y
radio e.

Es decir, que Vm € Ny Ve € R* la inteseccion de la bola de centro my y
radio € con A nunca va a ser vacia, lo que implica que my € A, Vm € N.

También sabemos que si A es equilibrado, entonces A también lo es. Lo que
implica que A\y € AVA € R. También sabemos que y € D por lo que y # 0. Es
decir, que la recta que pasa por el origen y por y esta contenida en la adherencia
de A.

c.q.d.

8.1.4 Proposicion

Sean V, W € Btalesque W +W C V yademas IV es no acotado, entonces existe
una recta H que pasa por el origen tal que H C V'
Demostracion:

Por la proposicion B.1.1|, sabemos que 3¢ € Rt : B, C W.

Por otro lado, como W es un conjunto equilibrado no acotado, tenemos por la
proposicién B.1.3, que existe una recta H que pasa por el origen tal que H C W,
es decir:

HCWCW+B.CW+WcCV

c.q.d.

8.1.5 Proposicion

Sean H y F' dos rectas distintas que pasan por el origen, y A un conjunto tal que
HCAyF C A,entonces A+ A= F.
Demostracion:
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Los puntos de la recta H son de la forma avy, o € R con vy # 0,y los de la
recta F' son de la forma Svg, § € Ry vp # 0.

Como vy y v son linealmente independientes, puesto que H y F' son distintas,
cualquier punto x € F se puede poner de la forma x = avy + fvp, cona, f € R
lo que implicaque A+ A = F.

c.q.d.

8.1.6 Proposicion

Existe en B un conjunto acotado.
Demostracion:

Vamos a suponer que no existe ningtin conjunto acotado en 5.

De la proposicion se deduce que cualquier elemento de B tiene que con-
tener al menos una recta, puesto que ningun elemento de esta familia est4 acotado.

Sabemos que 7 al ser de Hausdorff, va a existir al menos un conjunto V' € B :
V' # E, porque si no fuera asi, 7 seria la topologia trivial, que no es Hausdorff.

SeaV € Btalque V # F, sabemos por lo tanto que existe un conjunto W, € B
tal que W7 + W C V. Sabemos que IV tiene que contener a alguna recta que
llamaremos H, pero por la proposicion anterior sabemos que s6lo puede contener
a una Unica recta, porque si contuviera dos distintas, entonces W1 +W; = E ¢ V.

Como la topologia 7 es de Hausdorff, tenemos que tiene que existir al menos
un conjunto Wy € Btal que H ¢ Wh.

Sabemos que existe un conjunto Z € B tal que Z C W; N Wy, Es decir,
tenemos que Z C Wiy que Z C W,. Como Z € B, sabemos que tiene que
contener al menos a una recta que pase por el origen, sea F' esa recta. Por otro
lado, tenemos que Z C Wy, como W, puede contener a una Unica recta, implica
que F' = H,y ademas que no puede contener ninguna otra recta el conjunto 2.
Pero por otro lado tenemos que Z C W, es decir, tenemos que H C Z C W, lo
que implicaria que H C W, que es una contradiccion. Por lo tanto B tiene que
contener al menos a un conjunto acotado.

c.q.d.

Entonces hemos demostrado que en R?, la topologia usual va a ser mas fina
siempre que cualquier topologia vectorial, que una topologia vectorial de Haus-
dorff en R? tiene siempre un conjunto acotado como minimo, y que si tiene un
conjunto acotado, ésta topologia va a ser mas fina que la usual (proposiciéon B.1.2).
Esto implica que la unica topologia vectorial de Hausdorff que hay en el plano es
la topologia usual.
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Esto podria ser una forma alternativa de demostrar que en el plano, dos nor-
mas son siempre equivalentes. Para ello basta con ver que el espacio topoldgico
generado por cada una de ellas es un espacio vectorial topologico de Hausdorff,
por lo tanto ambas topologias son la usual. También otra conscuencia que tiene es
que no existe ninguna otra topologia vectorial localmente convexa en R? que sea
de Hausdorff.

8.2 Topologias vectoriales Hausdorff en R"”

Veremos como son las topologias vectoriales de Hausdorff en R", siendo n un
numero entero tal que n > 2 (los casos n = 1 y n = 2 ya han sido analizados, la
primera en el capitulo 6). En esta seccion, &/ = R™, y 7 es una topologia vectorial
de Hausdorft de £/, y también supondremos que estamos utilizando la topologia
usual al hablar de acotados.

8.2.1 Proposicion

La topologia usual es mas fina que 7.
Demostracion:

Hay que ver que para cada elemento de B existe un € € R™ tal que la bola de
centro 0 y radio € (B.) estd contenida en V.

Sea m un nimero entero tal que 2™ > n,y W, cont < m, ¢ € N una serie de
conjuntos que cumplen que W; € Byademassii =1, W, +W; C V,ysii > 1,
W; + W,; C W,_,. Tenemos por lo tanto que

W +Why+ ...+ W,,CV

om

Como 2™ > n, tenemos que

Woi t W + o Wiy € Wo + W+ + W,y CV

n 2m

Aplicando un razonamiento analogo al de la proposiciéon B.1.1], tenemos que como
W,, es absorbente, en cada eje existe un ¢; € R tal que el segmento de extremos
—¢, y €; del eje pertenece al conjunto W,,,. Sea ¢ = min;<,,{¢;} > 0, tenemos que
en cada eje el segmento de extremos —e y € pertenece al conjunto, lo que implica
que el conjunto de los elementos de F tales que todas sus coordenadas son menores
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que epsilon pertenece a la suma de n veces W,,,, lo que implica que

BECWm+Wm+...+WmCV

n

c.q.d.
Acabamos de demostrar que en R" la topologia usual siempre va a ser mas fina
que cualquier otra topologia vectorial.

8.2.2 Proposicion

Si existe en B un cojunto acotado, entonces 7 es mas fina que la topologia usual.
Demostracion:
Anéloga a la demostracion del apartado 8.1.2.
c.q.d.

8.2.3 Proposicion

Sea A un conjunto equilibrado y no acotado de F, entonces existe una recta que
pasa por el origen H tal que H C A
Demostracion:

Anéloga a la demostracion del apartado 8.1.3.

8.2.4 Proposicion

Sean V, W € Btales que W+ W C V yademas W es no acotado, entonces existe
una recta H que pasa por el origen tal que H C V

Demostracion:
Anéaloga a la demostracion del apartado 8.1.4.

8.2.5 Proposicion

Sea V' € B un conjunto tal que contiene, al menos, a un subespacio vectorial de
dimensiéon m < n, pero no a uno de dimension m+ 1,y W € B otro conjunto que
contiene a un subespacio vectorial de dimension m y que cumple que W+W C V.
Entonces I contiene a un Unico espacio vectorial de dimension m.
Demostracion:
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Supongamos que W contiene a dos subespacios vectoriales distintos de dimen-
sion m, Hy y H,. Entonces implica que existe una recta F' que pasa por el origen
en H, que no esta en Hs, por lo tanto el subespacio vectorial formado por '+ Hy
tiene dimension m + 1, es decir,

F+H,CcH +H, CW+WcCV

lo que implicaria que V' contiene a un subespacio de dimension m + 1, lo que es
una contradiccion.
c.q.d.

8.2.6 Proposicion

Existe en B un conjunto acotado.
Demostracion:

Por la proposicion sabemos que cada conjunto de la familia B contiene,
al menos, a una recta. Ahora vamos a ver por induccion, que si cada conjunto de
B contiene a un subespacio de dimension m siendo m < n, tiene que contener a
uno de dimension m + 1.

El caso base del que partimos es m = 1, es decir, hay que ver que si los
conjuntos tienen una recta, también todos tienen que contener a un plano. Sea
V' € B un conjunto que no contenga a ninglin plano. Si no existiera, esta parte ya
estaria demostrada. Por otro lado, sabemos que tiene que contener V' a una recta.
Sea W € Bun conjunto tal que W +W C V, sabemos que W no puede contener a
ningun plano que pase por el origen, porque eso implicaria que V' también lo tiene.
Por otro lado, por la proposicion anterior, sabemos que W solo puede contener a
una Unica recta, sea H esa recta. Como la topologia 7 es de Hausdorff, tiene que
existir un conjunto U € Btalque H ¢ U. Sea Z € Btal que Z C W N U, luego
Z CWyZ cCU.Como W contiene a una tnica recta, y Z tiene que contener, al
menos, a una recta, tenemos que H C Z, lo que implica que

HczZcU

lo que es una contradiccion. Luego si los conjuntos de B contienen a una recta,
también tienen que contener a un plano.

Si lo suponemos cierto hasta un cierto ¢ < n, tenemos que cualquier conjunto
contiene a un subespacio de dimension ¢. Habria que ver, que entonces también
contiene a uno de dimension ¢ + 1. Sea V' € B, si ese conjunto contiene a un
subespacio de dimension i+ 1, ya hemos acabado, en caso contrario, si no contiene
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auno de dimesion 7 + 1 pero si a uno de dimension ¢, tenemos que tiene que existir
un conjunto W € Btal que W+ W C V. Como hemos dicho, W como cualquier
elemento de B contiene a un subespacio de dimensién . Si W contuviera a un
subespacio de dimension ¢+ 1, implicaria que V' también lo contendria. Aplicando
la proposicion anterior, tenemos que W s6lo puede contener a un inico subespacio
de dimension . Sea H este subespacio: Como 7 es Hausdorff, tenemos que tiene
que existir un elemento U € Btalque H ¢ U,yotro Z € Btalque Z C WnNU,
lo que implica que Z C W'y Z C U. Tenemos que W contiene a un nico
subespacio de dimension ¢ (H), y que Z contiene un subespacio de dimension ¢,
lo que implica que H C Z, por lo que tenemos que

HczZcU

que es una contradiccion porque H no puede estar contenido en U.

Luego tenemos que si todos los elemento contienen al menos un subespacio
de dimension ¢ < n, también tienen que contener a otro de dimensioén ¢ + 1.

Como hemos supuesto que ningun elemento de B es acotado, aplicando la
proposicion 8.2.4, cualquier elemento contiene al menos una recta. Aplicando
entonces lo mencionado anteriormente, también tienen que contener, al menos
a un plano. Si seguimos aplicando esta logica, tenemos que si contienen a un
hiperplano, también tienen que contener a todo el espacio £, o lo que es lo mismo,
B = {E}, 1o que implicaria que 7 no es de Hausdorff. Luego B tiene que contener,
al menos, a un conjunto acotado.

c.q.d.

Aplicando la proposicion [8.2.2, tenemos que la topologia 7 es mas fina que la
usual. Como hemos visto en la proposicion B.2.1], la topologia usual es mas fina
que cualquier topologia vectorial. Es decir, que la tnica topologia vectorial de
Hausdorff que existe en R" es la topologia usual.

Esto implica un resultado conocido, que es que en R" todas las normas son
equivalentes, ademas de que no existe ninguna topologia vectorial localmente con-
vexa en R"” que sea de Hausdorft.

8.3 Topologias vectoriales en R"

Acabamos de ver en la seccidon anterior como son las topologias vectoriales de
Hausdorf en R”, la inica que existe es la usual. En esta seccién vamos a ver como
son, en general, las topologias vectoriales en R”. En esta seccion consideraremos
E = R", y el espacio ortonormal es el que viene definido por el producto escalar
ordinario.

61



Sea 7 una topologia vectorial de E, y sea ahora H la interseccion de todos los
entornos abiertos del origen. Como 7 es una topologia vectorial, por la proposicion
5.4.1, H tiene que ser un subespacio vectorial de R. Sea F el espacio ortogonal de
H en E. Sabemos que para cualquier elemento x € F existen un nico elemento
de uw € H yotrov € F'tales que x = u + v. Es inmediato probar que si V' C E
es un conjunto abiertoy p € V, entonces p+ H C V.

8.3.1 Proposicion

Sea V' C E un abierto en la topologia 7, entonces

V=(VNnF)+H

Demostracion:

Seax € V, entonces v = u + v donde u € Hywv € F, lo que implica que
x—u =v. Comoy V es abierto, tenemos que z + H C V, lo que implica ya que
ue Hquer—u=vex+HCV.Comov € F,tenemos quev € V N F),
como ademas v € V, tenemos que v + H C V. Es decir, tenemos que x — u €
(VNF)+H,comou € Hsededucequez € (VNF)+H+u=(VNF)+H,
porloque V.C (VNF)+ H.

Por otro lado, tenemos que si ¢ € V N F' entonces por ser /' abierto, que
g+ HCV,conloque (VNF)+HCYV.

Luegosetieneque V = (VN F)+ H

c.q.d.

Sea 75 la topologia de 7 restringida al conjunto £.

8.3.2 Proposicion

7| €s una topologia vectorial y de Hausdorf en F'.
Demostracion:

7| €s una topologia en F, ahora hay que ver que es vectorial y de Hausdorff.

Sabemos que 7 es una topologia vectorial, si existe un sistema fundamental
de entornos del origen 5 formado por conjuntos que cumplen las condiciones del
apartado 5.1. Vamos a ver que la familia B’ formada por la interseccion de los
elementos de 3 con F' cumple las condiciones del apartado B.1].

Sea V' € B, V es equilibrado y absorbente. Como F' es equilibrado, se tiene
que VN F es equilibrado por ser interseccion de dos conjuntos equilibrados. Como
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V es absorbente en E, y F' C E, entonces V' N F' es absorbente en F, ya que F' es
un subespacio vectorial de F.
Para cualquier Vi, Vo, € BAW € B : W C V; N V4. Por lo tanto,

WNFcCcWnNWNF=WVin F)n (VLN F)
Por ultimo, paratodo V € B, 3W € Btal que W + W C V. Luego
(W+W)NFCVnNF
ComoWNF+WnNFEFC(W+W)nNF,se deduce que
WNF+WnNFCVNF

Luego la familia B = {V N F'}ycp es un sistema fundamental de entornos
del origen que cumple las condiciones del apartado ¥, por lo tanto, 7| €s una
topologia vectorial.

Ahora quedaria ver que esta familia es de Hausdorff. Supongamos que no lo
es, entonces dp # 0 : p € Nye<p'V. Sabemos entonces que p € F', pero también
sabemos que p € Ny eV, porlo que p € H. Como F es el espacio ortohonal de
H, Fn H = {0}, lo que contradice que p # 0. Por lo tanto la topologia vectorial
7| es de Hausdorff.

c.q.d.

En resumen, hemos visto que la topologia vectorial 7 restringida en F' es una
topologia vectorial de Hausdorff. Por otra parte hemos visto que para cualquier
abierto A de 7, A + H es un abierto de 7, puesto que, como hemos visto en la
proposicion , si V esun abierto de 7,y A = V N F, entonces

A+H=(VNF)+H

8.3.3 Proposicion

Sean 7, y 75 dos topologias vectoriales de F, tales que la interseccion de los con-
b

juntos abiertos que contienen al origen es el mismo conjunto en ambas topologias.

Entonces ambas topologias son la misma.

Demostracion:

Sea V' un conjunto abierto de 7;. Sea H la interseccion de todos los conjuntos
que contienen al origen en 7y, que por el enunciado coincide con la interseccion
de los de 7». Sea F' en espacio ortogonal de H, y m la dimension de F'. Sabemos
que I es isomorfo a R™, que 7y y 72/ son topologias vectoriales y de Hausdorff
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en I, y que al ser isomorfo /' a R™, sabemos pues que las topologias 7y y 7o/
son la misma.

Entonces V' N F' es un abierto de 7, por lo tanto tambi¢n tiene que ser un
abierto de 7y, es decir, que existe un conjunto ¥ abierto de 7o tal que W N
F =V N F. Por la proposicion sabemos que (VN F)+ H = V y que
(WNF)+ H=W,lo que implica que V" = W, es decir, que cualquier abierto
de 7, es abierto de 9.

Para ver que cualquier abierto de 75 es abierto de 71, la demostracion es analoga.

c.q.d.

8.3.4 Proposicion

En R" cualquier topologia vectorial estd generada por una seminorma.
Demostracion:

Sea H un subespacio vectorial cualquiera de F, veremos que existe una semi-
norma p tal que p(x) =0 < = € H.

Consideremos ahora una familia de hiperplanos A = {Hy, Hs, ..., H,,} tal
que Ny,eaH; = H. Paracada H; € A consideramos una forma lineal h; : £ — R
de forma que h;(z) = 0 < x € H,. Por la proposicion sabemos que |h;| es
una seminorma. Sea p = > . . |h;| una aplicacion de E' a R. Claramente p es una
seminorma por ser suma de seminormas. Veremos que = € H < p(x) = 0.

Por un lado tenemos que

reH= (| H=rcHVi=12..m
H;eA

lo que implica que
hi(z) =0Vi=1,2,...m=p(x) = |hiz)| =0

es decir, z € H = p(z) = 0.
Consideremos ahora que p(x) = 0. Como el valor absoluto de un niimero es
siempre mayor o igual a 0, y como p = Y " . |h;| tenemos que

p(x) =0= hi(x) =0Vi=1,2,...,m
como h;(z) = 0 < z € H, nos queda que
xEHiVizl,Q,...,m:xeﬂHi:H
i=1
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Entonces, la seminorma p genera una topologia vectorial, y la interseccion de
los entornos del origen es /. Como hemos visto en la proposicion anterior, en
E, si la interseccion de los entornos del origen de dos topologias vectoriales es
el mismo subespacio vectorial, entonces ambas topologias son la misma. Esto
implica que p genera esta topologia.

c.q.d.

Cabe destacar que de aqui se puede deducir que en R” todas las topologias
vectoriales son localmente convexas.
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