Trabajo Fin de Master
GRUPOS DE LIE

escrito por

VICENTE RUBIO MARTI

Tutor:

JAVIER PEREZ ALVAREZ

Facultad de Ciencias
UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACION A DISTANCIA

Trabajo presentado por la obtencion del titulo de Master
Universitario en Matematicas Avanzadas de la UNED.
Especialidad Geometria y Topologia

OCTUBRE 2016



Abstract en castellano: En el presente proyecto definimos lo que es un grupo de
Lie, asi como su respectiva algebra de Lie candnica como aproximacién lineal a
dicho grupo de Lie. El proceso de linealizacidn, que es hallar el algebra de Lie de un
grupo de Lie dado, tiene su inverso en el método de exponenciacidn, mediante el
cual dada un algebra de Lie hallamos su correspondiente grupo de Lie asociado. Se
completa la exposicidn presentando cuatro formas distintas de construir grupos de
Lie, a saber: mediante el producto directo de grupos de Lie, mediante la obtencion
de subgrupos algebraicos cerrados de un grupo de Lie, mediantes espacios
recubridores y como grupos homogéneos por accion de un grupo de Lie.

Abstract in english: In the present project we define what is a Lie group, as well as
its respective canonical Lie algebra as a linear approximation to the already
mentioned Lie group. The process of linearization, which is figuring out the Lie
algebra of a Lie group given, has its inverse in the exponentialization method,
whereby given a Lie algebra we figure out its pertinent associated Lie group. The
explanation completes itself demonstrating four different forms of building Lie
groups, which are: by the direct product of Lie groups, by getting closed algebraic
subgroups of a Lie group, by covering spaces and finally, as homogeneous groups
by the action of a Lie group.

Keywords: variedad diferenciable, homeomorfismo, difeomorfismo grupo de Lie
algebra de Lie, forma diferencial,campo vectorial, campo invariante, gérmen,
derivacion, constantes de estructura, ecuaciones estructurales, corchete de Lie,
conmutador, p-formas, subgrupo uniparamétrico, espacio tangente, covector
espacio dual, submersidn, inmersidn, embebimiento, subvariedad regular, push-
forward, pullback, normalizador, centralizador, subgrupos normales, grupo simple,
gurpos nilpotentes, grupos solubles, representacion lineal , representacion adjunta,
automorfiamo, automorfismo interno, acciéon de un grupo, 6rbita de una accién,
grupo de isotropia, accién fiel, accion transitiva, grupos homogéneos, topologia
cociente, espacio conexo, espacio recubridor, aplicaciéon recubridora, grupo
discreto, transformacion recubridora, espacio recubridor universal, espacio
simplemente conexo.
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GRUPO DE LIE.

EJEMPLOS DE GRUPOS DE LIE.

Definicion 1 Se llama variedad topoldgica de dimension n a todo espacio
topologico V que tenga la siguiente propiedad: cada punto a € V tiene un entorno
abierto V homeomorfo a un abierto U de R™. Tal propiedad se expresa diciendo
que V es localmente homeomorfo a R™.

Definicion 2 Un atlas en la variedad V es una coleccion {V,, ¢« }xe; de parejas
formadas por un abierto V. de V y un homeomorfismo ¢, de V. con un abierto Uy
de R™, y tal que Uye; Uy = V. La familia | de indices puede ser finita o infinita,
numerable o no. Cada abierto V, se llama un abierto coordenado del atlas y cada
homeomorfismo ¢: Ve = Uy se llama una carta local.

e Siliy Vg son abiertos coordenados del atlas, la parte comun V. N Vg
estd representada por el homeomorfismo ¢, en una parte abierta U, y
por el homeomorfismo @g en una parte abierta de Ug. Estas partes

abiertas seran homeomorfas entre si, segun el diagrama:

VonVg
s N
PV N Vp) € Uy - ppVee NVp) c Up
Ppo P’



Definicién 3 El homeomorfismo ¢g © ozt T iV N Vg) = @plVe N V) se
llama cambio de carta local o cambio de coordenandas locales de V. a V. Si las
coordenadas del espacio euclideo en el que esta sumergido U, se les llama
X1, Xp Y 1as del espacio euclideo en el que estd sumergido Ug son y,...,, v si las
ecuaciones de la aplicacién

Pp° 9"t 9oV NV5) = Ve N V)
escritas en coodenadas son

V1= fl(xlnw x‘l’l)l """" 'y Yn = fn(}’pw)’n)

Estas, son llamadas ecuaciones del cambio de coordenadas locales de V,, a VB'

Definicion 4 El atlas {V,, ¢ }«e; se dice que es de clase C¥ cuando los cambios de
cartas locales @g o @ son todas aplicaciones de clase C¥. Una aplicacion es de
clase C¥ si posee todas sus derivadas hasta orden k y son continuas. Una variedad
V con un atlas de clase C¥ se llama variedad de clase C*. Una variedad es de clase
C® sies de clase C¥ v k=0.

Un atlas A de clase C® en una variedad V se dice maximal si no esta incluido en
otro atlas C* mayor, de forma que si A es maximal todas sus cartas son
compatibles entre si.

Definicion 5 Una estructura C® , suave o diferencial sobre una variedad
topoldgica V es un atlas C® maximal. Una variedad C® es un par (V, A) donde V
es variedad topoldgica y A es atlas C® maximal.

e  Una estructura C*® es una estructura afiadida a una variedad topoldgica,
asi distintas estructuras C® sobre la misma variedad topoldgica dan
lugar a distintas variedades C® .

Ejemplo: Sea V=R vy sea la aplicacién idy;R — R con x— x
Sea V=R yseala aplicacién ¥ : R — R con x— x3

Cada atlas (R, idg) y (R,y) determina una estructura C* en R pero tales cartas

1
no son C® compatibles la una con la otra pues idg° ¥ ~'=y5 que noesC® en el
origen al contrario que idy que si lo es. Por tanto las dos estructuras C* son
distintas en Ry dan lugar a variedades C* distintas.



Definicion 6 Un grupo de Lie G es una variedad C® que también es grupo en el
sentido algebraico de forma que la aplicaciéon multiplicaciéon y la aplicacién
inversion entre los elementos de la variedad = grupo son ambas C* .

e Laaplicacion multiplicaciones: GxG— G con (a,b)~ ab
La aplicacién inversiéSnes: G— G con a~ a™ 1.
Debido a que las aplicaciones C* son continuas, un grupo de Lie es un
grupo continuo o topologico y éste se define como aquella estructura de
grupo en el que la ley de composicién es continua y la aplicacion que

asocia a todo elemento del grupo con su inverso también es continua.

Asi, tenemos que un grupo de Lie es una estructura que abarca otras tres: es una
variedad topoldgica que es variedad diferenciable o C® y ademas es grupo
topologico.

Lema: (Caracterizacién alternativa de la propiedad C*) Sea G una C*® variedad
con estructura de grupo de forma que la aplicacién GxG— G con (g,h) » gh™!
es C® = G es grupo de Lie.

Demost: Para g=1; la aplicacion hipdtesis se convierte en la inversion y
es C® por hipétesis. Por otra parte al ser G grupo el elemento gh™! € G
y h?€G = (gh™%, h?)> gh es la aplicacién multiplicacién que es
también C® por hipotesis.

Proposicion 1: Sean G,H grupos de Lie entonces el producto directo G x H es
grupo de Lie.

Demost: G x H como producto de variedades C*® posee una estructura
de variedad C® tal que las proyecciones en cada uno de sus factores:
P GxH - G y p,: GxH - H son C®. Haciendo
(91,h1)( g2,h2) = (91- 92, h1-hy) convertimos a G x H en grupo de Lie,
llamado producto directo de grupos de Lie.

Ejemplos de Grupos de Lie:

1.- GL, (R) = { A€ M,(R) : det(A) #0} siendo M,(R)= el conjunto de las matrices
cuadradas de orden n con coeficientes en R.GL, (R) es un grupo bajo la



multiplicacién de matrices y es una subvariedad abierta de M, (R) pues det(A) #0
implica que GL,, (R) es el complementario de un conjunto cerrado definido por una
aplicaciéon continua. Todo elemento A del grupo puede ser tomado como un punto
del espacio euclideo R™ con coordenadas (a}') los elementos matriciales de A. La
multiplicacdn es C* pues las entradas de la matriz AB son polinomios de las
entradas de las matrices Ay B. La inversidon es C* pues la regla de Cramer expresa
las entradas de A~ como funciones racionales de las entradas de la matriz A.

2.- Sea V espacio vectorial sobre cualquier cuerpo K continuo. Sea GL(V)={L:V >V
con L transformacién lineal invertible} es grupo con la composicidn de aplicaciones.
Si dimensidon de V es = n finita = cualquier base de V determina un isomorfismo
entre GL(V) y GL,, ( K) de forma que GL(V) es un grupo de Lie.

3.- Sea R*= R-{0}. Es un grupo de Lie de dimensién 1 bajo la multiplicacién pues
R* = GL,(R). Asi mismo, sea R*={ x€ R : x>0} ¢ R* es subgrupo abierto = es un
grupo de Lie de dimension 1.

4.- Sea C*= C - {0} grupo de Lie bajo la multiplicacion de nimeros complejos pues
es = GL(C). Asi mismo, sea S'={z€ C:|z| =1} c C* es variedad C* y grupo bajo
la multiplicacion compleja. Usando adecuadas funciones angulares como
coordenadas locales sobre abiertos de St la multiplicaciéon (8,,0,)— 6+ 8,, y la
inversién @ + - 0 poseen expresiones coordenas C®° = S es grupo de Lie.

5.- Ry R™ son grupos de Lie bajo la suma pues las coordenadas de x-y son
funciones C® de las coordenadas de x e y. (aqui hemos aplicado el lema anterior).



TRASLACIONES AIZQDA. Y A DERECHA DE UN
GRUPO DE LIE. SUBGRUPO DE LIE.

Definicion 1 Sea G un grupo de Lie cualquiera. Todo g € G define unas aplicaciones
Lgy Ry talesque Ly: G — Gcon hw gh llamada traslacion a izquierda por g
Ry :G— G con h hg llamada traslacion a derecha por g.

Proposicion 1: L, y R, son aplicaciones c*.

Demost: veamos el caso Lg: ésta es composicion de las aplicaciones c®
inclusion por g in,: G- GxG con h + (g,h) y la multiplicacién del grupo
m: GxG — G con(g,h) = gh.Asi Lg=m~*ing esC®.

Definicion 2 : Sean G y H grupos de Lie. Un homomorfismo de grupos de Lie F: G —
H es una aplicaciéon C* que también es homomorfismo de grupos, es decir, que
conserva la ley de composicion

F(91° 92) = F(g1) ° F(g2

Definicion 3 : Un homeomorfismo entre variedades es un homomorfismo F: M —
N que es continua y posee inversa F~1: N = M continua.

Un difeomorfismo es un homomorfismo C® entre variedades cuya inversa F~!es
c™.

Proposicion 2: L, y R, son difeomorfismos, pues Lg-1 y Ry-1 son inversas C*.



OBS: dados dos puntos a,b cualesquiera de un grupo de Lie G existe una Unica
traslaciéon a izqda. de G que lleva a hasta b y es la traslacién a izqda. por
ba™! 6 Lyg-1.

La importancia de las traslaciones a izqda. en un grupo de Lie radica en que todo
grupo de Lie es homogéneo en el sentido de que a nivel local todos los puntos son
indistinguibles y el grupo aparenta el mismo alrededor de cualquier punto. Asi, la
traslacién a izqda. por un elemento g del grupo es un difeomorfismo del grupo en si
mismo que aplica la identidad del grupo en el elemento g. Para estudiar la
estructura local de un grupo de Lie basta ver un entorno del elemento identidad.

SUBGRUPOS DE LIE :

Definicion 4 : Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G se puede definir como
a) Unsubgrupo algebraico de G que verifica los axiomas de grupo de Lie.
b)  Un subgrupo algebraico que es subvariedad inmersa via inclusion de forma
que las operaciones de grupo en él son C®.
my = mgly como la aplicacién multiplicacién del grupo restringida a H
ty= lgly como la aplicacién inversion del grupo restringida a H.

Si se define el subgrupo de Lie H como subvariedad inmersa entonces H no necesita
tener la topologia relativa pues siendo inmersién la inclusion in: HoGes C® vy la
composicién

m?e (in,in) : HXG © GxG -» G es C%.

éPero qué es una inmersion y una subvariedad inmersa?

En una variedad C® no existe espacio euclideo ambiente entonces hemos de dar
sentido a la nocién de vector tangente en dicha variedad que nos permita construir
aproximaciones lineales a ella. En una variedad C* lo que hay son funciones C%,
aplicaciones C® y cartas coordenadas C* vy el uUnico significado que se puede
obtener de un vector tangente es como derivada direccional de funciones. El
proceso de tomar derivadas direccionales da una correspondencia 1-1 entre el cto.
de vectores tangentes geométricos y el cto de funciones lineales f: C*°(R™") —» R
que verifican la regla de la derivacion. Asi un vector tangente a una variedad C* M
es una derivaciéon de C*®(M).



Definicién 5 : Una aplicacién lineal X: C*(R™) — R se llama derivacion en el
punto p si cumple
X(fg) = f(p). Xg + g(p). Xf  para todo f,ge C*(R").

T,(R™) = { Todas las derivaciones de C*(R™) en p } es esp vectorial para la suma
de derivaciones y el producto por un escalar.

Definicién 6 : Sea M variedad C* y p€ M. Una aplicacién lineal X: C*(M)—- R
se llama una derivacion en p si cumple
X(fg) =f(p). Xg + g(p). Xf  para todo f,ge C*(M).

Definicion 7 : Sean M, N variedades C®. Sea una aplicacion C® F: M — N. Para
todo punto p € M definimos la aplicacion lineal F, : T,(M) = Tgy(N) como la
gue envia un vector tangente en p de M a un vector tangente a F(p) en N y le
llamaremos push- forward o accidn directa del espacio tangente en el punto p de
M en el espacio tangente en el punto F(p) de N

T,(M) = { todas las derivaciones de C*(M) en p } se le llama espacio tangente de
M en el punto p.

Definicion 8 : Una inmersién es una aplicacion C® F: M — N tal que F, es
inyectiva en todo punto de M. O equivalentemente si el rango de F = dimensién de
M

Para una aplicacion C® F: M — N el rango de F en p es el rango de la aplicacion
lineal E, que es el rango de la matriz de derivadas parciales de F en cualquier
carta.

Definicién 9 : Una subvariedad inmersa de dimension k de una variedad C*: M
es un subconjunto N € M dotado con una variedad topoldgica de dimensién k y
una estructura C* de forma que lainclusién in: N © M es unainmersion C®.

Proposicion 3 : Sea G grupo de Lie y H subgrupo abstracto de G de forma que H es
una subvariedad regular de G = H es subgrupo de Lie de G.

Demost: Una subvariedad regular es la imagen de una incrustacién = es
una subvariedad inmersa. Seam:GxG — G la multiplicaciéon en G
Como H es subvariedad inmersa de G = laiinclusién in: H © Ges C® =
inxin: HXH © GxGes C®y m°(inxin): HxH © G es C*.
Por ser H subvariedad regular de G, mly : HxH © H es C®

e ty:HS Hes C® porserlo t:G— G
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Un subgrupo H como el de la proposicion se llama subgrupo de Lie embebido
porque lainclusiéon in: H & G de una subvariedad regular es un embebimiento.

Definicion 10 : Un embebimiento o incrustacion C* es una inmersion inyectiva F
con F: M — N que también es a la vez embebimiento topoldgico 6
homeomorfismo sobre suimagen M = F(M)cCN.

Definicion 11 : ScM, con M variedad de dimensién n, es una subvariedad regular
de dimension k si todo punto p € S tiene un entorno coordenado (U,p)= (U,
x1,..,x™) en el atlas maximal de M tal que UNS se define por la anulacién de n-k
funciones coordenadas.

Localmente, las subvariedades C® siguen el modelo del embebimiento standard
de R¥ en R" identificando R¥ con el subesapacio { (x?,...,x¥,0,...,0) € R"}
Si N es una subvariedad embebida de R™ su espacio tangente T,(N) en p€eN es una
subespacio de Tp(R"). De igual modo el espacio tangente de una subvariedad de
una variedad C® abstracta puede tomarse como un subespacio del espacio
tangente de la variedad ambiente con las adecuadas identificaciones.
Si M es una variedad C® y N es una subvariedad embebida de M, como la inclusién
in : NoM es una inmersién = en todo p de N hay una aplicacion lineal inyectiva
in,: Ty(N) > T,(M). Identifiquemos T,(N) con in,(T,(N)) entonces T,(N) es un
cierto subespacio de T,(M)y como tal viene dado

Ty(N) ={X € T,(M) tal que Xf=0 siempre que f€ C*(M) y fly=01}.

Las subvariedades inmersas normalmente aparecen asi: dada inmersién inyectiva
(embebimiento) F: N — M se le puede dar a F(N)cM una topologia solo con
declarar como conjunto abierto U  F(N) & F~1(U) € N es abierto. Con esta
topologia F(N) es una k-variedad topoldgica homeomorfa a N y existe una Unica
estructura C* en F(N) tal que F: N — F(N) es difeomorfismo. Con dicha topologia
y estructura C® la inclusién in : F(N) © M es una inmersién C® pues es una
composicion de un difeomorfismo seguida de una inmersion
FIN) = N— M
F71 F

Todo ello nos sirve para aproximar una variedad C® que parametriza un
determinado grupo de Lie mediante sus subgrupos de Lie que son subvariedades
embebidas y que localmente puede embeberse en espacos euclideos.

¢Qué variedades C* pueden ser suavemente embebidas en espacios euclideos?
Todas
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¢Qué clase de aplicaciones continuas entre variedades pueden aproximarse con
aplicaciones C*°?
e  Toda aplicacion continua de una variedad C* en R™ puede aproximarse
uniformemente por una aplicacién C*.
e Toda aplicacién continua entre variedades es homotdpica a una
aplicacion C*.
Estrategia: Usar el analisis en R™ para construir una solucion local en una carta
coordenada fijada y usar las particiones de la unidad para reunir todas las
soluciones locales en una solucidn global.

Ejemplos de subgrupos de Lie:

1. GL% (R) es subgrupo de GL,(R) pues det(AB) = det(A).det(B). Es
subconjunto abierto de GL,, (R) por la continuidad de la funcién det luego
es subgrupo embebido, por el convenio adoptado de que toda
subvariedad abierta es una subvariedad embebida de codimensién 0.

2. S' es subgrupo de Lie de C* pues es subgrupo y una subvariedad
embebida, por ser compacto y la inclusién in : St & C* inmersion
inyectiva.

3. 0,(R) es subgrupo embebido de GL,(R). Es compacto pues es cerrado y
acotado de M,, (R). Es cerrado por ser conjunto de nivel de la aplicacidn
®(A) = ATA continua y es acotado pues cada columna de la matriz A tiene
norma = 1.

4. SL,(R) es subgrupo y subvariedad embebida de codimensiéon 1 de
GL,(R).

SL,(R)={Ae M, (R):det(A)=1}

SL,(R) es sugrup de GL, (R) pues det(AB) = det(A).det(B)

det: GL,(R) — R es una submersiéon C* = SL,(R) = det™ (1) es
subvariedad embebida. Veamos que det es submersion:

Sea A € GL,(R) cualquiera = d(det) 4(B) = (det (A)) . tr(A™1B) para
todoB € T4(GL,(R)) = M, (R).

Eligiendo B=A = d(det) 4(A) = (det(A)) . tr(A~12 ) = (det(A)) tr (,,) = n
det (A) # 0. Asi det(A) nunca se anula en GL,(R) y det es una
submersion.
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Definicion 12 : Una submersion es una aplicacion C* F: M — N tal que F, es
sobre para todo punto p € M o equivalentemente rango F = dimensidn de N.

Teorema 1: Todo subgrupo de Lie es grupo de Lie

Demost: la aplicacidon u:HxH - H con xy) = xy?!
l l ! l
GxG - G xy) = xy?!

es C®,pues (in,in): HXH - GxGes C*y in: H — Gesinmersion.

13



CAMPOS Y FORMAS INVARIANTES DE GRUPOS
DE LIE.

Definicion 1 : Un campo vectorial X sobre una variedad C® M es la asignacion de
una vector tangente X, € T,(M) a todo punto p de M.

Si F: M — N es una aplicacion C* entre variedades ya definiamos anteriormente
su derivacion en un punto p como F, : T,(M) = Tgg,y(N) y llamabamos a F(X})
el push-forward del vector X, € T,,(M).

En general la imagen por F, de un campo vectorial en M no define un campo
vectorial en N pues tal concepto referido a un vector no se extiende a campos
vectoriales ya que ...

e siFnoessobre no hay modo de decidir qué vector asignar a un punto q
que € N-F(M).

e siFnoesinyectiva entonces puede darse el casode p+#q conp,g€E My
F(p) = F(q) =z € N pero F.(X,) # F.(Xg).

e  Sdlo cuando F es un difeomorfismo es cuando el push-forward F X de
cualquier campo vectorial X en M es un campo vectorial en N pues F es
inyectiva y no existe ambigliedad en la expresion (F.X)g;)=F, p(Xp) v al
ser F. X sobre estd definida en todo N.

Definicion 2 : Sea F: M — N es una aplicacién C* entre variedades. X campo
vectorial en M esta F-relacionado con X campo vectorial en N si para todo p de M:
Eop(Xp)= Xppy-

OBS: para un campo vectorial dado Y en M y una aplicacién F puede ser que no
exista ningun campo vectorial en N que esté F-relacionado con Y.

Si F es difeomorfismo, todo campo vectorial C* Y de M tiene un Unico campo
vetorial en N que esta F-relacionado con Y. A este campo vectorial C* Unico de N

14



lo llamaremos E,Y y diremos que él es el push-forward de Y por F. EY esta
definido sélo cuando F es difeomorfismo.

K (M) ={ todos los campos vectoriales C® de M } esp. vectorial con la suma de
vectores y el producto por escalares. Los campos vectoriales C* pueden
multiplicarse por funciones C*

Si fe C*(M) e YE XK (M) = (fY),, = es el campo vectorial f(p). Y, e fY € X (M).

Sea X un campo vectorial de G grupo de Lie sin que se le suponga a priori C*.
Debido a que la multiplicacion a izqda. es un difeomorfismo : para cada g de G el
push-forward [;,X es un campo vectorial bien definido en G.

Definicién 3 : El campo vectorial X es invariante a izqda. si g, X =X. Vg € G.

e Significaque Vhe G : ;. Xy = X;p
O sea X es invariante por la izqda. & X estd [j-relacionado consigo
mismo Vg € G.

e X = campo invariante por la izqda. esta totalmente determinado por su
valoren 15 : X;_vyaque Xg=1,.X; .

e Inversamente: dado vector tangente A de TlG(G), podemos definir un
campo vectorial A en G por ( /i)g= lg.A = A esinvariante por la izqda.
ya que

Ly« (A, = Lyl A=(lg° Tp) A= (Lgp)u A =/Tgh.

Definicién 4 : Llamamos A al campo vectorial invariante a izqda. de G generado
por A€T, (G).
Llamamos L(G) = { todos los campos vectoriales de G invariantes a izqda. } = esp.
vectorial.
e  Existe unacorrespondencia1-1: T, (G) <> L(G) que esisomorfismo
de esp. vectoriales. Xy, = X

A — A

Proposicion 1 : Todo campo vectorial invariante a izqda. X de un grupo de Lie G es
c™.
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Demost: Basta ver que para toda funcion f € C*(G), la funciéon Xf es C*.
Elegimos curva C® c: 1 — G definida en un intervalo I que contenga el
Odeformaquec(0)=1; y c'(0)=Xy, .
Si g € G entonces g. c(t) es una curva que inicia en g con velocidad inicial
Xg pues g.c(0)=g.1s= g vy (gc)(0) =1, c'(0)= lg.X; =X,
(Xf)(g) = X,f = % le=o(flg-c(®)] ) y  fl[g.c(t)] es composicion de
funciones C*
GxIl -GxG — ¢ — R
9t (gct) gelt) flg.c(®)]

= es C*.
La derivada respecto de t la llamamos F(g,t) =%f[g. c(t)] =>esC™.
(Xf)(g) es composicidn de funciones C*

G—GxI — R

9 90 Fg0=1lflg.c()]
= (Xf)(g) es C®enG = Xes campo vectorial C* en G.

Definicion 5: Una p-forma w € APT*(G) es invariante por laizqda. si (l;)"w=w
VgeaG.

Proposicion 3: SeaF: G » Hhomomorfismo de grupos de Lie. Se cumple:

1.- Sea w forma invariante sobre H. Llamemos F* al pull-back de formas
diferenciales asociado a F, entonces se verifica que F*(w) es una 1-forma
invariante sobre G.

2.- F*: L(H)* = L(G)" esla aplicacién lineal dual de F,: L(G) = L(H).

Demost: Sea g € G, entonces [i(F*w) = (Fe lj)'w = (lggy o F)'w =
F*lp(g) *W =F*w.
2.- ; F*w(D) = w(E,D) ? Como ambos son funciones constantes, basta

ver que coinciden en el neutro:
(F*w) D(1) = (F*w) Dy, = W(F.(D1,)) = W(F.(D)1,) = w(E.(D)) (1¢).

Proposicion 2: 1.- Si w es una p-forma invariante
Si D1,.., D? son campos vect. Invariantes = w(D?,..., DP) es
una funcién constante.

2.- Toda p-forma invariante w € APT*(G) es C*.
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Demost: 1- V g €G: w(D',.., DP)(g) = w( Dg,., D) =
w((lg.) Di s (g2) DY) = (lgw)(DS ..., DY) = W (D], DY ) =
w(D,.., DP)( 15).

2.- Sean Dj,..., D, base de campos invariantes y sea wy,...,w, su base
dual. Llamando 4;, g™ w( Dy ..., Dip) € R podemos poner

w = Zi1<...<ip /lil,...ip Wi, A Awy de donde se infiere el enunciado.

Definicion 6: Sea Dj, ..., D, una base del algebra de Lie L(G) de un grupo de Lie G.
Llamaremos constantes de estructura de dicha base a los nimeros reales cikj que
verifican: [D;, D;] = X cf; Dy.

Proposicion 3: Las constantes de estructura cumplen:
k k_
1.- Cj+ ¢ = 0.
N

T S r T ~S\ —
2.- Yr(cljciej + clicric + CiCri) = 0

Demost: 1.- por la antisimetria del corchete de Lie.
2.- por La identidad de Jacobi que verifica el corchete de Lie.

Ejemplos :

1.- Campos vectoriales a izqda. de R: (R, +) es grupo de Lie y 1x=0.
lg« (x) = g +x

d d
Calculemos ;. ( = lo) : como 1. ( EIO) es un vector tangente en g es un escalar

-~ d d d
multiplo de —1,, o sea lg*(alo)—a.alg. Hallemos el factor a:

dx 9’

d d d| 0, _ @ B d ., _
aza Ll f= (Sl f=LiPl= Ll (gm=1 = ()=
d
el

. d - . .
Asi, o €suncampo vectorial invariante a izqda. de R.

. . . e d
Los campos invariantes a izqda. de R son multiplos constantes de "

2.- Campos invariantes a izqda. de GL,,(R) :
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GL,(R) es un abierto de R" = en todo punto g de GL,(R) existe una
identificacién candnica de Ty(GL,(R)) y R bajo la cual a un vector tangente se
le asocia una matriz cuadrada de orden n
3
Xaijole < [ay]
Notacién: usamos la misma letra A para denotar el vector tangente Y, a;; %I,ﬂ v
ij

la matriz [ai]-].

9
ij ax,-j
izqda. de GL,(R) generado porB = Bg= (l;)).B < gB bajo anterior
identificacién.

SeaB= )b I, € T, (GL,(R)) y sea B = campo vestorial invariante a

. a ~ 3
En términos de la base standard ;Ulg : Bg=Y(gB) %Ig = Y[ Xk Girbi;]

9
'ax,-j 9
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ALGEBRA DE LIE ABSTRACTA

Definicién 1 : Un algebra lineal es un conjunto V = {v;}2; de elementos llamados
vectores junto con un conjunto F = {fj}j?';l de elementos llamados escalares que

es un cuerpo y con tres tipos de operaciones: +,",® que verifican:

e (V,+) esun grupo abeliano con elemento unidad v,
e (FxV,") cumple las propiedades de:  Clausura
Asociatividad
Elemento unidad 1
Bilinealidad de - con +
e (V, m) cumple las propiedades de : Clausura
Bilinealidad de m con +

Ademas: El algebra es asociativa si m es asociativa
El algebra es con identidad si existe 14
El algebra es simétrica si m es conmutativa
El algebra es antisimétrica si m es anticonmutativa
El algebra es con derivacion si m verifica la propiedad de Leibniz que se
traduce en laidentidad de Jacobi cuando m es el corchete de Lie:
[4,B] = AB-BA.

Supongamos X,Y campos vectoriales suaves en un abto U de una variedad M.
Tomemos X,Y como derivaciones en C*(U).
Sea f € C®(U) entonces Yfy (XY)f pertenecen a C*(U).

XY es R-lineal por serlo tanto X como Y pero XY no cumple la propiedad de la
derivacién: esta propiedad dice que D(fg)= D(f).g + f.D(g). Y para XY se tiene:
XY(fg)= X( (Yf)g + f(Yg))= (XYf)g + (Yf)(Xg) + (Xf)(Yg) + f(XYg) con lo que los dos
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sumandos centrales hacen que no sea una derivacion. Tales términos son
simétricos respecto de X e Y entonces: (XY)(fg) — (YX)(fg) = (XY — YX)(fg) si es una
derivacién de C*(U).

Definicion 2 : Sean X,Y campos vectoriales suaves en un abierto U y sea p € U.
Definimos corchete de Lie en p como [X, Y],f= (X,,Y - Y, X)f. V germenf C* en p.

OBS: 1.-Evaluadosen p: [X,Y], es una derivacién de C;° luego es un
vector tangente en p.
2.-Alvariarpen U, [X, Y]lJ se convierte en campo vectorial de U.

Proposicion 1 : El corchete de Lie de dos campos C* de una variedad M es un
campo C® en M.

Demost: Basta ver que si f€C (M) entonces [X, Y]f € C*(M) :
[X, Y]f=(XY — YX)f que € C*(M) pues X,Y lo son.

Proposicion 2 : Si X e Y son campos vectoriales invariantes a izquierda de un
grupo de Lie G = [X,Y] también lo es.

e Demost: Vg E€EG, Xestd lg-relacionado consigo mismo e Y esta
lg-relacionado consigo mismo = [X,Y] esta lg-relacionado consigo
mismo.

Definiamos con anterioridad YK (M) ={ todos los campos vectoriales C* de M }.
El corchete de Lie provee de una operacién producto en K (M) que es
anticonmutativa pues [X,Y] =- [Y,X] y con identidad de Jacobi :

Zciclica[Xr [yr Z]] =0.
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Definicion 3 : Sea K cuerpo. Un algebra de Lie sobre un cuerpo K es un espacio
vectorial V sobre K junto con una operacién producto [,]: VxV = V llamado
corchete que verifica:

e Bilinelaidad: [aX + bY, Z]=a[X, Z] + b[Y, Z]

[Z, aX + bY]=a[Z, X] + b[Z, Y]

e  Anticonmutatividad: [X,Y]=- [V, X]
e Identidad de Jacobi: ¥ iciical X, [V, Z]] = 0.
Definido el corchete de Lie de esta manera entonces (XK (M), [,]) cumple las

condiciones de algebra de Lie arriba definidas.

Definicion 4 : Una derivacion de un algebra de Lie V sobre un cuerpo K es una
aplicacion k-lineal D: V = V que cumple: D[Y, Z]=[DY,Z]+[Y,DZ] VY,Z€eV.

Ejemplos de algebras de Lie:

1.- el espacio vectorial M, (R) es un algebra de Lie de dimensién n? con el corchete
conmutador [A4, B] = AB-BA. Se le denota con gl,, (R).

2.- gL,,(C) es el algebra de Lie de dimensién 2n? obtenida en (M,, (C), [,])

3.- XK (M) Esunalgebra de Lie de dimensién oo bajo el corchete de Lie:

V,wl,: C*M) - R
f VW= V(WD - W, (V)
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4.- Todo espacio vectorial V es un algebra de Lie si se definen todos los [-,]=0.
Tal algrebra se le llama abeliana.

5.- Sean g y b algebras de Lie. Entonces g x 1 es algebra de Lie con el corchete
definido por

(X, ), (A,B)] = ([X,AL[Y,B])
Y se le llama ajgebra de Lie producto.
Sea G un grupo de Lie. X (G) es un algebra de Lie con el corchete de Lie [, ].

Definicion 5 : Sea g algebra de Lie, Un subespacio lineal b c g se llama
subalgebra de Lie de g si es cerrado bajo corchete de Lie.

Definicién 6 : Sean gy} algebrasde Lie, f: g — b es una homomorfismo de
algebras de Lie si preserva los corchetes, es decir:  f([(X,Y)] = [f(X), f(V)]

Cada elemento g € G define un difeomorfismo [l;: G— G tal que h~ gh

llamado traslacion a izquierda. Por ser difeomorfismo : 1,

lg+(X) es campo vectorial de G para todo X campo vectorial de G.

esta bien definido y

Ser campo vectorial invariante a izquierda [;.(X)=X significa [g.(X,-) = Xg4
Vg9 €QG.

Lema 1: L(G) = { todos los campos vectoriales invariantes a izquierda de G }
es una subalgebra de Lie de XX (G).

Demost: Como I, (aX+bY) = a.1;.(X) + b.1;.(Y) = L(G) es subespacio
vectorial lineal de 2K (G). Por la propiedad de la naturalidad de los
corchetes de Lie, siX,Y€g: [5,[X,Y]= [lg*(X),l (Y ] = [X,Y]. Asi,
g es cerrado bajo corchete de Lie.

L(G) se le llama algebra de Lie del grupo de Lie G y se le denota con Lie(G).
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Teorema 1 : La identificaciéon ¢ : L(G) <> T,,(G) es isomorfismo de espacios

vectoriales y por ello: X X1,

Dimensidn de Lie(G) es finita.
Dimensidn de Lie (G) = dimensién de G.

Demost: Por construccion de una inversa de ¢.
Para cada V € T, (G) definimos una seccidn V del haz tangente T(G)

mediante
7= lg.(V)

Si existe un campo vectorial invariante a izqda en G cuyo valor en la
identidad de G es V, entonces viene dado por esta formula.

1.- V € X (G): bastaver que Vf es C® siempre que fes C®(U) en

cualquier abierto U de G: elegimos curvaC*® y :]—€,e[ — G con
y(0)=1; y y’(0) =V entonces parag € U :

(VE)(9) = V. f = (lgo(V))F=V(F L) = ¥'(0). (F° L) =%|t:o(f°lg°1/) =

= = (f(g-¥(©) le=o

La expresion Y(g,t) = f(g.y(t) depende suavemente de (g,t) por ser una
composicén de la multiplicacién del grupo, de f y de y. Asi sus derivadas
en t dependen suavemente de g vy asi IZ es C*”.

2.- VEL(G) :0sea Ip,( 17;)= V;:q YV g,h € G. Ello se sigue de la
definicion de V y del hecho de que I, ° lg=lng:

L) = Lpe(lgulV) = LgeV) = Vig  yasi, 7 €L(G).

3.-7: T1,(G) - L(G) esunainversade ¢ :L(G) <> T, (G) pues por un
v % X X,
lado dado un vector V de Ty (G) :
PE(V) = (V )1,= Ly, (V) =V
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esdecir, ¢°t=idqg
y por otro lado, dado un campo vectorial X de L(G) :

T((p(X))g = X:G g = lg* (ch ) = Xg

Es decir, 7°¢ = idTla(G)'

El isomorfismo ¢ : L(G) <> T, (G) es beneficioso para ambos espacios vectoriales
pues cada uno de ellos posee algo que el otro carece:

e L(G) posee una estructura natural de algebra de Lie dada por el corchete
de Lie de campos vectoriales.

e T,.(G) posee un concepto natural de push forward dado por la diferencial
de un homomorfismo de grupos de Lie.

@ permite definir un corchete de Lie en T;_(G) y transmitir los elementos de L(G)
bajo un homomorfismo de grupos de Lie.

Dados AB € T1G(G) les aplicamos via ¢ los campos vectoriales invariantes a
izquierda llG-reIacionados conAy B: Ay B deL(G), yoperamos con el corchete

de Lie sobre ellos [/T,l:?] =AB - BA yaplicamos 7 = @~ para volver a T1G(G) .

La definicicién de corchete de Lie en T;(G) deberiaser [4, B] = [4, B];G

Proposicién3: [4,B]= [4,B]” VABE T, (G)

Demost: Aplicando la funcién (-)~ a ambos lados de [4, B] = [A4, B];G da
[A,B]™ = ([/i,g]l ) = [A,E] pues (-)~ esinversa de (-)q, Y
G

viceversa.
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Definicién 7 : Con este corchete de Lie, a T;_(G) se le asocia un algebra de Lie
conocida como el algebra de Lie del grupo de Lie G.

Todo homomorfismo de grupos de Lie F induce una una aplicacion lineal entre las
correspondientes algebras de Lie F,: L(G) — L(H) asi: dado D € L(G), F,(D) es el
Unico campo vectorial invariante en L(H) cuyo valor en el neutro 1, es FE(D;)
donde esta ultima F, es la aplicacion lineal F: Ty (G) - Ty, (H).

Proposicién 4: 1.- SiDEL(G) y g €G entonces F,(Dy) = F,(D)p(g).-
2.- E: L(G) = L(H) es homomorfismo de algebras de Lie.

Demost: 1.- Sabemos se cumple Fo l; = gy o F de modo que
F.(Dg) = Elgu(Dy;) = (Fo lg).Dy ;= (lrg) © F). Dig=lp(g) © FiDy) =
lp(g)((F(D))1,) = F(D)p(g)-

2.— Dados D,D” € L(G), F.([D,D’])) es el inico campo invariante sobre H
cuyovaloren 1, es E([D,D’];,). Como la aplicacién tangente

F: Ty.(G) - Ty,(H) conserva el corchete de Lie entonces
E([D,D]y,) = [F*D1G'F*D'15] cuyo campo vect. invariante sobre H es
[E.D,ED’].

Ejemplos de algebras de Lie:

1.- R™: la traslacion a izquierda por un elemento b de R™ estd dada por [, (x)= x+b
cuyo push forward es [,, representado por [, en coordenadas standard. Ello

implica que un campo vectorial Y; v* -5,1 esinvariante a izquierda si y sélo si sus

coeficiente v' son constantes. Debido a que dos campos vectoriales a coeficientes
constantes conmutan entonces Lie(R™) ~ R"™.

2.- S': Existe un Unico campo vectorial tangente unitario T en S! que estd
positivamente orientado respecto de la orientacidn inducida por la normal de
sentido exterior en cada punto de S!. Como las traslaciones a izquierda son
rotaciones que preservan T entonces T es invariante a izquierda y T genera Lie(S?).
Lie(S?) es unidimensional y abeliana = Lie(S!) = R.
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3.- Sean G,H grupos de Lie = Lie(G x H) = Lie(G) x Lie(H)
T" =$* x... n)..x$* = Lie (T") = [~ Lie(S') =[[%; R~ R", abeliana.
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LA FORMA DE MAURER-CARTAN

Para un grupo de Lie G, la forma de Maurer-Cartan es una 1-forma diferencial w
distinguida de G que lleva la informacion infinitesimal basica de la estructura de G.
Dicha forma esta definida en todo G y toma valores en el dlgebra de Lie asociada al
grupo G: Lie(G) = L(G) = T (G).

wy: Ty(G) = Ty (G)
v

g ( lg’l)*(vg)

Definicion 1 : Sea M una C*®-variedad y sea p un punto de M. Un campo
covectorial, una 1-forma diferencial o bien una 1-forma de M es una funcion lineal
w que asigna a cada punto de M un covector wy, en p.

w: M- T7(M)

p Wp

Un covector es un elemento del espacio cotangente de M: T, (M) espacio dual del
espacio tangente T,(M). wp: Tp(M) » R

e Es dual a un campo vectorial en el sentido de que este asigna a un punto
un vector tangente en dicho punto y el campo covectorial asigna una
funcién a dicho punto.

e A diferencia de los campos vectoriales, los covectoriales o 1-formas
poseen push forward y pullback bajo una aplicacién entre variedades,
estando bien definidas.
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G actlia sobre si mismo por multiplicacibn m: Gx G — G entonces écomo
podemos identificar un espacio homogéneo (h,g) hg principal de G?
Un espacio homogéneo principal de G es una variedad P idéntica a G pero sin tener
un elemento unidad distinguido en ella. Formalmente,

Definicion 2 : Un espacio homogéneo principal de G es una variedad P abstracta
caracterizada por tener una accion libre y transitiva de G en P. (Ver a partir del
teorema 5 del capitulo 10. P es G, expuesto alli).

e Accidn libre: el Unico elemento de G que fija todo elementode P es 1.
gh=h = g=1;.

e Accidn transitiva: si para cualesquiera dos puntos de P : p,q existe un
elemento g en G tal que g p=q.

La forma de Maurer-Cartan provee de una adecuada caracterizacion infinitesimal
del espacio homogéneo principal. Es una 1-forma definida sobre P cumpliendo una
condicion de integrabilidad: la ecuacién de Maurer-Cartan. Esta condicion se usara
para definir una aplicacion exponencial en el algebra de Lie y asi obtener,
localmente, una accién de grupo en P.

Proposicion 1: Dado G grupo de Lie, existe una Unica 1-forma w en G con valores
en G tal que w(D) = D para todo campo invariante D € L(G). (invarianza de w).

Demost: Sean Dy, .., D, base de campos invariantes y sea wy,...,w, su
base dual. Tomemos w=w;® D; + ... +w,,® D, = w(D;) =D; 1<i<n
de donde el resultado.

Proposicion 2: Sean D, ..., D, base de campos invariantes y sea wy,...,w, su base
dual. Entonces se verifica.....
- k
de =- Zi<j Cij w; A W}

Demost: dwy(D;, D;) = D;(w (D)) - Dj(wy(D;)) - wi([Dy, Dj] =- cf

Teorema 1: Sea w la 1-forma candnica de un grupo de Lie G. Se cumple:
dw + [w,w] =0 siendo [w,w] la 2-forma sobre G con valores en G definida como
[W! W](D]J DZ) = [W(Dl)l W(DZ)]

28



Demost: por la proposicién 2, dwy =- ¥;; c{‘]— w; A wj. Entonces
k .
dw = Y10 d W ® Dy = - Xg=1.n Dicj Cij Wi AW; @ Dy Asi,

dw +{Tr=1.n Yi<j Cikj wp A w; ® Dy} =0.

ycomo [w,w](D;, D;) = [W(Di),W(Dj)] = [DL-,D]-] =Y cg‘j Dy se sigue

que la 2-forma:  Yyoq.n Dic; Cfs Wi A W; ® Dy es [w,w].

Por lo tanto la forma de Maurer w es aquella Unica 1-forma que verifica los tres
ultimos enunciados.

CONSTRUCCION INTRINSECA DE LA FORMA DE MAURER:

(es aquella en la que las constantes de estructura vienen definidas por las
ecuaciones estructurales esté como esté definido el operador del algebra siendo las
citadas ecuaciones la descomposicién en los elementos de la base del algebra de
las imagenes de los elementos de la base operados entre si dos a dos).

Sea G grupo de Lie. Todo g de G induce tres difeomorfismos standard: I, r; y Ad,

todos ellosde G — G llamados traslacién aizquierda h= gh
traslacion a derecha h= hg
transformacién adjunta h- ghg

e Adg= L1

o rm=Enll

e 1, deGesunelemento standard caracteristico:
Sea vy, € T1G(G) cualquiera entonces existe un campo vectorial global
mediante ; : si vy €Ty(G) = vy = l;.(v,,) siendo

lg.: Ty (G) » Ty(G)  pushforwardde [; difeomorfismo,

Entonces dado cualquier vector vy 1 Vpg = 1. (Vg)  con vy € Ty(G)
y v, €T,(G)
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conlo que 1g.° lp. = lgp. = los campos vectoriales invariantes a
izqda. estan bien definidos y determinados por un vector en cada punto.

Sean .y v, € Ty (G).

Sean U y 174 campos vect. Invariantea a izqda.. generados por U, Y vy,
Se define corchete de Lieen T, _(G): [ulc, V1G] al corchete de Lie en
LG): [T, 7].

Como I, es difeomorfismo : lg*([ulc, le]) = [lg*(ulc), ly*(vlc)]
para todo campo vectorial = Si X,Y € L(G) : [X,Y] € L(G).

El lgebra de Lie de un grupo de Lie G: Lie(G) = algebra de L(G) ~ T, (G)
es una subalgebra de Lie del dlgebra de Lie X(G) con corchete definido

del modo anterior.
dim (Lie(G)) = dim (G).

Como deciamos vy = g, (vy,).
Sean fi(g,h) funciones que definen la ley de composicién de G en un

afi(gh)

entornode 1 = 1y, = Li(g) con Li(g)= S Ih=1g

Asi, v = ¥i; Li(g) v/ 0;
Si tomamos la base natural de L(G) en cada punto e;z= L’i‘(g) 0, =
todo X € L(G) es combinacién lineal de los e;4 a coeficientes constantes

vy = Yiv'eg.

. . _ k
Sean las ecuaciones estructurales del dlgebra [ €igr e]-g] = Cij-€rg =
el coeficiente cf‘j que caracteriza la no holonomicidad de la base {e;4} es

un tensor definido por las constantes de estructura.

d .
Para e;, = P Ig campo de ref. natural, las ecuaciones de Maurer son

(OBS: campo ref. natural es aquel tal que [ €ig, e}-g]= 6}')
L30,Lf - L30,LY = cfj.L¥

y parag=1g;, como L]i-(lc) = 6}' = CL-kj = [aiLf - aiL’f]|g:1G

(Calculo de las cg‘j a partir de las funciones que definen la ley del grupo)

La forma de Maurer es una 1-forma que toma valores en Lie(G) definida
en Ty(G) y de expresion:
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W, :Ty(G) = Ty, (G)

Vg ( lg_l)*(vg)

CONSTRUCCION EXTRINSECA DE LA FORMA DE MAURER:

(es aquella en la que las constantes de estructura se obtienen haciendo uso del
isomorfismo entre todo grupo de Lie y su respectiva representacién matricial y de
toda algebra de Lie y su homdloga algebra de Lie matricial (por teorema de ADO)).

Si G estd embebido o incrustado en GL,(K) por una aplicacién valuada
matricialmente g = [gi]-] entonces podemos poner wy = g~ ldg. La forma de
Maurer siempre es la derivada logaritmica de la id;.

Todo espacio vectorial V de dimensidon n posee una representacion en GL,, (K)
pues dada una base en V se le puede poner en correspondencia 1-1 con una base
de GL, (K). Asi, como Lie(G) es un algebra, en particular es un espacio vectorial, y
posee una representacién en GL,(K). Es mads, posee dos representaciones
candnicas:

a) Larepresentacidn adjunta standard ad,: Lie(G) — Lie(G) vy
u [v,u]
b) Dadog€G, Ad;: T, (G) - T..(G)
[u, v] [Adg.u, Ady.v]
Si extendemos u,v € T1G(G) a sus resp. campos invariantes a izquierda
generados porellos: Uy V en 1, =
Como Adg, = lg.° 1., lg. dejainvariante todo campo de L(G)=Lie(G)
7y« lleva campos de L(G) a campos de L(G)
y como Adg: G — G esundifeomorfismo, Ad,, conserva los
corchetes. Asi pues Ad,,, es una aplicacién lineal y es una
representacion.

En GL, (K) un desplazamiento a laiqgda es 14X = AX. Derivando (l4,)U =AU con
U € M, (K). Todo campo vectorial invariante a izqda. es de laforma U(A) = AU.
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Para el campo U= E{f se obtiene una base de los campos invariantes a izqda. :

Ef(A) = AEf formada por las matrices de la forma:

0 0 ag 0 o
00 ¢ 00
00 a 0 0

En el campo de referencias natural: Eg(A) =ag a% para A= [ag], matriz .
B

Si U(A) = AU.
y V(A) = AV. Son dos campos vectoriales invar. a izqda. entonces [U(A),V(A4)] =

A(UV-VU) aplicando que Z—Zg = 63‘6§. El algebra de Lie obtenida se le llama gl (K).
SiA=I,= g = gl,(K)=T; (GL, (K)) = My, (K) con corchete [U, V] = UV —VU.
Hallemos (L(GL,, (K))))*= g* = { formas invariante por la izqda. de g}.

Sea { 9;;"} base de g* entonces en la base natural de covectores { dag} la primera
tiene una descomposicién de la forma 0 = Vg7 a?.

Como g (Eg) = 656 entonces 0= (;g‘.dag para aZ componentes de A1,

Asi, los elementos de una base de g* son conmbinacion lineal de los elementos de
la matriz inversa de A con los elementos de la base natural de covectores de g*.
De esta manera es como debe interpretarse la expresion w, = g ldgparag
elemento de GL,, (K). (para mas detalles ver [04] capitulo 4)

FORMA DE MAURER MEDIANTE DERIVACION EXTERIOR:

También todo espacio vectorial posee un espacio vectorial dual, asi Lie(G) posee un
algebra dual.

Definicion 3 : 6 forma diferencial exterior de grado q definida sobre los vectores
de G es invariante a izquierda si ([560)(vy,.., vq) = 6(l.(v1), ...,lg*(vq)) =
0(vy,.., vq) Vg EG.

Llamemos L(G)* = { Todas las 1-formas invariantes por la izquierda } = esp.
vectorial ydim(L(G)*) = dim (G).

Sean {9"}{=1 una base de L(G)* dual de la base de L(G) : {e;_}_.; = Hi(ej_) = 6]."
y las ecuaciones estructurales de Cartan son:

dgk = - 12 cg‘j 0t A 67 duales de las de Maurer.
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En la base natural de covectores {dgi}Ll, para las 1-formas {191'};1 se obtiene
que
0= ¥ Vi(g).dg®  donde

e  Lamatriz [V,é] = [ %]—1

i fihg)
* V9= g =g

e Las ecuaciones estructurales de Cartanson 9,V - 8,V = ¢ V'V!

e Ypara g=1g, como V/(15) = & entonces cf= [0V} — 0;V/]ly=1,

OBS: base natural de covectores es aquella en la que dg‘(a—gl.) = 6]-‘

Si X € L(G) entonces w(X) es constante en G
Si X,Y € L(G) entonces wW([X,Y]) = [w(X),w(Y)] con [X,Y] corchete en(G)
y [w@),w()] en L(G)

Si X,Y € ¥(G) entonces por definicién de derivada exterior:

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y]) donde...

e w(Y) es funcion Lie(G)-valuada obtenida por dualidad desde el par w,Y
e X(wl(Y)) es derivada de Lie de la funcidn cte. w(Y) a lo largo de X
e Y(w(X)) es derivada de Lie de la funcién cte. w(X) a lo largo de Y

Si X,Y € L(G) entonces X(w(Y)) =Y(w(X)) =0 y queda dw(X,Y) + [w(X),w(Y)] =0
pero el miembro izquierdo de esta igualdad es una 2-forma luego la ecuacién es

independiente de que X,Y € L(G) y se cumple para todo X,Y € X(G).

Ecuaciones de Cartan para formas: dw +% [w,w]=0
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Ejemplos :

1.- Sea el grupo afin bidimensional GA(1). La ley de multiplicacion en él es...
fHgh)= g'+ g*h’

fz(g,h)= g2h2
i 2
La base de los campos de L(GA(1)) es  e;(g) = g%0; pues [M] o O ]

hJ 0 gZ
ex(g)= g*0,
2
. i1_ |9 0
Asi que [L]-]- [0 gz]
1|7 ° 1
y [V]‘] = ; | entonces la base de formas invariantes a izqda. es 01=g—2dg1
9
que cumplen las ecuaciones de Cartan: d@'= ' A 6/ 0%= % dg?
g
dg?=0
Las ecuaciones estructurales son [ e;,e;] =- e;
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SUBGRUPOS UNIPARAMETRICOS DE UN GRUPO
DE LIE

Definicion 1 : Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo uniparametrico de G es un
homomorfismo de grupos de Lie F: R — (. Otras acepciones son:

e Unelemento ¢ € Hom (R, G) ={homomorfismos de R en G }
e Unsubgrupo{g; =d(t) EG};eg ={0:R— G }yec> y cumple
t 9t
a) go =1
b Gr+r=9¢- 9r
y el cual define un morfismo de algebras o, : L(R) — L(G) y un campo invariante
X = o, (0t) del que o es su curva integral.

OBS: un subgrupo uniparamétrico no es un subgrupo de Lie de G, sino un
homomorfismo en G. Sin embargo la imagen de un subgrupo uniparamétrico si que
es un grupo de Lie.

Los subgrupos uniparametricos son las curvas integrales de campos vectoriales
invariantes a izqda. que inician en la identidad.

Proposicion 0: Sea G grupo de Lie. A) o € Hom(R,G) & X, €LG)
Xoty= 0.(0t) o=y,
(1,1 R— G escurvaintegral de X que pasa por 1¢)

B)Si y;: R— G es el grupo uniparamétrico de X € L(G) y g.=y1,(t) entonces

ve(x) =xg;, osea, y;= 1.
(Si ve(x) =g:x, ve= lg,)
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Demost: = de A) por el teorema de unicidad de la solucién de una EDO
pues ¥1,(0)=16=0(0) v ¥1,.(00:= Xy 10
0.(00); = Xop)
El resto sigue de
Ye(©) = ve () =xy:(16) = xy1,(0)

Definicién 2 : Sea M una variedad C*.

Sea V campo vectorial C® de M

Una curva integral de V es unacurva C* y : J - M definida en un
intervalo abierto JC R tal que y'(t) =V, ) VtE.
Es decir, el vector tangente a y en cada punto es el valor de V en dicho punto.
Si el 0 €Jentonces a p = ¥(0) se le llama punto inicial de y.
Siel0€J y ¥ esunacurvaintegral de V que inicia en y(0) entonces V a € J sea
J={teR:t+a€J}entonceslacurva 7: /| - M con t — y(t+a) es unacurva
integral de V que inicia en y(a).
La curva integral determinada por un campo vectorial dado en una variedad y que
pasa por cada punto es Unica.
Sea V campo vectorial en una variedad C*® M, de forma que V posee la propiedad
de que V p € M existe una Unica curva integral 8® : R - M que inicia en p
entonces V t € R podemos definir una familia de aplicaciones {6, : M = M };cRr
de forma que 6, (p) = O®@(t). P 6®(t)
Si hacemos q = 8®)(s) entonces la curva integral que inicia en g cumple 8@(t) =
= 0@ (t+s).
Asi,entérminosde 6;: 6;° 05 (p)= Biss (p)

y 6y (p)= 6P(0)=p

entonces 8 : R xM — M esunaaccionde (R, +)sobre M.

Definicion 3: Un flujo global (o bien una accién de grupo uniparamétrico) es una
accién a izqda. C® de R sobre M, es decir, es una aplicaciéon 8 : R xM - M
que es C* y cumple

o 0O(t,0(s,p)) = O(t+s,p)

e 0600p)=p

Si 8 es un flujo global dado en M entonces quedan definidas dos familias de
aplicaciones:
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e VteR, {6;:M —= M con p—6(t,p)} cuyas propiedades definentes
son equivalentes a las leyes de grupo: 6;° 05= 0 ¥ 0Oy = idy.
Todo 6, es un difeomorfismo por ser la accion de grupo C* .

e VpeEM, {68P:R- M con t— O(t,p)}de curvas C*

Im (8%®)) = p.G es la 6rbita de p bajo la accién de grupo y como toda
accién de grupo particiona el conjunto en 6rbitas disjuntas:
M = [Ipen( Im (6@).

Definicion 4 : Un campo vectorial es completo si genera un flujo global 6 si cada
una de sus curvas integrales esta definida Vte R.

Lema 1: Todo campo vectorial invariante a izqda. de un grupo de Lie es completo.

Demost: Sea Lie(G) el dlgebra de Lie del grupo de Lie G. Sea X € Lie(G) y
sea 0 el flujo de X. Supongamos 69 curva integral maximal definida en
un intervalo ]Ja,b[ € R y supongamos b<co. Usaremos la invarianza a
izqda. para definir una curva integral en un intervalo ligeramente mayor.
La invarianza a izqda. de X significa que l; ° 6, = 6, ° [, si el miembro
izqdo. esta definido. La curva integral 8(6) que inici en la identidad est4
definida en al menos algun intervalo ]—e¢, €[ para € > 0. Elijamos s €
1b — €, b[ y definamos una nueva curva y: la,s + €[ —» G mediante

()= 09 (1) sit€ Ja, b[
= lo, ;) (0e-s(1)) sit€ |Is—e,s+¢€[

Cuandos€ Ja,b[ y |t—s|<e: g

= 6:5(65(9)) = 6:(9)= 69(1).
De forma que las dos definiciones de y coinciden donde ellas se solapan.
y es una curva integral de X en ]a,b[ y para t, € ]s — €,s + €[ usamos

Or_s(16)) = O slly, (1)) =

s(9) s(g)

la invarianza a izqda. de X para calcular<.

. d d
Yt = le=t, log,Or—s(lg)) = lgs(g)*alt:toa(lf?)(t-s) =

10,4 X000 ty-5) =X y(to)

Asi, ¥y es una curva integral de X definida parat € Ja,s + €[ ycomo s +
€ >b, esto contradice la maximalidad de 6(9).
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Proposicion 1: Sea G grupo de Lie y sea X € Lie(G) entonces la curva integral de X
que inicia en 1; es un subgrupo uniparamétrico de G.

Demost: Sea 0 el flujo de X de forma que 8(¢): R —» G seala curva
integral en cuestion. (6 es C* asi que sélo queda ver que es un
homomorfismo de grupos, es decir, que

00 (s+t) = Ul (s) + (e) (1) Vs, teER

Usando l; ° 6, = 6, ° l; de nuevo calculamos

00 (s) 04 (1) = loaey)0e (1) = O; (lgap (5)(16)) = 0,(0110)(s)) =
0:(65(16)) = Opys (1) = 04 (t +5)

Lo mds importante de este capitulo es que todos los subgrupos uniparamétricos se
obtienen de este modo.

Teorema 1 : Todo subgrupo uniparamétrico de un grupo de Lie es una curva
integral de un campo vectorial invariante a izqda. Ademads, existen unas
correspondencias 1 a 1 entre { subgrupos uniparamétricos de G} — Lie(G) —
T;,(G). En particular, un subgrupo uniparamétrico esta univocamente determinado
por su vector tangente inicial en T (G).

Demost: SeaF: R — G un subgrupo uniparamétrico y sea X = F*(%) €
Lie(G) donde tomamos % como un campo vectorial invariante a izqda. en

. d
R. Basta ver que F es una curva integral de X . Recordemos que F*(E)
estd definido como el Unico campo vectorial invariante a izqda. que estd

. d .
F-relacionado con 2 Por lo tanto para cualquier t, ER,

F'(to) = F*% lt, =Xpt,) asi, Fescurvaintegral deX.

Definicion 5 : Sea X € Lie(G), el subgrupo uniparamétrico generado por X es el
subgrupo uniparamétrico determinado de esta manera: F con F'(ty) = Xp(,) -

Proposicion 2 : Sea H subgrupo de Lie de G grupo de Lie. Los subgrupos
uniparamétricos de H son aquellos subgrupos uniparamétricos de G cuyos vectores
tangentes iniciales estén en Ty (H).
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Demost: Sea F: R — H un subgrupo uniparamétrico entonces la
aplicacién compuesta F

R - H & G esunhomomorfismo de grupos
y por tnto un subgrupo uniparamétrico de G que cumple F'(0) € Ty (H).
A lainversa, supongamos F: R— G es subgrupo uniparamétrico cuyo
vector tangente inicial estd en T; (H). Sea F: R > H elsubgrupo
uniparamétrico de H con el mismo vector tangente inicial F'(0) = F'(0) €
T;,(G). Entonces por composicién con la funcién inclusion podemos
considerar a F como un subgrupo uniparamétrico de G. Ya que F y F son
ambos subgrupos uniparamétricos de G y tienen el mismo vector
tangente inicial, ellos deben coincidir.

Ejemplos:

1.- Los subgrupos uniparamétricos de GL,(R): Si B € gl,(R) entonces

(%) 1 k
Zk:OEB =efy

e Laserie converge a una matriz invertible e? € GL, (R)
e  Elsubgrupo uniparametrico de GL, (R) generado por B € gl ,,(R) es
F(t) = etB
a) La convergencia de la serie se comprueba porque V AB € gl ,(R) : |AB| <
|A||B| y por induccién |Bk| < |B| *y por el test-M de Weierstrass la serie
converge uniformemente en cualquier subconjunto acotado de Lie(G). (Por

comparacion con la serie Zk% ck = ef).

b) Sea B fija un elemento de Lie(G), el subgrupo uniparamétrico generado por B
es una curva integral del campo vectorial invariante a izqda. B y por tanto
verifica la ecua. dif ordinaria con valor inicial ~ F'(t) = Ep(t) , FO)=1,

B = ipi_ 0 5 -
Usando B, = ZURA]- B, @IA para B, la condicién de que F sea una curva

integral puede escribirse como (F,i)'(t) = Fji(t) B,{ y en notacién matricial es
F'(t) = F(t)B . Veamos que F(t) = e® verifica tal ecuacién:

Como F(0) = I, ello implica que F es la Unica curva integral de B que inicia en
la identidad y por lo tanto es el buscado subgrupo uniparamétrico.

F € C*: Si diferenciamos la serie dada término a término (permitido pues
converge uniformemente en conjuntos compactos) se tiene que
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1
(k-1)!

. o 1 - ©
F'(t) =Zk=1ﬁ th=t Bk = (Zk=1

£41 BK1)B = F(1).B
El mismo argumento prueba que F’(t) = B.F(t)
Por la suavidad de las soluciones de las ecuaciones dif ordinarias, F = curva C*

F(t) es invertible Vt, de modo que F toma sus valores en GL,, (R):
Si hacemos of(t) = F(t).F(-t) = e!® e7tB entonces o es una curva
C” en gl,(R) y usando la regla de la cadena,

o’(t) = (F(t).B). F(-t) — F(t).(B.F(-t)) =0 por lo tanto o es la curva constante
o(t)=o(0)= I, locual es decir que F(t).F(-t) =1,

sustituyendo —t por t se obtiene F(-t).F(t) =1, que demuestra que F(t) es
invertible y F(t) ™! = F(-t).

2.- Los subgrupos uniparamétricos de un subgrupo de Lie de GL, (R):

Sea H subgrupo de Lie de GL,, (R), la Ultima proposicién prueba que los subgrupos
uniparamétricos de H son justamente las aplicaciones de la forma F(t) = e'? para
B € h donde b c gl,,(R) es la subdlgebra correspondiente a Lie(H), del resultado:

Algebra de Lie de un subgrupo de Lie: si H es subgrupo de Lie del grupo de Lie G
entonces el subconjunto § = { X € Lie(G) : X, € Ty (H)} es una subalgebra de Lie
de Lie(G) candnicamente isomorfa a Lie(H).

Tomando H = O(n) se ve que la exponencial de cualquier matriz antisimétrica es
ortogonal.
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LA APLICACION EXPONENCIAL

Como veiamos en el apartado anterior un subgrupo uniparamétrico de un grupo de
Lie G es un homomorfismo F: R — G tal que F(s+t) = F(s).F(t) V s,t € R. Como
en tal subgrupo uniparamétrico F(0) = F(0+0) = F(0).F(0) ello implica que F(0) = e.
Asi, desde F, podemos conseguir un unico vector v=F(0) = (dF)o(%) €T (G).
Inversamente, para cualquier v € T1G(G) podemos encontrar un Unico campo
vectorial invariante a izqda. X de G tal que X; =v

Como todo campo vectorial invariante a izqda. es completo, entonces para
cualquier g € G podemos encontrar una curva integral y,: R— G de Xtal que

Yg=9-
Lemal : Laaplicacion F = y; es un subgrupo uniparamétrico de G.

Demost: Sea s € R cualquiera pero fijo y tomemos las curvas

y1: R=> G con te y; (s) y,(t)

Y2 :R-> G con to y, (t+5)

Afirmamos que ambas son curvas integrales del campo X con idénticas
condicidn inicial y41(0) = y,(0) = y.(5).

Para y;, usando la invarianza a izqda. de X se tiene:

vi®) = dy, )y,0 Vi) = Ay ) y,0Xv0
Xy, 11,0 Xri®

Porlotanto y; = y,.

Como consecuencia obtenemos una correspondencia 1 al entre los siguientes
conjuntos:

e Los subgrupos uniparametricos de G
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e Los campos vectoriales invariantes a izqda de G
e  Los vectores tangentes en 1; de G

Definicién 1 : Para cualquier X € Lie(G) = Ty (G) sea Fyx el subgrupo
uniparamétrico de G correspondiente a X. La aplicacién exponencial de G es la
aplicacién

e: Lie(G) » G talque X = Fy(1)=e*

Propiedades de la aplicacion exponencial:

e e€ (C*: Sealaaplicacion ¢ : RxG x Lie(G) —» Gx Lie(G)
t g X (g.e™.X)

se puede comprobar que ¢ es el flujo en G x Lie(G) correspondiente al
campo vectorial invariante a izqda. (X,0) de G x Lie(G), por tanto es C*.
Se sigue que e =1;° ¢ l(1) x (14} xLie(c) €5 C7-

e VXELe(G), Fy(t)= e*® esel subgrupo uniparamétrico generado por X
pues F(s) = Fx(ts) es el subgrupo uniparamétrico correspondiente al
campo tX € Lie(G)

e VYV X € Lie(G), eGHOX = oSX o yt s €R por ser Fy un
homomorfismode R— G

e Bajo las identificaciones candnicas Lie(G) ~ Ty(Lie(G)) y Lie(G) =~ T, (G)
setiene e, =de: Ty(Lie(G)) - T,.(G) esla aplicacion identidad:
por un lado, et = Fy(t) vy %It:O etX = X
d(xt)
dt
concluimos que (d e), es la aplicacién identidad.

por otro lado, como %Itzo(e°tx)= (d e)o. = (de)y. X

e e esun difeomorfismo de un entorno del 0 en Lie(G) en un entorno de
1; en G, como consecuencia de ser (d e), biyectiva.
e Elflujo 6 de un campo X € Lie(G) es 6, = 71 ,x el difeomorfismo

multiplicacién a derecha por et*:

Para cualquier g de G 7 ,ex(g) = g. e = I5(e™ ) = 15(6:(1¢)) = 6, (I4(15)) =
6:(g)
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e  Para cualquier homomorfismo de grupos de Lie F: G — H el siguiente

diagrama conmuta: F,
Lie(G) — Lie(H)
e | le
G - H
F
Hemos de probar que e®X = F(eX) V X € Lie(G), ylo que probaremos
esqueVteR:

etF*X: F( etX)
El miembro de laizqda. es el subgrupo uniparamétrico generado por E.X
y hacemos of(t) = F(e™X) entonces basta ver que oes un
homomorfismo de grupos que cumple que ¢’(0) = F. X . Calculemos

, d d
a’'(0) = Elt:O F(e™)=F, Elt:O e = FX y

o(s+t) = F(eGTOX)=F (eSX eX)=F(eSX ). F(e™X )= o(s).o(t)

Ejemplos:

1.- Para G =R" = R -{0} e identificando T, (G) = R: para cualquier x de T;_(G)
= R laaplicacion F: R— G con t = e es el subgrupo uniparamétrico de
G con F(0) = x entonces la funcién exponencial es e*.

2.- Para G = S! e identificando TlG(Sl) = iR, el subgrupo uniparamétrico
correspondiente a ix de Ty (S')es F: R—S" con t = el™ y aqui la

aplicacion exponencial viene dada por e'*.

3.- Para G = R e identificando Ty(R) = R el subgrupo uniparamétrico para x € R
es F: R—> R con t = txylaaplicaciéon exponencial es la identidad x.

4.- Para G = GL, (R) un campo vectorial invariante por la izqda. tiene la forma X, =

AX con A € GL,(R). El correspondiente subgrupo uniparamétrico A(t) es la

L L - dA e
solucién de la ecuacién matricial % AX con A(0) =1I,, de condicidn inicial y su

solucién es

tk
A(t)= etX: IC:)=0EBk

43



La aplicacién exponenciales e: gl,(R) = GL, (R) talque X » eX=A

Aplicaciones de la exponencial:

A.- TECNICA DE CALCULO DEL ALGEBRA DE LIE DE UN SUBGRUPO:

Lema 2: Sea G grupo de Lie y H subgrupo de Lie de G, entonces la inclusion in :
H < G induce unisomorfismo Lie(H) = § con b subalgebra de Lie(G) dada
por

b= {XELe(G): e €H Vt eR}

Demost: Sea X € Lie(G) cualquiera. Supongamos X € §. Hagamos v la
curva y(t)= e entonces como tal curva yace en H Vt entonces X1.=
Y'(0) € Ty (H) lo que significa que X € in (Lie(H)).

Inversamente, sea X € in (Lie(H)) entonces X; € T; (H) entonces
eXeHVt ERy XE .

Corolario 1: Sea G subgrupo de Lie de GL,, (R)
Sea g ={B€ GL,(R): e*® €G Vt € R }subconjunto de gl,(R)
Entonces g es subalgebra de Lie de gl,(R) candnicamente isomorfa a Lie(H).

Ejemplo: hallar algebra de Lie de SL, (R).

Sea sl,(R) ={B € gl,(R):tr(B) =0} c gl,,(R). SiB € sl,(R) entonces, usando un

B verifica que el

resultado del algebra lineal que dice que la matriz exponencial e
det(eB) = e ®) siendo tr(B) la traza de la matriz B (la suma de los elementos de
su diagonal principal), tenemos en nuestro caso que
det(et?) = e"(B) =1 entonces e'? € SL, (R) Vt.
Inversamente, si e®® € SL,(R) Vt entonces 1 = det(e®) = e™B) |o que
significa que tr(B) = 0. Asi, sl,(R) es subalgebra de Lie de gl,(R) y ademas

sl,(R) = Lie(SL, (R)

. : : B_ vo 1 pk
OBS: la matriz exponencial e” = Zk:ok!B
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B.- COMO LA ESTRUCTURA DE UN GRUPO DE LIE ESTA REFLEJADA
INFINITESIMALMENTE EN LA ESTRUCTURA ALGEBRAICA DE SU ALGEBRA DE LIE:

Proposicion 1: Para cualesquiera X,Y € Lie(G) hay una aplicacion C®
Y : ]—¢,€[ — Lie(G) de modo que Vt € ]—¢, €[

tX otY _ ot(X+Y)+ t2(t)

e’. e

Demost: Como e es un difeomorfismo cerca de 0 en Lie(G), hay un €>0

tal que la aplicacion @ : ]—€,€[ — Lie (G) con t— e I(etX. et’)

es C®. Ahora bien podemos escribir @ como la composicion

ey X ey u et
R - GxG - G - R

donde u es la multiplicacion de grupo y ey es el subgrupo
uniparamétrico de X a través del homomorfismo e, es decir, ey(t) = e¥
Como p (X,Y) = X+Y entonces

9'(0) =(deg) Mex (0) + ey (0) =X+Y

Como @(0)=0 y etX. et¥ = ¢¢®
por Taylor, o(t) = tX+Y)+ t2P(t)
para alguna funciéon C* 1.

Mas generalmente, (t) = %[X,Y] + 9(t3) donde I(t*) escualquier
funciéon de t valuada en Lie(G) que estd acotada por un multiplo
constante de |t|¥ para t— 0.

C.- COMO EL CORCHETE DE LIE EXPRESA EL TERMINO PRINCIPAL DEL DESARROLLO
DE TAYLOR DE UN GRUPO CONMUTADOR.

Proposicion 2: Sea G grupo de Lie y sea Lie(G) su algebra de Lie.
Para cualesquiera X,Y € Lie(G), la aplicacién e verifica

- — 2 3 .
etX, ety g=tX o=ty o ot*[XY] + 9(t%) siempre que t — 0.

Demost: se trata de aplicar la proposicién anterior dos veces,
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tX otY o—tX o—t¥ _ St(X+V)+ t2h(t) et(-X-Y)+ t2P(t) = etZ[X,Y] + 9(t3)

e~.e" e . e

Donde () = 7 [X,Y] + 9(t%).
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GRUPOS ABELIANOS
GRUPOS DE LIE ABELIANOS

GRUPOS ABELIANOS

Definicion 1: Un grupo G es abelianos si la ley de composicién interna del grupo es
conmutativa, es decir: ab=ba V a,b €G.

Definicion 2: Un grupo G es ciclico si todo el grupo estd generado por un solo
elemento, es decir: G=<a >.

e Todo elemento de G es potencia de a.

e Como a‘.al =al. al =a'*/, entonces todo grupo ciclico es abeliano.

e  Salvo isomorfismo existe un Unico grupo ciclico de orden infinito y existe
un Unico grupo ciclico de orden n finito ¥n € N.

e  Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Teorema 1:

e Todo subgrupo de un grupo ciclico infinito que no sea el trivial es
grupo ciclico infinito de indice finito.

e  Existe un Unico subgrupo infinito para cada indice finito.

e  Todo subgrupo de un grupo ciclico finito de orden n es grupo ciclico de
orden k tal que k divide a n y existe un Unico subgrupo para cada divisor
de n de orden igual a ese mismo divisor.

Demost: (en [09] de la bibliografia).
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TEOREMAS DE ESTRUCTURA DE GRUPOS ABELIANOS

Un grupo abeliano infinito puede tener una estructura complicada,por ejemplo:
(C - {0}, . ) grupo multiplicativo complejo posee elementos de todos los 6rdenes
finitos y elementos de orden infinito.

Si a™=1 y b™=1son elementos de un grupo G, entonces (a"1)"=1 y (ab)™"= 1.
Asi, el conjunto { a € G: a tiene orden finito} es unsubgrupo de G al que
llamaremos F.

Todo endomorfismo a: G — G aplica un elemento de orden finito con un
elemento de orden finito, es decir: a~ b V a,b € F entonces F es un subgrupo
totalmente invariante de G.

Definicion 3: H subgrupo de G es totalmente invariante si H es admisible V a €
End(G).
H subgrupo de G es admisible respecto de ciertos a; € End(G) si a;(H) S H V a;.

e HNK y HUK son subgrupos admisibles V H,K subgrupos admisibles.

H subgrupo de G es subgrupo caracteristico si H es admisible V a € Aut(G).

Definicion 4: Grupo periddico o de torsion: grupo en el que todos sus elementos
son de orden finito.
Grupo aperiddico o sin torsion: grupo en elque sélo 1, es de orden finito.

Teorema 2: Sea G abeliano. Sea F subgrupo de G de todos los elementos de orden
finito, entonces G/F es un grupo sin torsion.

Demost: supongamos que no lo es. Supongamos que x # 1;/r es de
orden finito m, entonces en el homomorfismo G — G/Fsea u " x
entonces u™ ~ x™= 15, entonces u™ € Fy u™ es de algin orden

finito, sea tal orden n. Asi, (u™)"=1; vy u es de orden finito entonces
u€Fy u~ 1g/p. Absurdo pues partiamos de x # 1 /5.

Definicion 5: Sea G = < { a;}]_; > Entonces todo elemento de G es de la forma
a;™M..a, " conu; €Z.

e {a;}]_, esunabase de Gsiysolosi G= <a;>X<ay>X...X <q,->.
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e G=<{a;}/_, >abeliano tiene una base de como mucho r elementos.

Lema 1: Siel orden de x es mn en cualquier grupo con (m,n) = 1 entonces x posee
una representacién Unica como x=y.z=z.y tal que y es de orden m, z es de orden
n y tanto y como z son potencias de x.

Demost: (en [09] de la bibliografia).
Nota: (a,b)=1esm.c.d.entreayb.

Lema 2: Seax elemento de orden n =n;....n,. con (n;, nj) =1 V i#J, entonces x
posee una representacién dnica como x = xq.....x, tal que Xx;x; = x;x;, x; es de
ordenn; y todo x; espotenciade x.

Demost: (en [09] de la bibliografia).
En particular: para n = p;"..p,%*r con p; primos distintos se puede
aplicar el lema para n; = p;".

Definicion 6: Sea G abeliano periddico.
Sea P ={elementos de G cuyos ordenes son potencias de un primo fijo p}

1g = p°
Si xP'=1e ypb= 1 entonces (xy)pc= ly (x_l)pa= 1 para ¢c= max(a,b)
Asi: P es subgrupo y se le llama p-subgrupo de Sylow: Syl(p).

P e un p-grupo abeliano.

Teorema 3: Un grupo abeliano periddico es el producto de sus subgrupos de Sylow

Demost: (en [09] de la bibliografia).

GRUPOS ABELIANOS FINITOS. INVARIANTES.

Todo grupo abeliano finito es: periddico y finitamente generado, por tanto......
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Teorema 4: Un grupo abeliano G de orden n = p,%1..p,."r es el producto directo
de sus subgrupos de Sylow: Syl(p;), .... Syl(p;).

e Syl(p;) es de orden p;“i y es el producto directo de grupos ciclicos de
ordenes p;*i,..., p;%is con U+ U= U;.
Demost: (en [09] de |a bibliografia).

Corolario 1: G grupo abeliano de orden n tiene un elemento de orden p = primo
tal que p divide a n.

Sea G(p) un p- grupo abeliano finito.

G(p) puede escribirse de distintas formas como producto directo de grupos ciclicos.
Ello es cierto para p-grupos abelianos finitos pero no es cierto para grupos
abelianos finitos que no sean p-grupos.

Definicion 7: Sea G p-grupo abeliano = producto directo de grupos ciclicos de
6rdenes p'1,..., p¥r, entonces tales numeros se les llama invariantes de G.

e Si tales invariantes son: p,..,p entonces G es un grupo abeliano
elemental.
e Losinvariantes de G determinan G salvo isomorfismo..

Teorema 5: Sea G grupo abeliano finito tal que G es producto directo de grupos
ciclicos de dos formas distintas: G=G; x G, Xx..xG, vy G=H;x Hyx..x Hg
entonces r=s y existe cierta reordenacion tal que el orden de G; es igual que el
orden de H;.

Demost: (en [09] de la bibliografia).

Corolario 2: Si dos p- grupos abelianos finitos no tienen iguales invariantes
entonces no son isomorfos.

Teorema 6: Sea G p- grupo abeliano con invariantes p™1,.., p% de modo que
U, =..>Uu,, entonces G posee subgrupo K con invariantes p*,.., p* tales
ki =.=2k;, siysolosi t<r 'y ki< Upen, ke < ug
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Demost: (en [09] de |a bibliografia).

Definicion 8: Sea G grupo. La representacion regular a derecha de G es: V g,x € G
r(g): G - G talque x ~xg

e Seag€Gfijo. VYEG ygl=(yg l)g=y entonces: r(g): G - G
r(g) es 1-1puesde x;g =x,9g se concluye x;=x.
r(g) es una permutacion (biyeccién) V g

e r(g192) =r(g1)r(g,) ynoinvierte la multiplicacién.

e Enr(g): 16~ g
En r(g;): 1; ~ g, entoncessi g, # g, setiene r(g; # r(g,) vy por
tanto g ~r(g) es unisomorfismo.

o (1) =idg
rlg™")r(g) = id; entonces r(g™?) = (r(g)".

Definicién 9: La representacion regular a izqda. de Ges: Y gx€G l(g): G = G
talque x ~ gx

e Las mismas propiedades que r(g) tiene I(g) pero a diferencia de r(g), I(g)
es antisomorfica, es decir: invierte la multiplicaciéon pues 1(g1g,) =
I(g2)l(g1) Yy por tanto es idénea para identificarse con la composicion de
funciones).

Llamaremos S; ={f: G — G con f biyeccidon } es un grupo con la composicion.
Tanto r(G) como I(G) son subgrupos de S;.

Aut(G)={f: G - G con fisomorfismo }

Si a € Aut(G) entonces x ~ a(x) es unelementode S; tal que «a fija 1.

Como (g1%)gz = g1(xg;) entonces l(g;1)r(gz) = r(g2)l(g1) entonces I(G) y r(G)
permutan punto a punto.

Teorema 7: Cada l(G) y r(G) de G tiene a la otra como centralizador en S;;. Es decir:
Csr(G) =1(G) vy (s, ((G)) =r(G).

Demost: (en [09] de la bibliografia).

Definicién 10: Lamamos el holomorfode Ga Ng_(r(G)).
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Teorema 8: Sea H el holomorfo de G, H = Ng_(r(G)), entonces Aut(G) es el
subgrupo de H que fija 1.

Demost: (en [09] de |a bibliografia).
Definicion 11: G es grupo completo si Z(G) = {15} y Aut(G) = Int(G).
Teorema 9: Si G es completo y G es normal en T entonces T =G xK para K= C;(G)
Corolario 3: Si G es completo entonces el holomorfo de G es r(G) x I(G)
Cs,.(r(G)) = r(G) x I(G)
Demost: (en [09] de la bibliografia).

Definicién 12: Sea g € G fijo. V x € G la aplicacion A;: G — G con x v
g~ 1xg se llama automorfismo interior de G.

Agesl-1
e Ay € Aut(G)
e Como AjAp= Agn y Ag-1=(Ag)™" entonces Int(G) < Aut(G)

e Int(G)={f: G - G con fautomorfismo interior }

Teorema 10: Int(G) < Aut(G) vy
@ € Hom(G,Int(G)) con g ~» A, estal que el centrode Gesel ker ¢

Demost: (en [09] de la bibliografia).

SERIES PRINCIPALES Y SERIES DE COMPOSICION

SeaG= Gy 206G, 2..2 G, talque G;<G;_; Vi=1l.n.
Los G; se les llama grupos subinvariantes de G.

Definicién 13: Asociamos a tal cadena la sucesién de grupos factores G;_; /G;.

e Sitodo G; es normal en G entonces a la serie de arriba se le llama serie
normal, cadena normal 6 serie invariante.
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e Que G;<G;_; noimplicaqueG; <G

e Sisolose cumpleque G; <G;_; alaseriese lellama serie subinvariante

e Sila serie es normal y todo G; es normal maximal de G;_; entonces la
serie se le llama serie principal.

e Si la serie es subinvariante y todo G; es normal maximal de G;_;
entonces la serie se le llama serie de composicion.

SERIES DE COMPOSICION

Sea G= Gy 2G; 2..2 G, =H serie de composiciéon de G a un subgrupo H.

Por definicién: G; < G;_; normal maximal entonces G;_, /G; es grupo simple
pues un subgrupo normal de G;_; /G; se corresponderia con un subgrupo normal
de G;_; que contuviera a G; entonces si G;_; /G; es abeliano: debe ser finito, no
puede contener ningln subgrupo propio y debe ser de orden primo.

Teorema 11: (relacidn entre series principales y series de composicion)
Sea H < G tal que existe una serie de composiciéon de G a H. Entonces existe una
serie principalde GaH: G= Gy 2 G, 2..2 G,,, =H tal que

a) Cada G;_; /G; = [[}5°A; con A; gruposimple y A; = A; Vij=1..n
b) (<) Sital serie existe con  G;_, /G; = T[] A; entonces existe una
serie de composicion de G a H.

Demost: (en [09] de la bibliografia).

Definicion 14: H es grupo de composicion de G si existe una serie de composicidén
de G en la que esta H.

Teorema 12: Sea H, K subgrupos subinvariantes de G entonces H N K es
subgrupo subinvariante de G.

Dada serie de composicion de G, la unién y la interseccién de dos grupos de dicha
serie estan en dicha serie.

Lema 3: Sea Cun grupo de una serie de composicion de G
Sea A un grupo propio de una serie de composicion de C. Entonces hay
Una serie de composicién desde G hasta A tal que incluye a C.
La longitud de la serie G—>C es menor que la de G-—A
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Ambas Demost: (en [09] de la bibliografia).

GRUPOS SOLUBLES

Definicion 15: Conmutador de xy € G es el elemento que pertenece a G:
x~1y~1xy ylo denotamos como [x,y].
Conmutador de orden mayor: [x,y,z] = [[x, y],z] y asi recursivamente.

Complejo de conmutadores = {z€ G: z=[x,y], xy €G}.

Por definicion: [x,y]=1 © xy=yx = [x,y]=1 & Ges abeliano.
[—, =] mide lo mucho que un grupo G se aleja de ser abeliano.

Definicion 16: Subgrupo conmutador o grupo derivado de G es
G'=<{x"'y 'xy}yy > - También se le denota como [G, G].

e G'< G totalmente invariante.

Teorema 13: G/G’ es abeliano
Si K< G de modo que G/K es abeliano = K 2 G'.

Demost: (en [09] de la bibliografia).

Definicion 17: G es soluble silaserie G2G' 2 G 2..26® 2... acabaen {15}

en un numero finito de pasos, siendo todo grupo G® el derivado de G ¢,
Teoremas sobre grupos solubles:

1) Si G essoluble = Todos sus subgrupos y grupos factores son solubles.

2) Sea G de orden finito. G es soluble < los grupos factores en una serie de
composicion desde G hasta {1} son ciclicos de orden primo.

3) Sea G soluble y finito.
Sea G= Gy 2 Gy 2..2 G, ={1;} serie principal = G;_; /G; son todos
grupos abelianos.

4) Gessoluble & G posee serie normal finita G= Gy 2 G; 2..2 G; ={1;}
tal que G;_; /G; son todos grupos abelianos.
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5) G essoluble < G posee serie subinvariante finita G= Hy, 2 H, 2..2
H, ={1;} talque H;_, /H; son todos grupos abelianos.

Corolario 4: Gessolublesiexiste H <G talque H y G/H son solubles.

6) Si dos grupos factores consecutivos de grupos derivados G2 G' 2 G”
2.... de un grupo G son ciclicos = el dltimo de ellos es {1}

Demost: (en [09] de la bibliografia).

GRUPOS SUPERSOLUBLES Y NILPOTENTES

(Todas las Demost: (en [09] de la bibliografia)).

Definicion 18: Un grupo G es supersoluble si tiene una serie normal finita G = G,
2G; 2.2 Gg={15} con G;_; /G; todos ciclicos.

Un grupo G es nilpotente si tiene una serie normal finita G = Gy 2 G; 2..2 G, =
{1} con G, /G; < Z(G%) vi.

Consecuencias:

e  Como en ambos casos G;_, /G; es abeliano = G es soluble.

e SiGessupersoluble = G;_; = {b;_1,G;} conb;,_; € G;_; cualquiera
aplicado sobre un generador del grupo ciclico G;_; /G; = G es
finitamente generado.

e Como los grupos nilpotentes contienen todos los grupos abelianos = un
grupo nilpotente no precisa ser finitamente generado.

Habiamos definido x 1y~ 1xy = [x,y].

Para subgrupos de G: AB [A,B]={[a,b]: a€ A, b€ B} subgrupo de G.
Conmutador simple: [xy, ..., % _1,%n 1 = [[%1, e Xn_1 ], %5 |-
Para subgrupos: [Gy, ..., Gp_1,Gp 1= [[Gy, ) Gnq],Gr |-
Sea la conjugacion x lgx= g* = [y,x] = [x,y]™! ytodo elemento de G puede
representarse como producto de conmutadores y conmutadores conjugados.
Definimos una serie de subgrupos de G asi:

[(G) =G
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[ (G) = {[x4,...,x, ]} x; € G cualesquiera.
o Como [xq, ., Xpy1 1= [[x1,%2], %5 o, X1 | = Tisa(G) S Ti(G) V k.
e [}(G) es subgrupo de G totalmente invariante V k.
Definicion 19: Serie central inferior de Ges G= I}(G) 2 [L(G) 2 -
Teorema 14: T}, 4(G) =[I(G),G]

Corolario 5: [%(G) / Tx41(G) S Z(G/ Ty 41(G))

Definicion 20: Serie central superior de Ges Z,={1;} S Z;(G) € Z,(G) €...de
forma que Z;,1(G) se definetal que Z;,1(G)/Z;(G) S Z(G/ Z;(G)).

e Como Z(G) es subgrupo caracteristico de G = cada Z; es subgrupo
caracteristico de G.

Definicion 21: Serie central de Ges G=G; 2 G, 2 ... 2 G,y = {15} tal que
Gi—1 /Gy S Z(G/ Gy(G)).

Teorema 15: Sea G=G; 2 G, 2 ....2 G,,1 = {1} serie central de G entonces:

2) GT+1—]' c Z](G) VJ =0, 1..r.

Corolario 6: Sea G nilpotente. En G las series centrales superiores e inferiores
tienen longitud finita y ambas tienen igual longitud c.

A c se le llama clase del grupo nilpotente.

Un grupo nilpotente de clase 1 es un grupo abeliano.

Teorema 16: Sea G=<{x;}[_;> =
[ (G) / Th41(G) = < {[¥y, ., Vi ImbduloTy1(G) } > donde las y’s estan

escogidas de las {x;}[_; Yy no son necesariamente distintas.

Corolario 7: Si G estd generado pro r elementos = TI}(G) / T},1(G) estd

generado por a lo sumo ¥ elementos.

Teorema 16: G nilpotente finitamente generado es supersoluble.
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Corolario 8: G nilpotente finitamente generado verifica la condicion maximal <
G y todo subgrupo de G es finitamente generado.

(Condicidon maximal = No existe ninguna cadena ascendente de subgrupos).

OBS: Si G es nilpotente de clase ¢ entonces todo [gy,...,gc41]1= 1 ..y ala
inversa: sitodo [gy,..,9c+1]= 1g entonces G es nilpotente de clase a lo sumo ¢

e Gtienenil-c si [gy,..,gcs11= 1 YV g; €EG.

Teorema 17: Si G tiene nil-c entonces todo subgrupo de G y todo grupo factor de
G tienen nil-c.

Teorema 18: Sean H,K <G con nil-c paraH y nil-d para K = HUK = HK es de
nil-(c+d).

Corolario 9: Para todo subgrupo propio H de G nilpotente: H es subgrupo propio
de Ng(H).

Corolario 10: Si G es nilpotente y H es subgrupo propiode GtalqueG=G'H =
G=H.

Corolario 11: Todo H subgrupo maximal de G nilpotente es: normal, de indice
primoy HD G".

Teorema 19: Los p-grupos finitos son nilpotentes .

G finito es nilpotente < es producto directo de sus subgrupos de Sylow.
Corolario 12: G finito es nilpotente < sus subgrupos normales son maximales.

Teorema 20: Sea G supersoluble = Todo subgrupo y todo grupo factor de G
essupersoluble.

Corolario 13: Los grupos supersolubles cumplen la condiciéon maximal.

Teorema 21: G supersoluble tiene una serie normal G= G, D G; 2..D2 G, ={1;}
tal que todo grupo factor G;_, /G; es ciclico infinito 6 ciclico de orden p primo y
si Gi_1/G; y G; /Gy, son de ordenes primos consecutivos p;, Pjy1 = P; <

Di+1-
Corolario 14: Sea G finito supersoluble de orden p;p,...p, con p; < p;41 primos

= G posee una serie principal G =G, 2 G; 2..D G, ={1;} talque G;_; /G; es
de orden p;.
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Teorema 22: Sea G supersoluble = G’ es nilpotente.

Teorema 23: Sea G finito supersoluble = Todas las cadenas maximales de
subgrupos tienen igual longitud r para orden de G = p;p,..p, con los p; no
necesariamente distintos.

Corolario 15: Todo H subgrupo maximal de G supersoluble es tal que [G:H] =
primo.

Teorema 24: Si G finito posee todos sus subgrupos maximales de indice primo =
G es supersoluble.

Toda la teoria expuesta hasta aqui sobre grupos finitos es requerida para decidir la
solubilidad de las ecuaciones polindmicas de grado finito. Culmina en un resultado
de Galois que dice:

Teorema 25: Una ecuacidén polindmica sobre el cuerpo C es resoluble por
radicales < su grupo de Galois G contiene una cadena de subgrupos G = G, D
G, 2..2 G, ={1;} tales que G, 9@ Giyq y todo factor G; /G;y1 es
conmutativo.

Por analogia, “grupos infinitos” (grupos que dependen continuamente de variables
reales o continuas) podrian estar envueltas en el tratamiento de ecuaciones
diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales.

Los grupos de Lie vienen en dos variantes basicas: los simples y los resolubles.

e  Lossimples se generan ellos mismos por conmutacion
e Los resolubles no lo hacen y contienen una cadena de subgrupos de
modo que cada uno de ellos es normal en su subgrupo predecesor.

Los grupos simples y resolubles son los blogues de construccidon de todos los otros
grupos de Lie:

e  Los grupos de Lie semisimples son productos directos de grupos de Lie
simples.
e  Los grupos de Lie no semisimples son productos semidirectos de grupos

de Lie semisimples con subgrupos invariantes que son resolubles.

Al igual como en el caso de Galois en ecuciaones polindmicas, las EDO’s pueden
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resolverse o simplificarse si su grupo invariante es resoluble.

CLASIFICIACION DE LOS GRUPOS DE LIE ABELIANOS

Teorema 26: Sea G grupo de Lie y L(g) = Lie(G) su algebra de Lie. Entonces:

1.- L(G) es abeliana siy solo si para g; y hg subgrupos uniparamétricos
de G se cumple g;. hs = hg. g,
2.- Si G es abeliano entonces L(G) es abeliana.
3.- Si L(G) es abeliana entonces Gy, es un grupo de Lie abeliano.
G,,= componente conexa de G que contiene al elemento identidad 1,

Demost:
1. Sean X;, X, € L(G) con subgrupos uniparamétricos asociados g; y
hs resp. entonces [X;,X,] =0 siysolosi para y,:= 15, y 0g=1p,

grupos uniparamétricos de Xy, X, se tiene
Yt° 05 = Thg, =7;qths=0_soyt siysolosi ge-hs = hs.g;
2. Obvio por 1.-

3. Sealaaplicacion e: Ty (G) > G con X; » g; para g,
subgrupo uniparamétrico asociado a X;_ y e difeomorfismo local en 0
entonces existe un entorno U de 1; con U € G de modo que V punto de
U es delaforma g;.SiL(G)es abelianay g,h sonde U: gh=hg pues
g=91 Y h=hy yporl- g;.hy = hy.g, entonces G es abeliano.

Teorema 27: Sea G grupo de Lie con algebra de Lie L(G) abeliana, entonces
e: Ty, (G) > G es homomorfismo de grupos de Lie y si G es conexo e es sobre .

Demost: Sean Xi,., Xp;, € T;,(G) de modo que efiic =g,y
eX216=h,.

Sean g;, hy los subgrupos uniparamétricos asociados

Sean X1, X, € L(G) los resp campos invariantes de X; 1, X1,

Como L(G) es abeliana: g;. hy = hs. g y oft) =g;- hy esun
subgrupo uniparamétrico asociado al campo invariante X;+ X, entonces
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eX1,1G+ X216 = O'(t) = g h1 - eXlrlG_ eXZrlG

Y que es sobre se sigue de que es homomorfismo de grupos, es
difeomorfismo local en el 0y de la siguiente proposicién...

Proposicion 1: Sea G un grupo de Lie conexo y U un entorno de 1, entonces
G=U, U™ siendo U™ ={g; ...gnlgev

Demost: Sea VN U~ c U entorno abierto de 14 tal gie V= V~1ysea
H=U,V" c U,U"c G.

H es subgrupo pues si g,h € H entonces gh™ € H

H es abierto pues [;(V) =gV c H esun entorno abierto de g € H

H es cerrado pues si g pertenece al complementario de H, gH es un
entorno abierto de g que estd en el complementario de H pues por ser H
subgrupo entonces gH N H = @. Asi por conectividad: H =G.

Sea G un grupo de Lie abeliano, entonces la aplicacion e: T; (G) - G esun
homomorfismo de grupos de Lie y difeomorfismo local en 0 y por tanto lo es en
cualquier punto. Asi, el subgrupo cerrado

H=ker(e) = e7!(15) < Ty, (G)
es un subgrupo discreto,
(Un conjunto D es discreto si todo subconjunto suyo es abierto, en particular los
conjuntos unipuntuales son abiertos)
pues es un grupo de Lie de dimensién 0, debido al resultado:

Teorema 28 : Todo subrupo de Lie de un grupo de Lie es grupo de Lie. (Ya visto en
el apartado de subgrupos de Lie).

Corolario16: SeaF:G —» V C® yde rango constante con G grupo de Lie.
SiparaunydeV: F~1(y) es subgrupo entonces F~1(y) es grupo de Liey la
dim(F~1(y)) = dim (G) - rango(F)

Demost: F~1(y) cumple ser subvariedad y es de dicha dimensién por lo
que es subgrupo de Lie y por tanto grupo de Lie.

Corolario 17: Sea F: G; — G, homomorfismo de grupos de Lie, entonces
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1.- Elrango de F es constante.
2.- Ker (F) = F‘l(le) es subgrupo normal de G,

yesgrupo de Lliede  dim(F~*(1g,)) = dim(G;) - rango(F)
3.- F(G;) es subgrupo de G,

Demost: 1. Seax € G, y sea z=F(x~!) entonces para cualquiery € G;:
F(y) = F(x~'xy) =2 F(xy) = [,° F° L(y)

por lo que el rango de F, en 1; esel mismo queelde F, enxasi queel
rango es constante.
2. Por el corolario 16
3. Por ser F homomorfismo de grupos de Lie.

Lema 4: Dado el difeomorfismo localysobre m: R" - T,

(g o Xy ) > (%21, g27in)

y H subgrupo cerrado y discretode R™ con Z"™ c H, entonces: m(H) es finito.
Demost: H= [l,-;peznH N [z,2 + 1[ = [I,=;pezn H N [0,1[ +2 para
[z,z+1[ = TIi-,lz;, 2z + 1] siendo w(H N [z,z+ 1)) =

w(H n [0,1]) por lo que basta probar que w(H N [0,1]) es finito.
De no serlo tendriamos una sucesién de puntos distintos { x,, } de H en
el compacto [0,1] y con un punto limite x que estaria en H por ser
cerrado pero todo entorno de x tendria puntos de la sucesién en
contradiccion con que H sea discreto.

Teorema 29: Todo grupo H abeliano finitamente generado es de la forma

HrZ2@®.OLOZ/m & .. D ZL/m,.

Es un teorema de caracterizacién de grupos abelianos muy conocido del algebra.

Teorema 30: Todo subgrupo cerrado y discreto Hde Ty (G) es

H= Ze, ® ..® Ze,
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conlos e; € Ty (G) linealmente independientes en T (G).

Demost: Sea <H >=<wv,,.., v,> conlos v; de Hindependientes y sea el
isomorfismo ¢ : <H> — R"™ con v; = ¢; yllamemosHa ¢(<H
>). Entonces por ser subgrupo y los e; € H se tiene que Z™ C H y por el
lema anterior tenemos que

7T(H) = {n(hl)' ey ﬂ(hm) }

asi que Vh € H existe un h; tal que m(h) =m(h;),0sea h- h; € Z™ yH
es un subgrupo abeliano generado por

Ry, oo, R, V1, ooy U
Y por el teorema anterior sera de la forma
7®.OZOZ/MZ®..DL/mL
pero aqui los términos de la forma Z/m;Z no aparecen pues sus

elementos serian unos z de H tales que m;z =0 que no existen, de
modo que H es de la forma

Ze; © .. Ze, vy faltaver quelos e; sonindependientes:

Supongamos que no lo son, como generan < H > entonces podemos
tomar una base de < H > entre ellos ey, ..., e, y podemos tomar el
difeomorfismo local

T: Re;®.BRe, = R* - T,

para el que m(H)= {m(hy), .., m(hy)} esfinito, pero

H=Ze; ©..® Ze,® Ze,, 1 D .. Ze,
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y m esinyectivo en Ze,, 1 @ .. Ze,
lo que lleva a contradiccidn pues este espacio es infinito a menos que
n=r.

CLASIFICACION DE GRUPOS DE LIE ABELIANOS CONEXOS:

Teorema 31: Todo grupo de Lie abeliano y conexo esisomorfoa T x R

Demost: por el resultado anterior H =Ker (e) = Ze; & ..® Ze, con los
e; independientes que extendemos a una base ey, ..., e, de T, (G).
Considerando las coordenadas asociadas a esta base se tiene el diagrama

Ty, (G) - R" x R* "
X ~ (%1, x5)
e o 1
G — Tk-rx Rn_r
e* ¢ ((x1), x2)

para x; = (ay, .., @) ¥ X3 = (Qpyq, - Q) Si x =) a;e;, define una
Unica ¢ paralaque el diagrama es conmutativo, pues

Olxy, x3) = 9y, ¥2) © x- €L, x=y, © xy EH &
e*=¢e¥

que es isomorfismo de grupos y difeomorfismo pues cada flecha
descendente es homomorfismo de grupos, es sobre (la aplicacion e por
ser G conexo) y difeomorfismo local.

CLASIFICACION DE GRUPOS DE LIE ABELIANOS NO CONEXOS:
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Sea G grupo de Lie abeliano no conexo y sea G, su componente conexa que
contiene el elemento identidad de G que es grupo de Lie debido al resultado...

Proposicion 2 : Las traslaciones de un grupo de Lie G, lleva componentes conexas
en componentes conexasy G;_ esun subgrupo normal, abierto y cerrado y grupo
de Lie.

Demost: Las aplicaciones continuas llevan conexos en conexos, asi que
los homeomorfismos conservan las componentes conexas. Si g,h, € G1G
entonces l;-1(Gy,.) = Gy, asi que g th e Gy, v la aplicacion (g,h) »
g~ 1h es diferenciable pues Gy, es abierto.
Es subgrupo normal pues V g de G : gGng‘1 es una componente
conexa que contiene a 1 entonces es Gy .

y por la clasificacidn anterior es isomorfo a
G, ~ T, x Rk

Por ser subgrupo normal existe el subgrupo cociente H = G/Gla que es el grupo
de las componentes conexas y es grupo de Lie con la topologia discreta, siendo la
estructura diferenciable: todas las funciones en todos los subconjuntos de H para
las que la proyeccion natural

m: G > G/G16
es homomorfismos de grupos de Lie:

e 1 escontinua, pues T~1(U) es unién de algunas componentes conexas
gue son abiertas, para todo U abierto de H.

e 7T es abierta, obvio.

e 1 es diferenciable, pues para toda funciénf en H, m*f=constante en
cada componente conexa y por tanto diferenciable.

e  Obtenemos la sucesién exacata corta in T
0- G,~> G- G/G,—> 0

con Gy, = Ty x R™ ¥ un Z - médulo inyectivo.
Definicion 22 : Un A-médulo M es inyectivo si dado cualquier homomorfismos
inyectivo de A-mddulos i: M" = M" yun homomorfismo de A-mddulos

f: M"=> M existe otro homomorfismo h: M~ — M que hace conmutativo el
diagrama... i
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OBS: Sea a ideal del anillo Ay sea x € M, entonces la aplicacién f: a - M
con f(a) = ax es morfismo de A-mddulos.
Ademas, si M es inyectivo también lo son todos pues para la inclusiéon in: a - A
y para todo homomorfismo de A-mddulos f: a - M existe un homomorfismo
h: A - M que hace conmutativo el diagrama...
in
A - A
foN Z h con f(a) = h(a) = ah(1)
M

Esta condicidon necesaria también es suficiente para la inyectividad del mddulo
como dice el...

Criterio del ideal: Sea M un A-mddulo tal que para cada homomorfismo de A-
moédulos f: a - M existe x €M tal que f(a)=ax V a € a, entonces M es
inyectivo.

Corolario 18: G, esun Z - mddulo inyectivo.

Demost: G, = Ty x R™* es un grupo divisible, o sea, dado g'€ G,y
m € Z-{0} existe g € G, tal que g'=mg.

Por otro lado los grupos abelianos son médulos sobre Z vy los ideales de
Z sonde laforma mZ VYme N.

Veamos que se cumple el criterio del ideal: sea f: mZ - Gy
homomofismo de mddulos y sea g'= f(m) entonces como Gy, es

divisible existe g € G, tal que g’= mg, luego...
f(zm) = zf(m) =zg” = z(mg) = (zm)g.

Teorema 32: Todo grupo de Lie abeliano esde laforma T, x R*™* x H
con H grupo de Lie discreto.

Demost: G, es un Z - modulo inyectivo. Dada la identidad en G,
existe un homomorfismo de grupos h que hace conmutativo el diagrama
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Osea, quepara g€l : h(g)=g
Ello unido a que tenemos la sucesion exacta
in T
0-G,2G— G/G,—> 0

nos permite definir la aplicacion ¢: H = G con oa(n(g))= g -
h(g) que es homomorfismo de grupos de Lie con m°c =id.
e  Esta definida en todo punto porque 1 es sobre
e  Esta bien definida pues si m(g;) = m(g,) entonces para
g=91-9> : m(g)=1; luego g €Gy, vy h(g) =g portanto

0(m(g1)) = 91- h(g1) = g2- h(g2) = a(m(g2))
e  Es homomorfismo de grupos pues lleva el neutro al neutro y

a(r(g.) + m(g2)) = g1~ h(g1) + g2~ hig2) = a(n(g,) + m(g2))

e  Esdiferenciable porque H es discreto, pero entonces h(g) =
g - o(r(g)) también es diferenciable

Asi, ahora podemos establecer el isomorfismo G = Gy, x H del siguiente
modo: f k
G = Gy xH Gi,xH = G

g (h(g), m(9)) (g, a") g +o(a)

pues f°k=id y k°f=id

66



TEOREMA DEL SUBGRUPO CERRADO

El objetivo mdas importante del presente capitulo es la demostracion del teorema
del subgrupo cerrado por el cual la forma mas sencilla de saber que un
determinado objeto es un grupo de Lie es comprobando que puede ponerse como
subgrupo cerrado abstracto de un grupo de Lie, generalmente uno de los clasicos
ya conocidos y estudiados.

Con mayor exactitud, sirve para asumir que si H es subgrupo topoldgicamente
cerrado de un grupo de Lie G y no ya un subgrupo de Lie cerrado entonces verifica
las condiciones de los siguientes resultados:

e  Sea G grupo de Lie y H subgrupo de Lie cerrado de G. La accidn
de H en G por traslacion a derecha es C%, libre y propia =
G/H es un espacio de cosets a izqda. (clases laterales a izqda. )
que es una C®variedad y m: G — G/H es una submersién
c”.

e Sea X un cto. y sea dada una accion transitiva de un grupo de
Lie G sobre X de forma que el grupo de isotropia de cualquier
punto G, es subgrupo cerrado de Lie de G = X posee una
Unica estructura de variedad topoldgica y C* tal que dicha
acciénes C*.

Proposicion 1 : Todo subgrupo abierto de un grupo de Lie es cerrado.
Demost: Sea A subgrupo abierto de G grupo de Lie y sea x € (G — A)

entonces [,(A) es abierto y es un entorno de x que no corta a A, es
decir, [,(A)N A=@ entonces A es cerrado.
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Teorema 1: Sea S subgrupo abstracto de un grupo de Lie G. Si S es subvariedad
entonces S es cerrado.

Demost: Si dimensidn de S = dimension de G=n = S es abierto = Ses
cerrado. (Por la proposicién anterior).

Si dimension de S es n-k < n : basta ver que si {x,, } € S es tal que rlll_t& Xp
=XEG = XES:

Sea Uy, un entorno coordenado de 1; con coordenadas {u;}i=1..n de
modo que SNU;, ={g € Uy : w(g)=..=uk(g)=0}

Por la continuidad del producto existe otro entorno de 1;: U tal que Uc
Ui, vysi pa€eU = pq €Uy,

Como x;'x>1; = Existen EN:sin>Nsetiene x;'x €U =
y  xlx, -1, x lx, €U

para todo n,m >N : ( x,'x) (x71x,) = %, % €SN Uy, = uyly ' Xp)=
0 Vi=1..k

Si hacemos m — o0 = por continuidad u;(x;1x)=0Vi=1..k =
como x7lx, -1, = x,'x €SNU;, =xES.

Lema 1: Sea H subgrupo cerrado de un grupo de Lie G.
Seay: ]-rr[ - T;,(G) curva C*con y(0)= 0y eY® eH vt e
1-r,r[ € R
Entonces, e ©® eH vte R.

Demost: Como y’(0) = lim ny(%) encadate R. = {m,}€Z tal
n—oo
que m, < nt <m, +1 cumple que: ty’(0) = lim mny(i) pues...
n—oo
, 1 , 1 1
'O = may () < [0y’ = ney ()] + Ine = mal [y )] =
0 = tim e i [ O] 10
e’ ©® = lim e™ n=11m[e n] €EH pues e'\n/ EH y Hes

n—oo n—-oo

cerrado.
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Lema 2: Sea H subgrupo cerrado de G grupo de Lie = S={ve T, (G): e eH
VvVt € R.} es subespacio vectorial.

Demost: SiveS = tv €S
Sean vy, v, €S = o0y(t) =e'¥1= g, €H curvaintegral que pasa por 15
del campo D; € L(G) que en 1; define v;.
Y 0,(t) = et¥2= h, € H curva integral que pasa por 1; del campo D, €
L(G) queen 1; define v,.
Seaa(t)=g.h; €H quecumple: ¢(0)=1;

0.(0t)y = U*(%)o =Dy, + Dy ,=v1 + 1,

Llamemos y(t) € T,.(G) a una curva pasada por la aplicacion eOenel

entorno de 0 en el que es difeomorfismo local = e'® =g(t) €H =
y'(0) = v; + v, = et+%) €H vt € R por el lema anterior.

Si G es un grupo de Lie = para cada S subespacio vectorial de Ty (G) = Lie(G)
queda definidia una aplicacion €% ¢ : Ty (G)=L(G) - G que es un
difeomorfismo local de |a siguiente manera:

SeaNc T, (G) el subespacio complementario de S, es decir, T, _(G) =S@® N

Si {v;}f , esbasedeS y {v;}, esbasede T,,(G) = {vi}j ;41 esbasedeN y
N=<{v}iii1>

Vv ET, (G)seav=v5+vyESO®N = definimos ¢(v)= eWes)

Proposicién 2: ¢ : T; (G) - G es difeomorfismo local en 0.

Demost: Sea {x;}-, sistema coordenadas asociado a la base {v;}-, de
ox;

T1,(6). Basta ver que .(x = 9,020 = vt

Como (0y,)o = 0.(3t)o paraa(t) = tv;.

Como ¢(o(t)) = el es una curva integral del campo D; € L(G) que en

1; vale v; = de aqui se sigue el resultado.

Teorema 2: (Teorema del subgrupo cerrado 6 teorema de Cartan)
Todo subgrupo cerrado H de un grupo de Lie G es subvariedad
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Demost: Es el inverso del teorema 1 de este mismo capitulo.
Sea (Ug;u;) de modo que HN Ug={x € Uy: Upyq=..=up=0}
Para ello basta verlo en 1 pues por la traslacién [; lo tendremos para g
yaque lg(H) =H.
Sea el subespacio S={ ve T;,(G): e’ EHVL € R.}
Sea ¢: Uyc T, (G) — Uy, cG difeomorfismo = ¢(S)cH
por definicién de S.
Basta ver que existe un entornode 0= U c U, tal que @(SNU) =
HN ¢(U):
e @(SNU)c HN ¢(U) setiene siempre.
e Si HN ¢(U) noestdincluidoen (SN U) = existe una

sucesion {v,} €Uy : v, >0 =
®(Vn)=gn— 1lgenH
v, €S Vn
= VU,= X+ Y, ESAN con: y, -0 = eWn) gH
Yn € N- {0}

gnz (p(vn)z e(yn)e(xn)

Ahora bien, {”§""} estad en un compacto y posee una
n

subsucesion convergente que convergeauny €N con ||y| =1

que es un absurdo pues yES vyaque ty= lim £y ysi
n

oo [lynll

{meZ: m, < L < m, +1 = ty=limm,y, pues
lynll n-oo

_ tyn
1yl

tyn
lynll

Ity — muypll < ||ty - +||7nn3/n

e®) = lim e™Yn= lim [e¥n |™ € H.
n-oo

n—-oo

Por lo tanto, con los dos teoremas juntos podemos decir:
UN SUBGRUPO DE UN GRUPO DE LIE ES SUBVARIEDAD < ES CERRADO.

Ejemplos: 1.- S es subgrupo de T. Es cerrado y acotado pues es compacto. S es
grupo de Lie por si mismo. T es grupo de Lie pues es producto de grupos de Lie (T
=St x S1), portanto S! es subgrupo de Lie de T.

2.- Gl,,(R) es subgrupo cerrado de GL,(C) con alg de Lie gl,(R) c gl,,(C).
U(n) = { A € GL,(C): A~'= A%} es el grupo unitario con alg de Lie u(n) = {A €

gl,(C) : A+ A' =0} siendo A’ matriz traspuesta de A y A matriz compleja
conjugada de A.
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u(n) es subalgebra de g[,(C). Sea U entorno de 0 en gl,(C) difeomorfo bajo
exp(.) conV = entorno de I, en GL,(C)

Ademds, supongamos que siA € U entonces A%, A y—A €U vy |Traza A| < 2.
Sea W entorno de 0 en gl,(C) lo bastante pequefio para que exp(.) sea
difeomorfsmo y la condicion de traza ( |Traza A| < 2r) se cumpla.
SeaahoraU=WNnW nW¢n (-w)

Supongamos que exp( U N g, (R)) = GL,(R) N V.

SiA€e UnN u(n) entonces:

A€A=€O=In

(eA)t = eA'= e~4 entonces (ed)ted=e™
y portantoe4 € u(n) N V.
Inversamente, supongamos que AE U y e? € u(n) NV entonces e 4= (e4) 1=

(eA)t =eX entonces -A=Af yaque—A y A €U yexp(.)eslalen U.

3.- Un argumento similar prueba que 0, (C) = { A € GL,(C): A~= A’} es subgrupo
de Lie cerrado de GL,(C) con alg. de Lie o(n, C) ={A € g[,(C) : A+ At = 0}.

4.-Si A€ sl,(C): det(e?) =1 yentonces e? € SL,(C) ={A € GL,(C): det (A) = 1}
siendo sl,(C) ={A € g[,,(C) : traza (A) = 0}.

Inversamente, si det(e) = 1 entonces traza(A) = [2mi].j para algin j € N vy si
ademds A € U entonces traza(A) = 0. Asi que Sl,(C) es subgrupo de Lie cerrado de
G1,(C) con alg. de Lie sl,(C).

5.- SU(n) = U(n) N SL,(C) es subgrupo de Lie cerrado de GL,(C) llamado grupo
unitario especial con dlgebra de Lie su(n) subalgebra de gl,,(C) como el conjunto
de todas las matrices antihermiticas de traza nula, es decir la interseccion de ambas
algebras.
También SI,,(R) =S1,(C) N GL,(R) subg. de Lie cerrado de Gl,(R) vy alg. s, (R).
0, (R) = 0,,(C) n GL,(R) subg. de Lie cerrado de GI,,(R) yalg. o(n).
S0,(R) = 0,(C)n SL,(R).
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SUBGRUPOS NORMALES.

Si X es cualquier conjunto, entonces Sy ={ ¢ : X—= X con ¢ biyeccion e invertible }
es un grupo con la composiciéon de funciones, conocido como grupo de
permutaciones de X 6 grupo de simetria de X.

Un resultado fundamental que utilizaremos al tratar los grupos cocientes es el...

Teorema 1: (Teorema de Cayley)
Para todo grupo G existe un conjunto X y existe un homomorfismo inyectivo de
grupos P : G- Sy .

Demost: Haciendo X =Gy tomando ¥ como I(.): G—=S; para..

lg): G — G. g g
h gh
CLASES LATERALES:

Definicion 1 : Sea G un grupo cualquiera y H un subgrupo de G. Llamaremos clase
lateral izqda. de H o coset al conjunto {hx:h € H}=Hx con x fijo elemento de G.
Asi mismo, llamaremos clase lateral derecha de H o coset a derecha al conjunto {xh
:h €H}=xHconxfijo elemento de G.

Teorema 2 : Dos clases laterales a izqda. de H en G o bien son disjuntas o bien son
la misma. Ademas, el cardinal de xH es igual al cardinal de Hx.
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Demost: Si HxN Hy= @ = vya esta.

Supongamos existe unztalquez€EHx y z€EHy = z=hix = h,y =
x=h7thyy = hx= hhith,y =h’y = Hx € Hy.

De igual modo hy = hh;1h;x = HyC Hx.

Deha2 hx yde h2xh con h €H seprueba que Card(H) = Card(xH) =
Card(Hx).

Comox=1x=x1 = x€EHx y Xx€ xH vy se le llama representante de la clase
lateral. Cualquier elemento u de la clase lateral puede tomarse como
representante, pues Hu = Hx.

H=1;H = H1; es su propia clase lateral de representante 1;.

Ponemos G = H + Hx,+ Hxz+..+ Hx, paraindicar que las clases H, { Hx; } i=2,...,r
son disjuntas unas con otras y agotan G.

Como (HX) "= {(hx)": h € H, xfijo}={(x"*h) :h€ H, xfijo}= x"*H y (yH) =
Hy~! = existe una biyeccién entre las clases laterales izqdas y derechas de H y...
G=H+ x;H+x3 H +...+ x71H.
A r=Card(H) = Card(xH) se le llama indice de H en G y se le denota con [G: H].
El orden de un grupo G es el Card(G) y se le denota con |G]|.
Obs: |G| =[G:1¢].
{15} essubgrupodeG y r=1.
Del algebra se tiene:

Teorema 3 : (Teorema de Lagrange): |G|= |H|.[G: H] V H subgrupo de G.

Teorema 4 : SiK es subgrupo de H y H es subgrupode G = [G: K] =[G: H].[H: K].

CONJUGACION:

Definicion 2 : Sea G grupoy S cualquier subconjuntode G. A S'={x"1sx:s€S, x
fijo elemento de G} se le llama transformado de Sy se le denota con x~1Sx 6 S*.

Lema1: Card(S) = Card(S*).

Definicion 3 : Sean Sy S’ subconjuntos de G.

73



Sea H subgrupo de G. Supongamos existe x € H : §'=x~15x = 5%,
Decimos que Sy S” son conjugados respecto de H.
Clase de conjugados de S es el cto. {S: S’es conjugado de S resp de H}.

La condicidn “ser conjugados” es una RBE (relacidn binaria de equivalencia) pues
es.. reflexiva: S=1;7'51;.
simétrica: Si S'=x"1Sx = S=(x"1)"t§x" L
Transitiva: SiS” =y 1Sy con S'=x"1Sx = S§" =y 1x"1Sxy = (xy) 1Sxy

Lema 2 : Si H es subgrupo de G = Todo cto. conjugado de H es subgrupo de G.

Definicion 4: Sea S=x"'Sx = S=xSx"'y S= (xy)"'Sxy

SeaS=y 1Sy
Llamaremos normalizador de S en H al cto. {x € H: S=x"1Sx} = {elementos de H
que autoconjugan S} = subgrupo de H. Se le denota con Ny (S) .

Llamaremos centralizador de S en H al cto. {Xx EH : s =x"1sx, s € S} = {elementos
de H que conmutan a todos los elementos de S} = subgrupo de H. Denotado Cy(S).

e  SiS={s}ctounielemental = Ny(S) =Cy(S).

e Siempre se tiene Cy(S) S Ny(S).

e Sellamacentrode G: Z(G)=C;(G)={x€G: g=x"1gx, g € G} =
{elementos de G que conmutan a todos los elementos de G}.

SUBGRUPOS NORMALES:

Definicion 5 : H subgrupo de un grupo G es subgrupo normal si x 1Hx =H Vx€EG,
es decir, si todos los elementos de G autoconjugan el subgrupo H. Otra definicién
es: H es subgrupo normal de G si N;(H) =G.

Lema 3 : H subgrupo de G es normal siy solo si toda clase lateral izqda. Hx es
también clase lateral derecha xH, o sea, xH = Hx VXx€G.

Corolario 1: SiH es subgrupo de G de indice 2 = H es normal en G.

Demost: debido a que si G =H + xH y por otro lado G = H + Hx
necesariamente debe ser xH = Hx.
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Definicion 6 : Un grupo G se le llama simple si no tiene subgrupos normales
propios, o sea, que los Unicos subgrupos normales que tiene son los triviales.

Definicion 7 : Seaf: G — H homomorfismo. SeaT={ge G :f(g) = 14}. ATsela
llama ntcleo del homomorfismo fy se le denota con ker(f).

o ker(f) es subgrupo de G.
e ker(f) es subgrupo normal de G.

Sin demostracion recordamos del élgebra:

A.- Primer Teorema de Homomorfia: Para todo homomorfismo f, ker(f) es
subgrupo normal de G y f(g) = f(h) <& g y h pertenecen a la misma clase de
equivalencia médulo ker(f).

B.- Segundo Teorema de Homomorfia: Dado un subgrupo normal T de un grupo G,
existe un unico homomorfismo f: G - G/T tal que ker(f) =T.

Definicion 8 : A G/T se la llama grupo cociente 6 grupo factor de G porT.

e  Sea H subgrupo de G. No todo conjunto cociente G/H hereda la condicion
de grupo. Para que el conjunto G/H sea grupo H ha de ser normal en G
pues ello garantiza la clausura de la operacion de grupo en G/H.

e Sea C,={ cosets a izqda. de G/H} = { 1;, x3,..., X,-} que involucran una
Unica descomposicion de G de modo que todo g € Ges g = x;h; con
X, € C;, y h; € H. Asi, tenemos que dicho g = h.x,h; para cierto h; €
C;, pues los elementos de C;, son de la forma Hx;.

e  Deigual modo con Cg={ cosets a derecha de G/H}.

e SiH es subgrupo cerrado entonces Cry C; son variedades de dimensidn
= dim(G) — dim(H).

e Si H es subgrupo normal (llamado también invariante) entonces los
elementos del coset {x;} pueden elegirse de modo que sean cerrados
bajo la multiplicacion del grupo formando un cto. : G/H tal que es un

grupo.
C.- Tercer Teorema de Homomorfia: Sea f: G - K homomorfismo con T = ker(f)

= K= G/T
Si f(x)=x* = x* 2 Tx es unisomorfismo entre K y G/T.
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Definicion 9 : Un espacio topoldgico es conexo si cualesquiera dos de sus puntos
pueden ser unidos mediante una linea y todos los puntos de la linea estan en el
espacio. Componente conexa del punto p = {puntos conexos con p }.

e Una componente conexa de un grupo continuo o de un grupo de Lie
conocida como hoja, ldmina no puede ser ella misma un grupo continuo o
un grupo de Lie si no contiene al elemento unidad.

e Ademas, todas las otras hojas del grupo de Lie son isomorfas como
variedades, cada una a la otra y a la componente conexa Gy .

Una nueva estructura de grupo puede ser definida en cada hoja de modo
que la convierta en isomorfa con la componente conexa.

e  Los representantes de cada coset, x; , son un elemento de cada hoja.
Una buena eleccién de los representantes de cosets para el grupo factor
G/G1G deberia ser el elemento de cada hoja en el que se convierte la
identidad 1; bajo la aplicacién que convierte a la hoja en un grupo
isomorfo con Gy .

Un grupo de Lie G polilaminado (de varias hojas) puede ponerse como
suma de elementos de grupo de la forma diGla de modo que G =
Ui=0d;Gy, con d; €D.

Cada hoja es topoldgicamente equivalente a una variedad.

Solo Gy .= d Gy, tiene estructura de grupo

La hoja G; = diG1G puede hacerse isomorfa con el grupo G, por la

accién del difeomorfismo d; ! a la izqda.

Teorema 6 : El grupo factor G/G1G de un grupo de Lie por su componente conexa
G, es un grupo discreto D de dimension 0.

Demost: G;. es subgrupo normal de G por tanto existe un Unico

homomorfism:;) m: G - G/G;, de modoque ker(m) = G.

Como dim (G) = dim(ker(m)) + dim(Im (1))

Como G es variedad entonces es union disjunta de sus componentes
conexas y estas son todas variedades difeomorfas con G, luego
comparten la misma dimensién que Gy.. Asi, dim(Im(m)) = dim(G) —

dim(Gy.)=0.

Si son conocidas: a) la estructura de G, de de un grupo de Lie G
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b) la estructura del grupo factor discreto D = G/G;
c) la estructura de la aplicacién: D G1GD_1 - Gy,

entonces la estructura del grupo de Lie G puede construirse asi:

e Sea geG~da cond;,d;EDCGyY a,f€E G, =

h Og = dia ° d]ﬂ = dld]( d]-_iad]') ﬂ =dk a,ﬂ con dk: dld]

_ -1
% a-dj ad;

Como D es grupo entonces d,= d;d; €D

Como G, esinvariante a'=d]-‘1adj € Gy,

Entonces las multiplicacionesen Dy en G;_junto con la aplicacién
a — a’ determinan univocamente la multiplicacion de grupo en G.

Todo grupo de Lie da lugar a un grupo discreto ( grupo de Lie en el que todos sus
subconjuntos son abiertos incluso sus puntos) que es el conjunto de clases laterales
G/Glg. Los elementos de G/G1G se identifican entonces con las componentes
conexas de G. Tales componentes conexas resultan topoldgicamente
indistinguibles entre ellas y de G;,. Multiplicar los elementos de G;, por un
elemento fijo en una componente conexa distinta de  G;, produce una
correspondencia biyectiva y continua (homeomorfismo) entre dichas
componentes, asi que basta con determinar la topologia y la estructura
diferenciable de G, .

En este capitulo hemos visto que el cociente de un grupo de Lie por un subgrupo
suyo invariante o normal genera otra forma de construir nuevos grupos de Lie.

Ejemplos : 1.- El grupo ortogonal clasico del plano real 0,(R) ={ A € GL,(R): A'A
_ , . Ja —b a b

= [,} consta de dos circulos desconectados entre si: {[b a ]} U { [b —a]} . La
componente conexa que contiene el elemento idéntico del grupo esta formada por
las matrices con determinante igual a 1, es decir, G, = SO,(R) = { [Z _ab] :

a?+ b? =1} subgrupo de rotaciones del planoy 0,(R)/ SO,(R) es grupo de Lie.
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a ib] : a?-b? =1} consta de dos

b za
hipérbolas desconectadas entre si, cada una con dos ramas. La componente conexa

2.- El grupo de Lorentz en el plano 0y ;= {[
que contiene la identidad del grupo es la rama

SO.," ={ [Z Z] :a®-b*=1y a>0} asique 0,,/50;," esgrupo de Lie.

3.- Sea GL,(R) grupo de Lie con dos componentes conexas. La componente que
posee la identidad es GL,*(R) de modo que el grupo factor GL,(R)/ GL,*(R)
es un grupo Lie.

Asipues: GL,(R)/ GL," (R) es isomorfo a Z,.

4.- Para el homomorfismo det(:) : GL,(K) — K—{0} se tiene que ker(det) =
SL,(K). Como SL,(K) es subgrupo normal de GL,(K) entonces: GL,(K)/SL,(K)
es isomorfo al grupo multiplicativo K — {03}.
Asi pues: GL,(R)/SL,(R) esisomorfoa R —{0}.

GL,(C)/ SL,(C) esisomorfo a C —{0}.
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11

CORRESPONDENCIA FUNDAMENTAL ENTRE
SUBGRUPOS Y SUBALGEBRAS DE LIE.

Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie origina una subalgebra de Lie de su algebra
de Lie. La inversa también es cierta: Toda subalgebra de Lie corresponde a algin
subgrupo de Lie.

Definicion 1: Sea F : X—Y continua con XY esp. topoldgicos. F es un

revestimiento si todo y €Y posee un entorno 1, de modo que F‘l(Vy) es

homeomorfo a V),

diagrama: F‘l(I/S,) - V, xD donde 7, es la proyeccidn sobre
F N 7 Ty

Yy

x D con D conjunto discreto de tal forma que conmuta el

la primera componente del producto 1, x D.

Un conjunto D es discreto si todo subconjunto suyo es abierto.
Se llama revestimiento conexo si X es conexo.

Definicion 2: Un espacio top. X es simplemente conexo si todo revestimiento
conexo de X es homeomorfismo.

Lema 1: Sea G, conexo. Sea F: G; = G, homomorfismo de grupos de Lie y
difeomorfismo local entonces F es un revestimiento.

Demost: F es sobre pues F(G;) es subgrupo abierto y por tanto cerrado.
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Seay € G, entonces F~1(y) es subvariedad discreta, pues si x € F~1(y)
y dados U, y V, entornos de x y de y resp. para los que F es
difeomorfismo se tiene que F(F~1(y) N U,)=y asique F~Yy) n U, =
{x}.

Sea D = F~(1,). Veamos que F~'(V;) es homeomorfo a V,

, x D de

modo que conmuta el diagrama
F7YV,) - V,xD
FooN v/ Ty
v
Para ello basta definir las funciones mutuamente inversas: G(a,d) =o(a)d
yH(2) = (F(2), [0F (2)]'.2) siendo o=F~': V, = U,

y H:FYV) - V,xD.

Lema 2: Sea G grupo de Lie y sea h C L(G) subalgebra entonces A, ={D, € b} es
una distribucién involutiva e invariante por traslaciones a izqda.

Demost: Sea D;,..., D, una base de } entonces paratodo x€ G: A,=
<Diyxye Dpy > = A=< Dy,.,D,>y la distribucidn es involutiva pues
[D,D;)€h = [D;,D;] =X cfs D = [Dy,D;] €A.

Es invariante por traslaciones a izqda. pues para x,p € G: [;,Ap= Ay,

Definicion 3: Una distribucion en una variedad X es una aplicacion A: X = T, (X)
donde A, esun subespacio de T,(X) que cumple:

para cada p € X existe un abierto U, C X y existe campos Dy,..., D, tangentes en U,
tales que paratodo x € U,:  Diy,..., Dy sonbasede A,.

e SeaV abierto de X. Dado A, distribucion, se define A(V)={D € D(V):
D,eA, Vx eV}
D(V) = { derivaciones D: C*(V) > C*®(V) }= C*-mddulo y élgebra con el
corchete de Lie.

e Sesuele llamar distribucion a A(X) = A

e Aesinvolutiva si es cerrada para el corchete de Lie, es decir, si para todo
D;,D; € A: [D;,D;] € A.

e  Se llama variedad integral de una distribucidn A de X a toda subvariedad
inmersa conexaH C X.

e Sellama variedad tangente si H no es conexa.
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e  Se llama variedad integral maxima de una distribucién A pasando por un
punto x a una variedad integral (conexa) K € X de modo que si H c X es
otra variedad integral con x € H entonces H c K
Si A es involutiva entonces por cada punto de X pasa un Unica variedad
integral maxima.

Lema 3: Sea G grupo de Lie con L(G) su algebra de Lie. Si § € L(G) es subalgebra
entonces existe un Unico subgrupo de Lie inmerso y conexo H de G tal que h = L(H).

Demost: Por el lema 2, ) define una distribucidon que es involutiva e
invariante por traslaciones a izqda. es decir, que parax,p € G: L, A=Ay,
por tanto si S es una subvariedad integral (inmersa y conexa) también lo
es L(S).
Sea en G, (componente conexa de G que contiene a la identidad de G) |a
subvariedad integral maxima H (toda otra subvariedad integral de Gy,
estd incluida en H), entonces par cada h€ H : [-1(H) es una variedad
integral que contiene a la identidad pues l,-1(h) =1; y l,-1(H)c Hes
subgrupoya quesi h, g € Hentonces h™1g € H.
El producto en H y la operacidn de paso al inverso en H son diferenciables
se sigue de la hipdtesis y de ser la inclusién in: H & G inmersién local.
L(H) = pues del diagrama conmutativo: in,
T, (H) — T1,(G) 244,
~ | l =
L(H) — LG) 2§
in,
siendo in,( Ty (H)) = Ay,
Unicidad: supongamos que hay otro subgrupo de Lie inmerso conexo
F c G tal que L(F) =h entonces F es una subvariedad integral conexa
de A y como contiene a la identidad entonces F < H. Ahora bien, la
composicion de inclusiones F 9 HS G y H S G son inmersiones
locales asi que F < H es diferenciable e inmersién local entre grupos
de igual dimension por lo que es un difeomorfismo local y F es
subgrupo abierto de H, por tanto cerrado y por conexidn son iguales e
isomorfos como grupos de Lie.

Teorema 1: Sean Gy, G, grupos de Lie de modo que G, es simplemente conexo
Sea ¢ : L(G;) = L(G,) homomorfismo de algebras de Lie.
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Entonces existe un tnico homomorfismo de grupos de Lie F: G; = G,
que cumple: F,= ¢.

Demost: Existencia: Sea G = G;x G, grupo de Lie.
Seain: L(G;) = L(G) homomorfismo inyectivo de modo que nlj =D

D D y m,,D=0
Seain: L(G,) = L(G) homomorfismo inyectivo de modo que nl*E" =0
E E y m, E=E

ParaD: Iy, D=D vaque m; lyyy D=1, m D =D

T2l D = 1w, D =0
Entonces tomamos subalgebra h < L(G) de forma que la dim(p) = dim(
L(G1)) v b ={D +¢ (D)}per,) PuesparaD;,D, € L(G,) se tiene que
[D1 + ¢(D;).D; + ¢ (D2)] = [D,D;] + [o(D1)¢(Dr2)] =
[Dy,D,]1+¢ ([Dy,D,] € b aplicando m;,

Asi pues, existe un Unico subgrupo de Lie inmerso conexo H C G tal que b
=L(H)yque m; : HC G = G; son homomorfismos de grupos de Lie,
m,: HC G - G,

de donde tomariamos F = 7,° ;1. Basta ver que m; es isomorfismo:
se ve que nl*(ﬁ +¢ (5)(“,): D, ysi D,=0entonces D=0.Asi, m; esin
yectiva y ; es isomorfismo pues ambos esp. vectoriales son de la misma
dimension. Por tanto m; es difeomorfismo local, es revestimiento (por
lema 1) y es difeomorfismo global por ser G; simplemente conexo
entonces 1r; es homeomorfismo y

F(D)=m,, (my, (D)) =7T2*(5 o (5)) =¢ (D).

Corolario 2: Si H,G son grupos de Lie simplemente conexos: L(G) = L(H) implica
G= H.
Demost: Consecuencia del teorema 1.

Corolario 3: (sin demostracion) Si G es simplemente conexo entonces Hom(G,H) =
Hom(L(G), L(H)).

82



Definicion 4: Sean G,H grupos de Lie. G y H son localmente isomorfos si existe U =
entorno de 1;enG vy existe V entornode 1y enH yexisteF: U - V

difeomorfismo tal que F(g,9.) = F(g1)-F(g2) ¥V 91,92, 9192 € U.

Teorema 2: (Teorema fundamental de Sofus Lie) G es localmente isomorfoaH siy
sélo si tienen algebras de Lie isomorfas.

Demost: (<) SiL(G) = L(H) entonces G =~ G/D; y H = G/D, con G
grupo recubridor universal para el dlgebra de Lie que comparten ambos y
D; ciertos subgrupos normales discretos de G.

Como G ~ G localmente y H =~ G localmente, entonces G =~ H
localmente.

Teorema 3: Sea g algebra de Lie de dimensidn finita. Esiste G grupo de Lie tal que
su algebra de Lie L(G) =g y G es Unico si es simplemente conexo.

¢En qué medida es la correspondencia entre grupos y dlgebras de Lie 1a1?

e  Grupos de Lie isomorfos tienen algebras de Lie isomorfas.

e Lainversa es falsa: contraejemplo: tanto R™ como T™ tienen algebras de
Lie abelianas n-dimensionales obviamente isomorfas pero ellos como
grupos de Lie no son isomorfos.

e Si ambos grupos son simplemente conexos entonces si existe la
correspondencia 1 al.

Definicion 4: Sean X,Y esp. top.y sea : X — Y aplicacidn continuay sobre. 7 es
aplicacién recubridora si para caday €Y hay un V = entorno de y tal que m~1(V) =
a Ug (unién disjunta) con U, abierto de X tal que U, es homeomorfoaV Va.

Definicion 5: Llamaremos homomorfismo recubridor a un homomorfismo de

grupos de Lie que también es aplicacién recubridora.Si F: G — H es homomorfismo
recubridor decimos que G es grupo recubridor de H.

Proposicion 1: Sean G,H grupos de Lie y sea F : G = H un homomorfismo
recubridor entonces F, : L(G) — L(H) es unisomorfismo.

Demost: Debido a que una aplicacién recubridora C® es un
difeomorfismo local, el push-forward desde T, (G) a Ty, (H) es un
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isomorfismo y por tanto el homomorfismo de algebras inducido es un
isomorfismo.

Teorema 4: (Correspondencia entre grupos de Lie y dlgebras de Lie)
Existe la biyeccion
{le]: @:L(G) » L(H)isomorf.} <> {[Y]: Y: G > H isomorf.}
L(G) @ G
Siempre que dim(L(G)) sea finita
dim(L(H)) sea finita
G,H simplemente conexos

Demost: Como resultado del teorema 1, del corolario 2 y del teorema 3.

Definicion 6: Sea g algebra delie. Una representacion de g es un homomorfismo
de dlgebras de Lie p : g — gl,(R) paraalgin n.

e Si pesinyectiva, la representacion se llama fiel.
e Si pesfiel entonces g = p(g) essubdlgebra de Liede gl,(R).

Terorema 5: (ADO) Toda algebra de Lie tiene una representacion fiel. (Sin demost)
22 version: Toda algebra de Lie es subdlgebra de una M,, (K) para algin n.

¢Qué sucede cuando permitimos grupos de Lie no simplemente conexos?
Como todo grupo de Lie posee un recubridor simplemente conexo:

Teorema 6: Sea g algebra de Lie de dimensidn finita.

Los grupos de Lie conexos G cuyas algebras de Lie L(G) son isomorfas a g son
aquellos de la forma G/T' donde G es grupo de Lie simplemente conexo
recubridor de G con L(G)= g y I' essubgrupo normal discreto de G.

Demost: Dada g, sea G un grupo de Lie simplemente conexo con L(G) = g
Supongamos que H es otro grupo de Lie con L(H) = g.

Sea ¢ : L(G) = L(H) el isomorfismo de algebras de Lie entre L(G) Y L(H)
Por teorema 1 existe un homomorfismo de grupos de Lie ®:G—H tal
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que @, =¢ ycomo ¢ esisomorfismo entonces @ es difeomorfismo
local y T =ker ® essubgrupo normal discreto de G.
Como ® es homomorfismo de Lie sobre con ker ® =T entonces H~ G/T

Proposicion 2: Dos grupos de Lie conexos son localmente isomorfos si y sélo si
poseen grupos recubridores universales isomorfos.

Demost: Por el teorema fundamental de Sofus Lie dos grupos son
localmente isomorfos si y sélo si tienen algebras de Lie isomorfas, pero
éstas dlgebras de Lie son compartidas por sus respectivos grupos
universales recubridores y por tanto éstos son localmente isomorfos.

ESPACIOS RECUBRIDORES:

Sea g algebra de Lie abstracta de dimensidn finita = n. Entonces existe un grupo de
Lie G simplemente conexo de dimension n tal que L(G) = g.

G es Unico salvo isomorfismo local, o sea, no existe correspondencia 1 a 1 entre
grupos de Lie y algebras de Lie, pero existe un Unico grupo de Lie con dicha algebra
de Lie g que es simplemente conexo : G grupo recubridor universal.

Todos los grupos con igual dlgebra de Lie se pueden obtener de G:

e Sea D subgrupo normal discreto de G tal que gd;g~'= d; con d;,d; €D
y g € G entonces G= G/D es grupo de Lie con L(G) = L(G)

e G es multiplemente conexo si D contiene mds de un elemento.

e Todos los grupos de Lie que comparten una misma algebra de Lie g son
los cocientes de G por todos los posibles subgrupos normales discretos
D; c G tales que L(G) =~ g.

e Como G es conexo y D es discreto entonces podemos deformar
continuamente un elemento g hasta 1, en gd;g~'= d; de modo que
1¢di1;7'=d; ©d; =d, entonces gd;=d;g Vg €G & d; €Z(G)
entonces D c Z(G).

Todo subgrupo de Z(G) esnormal y discreto de G.
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Todos los subgrupos normales y discretos de G son subgrupos
de Z(G).

e Sea{D;};=1_, conjunto completo de subgrupos normales discretos de G,
entonces el conjunto completo de grupos de Lie tales que su algebra de
liel()=g es{G/D;}izy - G

4 4 i) N

G/D, G /D, | ... G/D,
I

N N l s

g
Existe una Unica correspondencialalentre g= G.

EL PROBLEMA RECUBRIDOR: ¢ES exp(.) SOBRE?, ESDECIR ¢ESIm(exp(.) = G?
NO.

e No siempre puede aplicarse un algebra de Lie sobre todo G con una sola
exp(.). Ello se debe a los generadores compactos de L(G) que recorren
circunferencias y siempre son un subgrupo de G.

Los generadores no compactos progresan indefinidamente y no son
subgrupo de G.

e  SiGescompacto entonces con una sola exp(.) se obtiene todo G.

Si G no es compacto entonces G es obtenido por una sucesion de exp(.)’s
debido a que los grupos de Lie matriciales estdn definidos por
restricciones algebraicas y asi también sus subgrupos y grupos cocientes.
O sea, la variedad subyacente de todo grupo de Lie matricial es una
variedad algebraica entonces puede expresarse como producto de
variedades algebraicas de modo que cada una de ellas parametriza un
subgrupo o bien un coset.

La var. alg. que parametriza la exp(grupo no compacto) es R™ con m el
numero de generadores no compactos.

La var. alg. que parametriza la exp(grupo compacto) es compacta.
Supongamos g es algebra de Lie no compacta asociada al grupo no
compacto G*. El esp. vectorial de estas algebras se descompone de forma
natural en dos subespacios vectoriales g* = £ @ p* con

T = subesp. Vect. formado por todos los generadores compactos de g*

p* = el resto de generadores, todos no compactos.

T es cerrado bajo conmutacién. Es una subalgebra compacta que genera
los subgrupos compactos maximales de G *.
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p* no es cerrado bajo conmutacién y no forma una subalgebra. Los
elementos Exp(p*) son elementos de G *pero ellos no forman un
subgrupo.

Tal descomposicion tiene una contrapartida en G *: la descomposicion
del coset. Sea K subgrupo compacto maximalde G*: G*= P*Kes la
descomposicion aizqda.y G *= KP * es la descomposicion a derecha.

Aqui, G "= Exp(g*), K=Exp(f) y P *=Exp(p*).

Esta es Unica: todo elemento de G * esta univocamente determinado
como el producto de un elemento del subgrupo con un elemento del
coset. P* es no compacto (las geodésicas que cruzan por 1; son no
recurrentes)

Como veremos en el apartado de la forma de Killing: X € g es generador
compacto si K (X,X) = traza(ad(X).ad(X)) es definida negativa. Y es
generador no compacto si es definida positiva.

Teorema 7: (De Cartan) G = H para L(G) = L(H) si sus subgrupos compactos
maximales son isomorfos entre si.

Debido a que las partes no compactas de L(G) y de L(H) se aplican a
elementos del grupo con la topologia de un espacio euclideo (no
compacto).

e Si G es compacto es dtil hallar el subgrupo Dyax = subgrupo maximal
compacto de G pues todos los grupos de Lie compactos con igual algebra
de Lie son de laforma G/D,, para D, subgrupo de Dyax-

e SiG essimple el calculo de D es sencillo:  d; € Z(G) y por el lema de
Schur d; =Al,.

e Si G es compactoy es grupo universal recubridor tanto de un grupo de
Lie G como de otro grupo de Lie H entonces G es =~ G/Dyax localmente
y H es = G/Dyax localmente por lo que existen D;, D, subgrupos
normales discretos de G de modo que:

G~ G/Dy ~ G/Dyax ~ G/D; ~ H
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12

REPRESENTACION ADJUNTA

Sea ¢ : G = H un homomorfismo de grupos de Lie, entonces ¢ induce un
homomorfismo de dlgebras de Lie ¢, : L(G) — L(H)
[wv]  [o.(w),e.(v)]

Donde para ¢ se tiene: @(15) =1y

@)= p@™"

Ker(e) ={a€G: ¢(a)=1y } subgrupo normal de G cerrado

luego es subgrupo de Lie de G.
@(G)=Im( ¢ ) essubgrupo de Lie de H.

Por otro lado, para ¢, : Ker(p,) = ideal de L(G).
Ker(g, ) = L(Ker(¢g)) alg. de Lie del subg. de Lie Ker(¢p).

@, (LG)) = Lip(G)).

(p*
De modo que conmuta el diagrama: L(G) — L(H) Asique: ¢ °exp=exp® e,
exp | | exp
G - H
¢

Definicion 1: Sea G grupo de Lie.
Llamamos automorfismo a un isomorfismo de G en si mismo ¢ : G = G.
Llamamos endomorfismo a un homomorfismo de G en si mismo.

e Llamamos Aut(G)={¢ : G = G con ¢ isomorfismo} = grupo de Lie.

e LlamamosEnd(G)={¢ : G = G con @ homomorfismo} = grupo de Lie.

e  Llamamos Aut(L(G)) ={ ¢,: L(G) — L(G) con ¢, isomorf.y ¢, operador
lineal}.
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e Llamamos Int(G)={¢,: G = G isomorf. a € G } = subgrupo normal de
x axa~! Aut(G)

Se les conoce como automorfismos internos de G.

x y axa~! son elementos conjugados de G.
Si @, € Int(G) entonces @,  es operador lineal y ¢,,=Ad(a), a€G
para Ad: G — Aut(L(G)).
Llamamos Ad(G) = { Ad(a)}.eg subgrupo de Lie de Aut(L(G)) llamado
grupo adjunto de G.

e  Z(G) c Ker(Ad) siempre.

e  SiGesconexo: Z(G) = Ker(Ad) y Aut(G) = Aut(L(G))

e Loselementos de Z(G) generan idq(s)-

e Dsubalgebra de g es ideal siysdlo si b es invariante respecto de Ad(G),
osea,si Ad(a)hp € h Va€eG.

e Llamaremos algebra adjunta de G al algebra de Lie de Ad(G): L(Ad(G)).
L(Ad(G)) = { ad(u) operador lineal } = ad(L(G)).

PRELIMINARES:
Sea V K-espacio vectorial y sea G grupo.
Seay: G = S, homomorfismo de G en el grupo simétrico de V =
Y: G - GL(V) para GL(V)={g:V =V con gisomorfismo }
Sea End(R™) = {T : R™ - R" con T transformacion lineal } = la eleccién de una
base {e;}}~; en R™ induce biyeccién
End(R") < M, (R)
T [Ty

Con [TL-]-] matriz nxn con entradas T;; tales que T(e;) = X; Tj; e;.
Entonces 1 son transformaciones de semejanza, osea, ¥ : G - M, (R) con T

g 4g797!
que pertenece a M, (R). T y gTg~? son las matrices de cambio de base en R"
asociadas a la misma transformacion lineal T respecto de bases distintas.

Sea F(V) ={B:BesbasedeV).

Sea GL(V)={g:V =V con gisomorfismo }.

Sea GL,(K)={Ae M, (K) : Aesnosingular}

La eleccion de una base {e;}[=; de V induce las biyecciones:
FV) < GL(V) < GL,(K)
{edi, g [gij]
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Definicion 2: Sea G grupo. Una representacion lineal de G es un homomorfismo
p: G - GL(V), es decir, una funcién tal que p(g).p(h) = p(gh), o bien una
accién de G en V mediante transformaciones lineales.

e peslaaccion de G en el espacio vectorial V. Sea dim(V) = n finita.

o Siker( p) = {15} entonces p la representacién de G es fiel, exacta 6
efectiva.

e Elegida base {e;}i.; deV entonces p: G — GL,(K) es una
representacion matricial de G.

e  Dos representaciones lineales de un mismo grupo p; : G = GL(V;) y
p2 : G = GL(V,) son equivalentes, p; = p,, siexisteL: V; - V,
isomorfismo de manera que L° p;(a)=p,(a)°L Va€EG.

La aplicacién @ : Aut(G) — Aut(L(G)) que a todo automorfsmo de grupos de Lie le

Y P
asocia el correspondiente automorfismo inducido de algebras de Lie es una

representacion lineal del grupo de automorfismos de G en el algebra de Lie L(G)

e  SiGesconexoentonces & es fiel.

e Int(G) es subgrupo normal de Aut(G) = ®|;): Int(G) — Int(G)
-1

a axa
Pasando al diferencial se obtiene Ad: G — Aut(L(G))
a Int,(a)

Al igual que todos los automorfismos de L(G), los operadores Ad(a)
conservan el conmutador: Ad(a) [u, v] = [Ad(a)u, Ad(a)v] Va€G.

Definicion 3: La aplicacion Ad: G — Aut(L(G)) es un homomorfismo analitico
tal que Ad(a) ° Ad(b) = Ad(ab) al que se le conoce como representacion adjunta
del grupo G en L(G).

Mediante la linealizacién pasamos de Ad(.) a su diferencial, Ad,= ad obteniendo la
representacion adjunta del algebra L(G) en el algebra de derivaciones internas
D(L(G)) que son de tipo especial ad: L(G) = D(L(G))
u ad(u) : L(G) — L(G)
v [u, v]

e Como Ker(ad) =Z(L(G)) = ad(L(G)) = L(G)/Z(L(G))
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e ad(L(G)) € D(L(G)) y se le llama algebra adjunta.
e El paso de ad(L(G)) a grupo adjunto Ad(G) se realiza mediante la
aplicacién exp(.) : Ad(a) = @™ para a=ek.

Asi pues nos encontramos con dos representaciones candnicas de L(G):

1.- La estandar: ad(u): L(G) = L(G)
v [u, v]

2.- Sea A € G de modo que Ady.: T;,(G) - T.(G) es lineal entonces
Ad,, es unarepresentacion pues Ad,=1,°1, con l = traslacién aizqda.
por Ay r,=traslacion a derecha por A.
l,. deja invariante todo campo vect. Invariante a izqda. y 71,4,= lleva
campos invariante a izqda. a campos invariantes a izqda..
Como Ad, :G = G es difeomorfismo entonces

Ady,: L(G) - LG)

[w,v] [Ad4.u, Ady,v]

y Ad,, es homomorfismo de alg. de Lie pues conserva el corchete de Lie.

Teorema de ADO: Para toda g alg de Lie existe V esp. vect. y existe p homomorf.
inyectivo de alg. de Lie de modo que p: g = gl(V).

Para toda L(G) existe una representacion natural ad: L(G) = gl(V).
X ad(X) : L(G) » L(G)
Y [X,Y]
OBS: Para todo V = K-espacio vectorial de dimensiénn: gl(V) = gl,,(K)
0BS: L(G) =T, (G) =g.

Ejemplo : Analicemos GL,, (K)y gl,(K).

Las transformaciones Int,(x) = axa™! son automorfismos internos del grupo.

Los elementos fijos son el centro Z(GL,, (K) formado por matrices escalares =
Int(GL,, (K))= SL, (K).

Sea X(t) curva que inicia ne la identidad, X(0) = I,. Mediante automorfismos
internos obtenemos nueva curva X'(t) = aX(t)a=! con X'(0) = I’

Diferenciando resp de t y tomando t = 0 obtenemos automorfismo interno de
gl,(K) : Ad(a).v = ava™l. Estas transformaciones forman el grupo adjunto
Ad(GL,, (K)) = SL, (K).

Veamos un grupo uniparamétrico de automorf. internos: Ad,(a)v = a(tjva™1(¢)
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Diferenciando resp de t: %Adt(a)v = Z—:va‘i(t) - a(t)va‘l(t)(;—(za‘l(t)
Tomando t =0 y llamando u = Z—(th:O se obtienen los operadores del alogebra

adjunta de gl,,(K): ad(u) v=uv—vu.

Los subespacios invariantes respecto de la accién del grupo adjunto y por tanto de
los operadores del algebra adjunta son ideales del algebra. Los Unicos ideales no
triviales del algebra gl,(IK) son el subespacio unidimensional de las matrices
escalares ~ K y el subespacio de dimensién n?-1 de las matrices de traza nula:
sl,(K), ambos primos entre si de modo que gl,(K) = K @ sl,,(K)

LA FORMA DE CARTAN-KILLING:

ad es una representacion lineal pues ad([X,Y]) = ad(X)  ad(Y) —ad(Y) e ad(X) y ad
retiene toda la informacidn para distinguir las algebras de Lie. Usando ad se define
una forma bilineal y simétrica X asi :

K: LG xLG - K
X Y traza(ad(X).ad(Y))

e  En general es una forma indefinida. Es muy usada en teoria de
clasificacién de algebras de Lie. El esp. vect. L(G )=g puede
descomponerse en tres subespacios con ayuda de esta forma.
g=V,+ V_+ V,con:

V, = subespacio en el que K es definido positivo. No es
subalgebra de g. Consta de operadores no compactos. Exp(V, )
es el subconjunto de G que esta parametrizado por una
variedad no compacta de G.

V_= subespacio en el que K es definido negativo. Es
subalgebra de g. Consta de operadores compactos. Exp(V_) es
el subconjunto de G parametrizado por una variedad compacta.
Esta subalgebra no es invariante.

V = subespacio en el que X es 0. Es subalgebra de g. Es la

mayor subalgebra de G invariante nilpotente de g. Exp(V;) es el
maximo subgrupo invariante y nilpotente de G.
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Propiedades de K:

K es invariante para todo elemento de Aut(L(G)) = { ¢ €
GL(L(G)) tales que ¢([X,Y]) = [@(X),®(Y)]}=grupo entonces:
KpX),9(Y)) =K(XY) V ¢ € Aut(L(G)).

Por tanto, Aut(L(G)) € G, ={ ¢ : LG) - L(G) tales que
KX, p(¥)) =K(XY)}.

En particular, Ad, € Aut(L(GL(V))) = Aut(gl(V)) V A € GL(V) =
para K en gl(V): K (AdyX, Ad,Y) =K (X,Y).

También se cumple V g € Gy siendo Gz={ g € GL(V) : B(gu,gv) =
B(u,v) V uv €V vy B forma bilineal definida en V que no
degenera}.

Gg es el subgrupo de isotropia y describe las distintas matrices
que generan los grupos clasicos.

DadaformaBenV, gg={XE€ gl(V):B(Xu,v)+B(uXv)=0es
subespacio real del esp. vect. gl(V) = End(V). Y es subalgebra de
Lie de gI(V) pues g 5 es cerrado bajo el corchete de Lie.

Gy ={¥: LG) — L(G)tales que K(WY(X),Y(¥)) =K(X)Y)}
es el grupo de isotropia de la forma XK.
Se tiene: Ad(Gg) C Aut(gp) <Gy

K para L(GL(V)) = gl(V)
es K(X,Y) = 2traza(X ° Y) = dim(V).traza(X).traza(Y)

Es simétrica: K (X,Y) = K(YX) VXYEgpuesVfg: V> V
endomorfismos se tiene traza(fg) = traza(gf).

Es invariante por la accién adjunta: F([X,Y],2) =X (X,[Y,Z])
V X,Y,Z € g. Calculando ambas y haciendo uso de la propiedad
ciclica del corchete de Lie se ve que son iguales.

Es invariante por isomorfismos de algebra de Lie, es decir,

Si 68: g — b esunisomorfismo de algebras de Lie entonces

K (XY)= Ky (0(X),0(Y)).

Sea B={X;}[-, base de g ysea8(B) ={0(X;)}-, base de b.
Calculando [Xi,Xj] =Yk ag‘j Xy, por ser @ homomorfismo de Lie

93



9([Xi:Xj]) = [Q(Xi)re(xj)] y [B(Xi)'e(xj)] =Yk afj 0 (Xi)-
Las constantes de estructura son idénticas (por esa eleccién de
las bases) luego la matriz de ady en la base B coincide con la
matriz de adgxy en la base 6(B) V XY € g entonces
traza(ady o ady) = traza(adgxy °© adgyy ) pues son trazas del
producto de dos matrices iguales.

t 0 a 1 0 0
Ejemplos: 1.- Sea ¢={|0 t b|:t,a,b€ R} Lamemos Z=|0 1 0],
0 0 O 0 0 O

0 0 1 0 0 O

X= [0 0 0], Y= [0 0 1] entonces B = {X,Y,Z} es una base de g. Los corchetes
0 0 O 0 0 O

estan determinados por [Z,X]=X, [Z,Y]=Y, [X,Y]=0.

1 0 0
En la base B, la transformacioén lineal ad, = [Z,-] tiene matriz [0 1 0],

0 0 O
0 0 -1
La tranformacion lineal ady = [X,"] tiene [0 0 0 ],
0 0 O
0 0 O
y ady=1[Y,] a [0 0 1].
0 0 O

De aqui se sigue que K(Z,2) =2 y...
0=K(ZX)=K(X,2) =K(Z,Y) =K(Y,Z) = F(X,X) = F(X,Y) = F(Y,X) = FC(Y,Y).

2.- sl,(R) es el algebra de Lie real con generadores X = [g é], Y= [2 8]

y H= [(1) _01] Los corchetes son [H,X]=2X, [H,Y]=-2Y y [X,Y]=H.
Las matrices en la base {X,Y,H} de ady, ady, ady son:
0 -2 0 2 0 0 0 0 O
adX=[0 0 1], adH=[0 0 0}, ady = [—1 0 0]
0 0 O 0 0 -2 0 2 0
La tabla para la forma de Killing es:

0 0 4
K(H,H)=8 K(X,X)=0 F(Y,Y)=0 vylamatrizde X es lO 8 0]

4 2 0
K(H,X)=0 K(H)Y)=0 K(X,Y)=4
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ACCIONES DE GRUPOS DE LIE SOBRE
VARIEDADES DIFERENCIABLES

Objetivo: Ver las condiciones bajo las cuales el cociente de una variedad C* por la

accion de un grupo es una variedad C®.

Existen dos clases de acciones: 1.- acciones por grupos discretos que dan lugar a
espacios recubridores.
2.- acciones transitivas que dan lugar a espacios
homogéneos

ACCIONES DE GRUPO EN VARIEDADES:

La importancia de los grupos de Lie radica principalmente en sus acciones en
variedades.

Definicion 1: Sea G un grupo de Lie
Sea M variedad C*
Una accidn a izqda.. de G en M es una aplicacion 8 : GxM — M que cumple

g.,p g.-p
a)  91.92:p) =(9192)-p
b) 1g.p=p
Una accidn a derecha de G en M es una aplicacion ¥: MxG — M que cumple

p,8g p.g

a) (p-91)-92=p.(91-92)
b) p.1l;.=p
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OBS:

Una variedad M dotada con alguna G-accidn se llama G-espacio.
Dada una accion 6, sobre cada elemento de G: g se puede tomar la
aplicacion 6 ;: M > M

p g.p vy en tales términos las condiciones de la
definicion quedan:

99192

a) 091' gz=

b) 9 1 = ldM
Una accién a derecha siempre se puede convertir en una accién a izqda.
mediante la definicién de g.p como p.g~t.

W(g,p) =6(p.g™?).

A diferencia de las acciones a derecha, las acciones a izqda. poseen la
propiedad de que las condiciones a) y b) hacen que la multiplicacion de
los elementos del grupo se les asocie con la composicion de funciones.

Definiciones 2: Sea 8 : GxM — M accion aizqda. de un grupo de Lie Gen M
variedad C®.

Laaccidnes C”sifes C”., esdecir,si 6 ,(p) depende suavemente
degydep.Deserasi 6, esdifeomorfismo coninversa 6 j-1.

V p €M la drbita de p bajo la accién de 6 es el conjunto G.p={g.p }geq
={Im(6 4(P) )}y fijo,gec

6 descompone a M en unién disjunta de drbitas: M=[[,emG.p

6 origina una RBE en M: p~ q siy solo si ambos estan en la misma
Orbita.

Espacio de érbitas es M/G={G.p }pecm

Existe m: M — M/G proyeccidn natural.

Una seccidn de i es una aplicaciéon o: M/G — M talque o om=1.

La accidn es transitiva si para cualesquiera dos puntos py q de M existe
un g enGtalqueg.p=aq.

Ello implica que G.p = M, es decir M es toda la 6rbitade p, V p € M.

Dado p € M, el grupo de isotropia de p; G,={g € G: gp=p}lesel
conjunto de elementos de G que fijan p.
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e La accion el libre si el Unico elemento de G que fija a todo elemento de M
es 1;. Asi, g.p=pimplicaque g = 1;.
B eslibresiysolosi G,= {15} VpEM.
e la accidn es propia (6 propiamente discontinua) si la aplicacion
9: GXM - MxM esaplicacién propia (9~ 1(K) es compacto de
g,p (g-p,p) GxM paratodo compacto Kde M x M).

Ojo: Ello no significa que se exija que 8 sea propia.

Lema 1: Caracterizacion de acciones propias.
Sea 8: GxM — M unaaccion C®. 6 es propia si y solo si V
compacto K € M: el conjunto Gg={g € G: (g.K) N K=+ @ } es compacto.

Demost: Sea ¥: GxM — MxM ysupongamos que es propia,
entonces para cualquier compacto K € M es facil comprobar que el
conjunto Gx={g € G: existep € Ktalqueg .p €K} = {g € G: existep
€ Mtal que 9(g,p) EKxK}= mgs( 971 (KxK)) donde mz: GxM—> G
es la proyeccién, por tanto Gy es compacto.

Inversamente, supongamos que Gy es compacto para tod K compacto
CM.SiLc MxM escompacto, sea K= m(L) U m,(L) €M donde

Ty, T,: MXxM — M son las proyecciones sobre la primera y la segunda
componentes resp. entonces:

97HL) € 97 KxK) c{(g,p):g.p EKypEK} cGgx K.

Como 97 Y(L) es cerrado por continuidad, es subcto. cerrado de Gy x K
y por tanto es compacto.

Corolario 1: Toda accién por un grupo de Lie compacto en una C*-
variedad es propia.

Demost: Sea G grupo de Lie compacto actuando suavemente sobre
M. Para cualquier cto. compacto K © M, el cto. Gg es cerrado en G por

continuidad y por tanto es compacto.

ISOTROPIA:

Ya hemos definido en el apartado anterior lo que era el grupo de isotropia de un
elemento de la variedad M. Para cada p € M, la accién 6 define una aplicacion
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sobreyectiva 8,: G — G.p con g~ 0(g,p) y 6, defineunaRBEenG: g;~ g, si
y solosi 8(g,,p) =60(g,,p) siysolosi g,"1g, € Gy,

e G/~ ={ clases de equivalencia de ~ } = G/G, y se les llama clases
laterales por la derecha médulo G,,.

e Engeneral: Dado cualquier H subgrupo de G se define la RBE: g,~ g, si
ysolosi g;"1g, EH.

e  Paralaaccién porladerecha 7: GxH — G cong,h ~ gh, T define
una RBE que es la misma que ~ .

Existe una biyeccion G/G, <> G.p

e  SiGactua trivialmente en M entonces 8(g,p)=p Vg€EG,VpEM.
Existen tantas 6rbitas como elementos de M.

e  Si G actua transitivamente en M entonces V p,q € M existe g € G tal
que 8(g,p) = q.
Aqui solo existe una sola clase de equivalencia u érbita y aunque M/G no
es interesante, la biyeccidn reduce el estudio de la 6 original de Gen M
al estudio de la acciéon y de G en G/Gp.
La accién inducida x: Gx G/G, — G/G, esnatural y x= 0| p

9, g0l [g.90l

[go] ={g0h}r e, € G/Gp,.

Dada 8: GxM — M sean p,q equivalentes (estan en la misma orbita)
entonces G, es conjugado de G, en G, es decir, existe g € G: ngg_1= Gq-

Ejemplos: 1.- Accién natural 6 : GL, (R)x R* - R"

A X Ax
Es accidn porque la multiplicacién de matrices es asociativa.
Es C® porque las entradas de Ax dependen polinomialmente de las entradas de Ay
de x.
Hay dos unicas 6rbitas {0} y R"- {0} pues todo punto de R™ puede llevarse a
todo otro mediante transformacion lineal.

2.- Accién natural de O(n, R)en R™ :  O(n,R)x R®™ —» R".
Define accién C®.
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Las érbitras son {0} vy las esferas n-dimesionales S™ centradas en el origen de
coordenadas pues toda transformacion ortogonal conserva la norma, entonces
O(n, R) lleva la esfera de radio R a si misma.

3.- Accién natural de O(n, R) en S*1: O(n,R)x S"*~ 1 —» sn-1
Se obtiene accién transitiva de O(n, R) —» S™°1,
Es C*® porque S™ ! es subvariedad incrustada de R™.

4.- El grupo simétrico de una variedad M Sy ={¢@ : M= M con ¢ invertible} =
GL(M) actua sobre M mediante la acciéon 8: Sy x M = M
o, p o)
Definir una accidn de un grupo G en M es definir un homomorfismo de grupos de
G - Sy.

5.- Sea V un K-esp vect. De dimensidn finita. Entonces (V,+) es grupo.
Sea W subespacio de V, entonces (W,+) es grupo y W actia sobre V por
traslaciones 0: VxW -V
vV, W VW

Las Orbitas de tal accion son los subctos. de V resultantes de trasladar W a los
distintos puntos de V: v+W ={v+w },, ¢y esladrbitadevenV.
VIW={vitW}, ey = [l evV, para V, = v+W el trasladado de W.
Sea m:V - V/W

v v+W SiU c V es subespacio complementario de W en V entonces se
define una secciéon o: V/W -V

v+W U Por ser Ucomplementeariode W: V=U @ W

entonces V v € V existe un Unicou € U tal quev=u+w con w € W entonces
uEV+Wy ay( u+W) =u.

V/W cto. de drbitas es esp vectorial.
Existe una biyecciéon
{o: V/W - V}  {U c V:Uessubespaciocomplem.de W}
6.- Accién de GL(R?) en R? por transformaciones lineales.
Sea V un K-esp vect.
Sea 6: GxV — V accion de G en V por tansformaciones lineales, es decir, el

homomorfismo 6: G - S, es 6: G = GL(V).
GL(V)={@: M — M con ¢ lineal e invertible}.
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Aqui V= R?, GL(R?)={4 € M,(R): det(4) # 0}.
Esta accién solo tiene 2 érbitas: {(0,0)} y R2-{(0,0)}.

Existe ¢ : GL(R?) x End(R?) — End(R?) para End(R?) ={T: R? - R? }
g , T goTog™t T =transf. Lineal

La eleccién de una base en R?permite una biyeccién

End(R?) « M,(R)
[T;;] = matriz de entradas Ty T (T3]
{ e; }; =base de R?.
¢ son transformaciones de semejanza: GL(R?) x M,(R) - M,(R)

g ., T goTeg™

Tales transf. De semejanza son cambios de base en R? y deben interpretarse tanto
Tcomo g oTog™!en M,(R) como las matrices asociadas a la misma transf.
Lineal T resp. de bases distintas.

Asi, toda representacion de un grupo de Lie G sobre un esp vect V de dimension
finita es una accion C* de G enV.

7.- Todo grupo de Lie G actua sobre si mismo de modo C®, libre y transitivamente
mediante traslacion a izqda. o derecha.

Mads general: Si H es subgrupo de Lie de G grupo de Lie, entonces Hx G —» G
define una accidn a izqda. C*, libre (aunque no transitiva) de H en G.

COCIENTES DE VARIEDADES POR ACCIONES DE GRUPO:

Objetivo: hallar las condiciones bajo las cuales un espacio de drbitas es
C ®-variedad.

Teorema 1: (De la variedad cociente)
Sea G grupo de Lie y sea M C ®-variedad.
Sea 6: GxM — M una G-acciéon C®, libre y propia.  Entonces...

a) M/G es variedad topoldgica y dim(M/G) = dim(M) — dim(G)

b) M/G posee una Unica estruct. C® talque m: M — M/G es submersion
c™.
Demost: (Introduction to smooth manifolds. John M. Lee pag. 153)
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OBS: Condicidn suficiente para que M/G sea variedad es que la accion de G sobre
M reuna esos tres requisitos: ser C*, libre y propia.

Definicion 3: M/G = {G . p },¢ v dotado de la topologia cociente se le llama
espacio de orbitas de la accion 6.

Definicion 4: Topologia cociente en M/G es aquella en la que A € M/G es abierto
sim~1(A) es abierto de M, para m: M = M/G proyeccion candnica.

e Siel espacio cociente existe entonces...
a) T esconstante en las clases de equivalencia
b) m essobre
c) M/G es unico salvo homeomorfismos.

M/G = espacio orbital de la accién 6 con la topologia cociente y M/G es el espacio
cociente de M porla RBE: p~ q siy solosiexiste g € G tal que g.p=q, siysolo
si ambos pertenecen a la misma érbita: G.p=G.q

Proposicién 1: Sila accién 6 es una accion conjuntista tal que toda 6, es continua
entonces la proyeccién candnica m: M — M/G es aplicacidn abierta.

Demost: Sitoda 6, es continua entonces toda 6, es homeomorfismo y
para todo U = abierto de M se tiene que m(U) es abierto pues
77_1(7'[(U)) = UpEU G.p={g.p }peU,geG = UgeG gg(U)-

OBS: M/G no es de Hausdorff en general. Pues de serlo, las drbitas G .p serian
cerrados por ser T continuay 7~ Y([p]) =p cerrado.

Lemal: Sea R ={(p,q) € M xM tales que m(p)=m(q) }.

a) Si M/G es de Hausdorff con la top. cociente entonces R es un cerrado de M x M.
b) Si m: M — M/G es abierta entonces V R cerrado de M x M : (M/G, top.
cociente) es de Hausdorff.

Demost: Sea @ =1 x 7, entonces M/ R es de Hausdorff si y solo si
A={(lpl.[p]) E(M/R x M/ R )}escerrado, entonces ® ~1(A)

es cerrado y si 7 es abierta también lo es @ que ademas es continua y
sobre, asi que A es cerrado y M/R es de Hausdorff, pues R =
® ~1(A) que es cerrado.
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Sea G grupo de Lie y H subgrupo abstracto de G. Sea 8: GxH — G accién por la
derecha conjuntista de H sobre G. g.,h gh

Tomemos el espacio de érbitas de 8: G/H={gH };¢¢-

Una érbita bajo la accion de 8 es igual a un coset a izqda. de H.

G/H es espacio de orbitas y espacio de cosets a izqda.

Proposicion 2: La proyeccion m: G —» G/H es abiertay equivales...

a)
b)
c)
d)

G/H es de Hausdorff.

Los puntos de G/H son cerrado.
H es cerrado.

H es subgrupo de Lie.

Demost: 7 es abierta pues 8,=1y, con 1y, traslado a derecha por h.
a) = b) = ¢): Si G/H es de Hausdorff = sus puntos son cerrados y es
cerrado m~1(14) = H.
c¢) = d): esla parte (<) del teorema del grupo cerrado.
d) = ¢): es la parte (—) del teorema del grupo cerrado.
a) = c): aplicando el dUltimo lema pues T es abierta y R cerrado, pues
para F:GxG - G, siH es cerrado también loes R
p,a  q'p

siendo

R ={(p,q) EGxGtales pH=qgH}=F~1(H).

OBS: La aplicaciéon A: Gx G/H G/H es una accién continua, pues T es

p,aH pgH
continua, abierta y sobre asi que es conmutativo el diagrama:
GxG - G con (p,q) ~ pq
T | L | T
l
GxG/H - G/H (p,gH) ~ pgH que cumple...

A

mo L= A,om y Aestransitivapues V p,g€G: Apg-1(qH) = pH.

Asi, A es la multiplicacién por laizqda. en G x G/H.
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Proposicion 3: 8: GxM — M una accidén conjuntista transitivay sea p € M
entonces existe una Gnica ®: G/G, — M que hace conmutativo el diagrama:

T
G - G/G, Ademds: @ es biyectiva
O, N v @ continua si 6, es continua
M homeomorfismosi 8 es C*

Demost: Existencia y unicidad de @ por la propiedad universal del
conjunto cociente, pues si g ~g" entonces g € g'. G, entonces 6,(g) =
0,(9")-
& esinyectiva y sobre por ser 6 transitiva.
@ es continua porque 6, lo es.
d es abierta: SeaAC G/GlJ abierto, entonces también lo es

D(A) = @ (m( ~Y(A))) = 6,(~*(A)) por ser B, abierta.

Aplicacion del teorema de la variedad cociente al estudio de cocientes de grupos
de Lie por subgrupos de Lie:

Teorema 2: Sea G grupo de Liey sea H subgrupo de Lie de G cerrado.

La accién de H sobre G por traslacion a derecha es C®, libre y propia, por lo tanto
G/H = espacio de cosets a izqda. es una variedad C®y m: G — G/H es
submersion C*.

Demost: H actua suavemente y libremente en G. La accién es propia
puessea O: GxH — GxG ysea L € GxG compacto

g.h ghyg
Si  {(g;,h;)} es una sucesibn de ©71(L) entonces tomando una
subsucesion si es necesario podemos asumir que las sucesiones {g;, h; } y
{g.} convergen. Por continuidad: h;= g;"1(g;h;) converge a un punto en
G y como H es cerrado en G se sigue que {(g;,h;)} converge en G x H.

Corolario 1: Sea G grupo de Lie y sea I subgrupo discreto de G. Entonces..
La aplicacién cociente m: G - G/ T es aplicacion recubridora C®.
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Definicién 5: Una transformacién recubridora de m : M - M aplicacién
recubridora es un homeomorfismo ¢ : M — M talque mo ¢ = .

Llamaremos grupo recubridor demwa C,(M)={¢@ :M — M con ¢ homeomorf.}
Es grupo bajo la composicién de funciones y actua sobre M por la izqda.

Cn(1\7l) es la clave para construir variedades C* recubierta por M.

Si 7 es aplicacidn recubridora C*® = la accién de C,(M) sobre M por la izqda. es
una accién C®, librey propia: C,(M)x M — M.

Definion 6: Una accion de un grupo continuo discreto I' sobre una variedad
topoldgica M se dice que es propia si verifica:
a) Vpp € M existe U=entorno de p y existe U'= entorno de p° tales que
el conjunto { g €T : (g.U) N U" # @ }es finito.
b) O bien, cumple ala vez:
1.-V p €M existe U = entorno de p tal que (gU)NnU=0 VvV g €T pero
en una cantidad finita.
2.- Sip,p’ € M no estan en la misma T-6rbita existen U, U entornos de
p, p'resp. talesque (g.U)NU =0 VgeT.

Proposicion 4: Sea m aplicacion recubridora C® entonces con la topologia
discreta C,,(IVI) es un grupo de Lie de dim = 0 actuando sobre M de unmodo C%,
libre y propio.
Demost: para probar que es grupo de Lie solo hemos de probar que es
numerable. Sea p € M cualquiera y sea p = 1(p). Debido a que la fibra
7~ 1(p) es un subcto. Discreto de la variedad M, es numerable.Como
todo elemento de C,,(M) esta univocamente determinado por lo que le
hace a P, la aplicacién @ ~» @(P) es una inyeccién de T en w~1(p), por
tanto I" es numerable.
La accién es C* porque cualquier transformacién recubridora ¢ puede
escribirse localmente como ¢ =0 o m para una adecuada seccién local
c®.
La accién es libre porque la Unica transform. Recubridora que fija a
cualquier punto es la identidad.
La accién es propia porque cumple la condicidn b) de la definicidn:
Sea p € M, sea U un entorno eventualmente recubierto de m(p) y sea U
la componente de m~1(U) que contiene a p. Debido a que cada elemento
del grupo recubridor permuta las componentes de m~(U) se concluye
que U verifica 1.- de b).
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Sea p, p° € M puntos de 6rbitas separadas. Si m(p) # m(p’) entonces
existen abiertos U conteniendo a m(p) y U’ conteniendo a m(p’) de
modo que 7m(U)y m(U’) son abiertos disjuntos que cumplen la condicién
2.-de b). Si m(p)=m(p’), sea U un entorno eventualmente recubierto de
7(p) ysean U, U’ las componentes de m~1(U) conteniendo a p, p’ resp.
Si ¢ es una transformacién recubridora tal que @(U) N U # 0
entonces @(U) = U’ debido a que las transformaciones recubridoras
permutan las componentes de m~(U), por tanto cada componente
continene exactamente un punto de m~*(p). Se sigue que @(p) = p".
Absurdo pues py p’ estaban en 6rbitas diferentes. Asi, U, U’ cumplen
2.-deb).

Teorema 3: Sea M una C*®-variedad conexa.
Sea I un grupo de Lie discreto actuando sobre M de un modo C*, libre y propio
Entonces: a) M/ T esvariedad topoldgica y
b) M/ T posee una Gnica estructura C®talque m: M — M/T es
aplicacién recubridora C*.

Demost: Por el teorema de la variedad cociente IW/ I' posee una Unica
estructura de variedad C® tal que 7 es una submersién C*.

Debido a que dim(M/ T) = dim(M) — dim(I') = dim(M) ello implica que 7 es
un difeomorfismo local. Por otro lado, por la teoria de espacios
recubridores mes aplicacion recubridora topolégica, por tanto es
aplicacion recubridora C®.

La unicidad de la estructura C® se sigue de la unicidad asegurada en el
teorema de la variedad cociente debido a que una aplicacion recubridora
C® es en particular una submersion.

Definicion 7: Un subgrupo discreto de un grupo de Lie es un subgrupo que es un
conjunto discreto en la topologia de subespacio (asi, es un subgrupo de Lie
incrustado de dimension = 0).

Ejemplos: 1.- El grupo de Lie discreto Z" actia de modo C® y libre sobre R"
por traslacion . La accidn es propia pues cumple la condicion a) de la definicién
para bolas alrededor de p, p° lo suficientemente pequefias. La variedad cociente
R™/Z™ es homeomorfica al n-toro T" y el dltimo teorema dice que hay una Unica
estructura C® en T"™ que convierte a la aplicaciéon cociente en aplicacion
recubridora C®. Para ver que esta estructura es la misma que la definida
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previamente para T" (T"= variedad producto de n veces S') comprobamos que
la aplicacién recubridora @ R" - ™

(Xq,.., %) (e?™iX1, . e?™*n)  es un
difeomorfismo local con respecto de la estructura C® del producto en T™.

2.- El grupo de dos elementos {+1,-1} actgua sobre S™ por multiplicacion.
La accion es C® , libre y es propia pues el grupo es compacto. Define una
estructura C®en S™/{+1}.
Este cociente es difeomorfico a RP™ con la estructura C* definida por:
Sit: S* - RP™talque m'=myoin para in g
sn N R*1. {0} - RP"
con T, aplicacion que define RP™.
Entonces ° es aplicacion recubridora C® y realiza la misma identificacion que .

ESPACIOS Y VARIEDADES HOMOGENEAS:

Definicion 8: Variedad, G-espacio 6 espacio homogéneo es una variedad C®
dotada con una accién C® transitiva realizada por un grupo de Lie G.

El término homogéneo proviene de que suelen preservar alguna propiedad de la
variedad y la transitividad hace que la variedad parezca la misma desde el aspecto
de dicha propiedad.

Otra definicion 9: Variedades homogéneas son variedades de la forma G/H con...
G = grupo de Lie.

H = subgrupo cerrado de G.

La estructura de variedad de G/H es la Unica que cumple:

1) m: G - G/H proyeccion natural es C®.
2) Existen secciones locales C® de G/H en G, es decir:
Si 0 € G/H = existe W =entorno de oH
existe T: W — G € C®talque motT=idy

Proposicion 5: fes C®enG/H siysolosi fomr es C®enG.
Demost: (—)Sifes C®enG/H entonces fom es C%.

(=) Si fom es C™ entonces f, que es localmente composicién de una
seccion suave de G/H en G con f o, es también C*.
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Definicion 10: Sea 8: Gx M — M una accién a izqda. sobre esp. M.
La accidn se llama fiel o efectiva si 1, es el Unico elemento de G tal que (1, p) =
p, VpEM.

Seap € M. Sea G, grupo de isotropia de p. Entonces...

a) G, essubgrupo cerrado de G.

b) Glcp es accion de G, en M con un punto fijo p. entonces existe una
representacion a: G, — Aut(T,(M)) con g ~ d9(,|Tp(M).

c) a(Gp,) es el grupo de transformaciones lineales de T,,(M) llamado grupo
de isotropia lineal en p.

Teorema 4: Sea 6: Gx M — M una accion a izqda. transitiva. Sea p € M. Sea Gp
grupo de isotropia de p. Definimos B: G/G, — M con G, ~ O,4(p).
Entonces S es difeomorfismo.

Demost: [ esta bien definida pues 0,p(p) = 0,(0,(p)) = 05(p) V h € Gp.
B es sobre pues G actua transitivamente.

B es inyectiva pues si B(oGp,) = B(tGp) entonces 0;-14(p) = p, lo que
implica que 7710 € G, es decir: oG, = 7G,,.

Basta probar que fes C®yque df esno singular en cada punto:

De acuerdo con la ultima proposicion fes C®siysolosi fom es C%
siendo 7 la proyeccién natural de G en G/G,, pero foem = 6 o i, para
ip: G > GxM con i,(o)=(0,p), portanto fes C*.

Sea f=fom

Como el ker(dnt|g ) es (0Gy)s € Gy, para probar que dB|c/q s

ploGp €
no singular basta probar que el ker(d/?|Go) es también (0Gp),:

Como paracadac €G: = 6,0 ol -1 entonces basta probar que el
ker(d,§| T1G(G)) es T;.(Gp): ciertamente Ty (G,) C ker(d/ﬂ Tla(G))'

Sea x € ker(df| T1G(G))' para ver que x € T, (Gp) necesitamos solo ver
que exp(tX) € G, V t € R donde X es el campo vectoria invariante a
izqda. de G determinado por x. Para ello basta ver que el vector tangente
alacurva te ﬁ(exp(tx)) en M es idénticamente 0, pues entonces
Bexp(tX)) = p lo que implica que exp( tX) € Gp V' t.

El vector tangente a esta curvaen tes

dﬁ( Xexp(tx)) =d( eexp(tx) ° /;; ° lexp(— tX))(Xexp(tX)) =
= dOexp(tx) © dB(X(1g)) = dbexp(ixy © dB(x) =0
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Por lo tanto df es no singular en todas partes.

OBS: Si G es grupo de Lie y H es subgrupo cerrado de G entonces existe una accion
natural GxG/H - G/H con (0,TH) ~» otH de modo que se cumple:

. es C®y esaccion alaizqda.

I
]
. [ estransitiva.

e V0E€G: I, esdifeomorfismoen G/H.

e V tH,yH € G/H existe un difeomorfismo Zry—l quelleva yH a tH.

OBS: Si existe una accion 6: Gx M — M transitiva para G grupo de Lie y existe
estructura C® en M de modo que 6 es C® entonces tal estruct. C* es Unica.

OBS: Si G, es cerrado para algtin p € M, entonces la estruct. C*deMes G/Gp.

Ello permite construir variedades C®.

Las variedades de |la forma G/H se llaman homogéneas es porque ellas poseen este
grupo transitivo de difeomorfismos.

Inversamente, el teorema ultimo muestra que si M posee un grupo transitivo de
difeomorfismos en el sentido de la accion 6, entonces M es difeomorfo con una
variedad homogénea G/H.

Por el teorema expuesto podemos dar otra caracterizacion de la estructura de
variedad en G/H:
El conjunto G/H tiene una Unica estructura de variedad tal que la aplicacién natural

[ de la observacion anteriores C®.

Teorema 5: Sea G grupo de Lie y sea H subgrupo normal cerrado de G. Entonces la
variedad homogénea G/H con su estructura natural de grupo es un grupo de Lie.

Demost: Solo hay que ver que la aplicacién (0H,tH) ~ o1 'H es
c™.

Sean a,: W, - G y a; W, — G seccioneslocalesde G/H en
G deentornos W, de oH, y W, de tH respec. Entonces localmente,
la aplicaciéon desde G/H x G/H — G/H puede expresarse como la
composicion de las aplicaciones C®: @ o ¢ o (a,x a;) para
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@: GxG > G con (o,7) »or L

El teorema muestra que el estudio de espacios homogéneos puede reducirse a la
comprension de los subgrupos de Lie cerrados de los grupos de Lie.

La segunda aplicacién del teorema 4 de caracterizacion de espacios homogéneos es
identificar las componentes conexas de muchos grupos de Lie familiares:

Teorema 6: Sea G grupo de Lie y H subgrupo cerrado de G. Si H y G/H son
conexos: G es conexo.

Demost: Supongamos que G = U U V siendo ambos subtos. no vacios de
G, entoces G/H = (U) U (V) donde ambos son subctos. no vacios de
G/H. Como G/H es conexo debe haber un punto oH de G/H tal que
oH €n(U) Nnm(V) entonces por la descomposicion de G:

oH = (cH N U) U (6H N V) siendo ambos subctos. abiertos de oH (ya
que H tiene la topologia relativa). Amos son no vacios y como ogH es
homeomorfoa H, cH esconexoy (cHNU)N (cHNV)=# @ lo cual
implicaque UNV # @, es decir, G es conexo.

Teorema 7: Sea G grupo de Lie que actua de modo C®, libre y propio sobre una
variedad M. Si Gy M/G son conexos: M es conexo.

Demost: Supongamos que M no es conexo. Ello significa que hay ctos.
abiertos disjuntos y no vacios Uy V € M cuya union es M.

Como la aplicacién cociente m: M — M/G es abierta nw(U), (V)
son subctos. abiertos no vacios de M/G. Si w(U) N (V) # @ hayuna
G-6rbita que contiene puntos tanto de U como de V. Sin embargo, cada
orbita es una subvariead incrustada difeomorfa a G, el cual es conexo,
de modo que cada érbita esta integramente en uno de los conjuntos U
6 V. Por tanto, { m(U), m(V)} deberia ser una separacién de M/G:
absurdo pues éste es conexo.

OBS: La componente conexa que contiene a la identidad en un grupo de Lie G: G,
es grupo de Lie y es conexa, por lo tanto si la variedad G/GlGes conexa entonces el
grupo de Lie G es conexo. (Aqui Gy no designa el grupo de isotropia del elemento
identidad).
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EJEMPLOS DE ESPACIOS HOMOGENEOS:

1.- La accién natural de O(n,R) sobre S™~1 es transitiva, entonces es la accién
natural de SO(n, R) sobre S™! para n>2. Asi, para n> 2: S™ ! es un espacio
homogéneo o bien a O(n,R), o bien a SO(n, R).

2.- El grupo SL,(R) actua de modo C® vy transitivo sobre H ={z € C: Im z > 0}

. . a b az+b
mediante la formula z= .
c d cz+d

se les llama transformaciones de Moebius.

Las transformaciones analiticas resultantes

3.- Sea G grupo de Lie y sea H subgrupo cerrado de Lie de G. Entonces G/H grupo
de cosets a izqda. de G ‘por H es una variedad C*.

Definimos accién a izqda. 6: Gx G/H = G/H con (g1, 9.H) ~ (919.)H.
Entonces 6 es transitivay es C®.

Todo espacio homogéneo es equivalente a uno de este tipo.

4.- R™- {0} es espacio homogéneo de GL,(R)
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