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Resumen

El objetivo de este trabajo es mostrar las diferentes herramientas de las que se
dispone a la hora de decidir en ambiente de riesgo entre una opcién u otra. Se comienza
con la explicacion de los criterios mas conocidos para poco a poco proponer otros crite-
rios que ayudan en dicha eleccién cuando los clasicos no conducen a ninguna selecciéon
concreta. Se pone principal interés en las aplicaciones de caracter econémico-financiero.

El trabajo estd dividido en tres grandes bloques, que corresponden con las tres
grandes herramientas que se pueden encontrar para la decisién entre una opcién u otra.

En el Capitulo 1 se exponen los principales conceptos de Dominancia Estocasti-
ca y sus aplicaciones méas importantes prestando especial atencién en las aplicaciones
econdémicas y financieras.

En el Capituo 2 se estudian las reglas cldsicas de Media Varianza para la seleccién
de opciones y sus principales aplicaciones.

Finalmente en el Capitulo 3 se exponen las reglas de Cuasi Dominancia Estocéstica

y aplicaciones en el &mbito de la seleccién de activos.

Palabras clave: Cuasi Dominancia Estocéastica, Dominancia Estocéstica, Economia,

Finanzas, reglas de Media Varianza.
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Notacion Basica

Este trabajo estd dividido en capitulos que a su vez se componen de secciones y
subsecciones.

Las Definiciones, Lemas, Teoremas y Corolarios se numeran de manera independiente
haciendo referencia al capitulo, seccién, subseccién y un digito de orden.

El simbolo W indica el fin de una demostracion.

Los vectores y matrices se representan en negrita. Otra notacién que se usara es la

siguiente:

Conjuntos

N  conjunto de los nimeros naturales incluyendo el 0
N4 conjunto de los nimeros naturales (sin el 0)
Z conjunto de los niimeros enteros

conjunto de los niimeros reales

R4 conjunto de los niimeros reales no negativos

Acrénimos

iid. Independiente e idénticamente distribuido

v.a. (v.as.) Variable(s) aleatoria(s)

u.m. Unidades monetarias

SD Criterios de dominancia estocéastica

MV Criterios de media varianza

ASD Criterios de cuasi dominancia estocastica

IX



Funciones

P Funcién de probabilidad
E(X) Esperanza matematica de la variable aleatoria X
E(X*)  Momento centrado en el origen de orden k de la variable aleatoria X

Var(X) Varianza de la variable aleatoria X

Ug( Varianza de la variable aleatoria X
ox Desviacién tipica de la variable aleatoria X
F1 Funcién inversa generalizada de la funcién de distribucion F'

exp{r} Funcién exponencial e®

log{x}  Funcién logaritmica.

Distribuciones

U(a,b) Distribucién Uniforme en el intervalo (a,b), a < b
N(u,0) Distribucién Normal de media p y desviacién tipica o
G(a,b Distribucién Gamma de parametros a y b

a) Distribucién exponencial de media a

LN(p,0) Distribucién lognormal de pardmetros py o

~ F La variable aleatoria X tiene distribucion F

=Y  Las variables aleatorias X e Y estan igualmente distribuidas



Ordenes Estocasticos

<rsp  Dominancia estocéastica de primer orden

<st Dominancia estocéstica en el sentido estocastico usual
<sspD Dominancia estocastica de segundo orden

<icx Dominancia estocéstica en el sentido convexo creciente
<T1SD Dominancia estocéstica de tercer orden

<3-iv  Dominancia estocastica en el sentido céncavo creciente de orden 3

<ro Dominancia estocéstica en el sentido de Lorenz

<ir Dominancia estocastica en el sentido de razén de verosimilitud

<ur Dominancia estocastica segun la funcion de tasa de fallo

<,n Dominancia estocastica en el sentido inverso de la funcién de tasa de fallo
<i Dominancia estocéstica segin el orden de estrella

<spr  Dominancia estocdstica en el caso de activos sin riesgo
<AsD Cuasi dominancia estocastica

<arsp Cuasi dominancia estocdstica de primer orden

<assp Cuasi dominancia estocastica de segundo orden

<mv Dominancia en el sentido de media varianza

XI






Capitulo 1

Dominancia Estocastica

1.1. Introduccién

Una forma simple de comparar variables aleatorias (v.as.) es a través de sus valo-res
esperados, no obstante, ello puede resultar poco informativo ya que se estd usando tunica-
mente dos valores, pudiéndose estar desaprovechando otra informacién que se posea,
como pueda ser el comportamiento de las funciones de distribucion, transformadas de
Laplace, funciones generadoras de momentos, funciones de tasa de fallo, de razén de
verosimilitudes, etc.

Por ello surge la necesidad de reglas de caracter estocastico que permitan la com-
paracién de v.as. Estas reglas se dicen de Dominancia Estocastica (DE) o (SD) y su uso
se ha generalizado a numerosas areas de la Economia, Finanzas y Estadistica.

El concepto SD se encuentra en los origenes del cédlculo de probabilidades, Bawa
(1982) senala que los origenes se remontan a Bernoulli (1713).

Histéricamente debe citarse el trabajo pionero de Lorenz (1905) relativo al andlisis
de la desigualdad en la distribucién de riquezas entre los miembros de una poblacion.

Karamata (1932) establecié el concepto SD de segundo orden (SSD).

La ordenacién estocéstica tiene una larga historia, Mann y Whitney (1947) y Lehmann
(1955) la usan en sus problemas de contraste estadistico. Blackwell (1951, 1953) com-
par6 experimentos estadisticos mediante SSD. La aplicacién en Teoria de la Decision

comenzé alrededor de 1950 (véase Allais (1953), Quirk y Saposnik (1962), Fishburn
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(1964)) y ha seguido desarrollandose (ver Beccacece (2006)).

Karlin (1960) introduce el concepto en investigacién operativa, en particular en pro-
blemas de inventario, problemas que han estudiado otros autores como Huergo y Moreno
(2005).

La teoria de la SD y sus aplicaciones a la Economia y Finanzas se desarrolla en 1969-
1970, con la publicacién de numerosos articulos como los de Hadar y Russell (1969),
Hanoch y Levy (1969), Rothschill y Stiglitz (1970), Kroll y Lévy (1980) y Withmore
(1970), entre otros. Con posterioridad, se ha seguido trabajando en estas areas y pode-
mos encontrar numerosa bibliografia al respecto (ver Constantinides (2002), Xu (2006),
Abhyankar (2008) y Kopa (2008), entre otros).

Las areas de aplicacién de mayor interés son:

(1) Desarrollos tedricos acerca de (i) la ordenacién de determinadas opciones de ries-
go (activos, derivados, diversificacién de carteras en riesgo...), (ii) reglas SD en
clases restringidas de funciones de utilidad y utilidades no lineales, (iii) SD en
vectores multivariantes, (iv) andlisis multivariante y (v) SD de la transformacién

de variables.
(2) Aplicacién a datos empiricos (eficiencia y diseno de algoritmos).

(3) Desarrollos en Economia y Finanzas: (i) optimacién del apalancamiento financiero
cuando existe posibilidad de bancarrota, (ii) optimacién de la produccién, (iii)
medidas de desigualdad de ingresos, (iv) andlisis y definicién de riesgo, (v) medida
del riesgo de bancarrota, (vi) seleccién de carteras seguras y (vii) opciones de

tasacion.

(4) Aplicacién a la Estadistica: Seleccién de estimadores eficientes.

1.2. Dominancia Estocastica de Primer Orden

FSD corresponde a la nocion de estocdsticamente menor en sentido fuerte y clasifica
los activos con riesgo de modo consistente para individuos que prefieren méas a menos

riqueza. En términos de funciones de utilidad U, esto implica que U’ > 0.
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1.2.1. Variables aleatorias

Definicién 1.2.1.1 FEl activo A domina a B segin FSD y se denota A >psp B o

también A >4 B si se verifica que

P[B > z] < P[A > 7]

o equivalentemente, si

F(x) < G(x)

para todo x € R y con al menos un xg en el que la desigualdad sea estricta. Siendo F' la

funcion de distribucion de A y G la de B.

Dado que F' y G son las funciones de distribucién de los retornos de los activos A
y B, es mayor la probabilidad de obtener un rendimiento superior con el activo A que
con el activo B.

En los siguientes graficos se muestran dos situaciones, en una de ellas se da FSD y

en la otra no (ya que existe un punto de corte entre las distribuciones).

//
0.9F ] 0.9
G
08} g 08l
G F
07} ] 0.7}
0.6 1 0.6 /
051 F 1 05F
0af — 04t /
0.3F 1 0.3f /
02 ] 02 /
/
01l ] 01l /
o ‘ ‘ ‘ ‘ NV ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 0 2 4 6 8 10 12

Figura 1.1: A la izquierda dos distribuciones F' y G tales que F >pgsp G, y a la derecha

situacion en la que no se da la FSD.

Esta definicion supone aversiéon al riesgo por parte del inversor y significa que se
preferird al activo A, pues acumula menor probabilidad en la cola izquierda de la dis-

tribucién, que es la menos favorable, sin importar la renuncia a un mejor rendimiento.



4 Capitulo 1. Dominancia Estocastica

La ordenacién estocdstica puede caracterizarse por la funcion de distribucion inversa

relativa @ (t) definida como:

Dpg(t) =G H(F(t) (1.1)

Esta funcién estéd fuertemente relacionada con el diseno cuantil-cuantil (Q-Q plot),
que se obtiene dibujando los cuantiles de las distribuciones G~! y FF~! una frente a otra
para todo 0 < p < 1. En distribuciones continuas el diseio Q-Q y la gréafica de la funcién
®r ¢ son idénticas. En general, la funcién del diseno Q-Q forman sélo un subconjunto

del grafo de ®r .

Teorema 1.2.1.1 Sean F' y G las funciones de distribucion de los activos A y B res-

pectivamente. Entonces B <4 A si y sélo si

Pre(r) <w (1.2)

para todo x € R.

Demostracién. Por definicion G=1(G(z)) < z, Vo € Ry G(G~Y(x)) > 2, Vz €
(0,1).
Entonces si B < A, se tiene que F(z) < G(z),Vz € R, y de aqui

G Y (F(z)) < G7YG(z)) < z,Vz € R.

Reciprocamente si G~ (F(z)) < z,Vx € R, entonces

G(z) > G(G~Y(F(2))) > F(z),Vz € R.

|
El teorema permite un procedimiento grafico simple para validar la ordenacion es-
tocastica entre dos funciones distintas. Es decir, B < A si el disefio Q-Q de G~ frente

a F~! permanece por debajo de la bisectriz.
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Definicién 1.2.1.2 (FSD con utilidad esperada). El activo A domina a B en este senti-
do cuando E|U(ra)] > E[U(rg)] con U' >0 (o también Er[U(z)| > Eq[U(z)]), siendo

U la funcion de utilidad esperada y ra y rg los rendimientos de A y B respectivamente.

Otra caracterizacién de la dominancia estocdstica de primer orden es a través de los
cuantiles de la distribucién. Si denotamos por Qr(p) y Qc(p) a los cuantiles de orden p

de las distribuciones F' y G respectivamente, esto es:

Prl[A<Qr(p)l=p y PalA<Qa)]=0p

Definicion 1.2.1.8 Diremos que la distribucion F' domina a la distribucion G segin

FSD si y sélo si Qr(p) > Qa(p), con desigualdad estricta para al menos un valor de p.

La caracterizacién a través de los cuantiles permite establecer un algoritmo para
comprobar si dadas dos muestras de las distribuciones, una domina a la otra segin
FSD. En concreto, sean X e Y dos v.as. de distribuciones F' y G respectivamente, de
las que se obtienen sendas muestras de tamano n: {x1,x2,...,Zn} € {y1,Y2, -, Yn}-

Dadas las observaciones anteriores, se obtienen sendas muestras ordenadas, que de-
notaremos por {w(l),x(g), ...,x(n)} e {y(l),y@),...,y(n)} respectivamente, es decir, que
1) Sx2) S STy e Ya) SYR) S - S Y-

Se le asigna una probabilidad de 1/n a cada observacion (si hubiera dos observaciones

idénticas, se sitia una detrds de la otra y se asignard probabilidad 1/n a cada una).
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El algoritmo para comprobar FSD se enuncia como sigue:

Input: Sendas muestras {z1,Z2, ..., Tn} € {Y1,Y2, s Yn }-
Paso 1, Ordenacién de las muestras:

{zs 2@z} e {ya) v ym

Paso 2, Comprobacién: F' (o X) domina a G (o Y) segin
FSD si y s6lo si x(;y > y(;) para todo @ = 1,2,..n y existe al
menos una desigualdad estricta.

Output: La respuesta indicard si existe o no FSD entre las

muestras.

Figura 1.2: Algoritmo de contraste de la dominancia estocdstica de primer orden.

Esto implica que z(;y > y(;) para todo i = 1,2,...,n y que Jip € {1,...,n} tal que
Ziy > Yiy, entonces, dado que a cada observacion se la ha asignado una probabilidad de
1/n, F' debe estar por debajo de G y en alguna zona del rango debe ser estrictamente
menor, que es precisamente la definicién de FSD.

En efecto:

F(z(;y) = i/n, para todo i = 1,...,n, entonces, para todo p € {%,...,"74,1}, se
tendrda que Qr(p) > Qq(p) vy para algin po: Qr(po) > Qc(po), es decir, se tiene la
definicién de FSD utilizando los cuantiles.

De manera analoga, si z(;) > y(;) con desigualdad estricta para algin indice, pero

35 € {1,...,n} tal que z(;) < Y(j), entonces I’ debe cortar a G, por tanto, no existe FSD.

1.2.2. Vectores aleatorios

El concepto de dominancia estocastica en el sentido usual en el caso de vectores
aleatorios puede establecerse en la forma siguiente observando el concepto de “conjunto
creciente 7. Diremos que un conjunto U C R" es creciente si y € U siempre que exista

un x € U tal que = < y, siendo < el orden definido sobre los elementos de un vector.
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Definicién 1.2.2.1 Dados dos vectores reales aleatorios X = (Xi1,..,.Xp) e Y =

(Y1, ..., Yy), diremos que X es estocdsticamente menor que Y segin FSD y escribiremos

X <4Y otambien X <psp Y, si y solo si

PIX € U] < P[Y € U]

para todo conjunto creciente U € R™.

Observacién 1.2.2.1 En el caso particular de considerar dos variables aleatorias reales,
la definicion anterior corresponde a la Definicion 1.2.1.1 con U de la forma [0, 00)

6 (u,00), con u € R.

A continuacion se presentan caracterizaciones alternativas para FSD en el caso de

vectores aleatorios.

Proposicién 1.2.2.1 Dados dos wvectores reales aleatorios X = (X1,...,X,) e Y =

(Y1, ..., Y,), entonces X <psp Y equivale a que se tengan cualquiera de las siguientes

dos condiciones:

a. Eristen vectores aleatorios X e lA’, definidos en un espacio de probabilidad comin
(Q,F,P), tales que X =psp X, Y =psp Y y X\(w) < ?(w) para casi todo

w € .

b. E[f(X)] < E[f(Y)] para toda funcion creciente real f en R™ siempre que dicha

esperanza exista.

Demostracién. Para la demostracién ver Stoyan (1983) o Szekli (1995). [ |



8 Capitulo 1. Dominancia Estocastica

1.2.3. Procesos estocasticos

En lo que sigue, I se referird a uno de los siguientes conjuntos: N, N o R.

Definicién 1.2.3.1 Dados dos procesos estocdsticos X = (X¢)er € Y = (Yi)ier con
espacio de estados comin I, diremos que X es estocasticamente menor que Y segun

FSD y denotaremos X <pgp Y, st y solo si

(Xt17Xt27 ---’th) SFSD (Y;tl,YVtQ, . Ytn)

para todon € Ny y ty,t9,...,t, €T

Stoyan (1983, Definicién 4.1.2.) lo denomina dominancia estricta de procesos es-
tocéasticos en contraposicion con la dominancia débil, que también presenta en su Defini-
cién 4.1.2., en la que sdlo se requiere Xy <pgp Y3, para todo t € I'. (Ver también Muller

y Stoyan (2002, Definicién 5.1.2.)).

Tenemos la siguiente caracterizacién de FSD en el caso de procesos estocdsticos.

Proposicién 1.2.3.1 Dados dos procesos estocasticos X = (Xi)ier € Y = (Yi)ter con
espacio de estados comun I, entonces X <pgp Y, st y solo si se da alguna de las

condiciones siguientes:

a. Existen procesos estocdsticos X eY , definidos en un espacio de probabilidad comin

(0, F, P), tales que X =psp X,Y =psp Y yjf\t(w) < Yy(w) para casi todo w € Q.

b. E[f(Xe,, Xtyy ooy Xt,))] < E[f(Yey, Yay, o, Y3,)] conn € Ny, ty,ta,...,t, €T y para

toda funcion creciente real f, siempre que dicha esperanza exista.

Demostracién. Para la demostracién ver Stoyan (1983) o Szekli (1995). [

El siguiente resultado es una propiedad muy importante de la dominancia segin

FSD.
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Teorema 1.2.3.1 Dos procesos estocdsticos X = (Xy¢)ier € Y = (Yi)ter con espacio de
estados comun I satisfacen X <pgp Y si y sdlo si existen dos procesos X = (Xt)ter e

Y = (ﬁ)tep, definidos en el mismo espacio de probabilidad, tales que

X =psp X (1.3)
Y =psp Y (1.4)

4
PIX(t)<Y(t),teT] = (1.5)
Demostracién. Se trata de una generalizacién de la Proposicién. 1.2.2.1 (a), ver
Stoyan (1983). [ |
Teorema 1.2.3.2 Sean X = (Xp)nen € Y = (Yo)nen dos procesos estocdsticos en

tiempo discreto. Si

X(0) <rsp Y(0) (1.6)

[X(Z)|X(1) =2, ,X(Z - 1) = xi—l] SFSD [Y(Z)|Y(1) = Y1y Y(Z - 1) = yi—l]y (17)

siempre que v; < y;,j=1,2,..,i—1,0=1,2,....
FEntonces

X <pspY

Demostracién. Primeramente se construyen X (0) e Y(0) definidos en el mismo
espacio de probabilidad!. Esto es posible por (1.6). Cualquier realizacién (z,y) de (X,Y)

cumple z < y.

Condicionado en toda posible realizacién (z,y), se construye (X(1),Y (1)) en el mis-

mo espacio de probabilidad. Esto es posible por (1.7). Cualquier posible realizacién

~

(2,9). (=) de ((X{0), X(1)), (¥(0), ¥(1))) cumple z < z e y <.

!Se usa la siguiente propiedad: Si F es una funcién de distribucién y U ~ U(0, 1), entonces F~*(U) ~

F.
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Y asi sucesivamente se construyen los procesos X e Y tal y como se ha descrito.

De esta manera se obtienen dos procesos X e Y que cumplen P[X < Y] = 1. Por
construccion, también cumplen X=pspXeY =pspV. Asi, usando Teorema 1.2.3.1

se tiene que X <pgp Y. [ |

El orden FSD para procesos estocésticos es cerrado bajo transformaciones crecientes,

al igual que en el caso FSD para v.as. y vectores aleatorios, es decir, que si

X <pspY

entonces

9(X) <psp 9(Y)

siendo ¢ una funcién creciente y X e Y dos procesos estocasticos. También se verifica
que esta ordenacién es cerrada bajo mixturas.

Sean ahora dos procesos de Markov homogéneos en tiempo discreto

X = (X(n))nEN e Y= (Y(n))neN

con espacio de estados comiin I C R. Denotemos por Zx(x) =psp [X(n+1)|X(n) = z]

¥ Zy(@) =psp [Y(n+ DY (n) = a], 2 € 1.
Teorema 1.2.3.3 Sean X e¢Y dos procesos de Markov en las condiciones anteriores.

Supongamos que X (0) <psp Y (0) y que

Zx(x) <psp Zy(y), x= <y, (1.8)

entonces

X <rspY.

Demostracion. La demostracién se deduce directamente del Teorema 1.2.3.2. m
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Una variante del resultado anterior para el caso de cadenas de Markov (es decir, para
procesos de Markov homogéneos en tiempo discreto y con espacio de estados en N), se
deduce de considerar una cadena de Markov skip free positiva, es decir, una cadena
que no tiene saltos positivos de amplitud mayor que uno. Para una cadena de Markov
X = (X(n))nen con espacio de estados I C N, sea Zx (i) =psp [X(n + 1)|X(n) = 1],

1e1.

Teorema 1.2.3.4 Sean X = (X(n))pey ¢ Y = (Y(n))nen dos cadenas de Markov.

Supongase que X (0) <psp Y (0), que

Zx (i) <rsp Zy (i), i (1.9)

Zy (i) > 4,Vi (1.10)

y que X = (X(n))nen es skip-free positiva. Entonces X <psp Y.

Demostraciéon. Se trata de la aplicaciéon del Teorema 1.2.3.3 para el caso de cade-
nas de Markov. La demostracion se basa en la construccion de dos cadenas de Markov

subyacentes en el mismo espacio de probabilidad y después usar el Teorema 1.2.3.1. m

Si dos procesos estocasticos X = (Xi)er ¢ Y = (Yy)er verifican X <pgp Y,

entonces, en virtud del Teorema 1.2.3.1, los tiempos de primer paso

Tx(a) =inf{t: X(t) > a} (1.11)

Ty(a) =inf{t: Y (t) > a} (1.12)

(con inf ) = 0o) satisfacen T'x (a) >rsp Ty (a). El reciproco no es necesariamente cierto.
Usando el Teorema 1.2.3.1 y el Teorema 1.2.3.4 podemos enunciar el siguiente resultado,
cuya demostracién se basa en construir de manera apropiada las cadenas de Markov

subyacentes en el mismo espacio de probabilidad y aplicar el Teorema 1.2.3.1.
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Teorema 1.2.3.5 Sean X = (X(n))nen € Y = (Y (n))nen dos cadenas de Markov.
Supongase que X (0) <pgp Y(0), Zy (i) > i, Vi, que

Zx (i) <psp Zy(i),Vi € I (1.13)

y que X = (X(n))nen es skip-free positiva. Entonces

Tx(a) >psp Ty (a),

para todo a.

Demostracién. La demostraciéon se construye a partir del Teorema 1.2.3.1 y el Teo-

rema 1.2.3.4. [ ]

Supéngase ahora que se desea comparar dos procesos M (t) y N(t), que representan el
ntimero de saltos que dos procesos estocasticos X e Y dan en un intervalo de tiempo (0, ¢].
Ademads de compararlos en el sentido FSD, se puede definir otro tipo de ordenaciones
como el siguiente.

Para todo entero m, consideremos la sucesion (By,)p=12,... m de conjuntos borelianos
sobre el conjunto Ry. Sean M(B;) y N(B;) el ntimero de saltos que los procesos dan
en un conjunto B;, i = 1,...,m. Supongamos que para cualquier eleccién del entero m y

cualesquiera que sean los borelianos By, ..., By, se cumpliera que:

(M(B1), ..., M(Bm)) <rsp (N(B1), ... N(Bm)) (1.14)

entonces diremos que el proceso M (t) es menor que N (t) en el sentido usual sobre el
espacio de medidas aleatorias entero valuadas N, y se denota por M <pgp_n N.
Terminamos este apartado con la nocién de monoticidad interna de un proceso es-

tocdstico que ayuda a comprender el comportamiento del proceso en el tiempo.

Definicién 1.2.3.2 Un proceso estocastico X = (Xy)er es estocdsticamente mondtono
creciente (decreciente) en el sentido usual si y solo si Xy, <psp (Zrsp)Xi, para todos

t1,to € T tales que t1 < ts.
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Podemos aplicar la definicién anterior al caso de procesos de Markov homogéneos en
tiempo discreto. Un proceso de Markov homogéneo en tiempo discreto se dice estocésti-
camente mondétono si Zx(x) =psp [X(n + 1)|X(n) = z] es estocdsticamente creciente

enx € .

Teorema 1.2.3.6 Sea X = (X(n))nen un proceso de Markov homogéneo en tiempo

discreto con X(0) = x. Entonces

{X(x)(n),neN} <FsD {X(y)(n),neN} (1.15)

siempre que x <y, con {X(r) (n),n € N} indicando el proceso {X(n),n € N} bajo la
condicon X (0) = x.

Demostracién. Es consecuencia directa del Teorema 1.2.3.3. ]

1.2.4. Aplicaciones econémicas de la dominancia estocastica de primer

orden

Arbitraje

La relacién de la FSD y el Arbitraje fue analizada por Jarrow (1986).

Desigualdad social

El analisis actual de la desigualdad social y econémica y los conceptos relacionados
de pobreza, se efectiia a través de los criterios de dominancia estocéastica.

Los trabajos pioneros de Kolm (1969,1976) y Atkinson (1970) sobre la desigualdad
econdémica son el punto de partida en el contexto de la economia del bienestar. El
concepto de desigualdad ha sido tratado desde distintos puntos de vista como la Etica,
la Sociologia o la Filosofia.

En Economia no existe unanimidad en su significado, ni en su implementacién practi-
ca en lo referente a la desigualdad entre los distintos hogares.

La importancia de un anélisis riguroso de la desigualdad econdémica es obvia, ya que

los analisis de los modelos econémicos actuales deben responder no sélo a criterios de
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eficiencia econémica sino a criterios distributivos, debido a la fuerte presencia del Sector
Publico y de las Economias Regionales en el contexto actual.

Se sabe, en la teoria del bienestar social, que el teorema de imposibilidad de Arrow
(1963) impide agregar preferencias ordinales individuales para obtener una funcién del
bienestar social de acuerdo con unas propiedades razonables o criterios éticos. El con-
junto de criterios éticos se representa por un conjunto de restricciones o supuestos, que
reflejan las preferencias sociales sobre las distribuciones de renta, estableciendo 6rdenes
parciales o incompletos en la comparacién de la desigualdad.

La forma de resolver la imposibilidad consiste en definir una funcién del bienestar
social individual sobre las utilidades de los individuos, independiente de los precios
relativos, (Roberts (1980)), W(U1(Y1)), ...,Un(Yy)) siendo Y = (Y7, ..., Y) el vector de
rentas iniciales de H hogares, U;(Y;) la utilidad de las preferencias individuales y W(.)

las preferencias sociales en el proceso de agregacion.

Definicion 1.2.4.1 La funcion de bienestar social W : R — R es una funcion de las

2”

distribuciones de renta, de forma tal que si “ <y 7 indica el orden de preferencias
sociales sobre X eY, perspectivas aleatorias, (es decir X >w Y, X domina débilmente

a'Y desde el punto de vista social), en R, entonces:

X>wY e WX)>W()
Definicién 1.2.4.2 Un indice de desigualdad I(Y') es consistente con las distribuciones
de bienestar social o con el orden de preferencias W(Y'), si dadas dos distribuciones X
e Y cualesquiera definidas sobre H hogares, con la misma renta media p(X) = u(Y) es
tal que:

W(Y) > W(X)=I(Y) < I(X)

La funcién de bienestar social es invariante ante permutaciones de niveles de renta,
y por tanto, es simétrica, de lo que se deduce que los indices de desigualdad basados en
estas funciones deben ser simétricos.

El principio de Pareto establece que dadas dos distribuciones de renta, si en una de

ellas no se observan hogares con renta menor y se observa al menos un hogar con renta
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mayor, tendra un nivel de bienestar no inferior a la otra, de ahi, la funcién de bienestar

social es no decreciente.

Definicion 1.2.4.3 Dadas dos distribuciones de renta X eY de H hogares, la distribu-
cion X domina en primer grado a'Y, es decir, W(X) > W(Y) para toda funcion de
bienestar social simétrica y no decreciente W, si y sélo si la funcion de distribucion de

X no estd nunca por encima de la de'Y .

Saposnik (1981, 1983) analiza en el contexto del bienestar la dominancia de primer
grado.

En la teoria de la economia del bienestar o de la desigualdad, la dominancia de primer
grado sélo considera la eficiencia en el sentido de Pareto, pero no sobre la desigualdad,
ya que si se mantiene la renta constante, la comparacién entre distribuciones diferentes,
lo es entre distribuciones no comparables y el principio de anonimato establece que
el bienestar es independiente de qué hogar recibe qué renta. Por ello interesa anadir
restricciones que afecten a la desigualdad o a la dispersién, basandose en el principio de
transferencias, Pigou (1912)-Dalton (1920), o desplazamientos que mantienen la media

constante o transferencias progresivas.

Definicién 1.2.4.4 (Principio de transferencias progresivas): Si dada una distribucion
de renta X con H hogares pasamos a otra Y mediante una transferencia de un hogar
rico a otro mdas pobre, sin que se altere el orden entre ellos, el bienestar de'Y serd no

inferior al de X . FEllo requiere que la funcion de bienestar social sea s-concava.

Definicién 1.2.4.5 Una funcion W(Y') es s-concava si W(AY) > W(Y') para toda A

matriz biestocdstica.

La s-concavidad es una condicién mas débil que la concavidad y la simetria. Toda
funcién s-céncava es simétrica.

Retorno de un activo

Si A >pgp B entonces el retorno del activo dominante A es la suma del retorno

del activo B mds una v.a. positiva, i.e., r4 = rg + 9, donde 1 representa la v.a. Esta
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relacion se cumple ya que E[U(r4)] = E[U(rg +9)] > E[U(rp)] por ser U una funcién

no decreciente.

1.3. Dominancia Estocastica de Segundo Orden

SSD clasifica a los individuos que prefieren mds a menos riqueza (U’ > 0) y que son

adversos o neutrales al riesgo (U” < 0).

1.3.1. Variables aleatorias

Por simplicidad se consideran distribuciones con la misma media, ya que si las va-
riables aleatorias con la misma media describen los retornos de dos inversiones con riesgo,
entonces el decisor con aversién al riesgo elegird aquella inversion con variabilidad mas
baja. De ahi que las ordenaciones de la variabilidad sean de gran interés en el contexto

de la decisién bajo riesgo.

Definiciéon 1.3.1.1 Fl activo A domina a B segun SSD, y se denota A >gsp B si
x
/ (G(t) — F(t)) dt > 0
—o

para todo x € R y con desigualdad estricta para al menos un valor de x. Siendo F la

funcion de distribucion de A y G la de B.
En el caso discreto la integral puede aproximarse por sumas, siempre que sea posible.

Definicién 1.3.1.2 (SSD con utilidad esperada). El activo A domina a B en este sen-
tido cuando E[U(ra)] > E[U(rp)], U"” <0, siendo U la funcién de utilidad esperada y

ra y rp los rendimientos de A y B respectivamente.

Una caracterizacién importante de este tipo de dominancia a través de la construc-

cion de espacios de probabilidad comunes es la siguiente.

Teorema 1.3.1.1 Dos variables aleatorias X eY satisfacen X <gsp Y si y solo si ex-

isten dos variables aleatorias X e Y definidas en el mismo espacio de probabilidad, tales
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que X =rsp X, Y =rsp Y,y {37,)?} es una supermartingala, es decir, E()?DA/) < Y
casi Sequro.
Ademds las variables X Y Y se pueden seleccionar de forma que [)?DA/ = 17| sea

creciente en x en el sentido de ordenacion usual (FSD).

Demostracién. Ver Shaked y Shanthikumar (2007). ]

A continuacién se muestran ejemplos graficos de SSD.

0.9F 4 0.9F
0.8f B 0.8fF
G
0.7F 1 0.7f
0.6 4 0.6
05 F 0.5
0.4 4 0.4f
0.3F 1 0.3F
0.2f 4 0.2
0.1f 4 0.1f
o . . . . o
0 200 400 600 800 1000 -1 3 4

Figura 1.3: Distribuciones F y G tales que F >gsp G.

En el gréfico de la izquierda se da FSD y SSD entre las distribuciones, se han dibujado
dos lognormales X ~ LN (6,1) e Y ~ LN(5,1) (G <psp F'y G <ssp F). En el grafico
de la derecha sélo se verifica el criterio SSD (G <ggsp F'), en este caso se han representado
dos distribuciones Gamma, X ~ G(2,1/3) e Y ~ G(4,1/6). Como se deriva de estos
graficos F'SD implica SSD pero no al revés.

Al igual que en el caso FSD, SSD también puede caracterizarse a través de los

cuantiles.

Definicion 1.3.1.3 Diremos que F domina a G segin SSD si y solo si

/ "0r (1) — Qeldt > 0

para todo p, con desigualdad estricta para al menos algin valor p.
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La caracterizacién a través de los cuantiles permite establecer un algoritmo para
comprobar si dadas dos muestras, una domina a la otra segin SSD. En concreto, sean
X e Y dos v.as. de distribuciones F'y G respectivamente, de las que se obtienen sendas
muestras de tamano n: {x1,zo,....,xn} € {Y1,Y2, ..., Yn }-

El procedimiento es parecido al del caso FSD, lo primero que se debe hacer es ordenar
las muestras, denotadas por:{x(l),x(g), e ZC(n)} e {y(l), Y(2)s - y(n)} respectivamente, es
decir, que z(1) <z < ... <T@y e Ya) S YeR) S S Y-

Se le asigna una probabilidad de 1/n a cada observacion (si hubiera dos observaciones
idénticas, se sitiia una detras de la otra y se asignard probabilidad 1/n a cada una).

Se construyen las Secuencias Sifi_ S/~ Ccomo Si ue:
tJi=1,....n % n
Ly

i=1,...,
( (
S1 = Z(1) 5/1 =Y0)
s2 = (1) T T(2) sh =Yy + Y
k Y k
Sk = 2i=1 T(i) St = D ie1 Y(i)
Sn = Die1 T(i) S = 2ie1 Y(i)

El algoritmo para comprobar SSD se enuncia asi:

Input: Sendas muestras {z1, Z2,....,zn} € {y1,Y2, ., Yn
Paso 1, Ordenacién de las muestras:

{z) 2@z} e {vay vy ym

Paso 2: Construccién de las secuencias {s;};_; ., ¥
{S’Ii}i:L...,n

Paso 3, Comprobacién: F' (o X) domina a G (oY) segiin
SSD si y sblo si s; > s, para todo i = 1,...,n y existe al

menos una desigualdad estricta.

Output: La respuesta indicard si existe o no SSD.

Figura 1.4: Algoritmo de contraste de la dominancia estocdstica de sequndo orden.
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1.3.2. Vectores aleatorios

Definicion 1.3.2.1 Sean X y Y wvectores aleatorios n dimensionales tales que

E[®(X)] < E[®(Y)]

para toda funcion creciente y concava ® : R — R siempre y cuando exista dicha
esperanza. En ese caso se dice que X es menor que Y segun SSD (o en el sentido

creciente concavo) y escribiremos X <gsp Y.

Teorema 1.3.2.1 Dos vectores aleatorios X e Y satisafacen X <gsp Y si y solo si
existen vectores aleatorios X e Y definidos en el mismo espacio de probabilidad, tales

que x =rsp X, Y =rsp Y,y {17,3(\} es una supermartingala, es decir,

E(/)ZD/})S? casi  seguro.

Demostracién. Se trata de una generalizacién del Teorema 1.3.1.1, ver Shaked y

Shantikumar (2007). n

1.3.3. Procesos estocasticos

En esta subseccion se introduce el concepto de dominancia estocastica de segundo
orden para procesos estocasticos en tiempo discreto y se establece un resultado basico
que afirma que dos procesos estocasticos son comparables en este sentido, si y sélo si cua-
lesquiera martingalas de dimensién finita asociadas a cada uno de ellos son comparables

en dicho sentido.

Definicién 1.3.3.1 Sean {X(n),n € N1} e {Y(n),n € N1} dos procesos estocdsticos
en tiempo discreto y con espacio de estados R. Supdongase que para cualquier eleccion de

un entero m, ocurre que:

entonces se dice que el proceso {X(n),n € N1} es menor segin SSD que el proceso

{Y(n),n € Ny} y se escribe {X(n),n € N;} <ggp {Y(n),n € Ni}.
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En el siguiente teorema se hara uso de funcionales concavos. He aqui su definicion:

se dice que un funcional g es céncavo si
g {az(n) + (1 = a)y(n),n € N1 }) > ag {z(n),n € No}) + (1 — a)g ({y(n),n € N1 })
para todo o € [0,1] y {z(n),n € N1} e {y(n),n € Ny }.

Teorema 1.3.3.1 Sean {X(n),n € N.} e{Y (n),n € Ny} procesos estocdsticos en tiem-
po discreto y con espacio de estados R. Entonces {X(n),n € Ny} <gsp {Y(n),n € N4}

sty solo si

Elg ({X(n),n e Ny )] < Elg ({Y(n),n € Ny })] (1.16)

para todo funcional continuo (con respecto a la topologia producto de R*) y cdncavo

creciente, siempre que dicha esperanza exista.

Demostracién. Ver Shaked y Shanthikumar (2007). [

1.3.4. Aplicaciones econémicas de la dominancia estocastica de

segundo orden

Retorno de un activo

Stiglitz (1970) demostré que A >gsp Bsiy sdlosirg =ry+& = E[¢|ra] =0 . Es
decir, el retorno del activo B es igual al retorno del activo A més una variable aleatoria
ortogonal al retorno de A. Obsérvese que r4 y rp tienen igual media, pero el retorno
del activo B tiene mayor varianza y por lo tanto mas riesgo.

Una conexién natural entre la variabilidad de las v.as. y las ordenaciones estocésticas
se basan en las funciones reales convexas.

En otros contextos, a este tipo de dominancia se la denota por “ <;.,”

(incresing
concave order). En Ross (1983) se dice estocdsticamente més variable y se indica por
“ <,”. Stoyan (1983) la denomina menor en vida residual media y la designa por “<.”.
En las ciencias actuariales se conoce como orden de pérdida-parada (stop-loss order)

y se indica por “ < ”. El orden convexo se conoce en ese campo como el orden de
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pérdida-parada con medias idénticas y se indica por “ <y _

Desigualdad social

Desde el punto de vista de la Economia del bienestar se tiene lo siguiente:

Definicion 1.3.4.1 Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y, con la
misma renta media, la distribucion X domina en sequndo orden a Y si y solo si las

funciones de distribucién acumuladas verifican

xT; Yj
Y Fx(@i) < Fr(y)), Yo =y
0 0

El criterio se establece de forma equivalente en términos de la curva de Lorenz, que es
la proporcién de renta acumulada que recibe el porcentaje p mas pobre de la poblacion.

La curva de Lorenz Lx se calcula como:

Lx(p) = HMO(;J)

(1.17)
siendo p = Fx(H;) = i/H y u(X) la renta media de la distribucién.

Otra forma de definir la curva de Lorenz asociada a una v.a. X en la que se hace uso
de la inversa de su funcion de distribucién F' y su esperanza, siempre que esta exista y

sea no nula, es la siguiente:

Lx(p) = b /Op F~ Y (w)du,p € [0,1] (1.18)

E(X)

Esta funcién es convexa en (0, 1).

Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y, con la misma renta media,
la distribuciéon X domina en segundo grado a Y si y sélo si la curva de Lorenz de X no
va nunca por debajo de la de Y, es decir, Lx(p) > Ly (p),Vp € (0,1).

Este test de dominancia genera un orden parcial o incompleto, pues situaciones con

la misma renta, en que estas funciones transformadas se cortan, son incomparables.
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Haciendo uso de la definicién de la curva de Lorenz dada en (1.18), se puede definir
un nuevo tipo de ordenacién estocdstica entre v.as., conocida como ordenacién en el

sentido de Lorenz.

Definicion 1.3.4.2 Dadas X e Y w.as. con curvas de Lorenz asociadas Lx y Ly res-

pectivamente, se dice que X es menor que Y en el sentido de Lorenz (X <r,Y ) si
Ly(p) < Lx(p)
para todo p € [0, 1].

Observacién 1.3.4.1 Si las v.as. X e Y con distribuciones F y G respectivamente,

verifican X >gsp Y y E(X) < E(Y'), entonces se tiene la siguiente equivalencia

XZSSDY<:>X§L0Y (1.19)

Demostracion. Basta observar que

p P
X >ssp Y <= / F~ (u)du > / G~ Nu)du, Vu,
0 0

y la definicién de dominancia en el sentido de Lorenz. ]

Observacion 1.3.4.2 Algunos autores definen la ordenacion de Lorenz variando el sen-

tido de la desigualdad, es decir X >1,Y siy solo si Lx(p) > Ly(p), para todo p € [0, 1].

Shorrocks (1983) y Kakwani (1984) consideran restricciones para analizar la do-
minancia de segundo grado con renta media variable, que afectan a la desigualdad y

eficiencia.
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Definicion 1.3.4.3 Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e 'Y la dis-
tribucion X domina en sequndo grado a Y, para toda funcion de bienestar social no
decreciente s-concava, W si y sélo si GLx(p) > GLy(p),Vp € (0,1) donde GL es la
curva de Lorenz generalizada (Shorrocks (1983)), con GLx(p) = pu(X)Lx(p), siendo

w(X) la esperanza matemdtica de X .

Cuando las curvas de Lorenz generalizadas se cortan las situaciones son incompara-
bles de acuerdo con este principio de dominancia.

Una generalizacion de la curva de Lorenz es la funcién de distribucién ponderada F,
asociada a una distribucion F' de una v.a. X. Dicha distribuciéon ponderada estara aso-

ciada a una v.a. a la que llamaremos v.a. ponderada y se denota X,,.

Definicion 1.3.4.4 Sea X una v.a. con distribucion F'. Sea w: R — R una funcion

tal que 0 < E[w(X)] < co. Entonces

. 1 T 1 F(z) B
Bz = EMX)]/ w(u)dF (1) = E[w(X)]/o WE1(2)d

— 00

es una funcion de distribucion, llamada funcion de distribucion ponderada asociada a
F. En el caso de que existiera densidad f, entonces la densidad ponderada es
;_ w(@)f(z)

fo = Blu@)

Si F(0) = 0 y w(x) = ¥,k € Z,, diremos que E, es una distribucién de longitud
sesgada de orden k y se denota ﬁ'(k) ysik=1, F (en caso de existir densidad, f(k) Y

k=1, f, respectivamente)

Observacion 1.3.4.3 En el caso de que la funcion de ponderacion w(x) fuera la identi-

dad y 0 < E(X) < oo se tendria la expresion de la curva de Lorenz vista anteriormente.

Existen numerosas aplicaciones que utilizan este tipo de distribuciones, especialmente

las relacionadas con el andlisis de datos relativos a poblaciones y ecologia (ver Patil y
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Rao (1977), (1978)). También en el &mbito de la fiabilidad (Gupta y Keating (1986)) y en
el estudio de distribuciones de vida (Jain (1989), Bartoszewicz y Skolimowska (2004)(a),
(b) y Belzunce (2004)).

Muchas distribuciones muy conocidas en estadistica se pueden expresar usando este
tipo de distribuciones ponderadas, por ejemplo, distribuciones de estadisticos de orden,

funciones truncadas, procesos de renovacion, etc.

1.4. Dominancia Estocastica de Tercer Orden

1.4.1. Variables aleatorias
El concepto de Dominancia Estocastica de Tercer Orden fue introducido por With-

more en 1970.

Definicion 1.4.1.1 Diremos que el activo A domina a B segin TSD y se denota por

A>7sp B si
/w / (G(t) — F(¢)) dtdv > 0

para todo x y Erp(A) > Eg(A).

Al igual que en los casos FSD y SSD, se puede caracterizar TSD segin las funciones

de utilidad.

Definicién 1.4.1.2 (TSD con utilidad esperada). El activo A domina a B en este sen-
tido cuando E[U(ra)] > E[U(rg)], siendo U la funcion de utilidad esperada cumpliendo

U >0,U"<0,U">0yrs yrp los rendimientos de A y B respectivamente.

En otros contextos, a este tipo de dominancia se la denota por <s_;., (increasing
3-concave order).

En este caso también existe una caracterizacién a través de cuantiles.
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Definicion 1.4.1.3 Diremos que la distribucion F' domina a la distribucion G segin

TSD si y sdlo si:

D rt
| [1@s) - Qotoazde = o
o Jo
para todo p, con desigualdad estricta para al menos para algun valor p y

1
/0 [Qr(t) — Qa(t)]dt >0

En este caso, la construcciéon del algoritmo resulta mas compleja que en los casos
FSD y SSD, debido principalmente a la propia definicién de dominancia de tercer orden
en la que aparece una integral doble. Por ello, no es posible realizar comparaciones sélo
en los puntos donde se produce el salto de la funcién de distribucién (como en el caso
FSD y SSD), ya que en este caso la integral no es lineal, cosa que si ocurria en los dos
casos anteriores y por ello un punto interior puede violar la condicién de TSD.

Uno de los primeros autores en hacer notar este punto fue Fishburn (1970). El
algoritmo propuesto inicialmente en la literatura realizaba comparaciones sélo en los
puntos donde se producian los saltos, lo cual es erréneo.

El algoritmo descrito resuelve el problema planteado, la resolucién mediante la com-
paracién de una cierta funcién en los puntos interiores.

Sean:

x

B = [ Foa v A= [ Boa

—00 —00

con F' la funcién de distribucion de la v.a. X. De manera andloga se definen G2 y Gjs.
Sean sendas muestras ordenadas que provienen de dos v.as. X e Y: {x(l), T2y e :L‘(n)}

e {y(l), Y(2)s ...,y(n)} respectivamente, es decir que 1) ST S STy eya) S Yo S

- < Y(n)- Considérese la muestra conjunta {z1, 22, ..., zan }, en la que todo z, coincide o

bien con un x(; o bien con un y;).
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De esta manera, las funciones pueden expresarse como:

0, stx <@y

st Z(1) <z < Z(2)

F(x) =
n;lj St T(n—1) <z < T(n)
1, ST 2> Ty
0, st x < x(y)

81 x(l) <z < l’(g)

FQ(%) =
M- (Zle %)) » ST S TS Tkt
-5 (Chize),  siow >
0, st x <y
oz — 22, ® T ST

Fy(z(ry) + g (0% = 2) — 3 (Zle fﬂ(i)) (=), si zw) <z < TR

Fy(wg) + 30" —afy)) — 5 (Cihiow) (@ —w). stz 2 ap)

Y finalmente sea H(z) = G3(x) — F3(x)
Se supone, sin pérdida de generalidad, que G no domina a F' segiin TSD y probemos

si F' domina a G segun este criterio.
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Para comprobar si F' domina a G segin T'SD es suficiente verificar las tres condiciones

siguientes:
1. Ep(X) = Eg(X)

2. F3(z) < G3(z) para todo z € {x(i), y(’i)}i=1 L (Comprobacién de la integral en

los puntos de salto) .

3. Si para algun k,
0 > H/<Zk) = GQ(Zk) — FQ(Zk)

0 < H'(241) = G2(2k11) — Fa(2141)

comprobar si H (5—;’) > 0, siendo 5—;’ el vértice de la pardbola H, que estd en el
intervalo [z, 2k+1].

De esta manera se puede escribir el siguiente algoritmo de comprobacién de TSD:

Input: Dos muestras: {z1, Z, ..., T, } proviene de una v.a. X con
distribucién F' e {y1,¥2,...,yn} proviene de una v.a. Y de dis-
tribucién G.

Paso 1, Ordenacién de las muestras:

{zm, 2@, wm} e {v,ves v}
Paso 2: Construccién de la secuencia {z;},_;  ,,
Paso 3: Construccién de las funciones Fy, F3, G, G3 vy H.
Paso 4, Comprobacién: F (o X) domina a G (0 Y') segiin TSD

si se verifican las tres condiciones anteriores (1., 2. y 3.)

Output: La respuesta indicara si existe o no TSD de F' sobre G.

Figura 1.5: Algoritmo de contraste de la dominancia estocdstica de tercer orden.
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1.4.2. Aplicaciones econémicas de la dominancia estocastica de tercer

orden

Desigualdad social y economia del bienestar

Dada una transferencia fija progresiva entre dos individuos separados por la misma
renta, esta tiene un mayor impacto sobre la reduccién de la desigualdad de producirse
en un tramo bajo de renta que en un tramo més alto (Kolm (1976)), este principio se

denomina principio de las transferencias decrecientes.

Shorrocks y Foster (1987) y Dardoni y Lambert (1988), establecen las condiciones
para la dominancia de tercer grado cuando se produce un Unico corte de las curvas de

Lorenz y las distribuciones tienen la misma renta media.

Definicion 1.4.2.1 Dadas dos distribuciones de renta de H hogares X e Y con la
misma media y la curva de Lorenz generalizada de X corta a la de Y una unica vez
desde arriba y por la izquierda, diremos que la distribucion X domina en tercer grado a
Y, es decir, W(X) > W(Y),VW = > U(Y;) con U > 0,U" <0,U" >0 si y sdlo sila

varianza es menor, es decir, c2(X) < o%(Y).

Davies y Hoy (1995) estudiaron el caso de cruces miltiples entre las curvas de Lorenz

y renta media constante y Lambert (1988) el caso en que la renta media fuera variable.

Por tanto, para la dominancia de tercer grado se requieren como condiciones nece-
sarias y suficientes que la curva de Lorenz de X corte a la de Y por arriba (lo que implica
que la renta minima de X es no menor a la de Y), que la media de X no sea menor a la
de Y y que la varianza de X de todas las subpoblaciones acumuladas en los puntos en
los que las curvas de Lorenz generalizadas se cortan, no sean mayores a los de Y. Por
tanto, si estas condiciones se verifican, entonces la distribucién de X puede obtenerse
de la distribucién de Y mediante un conjunto de transferencias simétricas de Pareto, un
conjunto de transferencias progresivas y de transferencias compuestas que mantienen la

media y la varianza constantes y que en su conjunto no disminuyen el bienestar.
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1.5. Otros tipos de dominancia estocastica

Ademas de las relaciones de dominancia anteriores, existen muchas otras. En este
apartado se muestran algunas de ellas poniendo especial interés en aquellas que son de

utilidad en el campo de la Economia.

Ordenacion segin la razén de verosimilitud

Este tipo de dominancia es utilizada en el campo de la fiabilidad.

Definicion 1.5.0.2 Sean X eY w.as. con densidades fx y fy respectivamente. Se dice
que X es estocdsticamente menor que Y segun la razon de verosimilitud si fx(t)/ fy(t)

es decreciente en la union de los soportes de X eY, denotdndose X <;. Y.

Un ejemplo de este tipo de ordenacion es el siguiente:

05 1 15 2 25 3 35 4 ) 1 2 3 4 5 6 7

Figura 1.6: A la izquierda distribuciones F' y G tales que F >;,. G. A la derecha el

cociente de densidades decreciente

A la izquierda se representan dos distribuciones F' que proviene de X ~ exp(1/2) y
G que proviene de una Y ~ exp(1/4). A la derecha se muestra el gréfico correspondiente
al cociente de las densidades de dichas v.as. y como se puede observar, es una funcién

decreciente, luego X >;,. Y.
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El siguiente lema nos relaciona la dominancia en este sentido con la convexidad.
Lema 1.5.0.1 X <;, Y si y sdlo si la funcién Fy[Fy'(z)] es convera.

Demostracién. Se probard el caso continuo. Fy[Fy'(z)] es convexa si y sélo si

Iy (fx'(2))
Ix(fx' (@)

es creciente, y de aqui, si y sélo si X <;,. Y. [
La dominancia segun la razén de verosimilitud implica la dominancia estocastica de
primer orden, pero el reciproco no es cierto.
En el ambito de la fiabilidad se pretende caracterizar el envejecimiento de cualquier
item y esto se realiza normalmente en funcién de su tasa de fallo y comparaciones es-

tocasticas entre dichas funciones.

Dominancia estocédstica en el sentido de tasa de fallo

Definicion 1.5.0.3 Sean X e¢ Y w.as., siendo X continua e Y discreta. Entonces se

definen sus respectivas funciones de tasa de fallo por

@) = @ _ 1@
X 1—-F(z) F(z)
PlY =y]
TY(Z/) = m

Al comparar las funciones de tasa de fallo de dos v.as. se establece otra relacién de

orden estocastica.

Definicion 1.5.0.4 Sean X e Y wv.as. con funciones de tasa de fallo rx y ry respec-
tivamente. X es estocdsticamente menor que Y segun la tasa de fallo y se denota por

X <pr Y siy sélo sirx(t) > ry(t) para todo t € R.

. . Fx(t .
Esta condicién se formula en el caso continuo como F); 8 decreciente en ¢, y en el
. P[X>1] . .
caso discreto como P> decreciente para todo t que pertenezca a la unién de los so-

portes de X e Y.
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Dominancia estocéstica en el sentido de orden inverso de tasa de fallo

Definicion 1.5.0.5 Sean X e Y w.as. con distribuciones F' y G respectivamente. Di-
remos que X es menor que Y segun el orden inverso de tasa de fallo y denotaremos
X < Y, si G(t)/F(t) es creciente ent € R o 7p(t) > 7g(t) para todot € R, si X e

Y son absolutamente continuas, siendo 7p(x) = 1];((?) la funcién de tasa de fallo (o tasa

de azar) inversa de X (andlogamente para 'Y ).

La cadena de implicaciones entre los tipos de dominancia vistos hasta ahora es:

hr
lr— = F'SD =— 55D = TSD.

rh

Orden de estrella

Definicion 1.5.0.6 Dadas X e Y wv.as. diremos que X es menor que Y segun el orden
de estrella y lo denotaremos por X <, Y, si G~'F tiene forma de estrella (star-shaped),

G~ 'F(x)

es decir, si es creciente en x > 0, siendo F' y G las funciones de distribucion

de X eY respectivamente.

En la seleccion 6ptima de carteras, se suelen utilizar los criterios bésicos de domi-
nancia estocéstica (SD) FSD, SSD y TSD. En el caso de seleccién de activos sin riesgo,

los criterios de SD se denotan por SDR.

Dominancia estocéstica en el caso de activos sin riesgo

Definicién 1.5.0.7 Diremos que el activo A domina al B en el sentido SDR si y sélo
si para todo elemento de {Bg} existe por lo menos un elemento en {An} que le domina
en el sentido SD, donde {A.} y {Bg} contienen todas las combinaciones lineales de los
bienes sin y con riesgo dadas por: Ay = aA+(1—a)r y Bg = BB+ (1—0)r con o, > 0

y 7 la prima de riesgo.
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De manera anéloga, denotaremos las reglas FSD, SSD y TSD cuando existen activos
sin riesgo por FSDR, SSDR, y TSDR respectivamente.

SDR proporciona una decision precisa relativa a SD. Supongamos que las distribu-
ciones F' y GG intersecan, en este caso no se puede aplicar la regla FSD. Sea Fy,, obtenida
a partir de F' teniendo en cuenta los activos de riesgo, esta F, corresponde a la variable
A,. F, gira alrededor de la linea vertical A = r. Si se logra una combinacién tal que Fj,
se localiza completamente por debajo de G, se tendra que F, domina a G en el sentido
FSD.

Es facil probar que ese valor « existe y que para cualquier valor g existe un v = «a- 8
tal que F, domina a Gg y de aqui que I’ domina a G. De esta forma, F' domina a G
incluso cuando existe riesgo y también en el caso en que no exista.

Se tiene en general SD= SDR, y FSDR=— SSDR=— TSDR.
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Reglas de Media Varianza

2.1. Introduccion

Las aproximaciones mds usuales para comparar inversiones en riesgo estan basadas
en la media o esperanza matemaética y en la varianza de las variables aleatorias que

modelizan los activos.

Definicion 2.1.0.8 Sean dos v.as. X eY con esperanzas ux y iy Yy varianzas 03( Y
032/ respectivamente. Se dice que X domina, o espreferida a 'Y segun las reglas de media
varianza (MV) y se denota X >py Y si ux > py y ox < oy, con al menos una

desigualdad estricta.
Por ejemplo, en el caso de poblaciones Normales:

Ejemplo 2.1.0.1 Considérense las v.as. X e Y que representan los retornos de dos

activos, tales que X ~ N(u1,01) yY ~ N(us2,02), entonces:

s FEl activo X domina al activo Y en primer orden st 1 > po y 01 = oz. Fs decir,

dado un nivel de riesgo, se elegird el activo o cartera de mayor rendimiento.

s Fl activo X domina al activo Y en seqgundo orden si puy = po y o1 < o2. Fs decir,

dado un nivel de rendimiento, se elegird el activo o cartera de menor riesgo.
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St se trabaja con el caso concreto de los siguientes activos:

Activo | Rendimiento (%) | Riesgo (%)
A 25 % 10%
B 25 % 40 %
C 2% 7%
D 16 % 7%

Figura 2.1: Rendimientos y riegos de los activos.

Dado un nivel de riesgo del 7%, se elegird D frente a C, ya que D proporciona
mayor rendimiento seqgun FSD. Dado un nivel de rendimiento del 25 %, se elegird A
frente a B, pues A tiene menor riesgo que B segin SSD. Pero si se quiere elegir entre A
y D, es necesario basarse en la funcion de utilidad del individuo, y se eligird aquel que

proporcione un mayor nivel de utilidad esperada.

Esta metodologia fue introducida por Markovitz en 1959. En esta aproximacion,
un inversor adverso al riesgo asigna una utilidad al activo, modelizado por la variable

aleatoria X, que se define como:

UX)=EX)—-aVar(X),a>0 (2.1)

donde « indica el grado de aversién al riesgo por parte del inversor.

La expresion (2.1) de la funcién de utilidad tiene sus inconvenientes ya que, el consi-
derar la varianza en dicha expresién provoca inconsistencia con la regla de dominancia

estocéstica de primer orden. Veamos ejemplos de esta situacion:

Ejemplo 2.1.0.2 Sea una v.a. X con distribucion de probabilidad dada por P[X = 0] =
P[X = z] = 0,5 para algin x > 0. Considérese la v.a. Y = 2X. En este caso X <psp Y,
pero para una utilidad definida como la expresion (2.1), entonces U(X) > U(Y) para

x > 2/(3a), con lo que X seria preferida a Y.
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Ejemplo 2.1.0.3 La varianza no es una buena medida de riesgo ya que puede darse
el caso de que se tengan dos opciones X e Y de igual media con varianza de X mayor
que la varianza de Y y que exista una funcion de utilidad u creciente y concava de
manera que Elu(X)] > E[u(Y)], mds ain, puede darse el caso en el que E(X) < E(Y)
Y agf > 012/ y, en cambio, Y no domina a X para todos aquellos que tengan aversion al
riesgo. Supénganse las v.as. X eY tales que P[X = 10] = 0,99, P[X = 1000] = 0,01 y
PlY =1] =08, P[Y =100] = 0,2. Como E(X) =19,9< 20,8 = E(Y) y 0% = 9703 >
1468 = 032,, Y domina a X segun MV, pero si por ejemplo el inversor tiene una funcion
de utilidad de tipo logaritmica, u(z) = log(z), entonces, Elu(X)] = 1,02 > 0,4 = E[u(Y)]

y, por tanto, se prefiere X frente a Y .

Debido a esto, se ha intentado generalizar este concepto atendiendo a otras medidas

de riesgo diferentes a la varianza y utilizando, por tanto, la siguiente expresién:

U(X) = E(X) — aR(X),a >0 (2.2)

siendo R(X) otra medida de riesgo como puede ser la semi-varianza inferior, un momento
de orden 7, un cuantil, o una expresién funcional de cualquiera de las anteriores.
No obstante, el uso de la varianza como medida del riesgo proporciona buenos resul-

tados si:

1. La funcién de utilidad es creciente, céncava y cuadratica.
2. La funcion de utilidad es creciente, concava y las distribuciones son normales.

3. La funcion de utilidad es creciente, céncava y las distribuciones son lognormales.

supuesto que F(X) = E(Y).
Es de interés preguntarse si dichas funciones de utilidad propuestas son consistentes
o no con las reglas de dominancia estocastica, es decir, si X <gp Y, jse verificard que

U(X) <U((Y)?, ;bajo qué condiciones?
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Existe una medida de riesgo consistente con los criterios de dominancia estocastica

de primer y segundo orden:
M (X) = E[X — BE(X)]_ = (E [maz {E(X) — X,0}]) = %E X —E(X)|  (2.3)

que se puede generalizar a grado k € N como sigue:

s®) (X)) = (E [max (BE(X) - X,O}’“Dl/k (2.4)

Las fases de estudio del modelo de Markowitz son las siguientes:

1. Determinacién de la frontera eficiente: es decir, del conjunto de opciones que maxi-
mizan la rentabilidad esperada dado un nivel de riesgo, o bien minimizan el riesgo
dado un nivel de rentabilidad esperada, teniendo en cuenta las restricciones pre-
supuestarias y siempre en base al supuesto de racionalidad del inversor (rentabi-
lidad esperada positiva y el riesgo es un elemento no deseado). Este problema se

resuelve mediante un problema de programacién matematica.

2. Determinacion del mapa de curvas de indiferencia: es decir, de los conjuntos de
combinaciones rentabilidad-riesgo que son indiferentes para el inversor. Las curvas
de indiferencia son crecientes, convexas, cortan al eje de ordenadas en la zona

positiva y no se pueden cortar dos lineas entre si.

3. Determinacién de la cartera 6ptima: aquella que maximiza la satisfaccion del in-
versor. Esta cartera deberd pertenecer a la frontera eficiente y debe ser el punto
tangente de dicha frontera eficiente con la curva de indiferencia mas alejada posible

del eje de abcisas.
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2.2. Principales resultados

En esta seccion se comentaran los principales resultados relativos a la relacién que
se puede establecer entre las reglas SD y las de M'V.

Recuérdese en primer lugar la definicién de SD de un cierto orden k € N:

Definicion 2.2.0.9 Se dice que la v.a. X con distribucion F' domina a la v.a. Y con
distribucion G segin kSD (X >,5p Y) si F®)(2) < G®)(2) para todo z y con al menos
una desigualdad estricta para un zy. Siendo H®)(z) = I H* VD (u)du, H = F,G y

suponiéndose éstas bien definidas, es decir E|X*~D| < 0o y E|Y*1| < 0.

Proposicién 2.2.0.1 Sea k > 1 y X e Y sendas v.as. tales que E|X®)| < oo y

E]Y(k)\ < 00 y esperanzas jix Y Wy respectivamente. Si X >rpsp Y entonces ux > py .
Demostracién. Se deriva directamente de las definiciones involucradas. [

Teorema 2.2.0.1 Sea k > 1y X eY sendas v.as. tales que E|X®)| < 0o y E|Y®)| <
00 Y esperanzas ix Y Wy respectivamente. Si X 2 (k+1)SD Y entonces ux > py y

wx — 5%6) > uy — 6§f), con al menos una desigualdad estricta cuando pux > py.

Demostracién. Véase Ogryczak y Ruszcynski (2001). [ |

Corolario 2.2.0.1 Sea k> 1y X eY sendas v.as. tales que E|X®)| < 0o y E|Y®)| <
o0 y esperanzas px Y py respectivamente. Si X >q.y1)sp Y para algin k, entonces,

Ux > Uy Yy pux — (5&"1) > py — (5§/m), para m > k tal que E|X|™ < oo.
Formalicemos el concepto de consistencia.

Definicion 2.2.0.10 En general, se dice que un modelo MV es consistente con las reglas
de SD de orden k, k € N si dadas dos v.as. X e Y werificando X >rsp Y, entonces,
X Z>uvY.
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Como ya se comenté al inicio de este capitulo, las medidas de variablidad 6*) pro-

porcionaban consistencia con las reglas SD. Veamoslo:

Teorema 2.2.0.2 (Ogryczak y Ruszczynski, 1999) Sean X e Y dos v.as., sea U(§) =
E) — adM(€),a € (0,1], con € = X,Y. Entonces

X <sspY = U(X) <U(Y)

El resultado es valido para cualquier medida

§R) (&) = <E {maw {E(€) — §,O}k]>1/k,

con k € N.

Demostracién. Obsérvese que

0<EX —tl-—E[X—-s]-<t—sVs<t (2.5)

Ademéds, X <gsp Y = E(X) < E(Y)y E[X —t]- > E[Y — t]— ya que la funcién
x +— —(x—t)_ es céncava creciente. Tomando en (2.5) s = E(X) y t = E(Y), obtenemos

lo siguiente:
B(Y)~ E(X) 2 E[X ~ E(Y)]- — E[X — E(X)]- > a (E[X - E(Y)]- - E[X - B(X)]-)

> a(B[Y - B(Y)]- - E[X — E(X)]_)

ydeahiU(X) <U(Y). [

Definicion 2.2.0.11 Dada una constante o« > 0, se dice que un modelo MV es -

consistente si se verifica la siguiente relacion:
X>spY = pux >py y px —aR(X)> puy —aR(Y) (2.6)
Siendo X eY w.as de esperanzas ux y py y R la medida de riesgo con la que se trabaja.

La definicién consistencia, tal y como se definié en (2.2.0.10), implica la a-consistencia

de la definicién (2.2.0.11) para todo o > 0.
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Cuasi Dominancia Estocastica

3.1. Introduccion

El uso de las reglas de Media-Varianza (MV) o de Dominancia Estocastica (SD)
puede en algunos casos no resultar del todo 1til, ya que se puede dar el caso en que
dichos criterios no conduzcan a una seleccion de una opcién sobre la otra. Por ejemplo,

supdéngase que se tienen dos opciones X e Y con las siguientes caracteristicas:

E(X) = 20000, 0x = 20,2
E(Y)=1,0y =20

X no es preferida sobre Y, ni Y lo es sobre X segun los criterios de MV, ya que
E(X) > E(Y) pero ox > oy. Pero no cabe duda de que casi todos los decisores
seleccionarian la opcién X. Es decir, que las reglas MV no han sido capaces de elegir
una opcién sobre otra a pesar de que la mayoria de los decisores hubieran seleccionado
X.

La imposibilidad de seleccionar en ocasiones una opcién sobre otra usando las re-
glas MV no es problema nuevo, ya Baumol en 1963 se percaté de ello y propuso un
criterio diferente de seleccién de opciones conocido como “Expected Gain-Confidence
Limit Criterion” como sustitutivo de las reglas de decision MV. Baumol argumenté que

una inversién con una cierta elevada desviacién tipica o serd relativamente segura si
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su valor esperado p es suficientemente grande. El propuso el siguiente indice de riesgo:
RI = p — ko, donde k es una constante positiva que representa el nivel de aversion al
riesgo por parte del inversor.

Supdéngase ahora un ejemplo en el que se aplicaran las reglas de SD. Sea el acti-
vo X que muestra un valor 1 euro con una probabilidad de 0.01 y muestra el valor
1000000 euros con probabilidad 0.99 y sea el activo Y que presenta el valor 2 euros con
pro-babilidad 1. No serfa raro el esperar que practicamente el 100 % de los inversores
preferirian el activo X sobre el Y, pero las reglas SD no son concluyentes en este sentido.

Por ejemplo, supéngase la funcion de utilidad:

r, st x<l1
1, si z>1

En este caso, es facil comprobar que los inversores que posean esta funcion de utilidad
preferiran Y sobre X. De esto se puede deducir que esos inversores poseen una “utilidad
extrema”, no representan a la mayoria de los inversores.

Debido a las razones anteriormente comentadas, se ha visto necesario el estable-
cimiento de otras reglas de decisién alternativas que ayuden a decidir en los casos en
los que las reglas mencionadas MV y SD no permitan la selecciéon de una opcién sobre
otra. A estas reglas se las conoce como reglas de “Cuasi Dominancia Estocédstica” (Almost
Stochastic Dominance criteria, ASD). Gracias a la ASD es posible que, dados dos activos
X e Y cuyas funciones de distribuciéon no presenten ninguna preferencia segiin SD,
pero que con un “pequeno cambio” en las mismas revelen alguna preferencia, se pueda
selccionar uno sobre otro. Este pequefio cambio en las distribuciones elimina las prefe-
rencias (utilidades) extremas, considerando las utilidades que son més usuales entre los
inversores. La funcién de utilidad del ejemplo anterior es un caso de utilidad extrema.

Las ventajas de ASD sobre SD y MV son:

1. ASD es capaz de ordenar opciones en los casos en los que SD y MV no son con-

cluyentes.

2. ASD elimina del conjunto eficiente que proporciona SD, aquellas alternativas que
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puedan ser peores para la mayoria de los inversores.

3. ASD arroja luz al problema de la seleccién de la cartera eficente y el problema del
horizonte de la inversién. Es posible establecer una relacién entre el porcentaje de
equidad en la cartera eficiente y el horizonte de la inversién. Es decir, ASD puede

ayudar a los inversores en la eleccién de su cartera de inversion.

Retomemeos el ejemplo de los activos X e Y descritos més arriba. Sea F' la funcién

de distribucién de X que viene definida por:

0, st x<l1
F(z)=1{1/100, si 1<z < 1000000

1, stz >1000000

0, st x<2
1, st xz>2

La representacién de las mismas viene dada por la siguiente figura, en ella se puede

observar cémo las distribuciones se cortan, representdndose asimismo el drea compren-

dida entre ambas distribuciones.:

1.2
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Retorno X 105 Retomo

Figura 3.1: Distribuciones F y G. A la derecha una representacion en detalle de las

mismas.
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Aunque como ya se observé, la mayoria de los inversores iban a preferir F' (X) sobre
G (Y), técnicamente, y segin la definicién FSD, no existe dominancia en ese sentido de
un activo sobre otro ya que las distribuciones se cruzan. Anteriormente se puso de mani-
fiesto este hecho haciendo notar que existian algunas preferencias (utilidades) extremas
que hacfan preferible a G sobre F'. Ademas, en este ejemplo, tampoco existe dominancia
segun SSD o en el sentido MV. Los criterios ASD, como ya se viene comentando, han
surgido como extensién de los criterios SD para ayudar en estas situaciones. Intuitiva-
mente, si el area comprendida entre las dos distribuciones que causa la violacién del
criterio FSD (drea A; del ejemplo) es muy pequena en relacién al drea total compren-
dida entre las mismas (drea A; + Ay de la figura), entonces existe dominancia de una
sobre otra para casi todos los inversores (es decir, aquellos con preferencias razonables).
De aqui el nombre de ASD de estos criterios.

Formalmente, dendtese por S al rango de posibles valores que pueden tomar ambos
activos (o en general ambas v.as.) y se define por Sj al rango de valores en los que se
viola la regla FSD:

S1(F,G)={t:G(t) < F(t)} (3.1)

donde F'y G son las funciones de distribucién de los activos (o v.as.) bajo comparacién.
Se define € como el cociente entre el area de violacion del criterio FSD y el area total

comprendida entre F'y G, es decir:

fsl (t) — G(t))dt
G IF(t) — G(t)|dt

(3.2)

Otra manera de escribirse:

fS ))dt o Al
Js,(F dt + fs —G{)dt A+ A

g =

donde S; indica el conjunto complementario de Sj.
Para 0 < € < 0,5, se dice que F domina a G segin ¢ — AF'SD. A menor valor de ¢
mayor grado de dominancia. El criterio AFSD (Almost First Stochastic Dominance) es

el siguiente:
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Definicion 3.1.0.12 Sean F' y G dos funciones de distribucion que toman valores en
el rango S. Se dice que F' domina a G sequn AFSD y se denota F > rpsp G si y sdlo

St:

/ [F(t) — dt<5/ |E(t) (t)|dt (3.4)
S1
donde 0 < € < 0,5.

Y la definicién del criterio ASSD es:

Definicion 3.1.0.13 Sean F' y G dos funciones de distribucion que toman valores en

el rango S. Se dice que F domina a G segin ASSD y se denota F' > a55p G si y sélo si:

/Sz[ () — dt<5/\F ()]t (3.5)

y Ep(X) = Ec(Y).
Donde 0 < e < 0,5 y So(F,G) ={t € S1(F,Q) : ffS dx<ffs x)dx}.

Se puede probar que AFSD implica la condicién Er(X) > Eg(Y), pero en (3.5) esa
implicacién no es cierta y por ello en la definiciéon ASSD debe imponerse.
3.2. Principales resultados

En esta seccién se trataran los resultados mé&s notables relativos a los conceptos

ASD.

Proposicion 3.2.0.2 Sean X e Y dos v.as. con distribuciones F' y G respectivamente.

Entonces:

1. F domina a G segun AFSD si y solo si existe una distribucion F tal que F >psp G

/S|F(t) |dt<e/ |F(t) — G(t)|dt (3.6)

2. F domina a G segun ASSD si y sélo si existe una distribucion F tal que F >ssp G

/S|F(t) ]dt<5/ () — G(b)|dt (3.7)

Yy ocurre que:

Y ocurre que:
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Es decir, que la diferencia entre F'y F debe ser relativamente pequena (0 < e < 0,5).
Teniendo la condicién € < 0,5 se asegura que es imposible que ambas distribuciones F' y
G se dominen mutuamente segin AFSD, porque si F' domina a G segin AFSD, entonces
Er(X) > Eq(Y) (véase proposicién de abajo).

Demostracién. Véase Leshno y Levy (2002). ]

Proposicién 3.2.0.3 Sean X e Y dos v.as. con distribuciones F y G respectivamente.
Si F domina a G segin e —AFSD y F y G no son idénticas, entonces Ep(X) > Eq(Y).
Por tanto, es imposible que F domine a G segin ¢ — AFSD y que G domine a F segin

e—AFSD.

Demostracién. Supdngase que F' domina a G segin € — AF'SD pero que no lo hace

segun FSD y que F' y G no son idénticas. Entonces se tiene:

0< /S [F(t)—G(t)|dt < E/S \F(t)—G(t)|dt = & U

S

[mw—HMﬁ—/

m@—ﬂmﬂ
S1

donde 0 < € < 0,5, 0

0< g/_ G(t) — F(O)]dt + (1 — a)/ G(t) — () dt

S S1

0<e / [G(t) — F(t)]dt + d-9 /S [G(t) — F(t)]dt

3 €
Como € < 0,5, entonces (18;8) > 1y como [g [G(t) — F(t)]dt < 0 se tiene que:

0 </_ Gt — Fyde+ _E)/ G — P(O)dt <
g Sq

S

</ﬁmw—HMﬁ+/fmw—NMﬁ=Eﬂm—Edm
S1 S

Como se queria demostrar. [
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Aligual en el caso de la SD también existe una caracterizacién de los criterios ASD a
través de funciones de utilidad. Para tratar este tema de debe definir previamente unos

conjuntos:

Definicion 3.2.0.14 Sea S el conjunto en el que toman valores sendas v.as. X eY, se

definen los siguientes conjuntos:

» Sea Uy el conjunto de todas las funciones de utilidad no decrecientes y diferencia-

bles, Uy = {u: u' > 0}.

» Sea Us el conjunto de todas las funciones de utilidad concavas y dos veces dife-

renciables, Uy = {u : v/ > 0,u” < 0}.
» Uf(e) ={u€ Uy : v < inf{u/(z)}[L —1],Vz € S}.
» Us(e) ={u € Uy: —u < if{—u"(2)}[L —1],Va € S}.
Teorema 3.2.0.3 Sean X e Y dos v.as. con distribuciones F' y G respectivamente.

1. F domina a G segin ¢ — AFSD si y solo si para toda funcion u € U; () se tiene

Er(u) > Eg(u).

2. F domina a G segin € — ASSD si y solo si para toda funcion u € Us(g) se tiene

Er(u) > Eg(u).
Demostracién. Véase Leshno y Levy (2002). [

Proposicion 3.2.0.4 Sean X eY dos v.as. con distribuciones F' y G respectivamente.

1. F domina a G segun FSD si y solo si para todo 0 < € < 0,5, F domina a G segin
e —AFSD.

2. F domina a G segun SSD si y solo si para todo 0 < e < 0,5, F domina a G segin
e—ASSD.
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Demostracién. Se probara la parte primera de la proposicién.
Supéngase que F' domina a G segtiin FSD, entonces para todo ¢ se tiene que S1(F, G) =

(), de esta manera para todo 0 < e < 0,5:

/ (F(t) — G@)]dt = 0 < s/ () — G ()| dt,
S1 S

y F domina a G segun ¢ — AFSD. Supdéngase ahora que para todo 0 < ¢ < 0,5, F
domina a G segin e — AFSD. Si u(S1) = 0, donde p indica la medida de Lebesgue sobre
R, entonces como F'y G son funciones no decrecientes y continuas por la derecha, para
todo t, F'(t) < G(t), es decir, F' domina a G segun FSD. Si x(S1) > 0 y no existe FSD,
se demostrara que tampoco hay AFSD para algin € > 0.

Se denota por gy = fS1 [F(t) — G(t)]dt > 0. Para ¢ = m,
g0 = 2¢ [¢|F(t) — G(t)|dt > € [¢|F(t) — G(t)|dt. Es decir, F no domina a G para ningiin

se tiene que

€, como se queria demostrar.

La parte 2 es analoga. [

3.3. Aplicaciones econémicas de la Cuasi Dominancia

Estocastica

Muchos autores afirman que a medida que el horizonte de la inversién aumenta, una
cartera de inversién con una mayor proporcién de activos dominard, o serd preferida, a
una cartera en la que predominen los bonos del Estado, aunque esto no esta de acuerdo
con las reglas SD, es decir, que en este caso existe un cierto tipo de dominancia, ASD. Por
tanto, a largo plazo los inversores prefieren activos frente a bonos, mas atin, a medida
que el horizonte de la inversién aumenta, el conjunto de “casi todos” los inversores
se transforma en el conjunto de “todos” los inversores. (Véase Leshno y Levy (2002),
Brigida (2007) y Bali y otros, (2009)).!

Propondremos ejemplos de este hecho.

1Se matizard més adelante este aspecto.
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Ejemplo 3.3.0.4 Considéresen dos inversiones simples: un bono que tiene un rendimien-
to anual del 9% con probabilidad 1 y un activo que tiene un rendimiento anual del —5 %
con probabilidad 0.5 y del 35% con probabilidad 0.5. El objetivo consiste en conocer
qué inversion es mds favorable para los intereses del inversor. Se va a poder comprobar
el hecho que se comento en lineas anteriores, a medida que avanza el horizonte de la
inversion se va a preferir de manera mds clara el activo frente al bono.

Sea X la v.a. que representa el rendimiento anual del activo e Y la v.a. que re-
presenta el rendimiento anual del bono. Sea F la distribucion de X y G la de Y. FEl
rendimiento del primer ano de los activos vendrd dado por X = 1 4+ X, siendo Xo
el capital inicial destinado a la inversion en activos y para el caso de la inversion en
bonos, éste serd YY) = 1+Y con Yy el capital inicial destinado a la inversion en bonos.
El rendimiento después de n periodos (en este caso anos) serd X (™ = T[7_ [1+X®] e
Y =T, [1 + Y] en activos y bonos respectivamente.

Para este ejemplo se supondrd sin pérdida de generalidad que Xg = 1 = Y. El
procedimiento que se sequird serd el de ir calculando para cada anon los posibles retornos
de la inversion en activos y en bonos; €sto proporciona una serie de valores de las
v.as. con sus respectivas probabilidades. Posteriormente se calculardn las distribuciones
asociadas a las que se denominard F™ Y G para activos y bonos respectivamente.

Por ejemplo para el primer arno los rendimientos que se obtienen en el caso de la

noversion en activos serdn:

1-0,06x1=0,95 u.m.

1+035%x1=1,35 u.m.
donde u.m. indica unidades monetarias y para los bonos:

1 um. —1+0,09%x1=1,09 um.
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Ast:

0, si <095
FO@) =305 s 095<a<135

1, s 2>1,35
0, st z<1,09

1, st x>1,09

Estas distribuciones no verifican la condicion FSD ya que se cortan como se puede

comprobar en el siguiente grdfico:

0.8

Gl F1

Probabilidad

-0.2 ' ' '
0 0.5 1 1.5 2

Retorno

Figura 3.2: Distribuciones F() y G,



3.3. Aplicaciones econémicas de la Cuasi Dominancia Estocastica 49

Para el seqgundo afio los rendimientos que se obtienen en el caso de la inversion en

activos serdn:

.
0,9025 wu.m.

0,95 wu.m.
1,2825 wu.m.
1,2825 wu.m.

1,35 u.m.
1,8225 wu.m.

y para los bonos:

1,09 w.m.— 1,1881 wu.m.

Asi:

0, st x<0,9025

1/4, si 0,9025 < z < 1,2825

FO(z) =
3/4, si 1,2825 <z < 1,8225
1, s x>1,8225
Y
0, st z<1,1881
G (z) =

1, si z>1,1881
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En este caso el grdfico es:

F2

Probabilidad

0.2F b

_02 1 1 1 1 1 1 1
0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Retorno

=Y

Figura 3.3: Distribuciones F(?) y G2,

Y asi sucesivamente.

Se considerardn horizontes de inversion de periodos 1, 2,..., 10, 15 y 20 avios con-
siderando que se comenzd la inversion en el primero de ellos. Para cada ario se calcu-
lard el valor de € y se comprobard que dicho valor decrece con el tiempo, es por ello que

los inversores preferiran los activos frente a los bonos.
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Figura 3.4: Distribuciones F®) Y G™, conn=1,..10,15 y 20. Como se puede ob-
servar, el drea de violacion del criterio FSD, es decir, el drea en la que F™ estd por
encima de G -Ay de la definicion de -, va disminuyendo a medida que el horizonte
de la inversion aumenta, el valor de € también disminuye, es decir, que a medida que
aumenta el tiempo, los inversores van a preferir en mayor medida los activos que los

bonos.
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A continuacion se mostrardn los valores de € para cada horizonte de inversién. Como

demuestra la tabla, esos valores disminuyen con el tiempo:

Numero de anos €

1 0.3500

0.2576

0.2125

0.1856

0.1406

0.1363

0.1132

0.0972

© |00 [ N | O | O =W N

0.0919

0.0464

—
[an)

0.0414

—_
ot

\V)
o

0.0247

Figura 3.5: Valores de € para cada horizonte de la inversion.

Se matizaran las palabras que se comentaron al inicio de esta subseccién. Como se
ha podido comprobar, los criterios de ASD se han usado para establecer un argumento
fuerte a favor de los activos frente a los bonos. Considérese un inversor que maximiza
su utilidad esperada en un periodo 7T'. Se asume que los retornos son independientes e
idénticamente distribuidos y que la inversion es constante a lo largo del tiempo. Es bien
conocido que dadas diferentes inversiones con retornos i.i.d. y un horizonte de planifi-
cacién de la inversion suficientemente grande, la inversion con mayor media geométrica
en los retornos (por periodo) proporciona casi seguro un mayor beneficio que aquella que
tenga menor media geométrica. A largo plazo, la funcién de distribucién de la inversion
que presenta mayor media geométrica estd casi en su totalidad a la derecha de las demas
distribuciones que representan a las otras alternativas, es decir, € decrece con el tiempo,

como ya se viene comentando a lo largo de esta seccién. Pero existe una cierta contro-
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versia con el significado esconémico de este hecho. Latané (1959), Markowitz (1976) y
Leshno y Levy (2005) afirman que la disminucién en el valor de € viene acompanada
por un aumento en el conjunto de preferencias de los inversores (U (¢)), es decir, afir-
man que a largo plazo se consideran todas las preferencias (utilidades) razonables. M.
Levy (2009) pone atencién sobre este hecho y afirma que efectivamente a medida que
aumenta el tiempo € decrece (se ha comprobado en el ejemplo 3.3.0.4), pero el conjunto
Uj(¢) no es cierto que se expanda. Lo que ocurre es que a medida que aumentan los
periodos de inversién, también aumenta el conjunto de posibles valores que toman las
v.as., es decir, el conjunto S no es fijo. Por supuesto que si se fija S, el conjunto U5 ()
crece, pero el hecho es que S no es fijo. Si se observa el ejemplo anterior, el conjunto S
para el primer ano es: [0,95,1,35], para el segundo ano [0,9025, 1,8225], para el tercero
[0,857375, 2,460375], etc.

En resumen, se dan dos hechos a medida que avanza el tiempo: por un lado decrece ¢
y esto provoca un aumento en el conjunto U5 (g), y por otro lado crece S lo que provoca
que para un € dado el conjunto U5 (g) decrezca. El efecto total sobre el conjunto Uj(¢)
es una combinacién de los dos efectos anteriores y dependerd en gran medida de la clase

de funciones de utilidad con la que se trabaje.

Definicion 3.3.0.15 Dado un conjunto S, se define €, como el mayor valor de € para

el cual la funcion de utilidad u todavia pertenezca al conjunto U (¢), es decir:

sup{u/(z),z € S}~
inf{v'(x),z € S}

sup{u’(z),z€S}

taf{u(z),0e5} Cr€Ce, ¥ por tanto, e, decrece.

Como S crece con el tiempo el cociente
Obsérvese que ¢, indica el mayor valor del drea que se permite que viole los criterios de
dominancia, para una utilidad determinada wu tal que u siga perteneciendo al conjunto
Ui (e). Si e > ¢, entonces u ¢ U;(e), en caso contrario, u € Uy (¢). El pertenecer o no
al conjunto Uj(¢) dependerd de la velocidad de decrecimiento de € y &, es decir, el

hecho del decrecimiento de € no es suficiente para elegir a largo plazo, sino que también

dependerd de la funcién de utilidad.
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Se retomard el ejemplo anterior y se calcularan los valores de ¢, para diferentes

utilidades u.

Ejemplo 3.3.0.5 Continuamos con el ejemplo 3.3.0.4. Se considerardan distintas fun-

ctones de utilidad u y se calculardn los valores €, asociados.

Numero Eu Eu Eu Eu

de 3 u(z) = —exp ™ | u(zx) =In(z) | u(zr)= ”il:s u(z) = %

anos a=4 a=2
1 0.3500 0.4013 0.4130 0.1969 0.2984
2 0.2576 0.2849 0.3312 0.0567 0.1579
3 0.2125 0.1676 0.2584 0.0145 0.0780
4 0.1856 0.0754 0.1969 3,6030 % 103 0.0373
5 0.1406 0.02389 0.1472 8,8595 % 10~* 0.0176
6 0.1363 | 4,8769 « 1073 0.1083 2,1740 «10~* | 8,2874 % 1073
7 0.1132 | 5,6743 « 10~* 0.0787 5,3320 % 107° 3,8923 % 1073
8 0.0972 | 3,1390 % 107 0.0567 1,3076 % 1075 | 11,8269 1073
9 0.0919 | 6,4004 1077 0.0406 3,2059 % 1076 8,5653 % 104
10 0.0464 | 3,3717 %1072 0.0289 7.8616 %107 | 4,0100 % 104
15 0.0414 | 1,1114% 10739 | 51121« 1072 | 3,2858 %« 10~ | 8,5647 x 10~
20 0.0247 | 3,8185% 107170 | 8,8591 x10~* | 6,1816 %« 10713 | 11,5380 %« 10~ 7

Figura 3.6: Valores de € y €, para cada horizonte de la inversion.

Para cada columna representativa de valores de € y €, se puede comprobar el hecho
del decrecimiento que ya se venia comentando. Ahora bien, si se compara las columnas 2
y & se puede observar que €, decrece mds rapidamente que € y que para periodos de 1 o 2
anos, € < ey, luego u(z) = —exp(—z) € U (e), mientras que en periodos estrictamente
superiores a 2 anos u(x) = —exp(—x) & Ui (e). En este caso se comprueba cémo el
conjunto Us(g) no crece necesariamente con el tiempo. Para esta clase de utilidades no
se puede razonar tal y como lo hacian los autores anteriormente mencionados. En el

caso de trabajar con utilidades de tipo logaritmico el razonamiento es andlogo, pero para
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horizontes de menor o igual que 5 anos y mayores que 5 anos. En el caso de las columnas
5y 6, se verifica que € > €, para los periodos analizados, en estos casos u(z) ¢ U (e)

para cualquier periodo estudiado.



Apéndice. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han mostrado diversas reglas que permiten comparar
variables y vectores aleatorios y procesos estocasticos. Las reglas que se han tratado son
las conocidas como reglas de Dominancia Estocastica (SD), reglas de Media Varianza
(MV) y reglas de Cuasi Dominancia Estocastica (ASD).

Las reglas SD son ttiles en diferentes ambitos de conocimiento y surgen de manera
natural de la necesidad de realizar comparaciones entre las diferentes opciones, usan-
do més informacién con la que se puede contar en algunas situaciones (funciones de
distribucién, de densidad, de tasa de fallo, etc.) que la mera comparacién de medias o
cualquier otro dato numérico aislado. Estas reglas han sido tratadas en el Capitulo 1.

No obstante, en algunas situaciones puede resultar de utilidad la comparaciéon de
ciertas relaciones funcionales dependientes de medias, varianzas u otras medidas de
incertidumbre (por ejemplo en la seleccién de la cartera eficiente o en el ambito del
estudio de la utilidad). En estos casos se usan las conocidas reglas de MV que han sido
tratadas en el Capitulo 2.

Pero en ocasiones, el uso de las reglas SD o MV no conduce a una seleccién concreta
de una opcién sobre otra, surgen pues otras reglas (ASD) como respuesta a esta necesidad
de seleccién. Dichas reglas ASD pretenden ser una extensién de las reglas SD en los casos
en las que éstas ultimas no dan respuesta y se definen de tal manera que sean una guia
atil de seleccién para casi todos los decisores, de ahi su nombre. Estas reglas han sido

tratadas en el Capitulo 3.
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