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Capitulo 1

INTRODUCCION

Uno de los resultados mds notables de la teoria de los sistemas dindmicos es la ubicuidad del
comportamiento cadtico en sistemas no lineales. El caos determinista ha sido observado tanto
en modelos matematicos como en sistemas fisicos reales. Si bien desde el punto de vista de las
aplicaciones el comportamiento cadtico puede tener efectos positivos, mejorando por ejemplo
los procesos de mezcla en reacciones quimicas, en otras situaciones tal comportamiento puede
tener consecuencias nocivas como es el caso en distintos campos de la ingenieria: aerodindmica,

circuitos electrénicos, confinamiento magnético de plasmas, etc.

Si un sistema dindmico se describe satisfactoriamente mediante un modelo no lineal,
entonces estudiando analitica y numéricamente su espacio de parametros podremos determinar
en qué regiones de dicho espacio el comportamiento es regular y en cuales es caético. En el
contexto de los osciladores no auténomos y disipativos de dimensién baja en el que nos
centraremos, el efecto regularizador se puede conseguir variando la amplitud o el periodo de la
excitacion temporal. Otro mecanismo, que no exige ningun tipo de retroalimentacion, y que se
ha mostrado eficaz en el control de la dinamica cadtica, ha sido la aplicacidon de perturbaciones
periddicas débiles (pequefia amplitud relativa y por tanto bajo coste) sobre algin parametro
accesible del sistema (excitacion paramétrica) o afiadidas al mismo (forzamiento). La idea basica
gue sustenta este método consiste en que los atractores extrafios coexisten en el espacio de
fases con un numero infinito de drbitas periddicas inestables densas en el atractor. El efecto de
la perturbacién débil, adecuadamente elegida, sera estabilizar alguna de tales érbitas inestables

asociadas al atractor caotico.
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Respecto a la excitacién periddica en los casos que aparecen en la bibliografia se ha hecho un
uso intensivo, casi exclusivo, de las funciones armodnicas circulares para modelar tales
excitaciones. Al margen de la simplicidad matematica que implica el uso de dichas funciones, el
hecho de que sélo describan soluciones de sistemas lineales supone que la mayoria de los casos
estudiados adolecen de cierta linealidad: si utilizamos un forzamiento armdénico estamos usando
como mecanismo forzante un oscilador lineal. No parece adecuado enfocar el estudio de los

sistemas dinamicos no lineales como una aproximacién a la linealidad.

En el caso de osciladores sometidos a impactos o pulsos periddicos (kicked oscillators), la
funcién o de Dirac periddica ha sido utilizada en la practica totalidad de los problemas
estudiados en la bibliografia, pero es claro que supone una idealizacidon excesiva para simular
pulsos reales, necesariamente finitos en amplitud y duracion. Su uso se ha justificado de nuevo
por simplicidad matematica pues permite convertir un flujo (ecuacién diferencial) en una
aplicacién (sistema discreto). Por este motivo plantearemos un modelo realista para un kicked
rotator usando una cadena de pulsos periddicos de amplitud finita y anchura efectiva variable.
Este tipo de osciladores permite estudiar entre otros problemas la interaccidon cudntica entre

particulas y campos intensos pulsantes.

El objetivo basico de este trabajo consiste en analizar el efecto inhibidor de comportamiento
cadtico que tiene la variacién de la forma de onda de la excitacion periddica, en sistemas
dindmicos no lineales, variacién que en términos fisicos supone variar la tasa de aporte
energético externo al oscilador. En particular, el procedimiento de inhibicion es aplicable a
osciladores no lineales amortiguados y excitados periédicamente, y requiere que la excitacién
periddica sea una perturbacién débil del sistema integrable subyacente. Ademads, la separatriz
no perturbada de tal sistema debe estar formada por drbitas homoclinas y/o heteroclinas. Como
ejemplos concretos para ilustrar el problema se han elegido el oscilador de Duffing simétrico con

dos pozos de potencial y el periodically kicked rotator (péndulo sometido a pulsos periddicos).

Como veremos en el desarrollo de este trabajo, el estado de un sistema dindmico estd
determinado no solo por el valor de los pardmetros del sistema sino también por la forma
especifica de la excitacidon periédica, de manera que si pretendemos dar contenido fisico al
estudio de los sistemas dindmicos debemos incluir este nuevo grado de libertad en el sistema. Se
hace necesario estudiar la estructura de la bifurcacidn y la transicién a comportamiento cadtico
frente a variaciones en la forma de onda de la excitacién periddica. Hasta hace poco solo se
habia estudiado la estabilidad estructural de los sistemas dinamicos mas simples bajo cambios
en la amplitud y en el periodo de las modulaciones periddicas que actuan sobre ellos; como
consecuencia, algunos fendmenos fisicos observados experimentalmente que implican

modulaciones con formas de onda no triviales han permanecido sin fundamentacién tedérica.

En definitiva, si nuestro objetivo es explicar la dinamica de distintos sistemas fisicos mediante
el estudio de sus ecuaciones de evolucién (sistemas dindmicos), debemos considerar un enfoque

mas realista, modelando adecuadamente todos los términos que aparecen en dichas
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ecuaciones. Por ello, en el presente trabajo se consideran modelos matematicos de osciladores
mas cercanos a la realidad fisica, usando las funciones elipticas de Jacobi para modelar las
excitaciones periddicas, debido a que tales funciones elipticas constituyen las soluciones de los
osciladores no lineales integrables mas ampliamente estudiados: Duffing, péndulo, Helmholtz... y
ademas poseen una gran flexibilidad para variar su forma de onda de manera continua mediante
la variacion de un solo pardmetro, el pardmetro eliptico m. A modo de ejemplo, la funcién
eliptica de Jacobi senam, conecta de manera continua la funcién seno cuando m es nulo con la
onda cuadrada cuando el valor de m es la unidad, una vez que se ha normalizado
adecuadamente su argumento. Si bien en este trabajo solo se han considerado excitaciones con
un Unico maximo por periodo, de manera que la variacion de la forma de onda esta
correlacionada con la variacion de la anchura efectiva del pulso, en otros estudios publicados
maés recientemente [CMGH*07] se han considerado variaciones de forma de onda mas complejas
utilizando el mismo enfoque. Otra ventaja del uso de las funciones elipticas es que éstas son una
generalizacién de las funciones armaénicas circulares, de manera que tales funciones se reducen
a las circulares para determinados valores del pardmetro eliptico permitiendo comparar (cuando
m—0) los resultados de los estudios realizados con excitaciones elipticas con los

correspondientes publicados en la bibliografia con excitaciones armdnicas.

En el Capitulo 2, tras la formulacidn de una serie de conceptos bdsicos y la descripcion del
método de Melnikov, se estudia la estabilidad de la dinamica caética bajo cambios en la forma
geométrica de la excitacidon periddica en sistemas disipativos. La aplicaciéon del método de
Melnikov a un oscilador de Duffing paramétricamente amortiguado y a un kicked rotator nos
permitird establecer las condiciones suficientes para la inhibicién del comportamiento cadtico en
dichos sistemas. Las predicciones analiticas obtenidas serdn comprobadas con las herramientas
numéricas clasicas: series temporales, espectros de potencia, calculo de exponentes de
Lyapunov..., lo que nos permitird caracterizar la nueva ruta universal orden-caos con mayor
precision. El grado de universalidad del planteamiento general y la robustez de la dindmica ante
las posibles variaciones de la forma de onda se plasman en la conjetura de invariancia del
impulso mecdnico transmitido, conjetura que responde al siguiente interrogante: ¢Qué
condicidon de tipo fisico debe establecerse para que la dindmica global del oscilador sea
independiente de la forma especifica de la excitacion periddica? Los resultados de estos analisis
se publicaron en [CMGH99, CMGHO01].

En el Capitulo 3 se estudia la estabilidad estructural de las soluciones estacionarias (puntos
fijos) de los mismos osciladores estudiados en el capitulo anterior bajo cambios en la forma de
onda de la excitacién mediante la técnica del balance armdnico eliptico. El método del balance
armonico clasico es una técnica muy sencilla que permite obtener soluciones analiticas
periddicas aproximadas de osciladores no lineales. En el presente trabajo se utiliza una
generalizacién eliptica de dicho método en el que las soluciones se aproximan por una suma de
armonicos elipticos, similares a las soluciones del oscilador no lineal sin perturbar, en lugar de la
suma de armonicos circulares usada en el balance armodnico cldsico y que son similares a la

solucion de un oscilador lineal. Las simulaciones numéricas llevadas a cabo para comprobar la
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validez de los resultados analiticos muestran una concordancia muy aproximada con éstos. Por
ultimo, y para explicar las situaciones observadas en las que la inestabilidad inducida por el
cambio de forma de la excitacidn se resuelve con una crisis inversa de contorno, se estudia una
aplicacion eliptica que permite explicar el origen de dicha crisis. Los estudios realizados se
publicaron en las referencias [CMGH99, CMGHO03].

En el Capitulo 4 y para completar la variada fenomenologia asociada al cambio de forma de la
excitacion, se presenta una nueva ruta en la que se caracterizan atractores extranos no caéticos
gue evolucionan hacia cuasiperiodicidad o hacia atractores caéticos inducidos por el cambio de
forma de una excitacién cuasiperiddica. Con el fin de garantizar la universalidad de la nueva ruta
se analizan dos modelos, uno continuo y otro discreto, que son generalizaciones elipticas de
otros previamente estudiados en la bibliografia. Los resultados de los andlisis realizados fueron

publicados en la referencia [CMGHO02].

Finalmente, en el Capitulo 5 se resumen las principales conclusiones obtenidas y se perfilan
las lineas de investigacion donde las ideas y herramientas matematicas desarrolladas en esta

memoria pudieran tener aplicacién.
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Capitulo 2

UMBRAL ORDEN-CAOS

2.1 Introduccion

El interés actual en las técnicas de control de la dinamica cadtica, con realimentacion o sin
ella, reside en el amplio espectro de las posibles aplicaciones de dichas técnicas, que incluyen
campos tan dispares como la aerodinamica, la biologia, la epidemiologia, la cardiologia, la
electrdnica, la neurologia, la fisica de laseres, etc. El control de caos debe entenderse en un
sentido amplio abarcando, la supresién total del comportamiento cadtico, la transformacién de
caos estacionario en caos transitorio, la reduccién de la duracién de los transitorios cadticos, o la
disminucién del exponente maximal positivo de Lyapunov. Los procesos inversos deben ser
considerados cuando el objetivo de la técnica de control de caos no es la supresién de éste, sino

la generacidn de estados cadticos a partir de estados regulares del sistema.

En las ultimas décadas se han propuesto diversas técnicas de control de caos no
realimentado [CD98]. La efectividad en la supresién de caos de la aplicacidon de excitaciones
paramétricas a un sistema dindmico fue mostrada en [AL87]. En la referencia [CD93] se discute
una nueva manera de reducir o suprimir respuestas caédticas alterando Unicamente la forma
geométrica de la excitacion. En [KRB94] se muestra analitica y numéricamente que puede
conseguirse la supresion de caos por aplicaciéon de un forzamiento paramétrico a un sistema

dindmico cadtico.

Experimentalmente, el control de caos por medio de perturbaciones periddicas de pequefia
amplitud, ha sido observado en distintos sistemas, tales como sistemas magnetoelasticos
[DRS90], sistemas ferromagnéticos [AR91], sistemas electrénicos [KKLGO7, LZLH09, ZABL'06],
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sistemas neuroldgicos [SIDC'94], ldseres [MGCA94], reacciones quimicas [ASM03, PGMS93] , y
plasmas [NNSY07].

Desde otra perspectiva, la determinaciéon del umbral orden-caos se ha convertido en un
aspecto determinante en el estudio de los sistemas complejos. Un sistema complejo es un
conjunto de elementos con interacciones locales en el que el conocimiento de dichas
interacciones no implica la comprension del comportamiento global del sistema. Los sistemas
analizados bajo esta perspectiva cubren todo el espectro de las ciencias tanto naturales como
sociales. Sin embargo, y a pesar de su gran diversidad, se pueden identificar conductas
dindmicas genéricas, entre ellas, las leyes de crecimiento, la autoorganizacion y los procesos
colectivos emergentes. Desde distintos enfoques se ha constatado que estos sistemas operan en
el llamado edge of chaos, una zona intermedia entre el comportamiento ordenado y el caético
[LLGO2, NP97]. En este umbral es donde la capacidad de almacenar y procesar informacion es
maxima. Este estado de criticalidad autoorganizada esta caracterizado por que cualquier
pequefio cambio en la energia del sistema puede provocar una bifurcacién, un cambio del
sistema global a cualquier escala, que permita su cambio o adaptacion. Para que un sistema
complejo se encuentre en un estado mas o menos estable en el que se almacene informacién
dicho sistema debe operar en la frontera entre el caos y el orden, ya que se debe restringir su
posible evolucidn caética en la que existe una continua pérdida de informacidn, sin llegar a la
rigidez de un comportamiento periédico o regular que se opondria a cualquier cambio o
adaptacion del sistema. Asi, la evolucidon de esta clase de sistemas se caracteriza por la
intermitencia , aquella situacion en la que el orden y el desorden se alternan constantemente. La
evolucion del sistema no se desarrolla mediante de procesos continuos y graduales, sino que
suceden por medio de reorganizaciones y saltos. Cada nuevo estado es sélo una transicion, un

periodo de reposo entrdpico.

Los osciladores analizados en esta memoria no son sistemas complejos, son sistemas
dindmicos de dimensién baja. No obstante, la extension natural de esta linea de investigacidn es
el estudio del caos espacio-temporal en redes de osciladores, tales redes si constituyen un
sistema complejo y la determinacién del umbral orden-caos es un problema crucial en el
estudio de su evolucion. Este hecho, junto con el propio problema de control de la dinamica
cadtica de los osciladores estudiados, justifica plenamente la importancia del analisis y

determinacion de la funcion umbral orden-caos.

En este capitulo se determinaran las funciones umbral orden-caos de un oscilador de Duffing
y de un kicked rotator bajo cambios en la forma de onda la excitacién temporal, tales funciones
delimitan las regiones del espacio de pardmetros de posible comportamiento caético. Ademas,
se enunciaran los correspondientes teoremas de inhibicion del comportamiento cadtico, que
estableceran condiciones suficientes para que el oscilador no presente caos homoclino. Para
poder constatar la robustez de la dindmica de tales osciladores ante las posibles variaciones de

la forma de onda se formulara la conjetura de invariancia del impulso mecanico transmitido. Las



Capitulo 2. Umbral orden-caos 7

predicciones analiticas relativas a los analisis realizados serdn verificadas mediante simulaciones

numeéricas (series temporales, exponentes de Lyapunov, espectros de potencia, etc.).

2.2 Conceptos preliminares

2.2.1 Definicion de caos

Se desarrolla a continuacién la definicion de sistema dinamico cadtico de Robert Devaney
[Dev86].

En primer lugar se define sistema dinamico,

Definicidon 1 (Sistema dindmico): Dado un espacio topoldgico X y G=R o Z, un sistema

dindmico es una terna (X, G, ¢), con ¢: X x G = X continua tal que:

i) dx 0)=x, VxeEX
i) APxs), t) = Px, s+t), VX EX,VtsEG

Si denotamos @(x, t) como ¢(x) se puede considerar ¢ : X = X, y las propiedades anteriores

pueden reformularse como:

i)  ¢o(x) =Identidad
i) dod=0duVtsEG

Si G=R, el sistema dinamico se denomina continuo. La familia {¢(x) : tER } es su flujo, y la
aplicacion ¢, : R = X (para x € X) que envia t a x; = ¢(x, t), es un curva que representa la historia

de x cuando t varia de —oo a +00,

Si G=Z, el sistema dindmico se dice discreto. En cuyo caso se considera la funcién ¢ : X = X
como el sistema dinamico, en el que para estudiar su comportamiento basta con conocer los
conjuntos de 6rbitas Orby(x) = {x, @(x),.., ¢ "(x),..} para todo x € X, donde ¢ "(x) representa la
iterada n-ésima de ¢, estoes, ¢"(x) = ¢"( #"'(x) ), ¢* = ¢,y ¢°= Identidad, de manera que en
lugar de una familia continua de estados {¢(x) : tER }, se tiene una familia discreta {¢"(x): n =0}.
Un sistema dindmico continuo puede estudiarse en términos de un sistema discreto asociado: se
puede interpretar ¢ "(x) como una serie de fotografias del proceso tomadas a intervalos de
tiempo regulares, la aplicaciéon de Poincaré de un sistema continuo es un buen ejemplo de ello.
Si estos intervalos son razonablemente pequefios, el caso discreto da una buena aproximacion
del caso continuo, como ocurre por ejemplo cuando se integran numéricamente sistemas

dindmicos continuos.
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Puesto que este trabajo versa sobre sistemas continuos, nos centraremos en éstos de aqui en
adelante. Seguidamente, se presentan las definiciones de una serie de propiedades que seran

caracteristicas del caos.

Consideremos C” (r>1) campos vectoriales auténomos de R", denotados de la forma:
x = f(x) (2.1)
cuyo flujo generado, denotado por ¢@(x) = ¢(t, x), se supone que existe Vt € R.

Sea Q el espacio de fases del campo vectorial (2.1) y sea A € Q un subconjunto compacto
invariante sobre ¢(t, x), es decir @t, A) € A, Vt € R. Entonces se tienen las siguientes

definiciones:

Definicidn 2 (Dependencia sensible a las condiciones iniciales): El flujo ¢(x) se dice que tiene
dependencia sensible con relacion a las condiciones iniciales en A, si existe € > 0 tal que, para

cualquier x € Ay cualquier entorno U de x, existe y € Uy t >0 tal que || ¢i(x) —ly) Il > €.

Basicamente, esta definicidn afirma en términos generales que para cualquier x € A hay por

lo menos un punto arbitrariamente cerca de él, cuya drbita se separa suficientemente de x.

Definicién 3 (Topoldgicamente transitivo): Un conjunto cerrado invariante A se dice que es
topoldgicamente transitivo si para dos abiertos cualesquiera U, VC A se verifica que existe t € R
tal que ¢,(U) NV = Q.

Definicidn 4 (Sistema dindmico cadtico en A): A se dice cadtico o que el sistema dindmico es

caotico en A si:

i) o:x) tiene dependencia sensible con relacién a las condiciones iniciales en A
ii) :x) es topoldgicamente transitivo en A
Devaney propone otra condicion:

iii) Las drbitas periddicas de ¢.(x) son densas en A

Definicién 5 (Conjunto atractor): Un conjunto cerrado invariante AcR" se llama conjunto
atractor si existe algun entorno U de A tal que:vxeU, Vt>0, ¢(x)eUy ¢ (x)—> A cuando

t—co.
Definicidn 6 (Atractor): Un atractor es un conjunto atractor topolégicamente transitivo.

Definicién 7 (Atractor extrafio): Sea AcR" un atractor, entonces A es llamado atractor

extrafio si es cadtico, por tanto A es un atractor extrafio si:

i) Existe dependencia sensible con relacion a las condiciones iniciales en A

ii) A estopoldgicamente transitivo
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b X

\

A

(a) (b)

Figura 2-1 (a) Orbita homoclina que conecta el punto / consigo mismo. (b) Orbitas heteroclinas que conectan
los puntos I, e I,

2.2.2 Estructura homoclina

Se muestran a continuacién las definiciones de varios conceptos que van a ser usados en el
presente trabajo [GHO02, LL92, Wig03].

Definicién 1 (Orbita homoclina): Si las trayectorias de un punto p en el espacio de fases de un
flujo se aproxima a un conjunto invariante I (p.e. un punto fijo), de forma asintética cuando

t—+ooy t—>—o0, entonces se dice que es una orbita homoclina de I. (véase la Fig. 2-1 (a))

Definicion 2 (Orbita heteroclina): Si las trayectorias de un punto p en el espacio de fases de un
flujo se aproximan a dos conjuntos invariantes disjuntos I; e I, cuando t—+co y t——oo,
respectivamente, entonces tales orbitas se denominan heteroclinas conectando los puntos I; e
I,.(véase la Fig. 2-1(b))

Definicién 3 (Puntos transversales homoclinos y heteroclinos): Teniendo en cuenta las dos
definiciones anteriores, si ademds el punto p pertenece simultdneamente a las variedades
estable e inestable de 1 y estds se cortan tranversalmente en p entonces se dice que p es un punto
homoclino transversal (véase la Fig. 2-2 (a)). Andlogamente, p es un punto heteroclino
transversal si pertenece a la variedad estable de I; y a la inestable de I, y éstas se cortan

transversalmente en p (véase la Fig. 2-2 (b)).

Definicion 4 (Orbita periddica hiperbdlica): Orbita del flujo que no es un punto hiperbdlico del

flujo.

Definicion 5.1 (Punto w-limite): Un punto p es un punto w-limite de x si hay puntos

¢[1 (x), ¢t2 (x),...en la érbita de x tal que ¢ri > pyti—+oo.

Definiciéon 5.2 (Punto a-limite): Un punto p es un punto w-limite de x si hay puntos

¢f1 (x), ¢tz (x),...en la érbita de x tal que ¢t,v —Spyti—>—co
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~v <

(a) (b)

Figura 2-2. (a) Punto homoclino transversal. (b) Punto heteroclino transversal.

Definicién 5.3 (Conjunto a-limite (a-limite)): Es el conjunto w(x) (a(x)) de puntos w-limite(a-

limite) de x.

Definicion 6 (Ciclo limite): Un ciclo limite I"de un flujo es un ciclo que es conjunto w-limite o

conjunto o-limite de alguna trayectoria del flujo que pasa por un punto que no pertenece a I .

Definicidn 7 (Separatriz): La separatriz de un flujo es una trayectoria del flujo la cual es: (i)
punto critico o punto de equilibrio del flujo, (ii) un ciclo limite del flujo. Algunas veces la érbita

homoclina es también llamada separatriz ya que es la frontera entre dos tipos de movimiento

2.2.3 Aplicacion de Poincaré

A continuacion se trata el importante concepto de aplicacion de Poincaré. La idea de reducir
el estudio de los sistemas dinamicos continuos (flujos) al estudio de los sistemas discretos
asociados se debe a Poincaré [Poi99] que los uso para el estudio del problema de tres cuerpos
en la mecanica celeste. Actualmente, por aplicacién de Poincaré se entiende cualquier sistema
discreto asociado a una ecuacién diferencial ordinaria. Esta técnica ofrece indudables ventajas

en el estudio de los sistemas dindmicos continuos, entre las mas importantes:

a) Reduccidon dimensional. La construccién de la aplicacion de Poincaré implica la
eliminacion de, al menos, una de las variables del sistema continuo. En sistemas no
auténomos usualmente se elimina la variable tiempo.

b) Dindmica global. En problemas de dimensidn baja, como los estudiados en este trabajo,
las aplicaciones de Poincaré, obtenidas por procedimientos numéricos, proporcionan

una informacidn esclarecedora de la dindmica global del sistema. En las referencias
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c)

[GHO2, LL92, TS02] se pueden ver numerosas aplicaciones de Poincaré obtenidas de este
modo.

Claridad conceptual. Conceptos complejos, en el caso de flujos, suelen poder estudiarse
de forma mas sencilla para las aplicaciones de Poincaré asociadas. Por ejemplo, el
concepto de estabilidad orbital de un movimiento peridédico asociado a un flujo. En
términos de la aplicacidon de Poincaré asociada este problema se reduce al estudio de la
estabilidad de un punto fijo de la aplicacién, que se caracteriza en términos de los

autovalores de aplicacion linealizada entorno a dicho punto fijo [Ver96].

No existe un procedimiento general para la obtencion de la aplicaciéon de Poincaré asociada

a un flujo genérico, ya que la construccién de la aplicacion de Poincaré exige conocer la

estructura de geométrica del espacio de fases del flujo. No obstante, existen tres casos donde es

posible la construccidn de tipos especificos de la aplicacion de Poincaré:

a)

b)

c)

Cuando el espacio fasico de un flujo es periddico, como en el caso de los osciladores
periédicamente modulados.

En el estudio de la estructura de las érbitas préximas a un ciclo limite de una ecuacién
diferencial ordinaria.

En el estudio de la estructura de drbitas proximas a una érbita homoclina o heteroclina.

Se considera la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

x=f(x), xeR" (2.2)

donde f: U-R" es de clase C" en algun abierto Uc R". Supongamos que (2.2) tiene una solucién

periddica de periodo T que denotamos ¢(t,x;) donde x,€ R" es cualquier punto perteneciente a

la solucion periddica, @(t+T,x,) = #(t,xo). Sea X una superficie (n-1) dimensional transversal al

campo vectorial f en x, (transversal en el sentido de que f(x):n(xg)¥0 siendo n(x,) el unitario

normal a X en xg). X se conoce como seccién transversal al campo vectorial (2.2). Se puede

demostrar [Wig03] que ¢(t,x,) € C"si f(x) € C', por tanto se puede encontrar un abierto Vc X,

tal que las trayectorias que partan de V vuelvan a 2 después de un tiempo préximo a T. La

aplicacion que asocia puntos de V con sus puntos después de la primera vuelta a 2 se llama

aplicaciéon de Poincaré P. Esto es:

P:Vo X
x = ¢(z(x), x)

(2.3)

donde 7{x) es el tiempo que emplea el punto x en su primer regreso a % (tiempo de vuelo).

Obsérvese que por construccion 7(xo)=T y que P(xg)=x, . Por lo tanto, un punto fijo de P se

corresponde con una érbita periddica de (2.2) . Y un punto k-periddico (esto es, un punto x € V

tal que P*(x)=x con P(x) € V, i=1,2,...,k) se corresponde con una drbita periddica de (2.2) que

atraviesa 2 k veces antes de cerrarse.
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Se considera a continuacién el caso de flujos no auténomos sometidos a una modulaciéon

periddica:
x=f(x,t), xeR" (2.4)

donde f: U»R" es de clase C" en algin abierto Uc R"XR y T-periddica en t: f(x, t)=f(x, t+T),
T=27/@w>0 . La ecuacion (2.4) se puede escribir en forma de ecuaciéon auténoma (n+1)

dimensional definiendo la funcién auxiliar:

0:R—>S
(2.5)
t > 0(t)=wt (mod 27)
de manera que (2.4) puede escribirse:
x=f(x,0)
) / } (x,#)eR"xS (2.6)
O=w

Denotamos con ¢(t)=(X(t), At)=wt+O(mod 27)) el flujo generado por (2.5). Definimos la

., bo .
seccion transversal 2 al campo vectorial (2.6):

X% ={(x,0)eR"xS [ 0=0, (0,271} (2.7)

o b . b
El unitario normala 2 en R"XS es el vector (0, 1), y esta claro que 2" es transversal al

7
campo (2.6) para todo x€ R” puesto que f((x,d), ®)-(0, 1)=w=0. En este caso 2 se llama

seccion transversal global.

Se define la aplicacidn de Poincaré por:

[X(eo;é’o ’@)Jﬁ(x(w,goﬂﬁzgo)j P (2.8)

De esta manera los puntos fijos de Péo se corresponden con Orbitas 27/ @ -periddicas del

sistema (2.4) y que los puntos k-periddicos de Péo se corresponden con 6rbitas periddicas de

. ., b
(2.4) que atraviesan la seccién 2" kveces antes de cerrarse.



Capitulo 2. Umbral orden-caos 13

2.2.4 El método de Melnikov

En este apartado se detalla el método de Melnikov [Mel63] que permite analizar el
movimiento en las proximidades de la separatriz de un sistema integrable débilmente
perturbado. Este método proporciona un criterio necesario, no suficiente, para el inicio de la
dindmica cadtica. En general, el método no permite asegurar la aparicion de atractores extrafios
(caos estacionario) los cuales representan movimientos cadticos persistentes en un dominio
global del espacio de fases. Sin embargo, al obtenerse una condicidn necesaria para el inicio de
la dindmica cadtica, proporciona una condicidn suficiente para la supresion de la dindmica
cadtica, motivo por el cual serd utilizado en apartados posteriores para estudiar la inhibicién del

comportamiento cadtico en distintos sistemas.

En el caso de una perturbacidon hamiltoniana siempre aparecera comportamiento cadtico
confinado en una delgada capa en torno a la separatriz. En cambio, en el caso de una
perturbacién disipativa, el comportamiento cerca de la separatriz no es necesariamente cadtico.
Solo en el caso de que las variedades estable e inestable de una érbita periddica inestable se
corten transversalmente se genera una zona del espacio de fases entorno a la interseccion
homoclina (heteroclina) donde la dindmica es muy compleja, (véase la Figura 2-3) dando lugar a
Orbitas de periodo arbitrariamente grande, lo que conduce a movimientos cadticas transitorios
gue pueden devenir en estacionarios si la trayectoria no cae en la cuenca de algun atractor no
cadtico. Las intersecciones homoclinas (heteroclinas) también explican las transiciones

repentinas o crisis que pueden experimentar los atractores extranos [LL92].

(a) -(b)

(c) (d)

Figura 2-3 Orbitas estables e inestables de un punto fijo hiperbdlico en el espacio de fases. (a) Sistema integrable no
perturbado con estructura homoclina. (b) Sistema perturbado: la drbita inestable va por fuera de la 6rbita estable
(D<0). (c) Sistema perturbado: la drbita inestable va por dentro de la érbita estable (D>0). (d) Sistema perturbado: las
Orbitas estable e inestable intersectan iniciando el movimiento cadtico (D=0) [cf. Ec.(2.13)].
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El método de Melnikov es la principal técnica analitica que ofrece un criterio para el
comienzo de una interseccién homoclina cerca de la separatriz de un sistema integrable
sometido a una perturbacion disipativa, por lo que proporciona un criterio necesario para el
inicio de la dindmica cadtica. Este método ha sido aplicado a multitud de sistemas dindmicos
[CBL97, CC95, CMGH'07, FHO5, JHDO7, LBFS08, LSBO7, PMC07, SKTWO05, WDJ06, WXFX07,

YXS06] entre otros para determinar la transicidn entre la dinamica regular y la dindmica cadtica.

Una exposicion mas detallada y general del método puede consultarse, por ejemplo, en las
referencias [GHO2, LL92, Wig03]. Aqui se considerard la versién mas elemental del método

[GH81] aplicable a sistemas con dos grados de libertad:
ax - o=
P LX)+ efi(X,t) (2.9)

donde )?=(x1,x2),f0 R’ —>]R2,f1 R’ >R’ yfl()?,t) es periddica en t con periodo fundamental T.
Se supone que el sistema sin perturbar (&=0) es integrable, la perturbacion ]E(?,t) es disipativa y
el parametro ¢ pequeno (0<&e«1) de manera que 81?1()?,1“) constituya una perturbacién débil del

sistema integrable. El sistema no perturbado posee un punto fijo hiperbdlico )?Oy una separatriz

X, (t) tal que

lim %,(t)=X,.

t—too

En tal caso, las variedades estable e inestable, X° yX“, asociadas al punto fijo hiperbdlico son

la misma érbita, de forma que suele existir un punto fijo eliptico dentro de la separatriz formada

por ambas variedades.

El espacio de fases del sistema perturbado se extiende a tres dimensiones (x, X2, t) y
conviene estudiar el movimiento considerando las sucesivas secciones de Poincaré
t=constante(modT). En tal situacién, las variedades estable e inestable’ asociadas al punto fijo
hiperbdlico en cada seccion de Poincaré pueden dejar de coincidir, cortdndose y dando lugar, de
acuerdo con el teorema de Birkhoff-Smale, a un ndmero infinito de puntos homoclinos vy, por
tanto, abriendo la posibilidad de comportamiento cadtico, debido a la aparicién de las

herraduras de Smale (conjunto hiperbdélico invariante) en la aplicacion de Poincaré.

Para determinar la condicién de interseccién entre variedades estable e inestable se

calculara, usando la teoria de perturbaciones, la distancia D entre las mismas en un instante to.

! Definimos las variedades estable e inestable de un punto fijo xo, W*(Xo) y W'(X,) como sigue:
W3(xo) = [x € U/ d{xo)—xo con t—+00 y dh(x,) € U, Vt=0}
W'(xo) = [x € U / d(xo)—xo con t——0 y ¢(x,) € U, Vt=0}

donde UER es un entorno del punto fijo x.
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La existencia de ceros simples de dicha funcién supondra la posibilidad de comportamiento

cadtico transitorio o estacionario.

Para calcular D se parte de las 6rbitas perturbadas estable e inestable en primer orden de € :

X7(t,t,) =X, (E—t,)+exX, ™ (t,t,) (2.10)

donde t, es un instante inicial arbitrario. Sustituyendo (2.10) en (2.9) se obtiene, en primer

orden:
d" s,u s s —
)((111' =M(X,)X," + fi(Xo(t —1,),1) (2.11)
donde
afOl afOl
.o Ox Ox
M(XO): 01 02
afOZ afOZ
OXy,  OXg,

es la matriz jacobiana de f, evaluada en X,(t —t,) . A continuacion se resuelve (2.11) para X con

t>toy X'para t<to, verificdndose la condicion:

X (t—>o0)=X"(t >—0)=X,

donde )?p es la posicién perturbada del punto fijo hiperbdlico. La diferencia entre ambas
soluciones es:
Ei(t,to)=>?”(t,t0)—>?5(t,t0):)?j(t,to)—)?j(t,to). (2.12)
La distancia de Melnikov D(t,to) se define:
Dit,t,)=N-d, (2.13)

es decir, es la proyecciéon de d sobre una normal N ° a la 6rbita no perturbada X,, que puede

obtenerse de (2.9) para £=0:

Nit,t,)= (_ff‘”g"))}. (2.14)

2 'Y . . . . . . e
El hecho de que Nno esté normalizado a la unidad no afecta para la determinacion de la condicion
de la intersecciéon homoclina.
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Introduciendo el operador wedge A (X Ay =Xy, —X,y,) y sustituyendo (2.14) en (2.13) se

obtiene:

Dit,t,)=f, Ad. (2.15)
Partiendo de (2.12) se puede obtener una expresidn explicita para la distancia de Melnikov:
D=D"-D? (2.16)
con
D*(t,t)=f, AX". (2.17)
La derivada temporal de D’ viene dada por:

vl

dD’ _df, dx; dx

. - dx -
AXTH o A—2=M (X,)—2 A X+ f, A—2. (2.18)
dt  dt o dt o{Xo) dt ! o dt
. dx, < . .
Teniendo en cuenta que d—: f, v sustituyendo (2.11) en (2.18) se obtiene:
t
dD’ VIt ra s ra vI&v: =s i i
p” =M(X,) - fo A X+ fo AM(X,)- X, + fy A f, (2.19)
gue puede rescribirse como:
dD’ (< r s ra ra v 1kvi s, f r
" =TrM(X,)- fy AX; + fu A f, =TrM(X,)-D° + f, A £, (2.20)

donde TrM es la traza de la matriz jacobiana de f, .

Puesto que D’ procede de la variedad estable, se integra (2.20) desde to hasta +c0. Ademas
TrM =0 en la separatriz en el caso de sistemas hamiltonianos no perturbados. De forma que

integrando (2.20) se obtiene:
Ds(oo,to)—Ds(to,to)=J':f0 Afdt (2.21)
pero
D'(wo,t,)=f, (X (co—t ) AX =0 (2.22)

ya que )?0 es punto fijo del sistema no perturbado J?(J()?O)zO. Por tanto (2.21) queda:

Ds(to,to)z—fofo Afdt. (2.23)
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Procediendo de forma andaloga para el cilculo D” se obtiene:

th =TrM(X,)-D" + f, A f,. (2.24)

Como D" procede de la variedad inestable se integra (2.24) desde -0 hasta t, para obtener:
u b 2 2
D*(ty,t,)=—] " f, Aflt. (2.25)

Sustituyendo los dos ultimos resultados (2.23) y (2.24) en (2.16) se obtiene la distancia de
Melnikov D :

Dity,t))=[" f, fat. (2.26)

Para su calculo préctico suele hacerse el cambio de variables t—t+t, de forma que la distancia

de Melnikov se calcula a partir de:

Dity)= [ F (%ot AF; (X, ()t +t, ). (2.27)

Si D(to) cambia de signo en algun instante t, se producird una interseccion entre las
variedades estable e inestable del sistema perturbado en el entorno de la separatriz, dando
lugar a comportamiento cadtico en las proximidades de la separatriz que podra ser transitorio o

estacionario en funcién de las condiciones iniciales y del valor de los distintos pardametros.

2.3 Mecanismo fisico. Conjetura de invariancia del impulso
mecanico

Sea un oscilador no lineal, genérico, disipativo y no auténomo cuya dindmica esta descrita

por la siguiente ecuacion diferencial:

X+ dz(") =—g(x, X)+r(x,X)p(t;T) (2.28)
X

donde U(x) es la funcién potencial del oscilador, y p(t;T) es un pulso periddico de periodo T, que

puede representar una excitacién paramétrica o un forzamiento.

En este apartado se pretende encontrar una condicién de tipo fisico para que la dindmica
global de un oscilador genérico como (2.28) sea independiente de la forma especifica del pulso
de la excitacién temporal p(t;T), manteniendo constante el resto de parametros, incluyendo el

periodo, y para unas mismas condiciones iniciales.
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La ecuacidn anterior (2.28) en forma de flujo se expresa:

u=x,
_dU(x) (2.29)

u= —g(x,x)+r(x,x)p(t;T).
dx

Se supone que todas las soluciones de (2.28) son acotadas, para ello basta comprobar que la

divergencia del flujo (2.29) sea negativa.

Sea E(t)=E, +U(x)=(1/2)x* +U(x) la funcién energia del sistema (2.28) siendo £, la energia

cinética y U(x) la potencial, su derivada temporal puede escribirse como:

d—E=)'(()'('+d—U)=)'([—g(x,)'()+r(x,)'()p(t;T)], (2.30)
dt dx

ecuaciéon que integrada en un periodo® sobre cualquier intervalo [nT,(n+1)T], n=0, 1, 2... resulta:

(n+1)T (n+1)T
E((n+1)T)—E(nT)=- j xg(x, X)dt + j xr(x,X)p(t;T)dt. (2.31)

Si xg(x,x), xr(x,x) y p(t;T) son funciones acotadas e integrables en el intervalo temporal

[nT,(n+1)T], y p(t;T) no cambia de signo en tal intervalo, cuestion que debe ser verificada para
cada sistema concreto, podemos aplicar el primer teorema del valor medio* [GRIOO] a las

integrales de la ecuacién anterior:
(n+1)T

E((n+1)T)-E(nT)) = -x(5)g(x(£), x(ENT + x(2)r(x(z), x(7)) J p(t;T)dt (2.32)

nT

donde &,7e[nT,(n+1)T]. Los valores de £y 7 dependen de n y de p(t;T). No obstante, si nos

centramos en soluciones asintéticas de (2.28) cuando el oscilador haya alcanzado el estado

estacionario (n — « ), podemos obviar la dependencia de n.

De esta forma, la variacién energética del oscilador en un periodo depende del impulso
(n+1)T
mecanico transmitido por el pulso j . p(t;T)dt y del valor de x y x en los instantes £y 7 que a
n

su vez dependen de la forma especifica del pulso p(t;7). No obstante, para periodos
suficientemente pequenos, T —0, la variacién energética dependera principalmente del impulso

mecanico transmitido.

De manera que se puede formular la siguiente conjetura:

* En funcién de la paridad y simetria del pulso puede ser necesario integrar en un cuarto de periodo o
en medio periodo, en lugar de en un periodo completo.
* Primer Teorema del Valor Medio: Sean f(x) y g(x) dos funciones acotadas e integrables en el intervalo

[a,b] y g(x) sin cambio de signo en [a,b]. Entonces: J.:f(x)g(x)dx =f(§)J.:g(X)dX con & ela, bl
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Conjetura de invariancia del impulso mecdnico.- Una condicion plausible desde el punto de
vista fisico para que la dindmica global de X+dU(x)/dx=-g(x,x)+r(x,x)p(t;T) sea
independiente de la forma especifica del pulso de la excitacion temporal p(t;T), manteniendo
constante el resto de pardmetros y las mismas condiciones iniciales, es que el impulso mecdnico

transmitido por los distintos pulsos aplicados sea el mismo.

Notar que se trata de una conjetura que previsiblemente debe verificarse para periodos de la
excitacion temporal suficientemente pequefios y para soluciones estacionarias del oscilador.
Ademds debe comprobarse para cada oscilador particular que se cumplen los requisitos
impuestos por el primer teorema del valor medio utilizado en el calculo de la variacién temporal

de la energia.

La conjetura de invariancia del impulso mecdanico transmitido fue formulada por primera vez
en [CMGH99] y se aplicd a un oscilador de Duffing con dos pozos de potencial paramétricamente
amortiguado. Mas tarde se aplicé al caso del kicked rotator [CMGHO1, CMGHO3]. En todos los
casos se comprobd numéricamente su validez y se observé que las condiciones de aplicabilidad
de la conjetura no eran especialmente restrictivas. La aplicacidon de la conjetura a los sistemas
citados es uno de los objetivos del presente trabajo y su aplicacion a dichos sistemas se

desarrolla en los apartados 2.4.5y 2.5.4.

2.4 El oscilador de Duffing simétrico, con dos pozos de potencial y
paramétricamente amortiguado mediante pulsos periodicos
simétricos

El sistema objeto de estudio es el oscilador de Duffing simétrico, con dos pozos de potencial y

paramétricamente amortiguado mediante pulsos periddicos simétricos:
X+nl1+Fp(t;T)x—x+ Bx* =0, (2.33)

siendo 7 y F el coeficiente normalizado de amortiguamiento y la amplitud de excitacion,
respectivamente, S el coeficiente del potencial (£ >0) y p(t;T) un pulso simétrico genérico de
periodo Ty amplitud unidad. Ademds el amortiguamiento es un término perturbativo (n,nF <<1)

del sistema hamiltoniano integrable subyacente (77=0).

Con el objeto de estudiar el umbral cadtico de (2.33) bajo cambios Unicamente de la forma
de onda de la excitacion paramétrica se han considerado dos tipos de pulsos para dicha

excitacion.
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cn(4K(m)t/T,m) s(t;a,7)
— m=0 ! a(m=0)
— m=0.999 a(m=0.999)
- m=1-10" a(m=1-10")

0
1k 1k .
0 ¢ T 0 t T
(a) (b)

Figura 2-4 (a) Pulso cnoidal cn(4K(m)t/T; m) para distintos valores del parametro eliptico m. (b) Pulso rectangular
s(t;a,T) para distintos valores de a con a=a(m,T) de manera que transmitan el mismo impulso mecénico que los pulsos
cnoidales representados [cf. Ec. (2.102)]

a)

b)

p(t;T)=cn(wt;m), pulsos cnoidales siendo cn la funcion eliptica de Jacobi cosam con
parametro eliptico m y la frecuencia w=w(m)=4K(m)/T, donde K(m) es la integral
eliptica completa de primera especie. El valor de la frecuencia se introduce para obtener
un pulso periddico de periodo T para cualquier valor de m, habida cuenta que el periodo
real de la funcidon cosam es 4K(m). De esta manera m controla Unicamente la forma de
onda de la excitacion. El espacio de pardmetros de (2.33) es en este caso
tetradimensional pues se afiade el parametro m, para controlar la forma de onda del
pulso, al espacio tridimensional de pardmetros original (n, F, T). En el caso m=0 se
recupera el caso armodnico estudiado en [XH95] ya que cn(wt;m=0)=cos(wt). La
anchura efectiva del pulso decrece conforme aumenta m y en limite m=1 el pulso se
anula excepto en un conjunto de instantes de medida de Lebesgue nula de forma que se

recupera el caso auténomo de (2.33).

p(t;T)=s(t;a,T) pulsos rectangulares simétricos de periodo T, anchura variable a y

amplitud unidad:

+1, site[0,a/2]U[T-a/2,T]
s(t;a,T)=<-1, site[T/2—a/2,T/2+a/2], encadaperiodoT. (2.34)

0, en otro caso

En la Figura 2-4 se representan ambos pulsos para distintos valores de my a. Los valores de a

y m usados verifican la condicién de invariancia del impulso mecdnico transmitido

[¢f. Ec. (2.102)]. Los parametros a y m juegan un papel similar en ambos pulsos, controlan la

forma de onda del pulso y por tanto la variacién temporal de la energia del oscilador.
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2.4.1 El oscilador de Duffing
A continuacidn se describe el sistema hamiltoniano integrable subyacente a (2.33) (n=0), el
oscilador de Duffing conservativo con dos pozos de potencial. Dicho sistema tiene la forma:
X—x+ % =0 (2.35)

qgue en forma de flujo puede escribirse como:

X=u
} (2.36)

u=x-px>
Es un sistema hamiltoniano con energia:

1 1
H, :EC+U(X):—u2——x2+£x4. (2.37)
2 2 4

Se calculan a continuacidn los puntos fijos del sistema y se discute su naturaleza.
Puntos fijos:
Sea u=0:>x—ﬁx3 =0=x=0 éXZiﬂH/Z de forma que los puntos fijos de (2.36) seran:
(x,u)={(0,0),(+7,0),(- 7,0} (2.38)

La naturaleza de dichos puntos fijos es:

U(x)
HO: E= EC+U(x)
E>0
(/p" 0 m”
E=0 ‘ ‘
X
E<O

Figura 2-5 Potencial del oscilador de Duffing U(x)=-(1/2)x2+(ﬂ/4)x4 y niveles energéticos de la separatriz (E=0), las
oOrbitas exteriores (E>0) e interiores (E<0) a la separatriz.
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Para (x,u)=(0,0) el flujo linealizado en torno a dicho punto, " },cuya ecuacion caracteristica
u

es 1> —1=0y cuyos autovalores son A=+1, reales y de signo opuesto; por tanto (0,0) es un

punto fijo hiperbdlico de silla de (2.35).

Para (x,u):(iﬁfm,O), el flujo linealizado en torno a dicho punto se obtiene con el cambio de

variable (X,u)=(x—(xf"*),u) de forma que el flujo queda:

ax  _
a
di , (2.39)
—=XF)-pxFS)
dt
y linealizando se obtiene:
dx _
a
- (2.40)
—=-2X
dt

Cuya ecuacién caracteristica es A*+2=0, con autovalores A =++/2i, imaginarios puros

1/2

complejos conjugados, luego (x,u)=(xf '*,0) son dos puntos fijos elipticos o centros.

De la expresion del potencial U(x)=—(1/2)x* +(3/4)x", se deduce facilmente que presenta

1/2

un maximo relativo en x=0 y dos minimos relativos (pozos de potencial) en x=%£ "°. Que se

corresponden con el punto hiperbdlico de silla y los dos centros respectivamente. En la Fig. 2-5

se muestra la gréfica del potencial.

Orbitas homoclinas:

Para el origen de potencial elegido, las drbitas homoclinas se encuentran para Hy=0, valor

gue sustituido en (2.37) conduce a:

1/2
Xo =1X, (1—§XSJ , (2.41)

ecuacién que, una vez integrada, determina para cada signo las dos orbitas homoclinas

oyre:
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o) :[xo+ (t)=% \g sech(t),u,, (t)=F J% sech(t)tanh(t)j. (2.42)

Asi pues el espacio de fases de (2.35) queda caracterizado por una separatriz, formada por las

dos érbitas homoclinas 1:3 , 1:2 y el punto fijo hiperbdlico de silla (0,0), y la existencia de dos

puntos fijos elipticos en (iﬁl/z,O) , tal como se muestra en la Fig. 2-6.

Orbitas en el espacio de fases:

Las Orbitas interiores (Hy<0) a la separatriz de (2.35) son [Wig03]:

xm(t):i‘lzz/’g dn(t/~2—-m;m),
-m

x"(t)=Fm /ZZ/ﬁ sn(t/~2—m;m)en(t /~N2—m;m),
-m

(2.43)

donde el signo superior (inferior) se refiere a las érbitas del lazo homoclino de la derecha
(izquierda) y me[0,1]. El periodo de las orbitas es T (m)=2v2-mK(m),con los limites

7;m(m=0)=\/57ry7,7m(m=1)—>00. Las drbitas interiores (2.43) en el limite m=1 se reducen a las

homoclinas (2.42) que constituyen la separatriz.

Analogamente existe un conjunto de drbitas exteriores (Hy>0) a la separatriz :

x"(t)=+ Lﬂlcn(t/\/Zm—l;m)
\/m—

)'(’"(t)z——“zzm/lﬁsn(t/\/Zm—l;m)dn(t/\/Zm—l;m)

(2.44)

donde me[1/2,1]. El periodo de las Orbitas es T (m)=4K(mN2m-1,con los limites
T.,.m=1/2)=0yT,,(m=1)— . Las orbitas exteriores (2.44) en el limite m=1 se reducen a

las homoclinas (2.42) que constituyen la separatriz.

En la Fig. 2-6 se muestra la estructura del espacio de fases del oscilador, en la que ademas de
mostrarse el cardcter homoclino de la separatriz y los puntos fijos, se muestran también las

Orbitas externas e internas a la separatriz.
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1/2

\_/ L

Figura 2-6 Orbitas en el espacio de fases del oscilador de Duffing )?—X+ﬁx3 =0: separatriz (E=0), 6rbitas
internas (E<0) y externas (E>0) [cf. Ecs. (2.42), (2.43) y (2.44), respectivamente]

2.4.2 Pulsos armoénicos p(t;T)=cos(27t/T)

Como primera aproximacién al estudio del sistema (2.33) se estudia el caso particular, m=0,
en cuyo caso el pulso cnoidal p(t;T)=cn(4K(m=0)t/T;0)=cos(2.7t/T), recuperédndose de esta forma
la excitacion paramétrica armoénica estudiada en la bibliografia [XH95]. Ademas, permitira
validar el estudio del pulso cnoidal, confrontando los resultados del caso armdnico m=0, con los

del caso general en el limite m—0.

Asi pues, el sistema objeto de nuestro estudio es un oscilador de Duffing no auténomo
simétrico con dos pozos de potencial, paramétricamente amortiguado mediante pulsos

cosenoidales:
X+n[1+Fcos(2xt / T))x—x+ fx’ =0. (2.45)

Asumiremos que la disipacion y la excitacion paramétrica son perturbaciones débiles del

sistema integrable subyacente (7=0) a (2.45), por tanto se considera 7 <1y nF <«<1. Ademas,

al tratarse de un oscilador de Duffing con dos pozos de potencial consideraremos /> 0.
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2.4.2.1 Anadlisis de Melnikov

Se estudia a continuacién la bifurcacion homoclina del sistema (2.45) que da origen al
comportamiento cadtico. Para ello usaremos el andlisis de Melnikov descrito en el apartado
2.2.4 . La funcion de Melnikov M(to) [cf. Ec. (2.27)] mide la distancia entre las variedades estable
e inestable del sistema perturbado en la seccién de Poincaré en el instante to. Si M(to) tiene un
cero simple entonces se produce una bifurcacion homoclina, y por tanto la posibilidad de
comportamiento cadtico, transitorio o estacionario en funcién de los valores de los pardmetros y
de las condiciones iniciales. Dicha técnica no permite asegurar la aparicion de atractores
extrafios cadticos (caos estacionario) los cuales representan movimientos cadticos persistentes
en el dominio global del espacio de fases. Sin embargo, si permite obtener condiciones
necesarias para el inicio de la dindmica cadtica y, por la misma razén, proporciona condiciones
suficientes para la supresion de caos. Este es el fundamento ultimo de su utilidad para predecir

la supresion del comportamiento cadtico.

El sistema no perturbado (7=0 ) es hamiltoniano con energia Ho=E+U(X)=u’/2+(-x*/2+ 3 x"/4).
La separatriz esta formada por dos drbitas homoclinas l:i ; cuya ecuacion de acuerdo con

(2.42) es 1:2 (t) =(x,, (t)=%+/2/ B sech(t),u,, (t) =F+/2 / B sech(t) tanh(t)) y el punto fijo hiperbdlico de
silla (0,0).

Se considera ahora el sistema perturbado (2.45). De acuerdo con (2.27), la funcién de

Melnikov para la 6rbita fi(t) es:
M (t))= [ F. (U A LD (et + )t (2.46)

La funcién para la drbita I°(t) es completamente andloga, y dada la simetria del potencial, el

sps . it .
analisis de las dos funciones M (t;) conduce a los mismos resultados de manera que en adelante

se omitira el indice relativo a la érbita homoclina.

El sistema (2.45) se escribe en forma de flujo:
.. -z - 3 27Z-t
(x,u)=f, + f,=u,x—px )+(0,—77[1+Fcos(T)]u), (2.47)

donde se ha separado el flujo hamiltoniano Ji, de la perturbacion ]?1 , de forma que:

f01:u' f11:0'

3 (2.48)
f,=x—px>, f,=-nll+Fcos@xt/T)u,

de manera que el integrando de (2.46) queda:
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(t+t )

fo(fi(t))Ai(fi(t),Hto)=—%’7(1+Fc AL (2.49)

que sustituido en (2.46) con(2.42) da lugar a:

—0 —0

M(t,) = _2n T sech’(t)tanh’(t)dt +F ]2 sech’(t)tanh’ (t)cos[z—”(t +t,)]dt
B T (2.50)

2
—?'7(/1 +FL,),
donde

I, = I sech’(t)tanh’(t)dt,
- (2.51)
T 2 2 27

I, = [ sech’(t)tanh (t)cos[ (¢ +t,)lat.

—00

Utilizando las propiedades de las funciones trigonométricas circulares e hiperbdlicas,
haciendo uso de la paridad de las funciones circulares y evaluando las integrales impropias a

partir de las tablas de integrales [GRJOO] se obtiene:

I, = I sech’(t)tanh*(t)dt = ZJ sech’(t)tanh®(t)dt = %’ (2.52)

—o0 —o0

I, = j sechz(t)tanhz(t)cos[zT”(t+t0)]dt=

—00

=cos(2Tﬂto) jw sechz(t)tanhz(t)cos[zTﬂt)]dt—

sin(ZTﬂto)T sech’ (t)tanhz(t)sin[zT”t)]dt =

—o0

= 2cos(2Tﬂt0 )Tsech2 (t)(1—sech’ (t))cos[zTﬂt])dt = (2.53)

27 [ ) 2z K 4 27
= 2COS(TtO)[JseCh (t)cos[Tt)]dt - 'fsech (t)cos[Tt)]dt] =

0 0

2 2 4 4 2
—2cos(—”t ) ”—csech(—) 7 4 il
T T 2 373

—ncos(Tt )csec h(—)(zn ar’ J

3T 37°

gue sustituidas en (2.50) permiten determinar la funcion de Melnikov:

2n| 4 2 27t 1 27°
M(t0)=——n[§+§7rZFcos( ?O)csech(ﬂT)(?— :3 )}. (2.54)
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2.4.2.2 Teorema de inhibicién del comportamiento cadtico

La bifurcacion homoclina y por tanto el inicio del comportamiento cadtico del sistema (2.45)
se producira cuando la funcién de Melnikov (2.54), que mide la distancia entre las variedades
estable e inestable del sistema perturbado, tenga ceros simples. Por tanto, una forma de

asegurar que M(t;) no tenga ceros simples para todo to, estd dada por la condicién:

2 2
22 rrFesechZ) 222, (2.55)
3 1|3 T T T
o bien
2 2 2
l>7[— (l— 2”3 )csech(ﬂ—) . (2.56)
F 2T T T

Por tanto, puede establecerse el siguiente teorema de inhibicion del comportamiento

cadtico:

Teorema 1. Una condicidn suficiente para que el sistema
X+n[1+Fcos(2rt / T)x—x+ fx* =0,

con3>0, n<«ly nF<1, no presente caos homoclino es que se verifique:

%> u,(m), (2.57)

donde Uy(T) es la funcion umbral orden-caos:

1 227 7’

72'2
(? = )csech(?)

UO(T) = T

. (2.58)

2.4.2.3 Anadlisis de la funcién umbral

Se estudia a continuacidn la funcién umbral Uy(T), para determinar en qué regiones del

espacio de pardmetros la dindmica del sistema (2.45) es regular.

En la Figura 2-7 se muestra una grafica de la funcién Uy(T). Aplicando la condicidn de
inhibicién (2.57) puede establecerse que si el inverso de F para un determinado valor de T se
encuentra en la regién sombreada de la Fig. 2-7 el comportamiento del sistema (2.45) es
regular. De esta forma la funcién umbral delimita las zonas de comportamiento regular y las de

posible comportamiento cadtico (al menos transitorio).
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0,6

05k

0

U (T)=U(m=0,T)

RESONANCIA PARAMETRICA

Figura 2-7 Funcién umbral cadtico Uy(T) [cf. Ec.(2.58)] para el caso armoénico (m=0). Si el valor de 1/F para un
determinado T se encuentra en la zona sombreada el comportamiento es necesariamente regular [cf. Ec. (2.57)].

En orden creciente de T se observan las siguientes caracteristicas:

a)

b)

c)

d)

Uo(T=0)=0, de forma que en este caso limite no es posible el comportamiento cadtico, en
efecto el promedio de Fcos(27t /T)en cualquier intervalo finito temporal tiende a cero
conforme T—0.

La funcién umbral presenta un maximo en T=T,,,, =2.51...donde Uy(T=Tmax) =0.164...

La funcién umbral presenta un minimo en T=Tyin =~/27 con un valor Uy(T=Tmi) =0, para
dicho valor de T no cabe esperar comportamiento cadtico para ningun valor de F
consecuencia de una resonancia paramétrica 1:1 del sistema integrable subyacente a

(2.45). En efecto, el periodo de las érbitas interiores a la separatriz de dicho sistema

integrable es Int(m):Z\/EK(m) [Wig03] con el limite T, (m=0)=+/27.
A partir de Tnin la funcidn es creciente y se acerca de forma asintdtica a 1/2,
Uo(T—0)=1/2. Por tanto, aplicando la condicion de inhibicion (2.57), se establece que si
F < 2 el sistema no puede exhibir comportamiento caético, resultado coherente con el
estudio de F. Xie y G.Hu [XH95] de las fronteras de estabilidad de las soluciones estables
(x=11,x=0) del sistema (2.45) con £ =1 en el plano T-F, frontera que presenta un

minimo en T=T,»/2 para el que F=2.
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T T
1500 2000 1500 2000

Figura 2-8 Series temporales de velocidad del sistema (2.45), con 7=0.005 y F=100. (a) T=1, (b) T=1.5, (c)
T=Tax=2.51..., (d) T=3.5, (€) T=Tmin=~/27 , (f) T=6.5.

2.4.2.4 Estudio numérico

Si fijamos el parametro F, con F > 1/Uy(T=T) de manera que el sistema describa una ruta en
el espacio de pardmetros T-F como la ruta AB de la Figura 2-7, la ruta se iniciara con
comportamiento regular y conforme aumentamos el periodo T puede aparecer una ventana de
comportamiento cadtico, al menos transitorio en el intervalo 0 < T < T.. En la Fig. 2-8 Se
confirma de forma numérica dicha prediccidn, en ella se muestran distintas series temporales de

velocidad para periodos crecientes.

2.4.3 Pulsos cnoidales p(t;T)=cn(4K(m)t/T;m)

El sistema objeto de estudio es un oscilador de Duffing, no auténomo, simétrico, con dos
pozos de potencial y paramétricamente amortiguado mediante pulsos simétricos periddicos de

periodo T modelados por la funcién eliptica de Jacobi cosam (cn):

X+n[1+Fen(dK(m)t /T;m)lx—x+ Bx° =0 (2.59)
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Asumiremos que la disipacion y la excitacion paramétrica son perturbaciones débiles del
sistema integrable subyacente (7 = 0), por tanto se consideran 7 < 1y nF < 1. Ademas, al

tratarse de un oscilador de Duffing con dos pozos de potencial se considera 5> 0.

2.4.3.1 Analisis de Melnikov

Se estudia a continuacion la bifurcacion homoclina del sistema (2.45) que da origen al
comportamiento cadtico. Para ello usaremos el andlisis de Melnikov descrito en el apartado
2.2.4,

Se considera ahora el sistema perturbado (2.59). De acuerdo con (2.27) la funcién de

Melnikov para la 6rbita I:S(t) es:
M(t)= [ (TN A LT (0),t+ )t (2.60)

La funcién para la érbita T°(t) es completamente anéloga, y dada la simetria del potencial, el

s e . it .
analisis de las dos funciones M (t;) conduce a los mismos resultados de manera que en adelante

se omitira el indice relativo a la 6rbita homoclina.

El sistema (2.59) se escribe en forma de flujo:

(%,0) = f, + f, =(u,x— BX°) + (=l +F cn(8K(m)t / T;m)]u, 0), (2.61)

donde se ha separado el flujo hamiltoniano Ji, de la perturbacion ]71, de forma que:

f01 =u, f11 =0,
3 (2.62)
fo,=x=0x", f,=-nll+Fcn(dK(m)t /T;m)u,
de manera que el integrando de (2.60) queda:
FAO) A 20 ) =~2 T+ Fen(E e smle, (2.63)
gue sustituido en (2.60) con (2.42) da lugar a:
M(t,) = —2—77[ T sech’(t)tanh’(t)dt +FT sech’ (t)tanhz(t)cn(4K(m) (t +t0);m)dtJ
gL k T
© © (2.64)
=0, +F1),

donde
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I, = T sech’(t)tanh’(t)dt,
- (2.65)
l,= j. sech’(t)tanh’(t)cn( 7(_ )(t+t ); m)dt.

—0

La primera integral /1, que se ha resuelto en el caso armdnico, vale:
T 2 2 T 2 2 4
I, = [ sech’(t)tanh’(t)dt =2 [ sech’(t)tanh (Bt == (2.66)

Para el cdlculo de la segunda integral se requiere el desarrollo en serie de la funcidn eliptica
de Jacobi cosam [GRJOO]:

cn(u;m)= Zsech[ n+—)—]cos[(2n+1)—] (2.67)

\/EKnO

donde K=K(m)y K =K'(m)=K(1-m) es la integral eliptica complementaria completa de primera

especie. Sustituyendo la serie en (2.65) se obtiene:

l, =ﬁ;{sech[(n+ )—]Isech (t)tanh’ (t)cos[(2n+1)¥]dt}. (2.68)

Desarrollando el coseno, como coseno de una suma, y haciendo uso de la paridad del seno:

0

_—\/ZKZ sech[(n+ )—]cos[(2n+1) °]12n+1, (2.69)
mK p

donde /,,,1 €s:

hovis = | sechz(t)tanhz(t)cos[(zn+1)2lt]dt (2.70)

Se calcula a continuacion la integral /5p.1:

/ _[ sech’(t)tanh’®(t)cos[(2n + 1)%]dt =

—0

2041
= Zjlsech2 (t)cos[(2n+ 1)¥]dt - ZJ‘sech4 (t)cos[(2n+ 1)¥]dt =
0 0

(2.71)

2
= {2” (3_" 1) csech(

7z2(2n+1))
T

27(2n+1) 27z(2n+1) 7'(2n+1),|
{2[( - P /6+2(———— - )/3} csech(—T )} =

(27 /T)(2n+1))31

= srcsech( (2 +1)—

V4 (2n+1))
T 6
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Las integrales impropias se han resuelto con ayuda de tablas de integrales estandar.
Sustituyendo valor de la integral I,,,1 en (2.69), y junto con (2.66) en (2.64) se obtiene la funcién
de Melnikov:

__2n|4
Mt,)= F; L»M FZa (m)b, (m,

n=0

} (2.72)

donde

7K’

1
a,(m)= sech[(n+5)7],

1
Jmk
1.(2n+127, 1 (2n+1)27r)3}csech((2n+1)7r2

bn(T):|:§( T )—g(

).

Sim =0 solo existe un término no nulo en el sumatorio (2.72), en efecto:

1
—,h=0

a,(m=0)=<rx (2.73)
0, n>0

y se recupera la funcion de Melnikov calculada para el caso arménico (2.54):

_ |4 2 71 27
Mi(t,) = ,8[3 3 Fos( )cse h( ) = )}.

Para el caso general es necesario verificar la convergencia de la serie que aparece en la

ecuacion (2.72):

Za (m)b, (m, T)cos( (2.74)
n=0
Convergencia de la serie Z a,(m)b,(m,T)cos((2n + 1)2”7%)
A continuacidn se comprueba la convergencia de dicha serie. Puesto que se verifica:
2 O
ZG (m)b_(m,T)cos((2n+1) )< )b, ( (2.75)

n=0

. 7 . o0
la convergencia de (2.74) esta asegurada por la convergencia absoluta de Z":Oan(m)bn(m,T) ,
para estudiar la convergencia absoluta de esta serie aplicaremos el criterio de la raiz’ de forma

que 3. .,

/
"<1.En efecto:

Y
"<1

5 . ®©
La serie ZH:O



Capitulo 2. Umbral orden-caos 33

7K' 27*
1/n

(=)
lim|a,(m)b,(m,T)["=e * T <1 Vmel0,1]

) L (2.76)
/”:e T <1 sim=1

a,(m)b,(m,T)

lim
n—w
m—1

De forma que la serie (2.75) converge y por tanto la existencia de la funcion de Melnikov

M(t,) esta garantizada.

2.4.3.2 Teorema de inhibicién del comportamiento caédtico

La bifurcacién homoclina, y por tanto el inicio del comportamiento cadtico del oscilador
(2.59), se producira cuando la funciéon de Melnikov tenga ceros simples. Por tanto una forma de
asegurar la inhibicién del comportamiento cadtico es verificar que M(t,) [cf. Ec. (2.72)] no tenga

ceros simples, condicién que se verifica para todo t, si:

§> 7*FY_a,(mb,(m,T), (2.77)
n=0
o bien
2| o
%> 37 IS g, (m)b, (m, ). (2.78)
n=0

Lo que permite establecer el siguiente teorema de inhibicidn del comportamiento caético.
Teorema 2. Una condicidn suficiente para que el sistema
.. 4K (m)t . 3
x+77[1+Fcn(T;m)]x—x+ﬂx =0,
connKkl, nFK1ly >0, nopresente caos homoclino es que se verifique:

%> U(m, ), (2.79)

donde U(m,T) es la funcién umbral orden-caos:

3z’

Uim,T)= (2.80)

ian (m)b,(m,T)

K’

1z
con a (m)= sech[(n +E)7]'

1
Jmk
1 (2n+127, 1
351 e

( ).

b (T)= { (2n +T1)2;z » } csech ((Zn +1)7°
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Figura 2-9 Funcién umbral orden-caos U(m,T)[cf. Ec. (2.80)] vs. my T.

2.4.3.3 Anadlisis de la funcién umbral

Se estudia a continuacion la funcién umbral orden-caos U(m,T) (véase la Fig. 2-9), para

determinar en qué regiones del espacio de parametros la dindmica del sistema (2.59) es regular.

En primer lugar se verifica U(m=0,T)=Uo(T) , siendo Uo(T) la funcién umbral obtenida para el
caso armoénico (m=0). Ademas, la funcién umbral presenta los mismos valores limites, en T=0y

en T —oo que en el limite armdnico (m = 0):

U(m,T—0)=0,
2.81
U(m,T—)oo):%. ( )

En la Fig. 2-10 se muestra la funcion umbral U(m=cte ,T) , se puede apreciar su similitud con
la correspondiente al caso armonico Uo(T) (véase la Fig. 2-7)

La funcién umbral orden-caos U(m,T) estd caracterizada por:

a) Existe un maximo relativo de U en T=T.x(m)=2.51...Ym . El valor de la funcion en dicho
maximo, U(m,T=T,.x), disminuye conforme m—1 (vedse la Fig. 2-10), resultado
coherente con el limite U(m—1,T)=0, limite en el que no es posible el comportamiento
cadtico.
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Figura 2-10 Funcién umbral cadtico U(m ,T) [cf. Ec. (2.80) ] vs. T para distintos valores de m: m=0.2 (negro), m=0.8
(rojo) y m=1-10"° (azul)
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Figura 2-11 Gréficas de la funciones T, (m)=2+/2-mK(m)(linea continua), periodo de las drbitas interiores a la

separatriz del sistema integrable subyacente a (2.59) (#7=0), Y Trin (M) (8) [U(m,T=Ti,(m)) = 0].
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b) Existe un valor T, para el cual se verifica U(m,T=Tnin(m))=0, Tmin(m) aumenta conforme
m crece desde m=0 hasta m—1 si bien su desviacién respecto de T=Tpn(m=0)=v27 solo
es apreciable para valores de m muy cercanos a 1, es decir, cuando los pulsos son
estrechos. En la Fig. 2-11 se puede apreciar tal circunstancia, donde también se ha
incluido en linea continua un grafico de T,(m): el periodo de las drbitas interiores a la
separatriz del sistema subyacente integrable (2.35). En este caso, la desviacién de
Tmin(m) respecto de T;,((m) es apreciable a partir de m =~ 0.3 si bien ambas funciones son
mondtonas crecientes y cuentan con una asintota vertical en m=1,
Tmin(m—1)=T;.:(m—1)=00. De nuevo, la existencia de T, periodo para el cual no es
posible el comportamiento cadtico del sistema, se debe a una resonancia paramétrica

con las érbitas interiores a la separatriz del sistema integrable subyacente.

c) Fijado T en el entorno de T,.x(m)=2.51... el intervalo de valores de la amplitud F del
pulso para los que cabe esperar comportamiento cadtico — al menos transitorio —

decrece conforme m aumenta.

d) Fijado F > 1/U(M,T=Tma) [cf. Ec.(2.79)] el intervalo de valores del periodo T en el
intervalo (0,T,») para los cuales cabe esperar comportamiento cadtico — al menos

transitorio — crece conforme m aumenta.

Se estudia a continuacidn la dependencia de la funciéon umbral con el parametro que controla
la forma del pulso de la excitacion temporal, manteniendo el periodo constante, es decir
U(m,T=cte.). Las Figs. 2-12 y 2-13 muestran graficas de dicha funcién. Existe un cambio
cualitativo importante cuando estudiamos dicha funcidn para periodos lo suficientemente cerca
de Tnin(m) (Fig. 2-13) que cuando nos alejamos de dicho valor (Fig. 2-12). De hecho el gréfico de
detalle de la Fig. 2-13 revela que la dindmica muestra una fuerte sensibilidad a cambios en la
forma de onda del pulso. Aseveracidn que se ha verificado numéricamente como se muestra en

la Fig. 2-14 en la que se representan series temporales de desplazamiento para valores de m en
el entorno del méximo de la Fig. 2-13 para un valor del periodo T=T..(m=0)=V2r. La serie

cadtica de la Fig. 2-14 (b) corresponde a un valor de m=m,, para el cual la funcién
U(m, T=Tin(m=0)) presenta un maximo, la situacion mas favorable para el inicio de dindmica

cadtica.
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Figura 2-12 Funcion umbral U(m ,T) [cf. Ec. (2.80) ] vs. m, (a) T=1, (b) T=10
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Figura 2-13 Funcién umbral U(m ,T) [cf. Ec. (2.80) ] vs. m con T=T,(m=0)=v2m , (periodo para el cual no es posible el
comportamiento cadtico para la excitacidon armadnica), se incluye detalle de la regidon del maximo de la funcién.
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Figura 2-14 Series temporales de desplazamiento del sistema (2.59), con T=Tyin(m=0)=v2T, 1n=0.005 y F=170. (a)
m=0.9998, (b) m=0.9999425 y (c) m=0.99999

2.4.4 Pulsos rectangulares p(t;T)=s(t;a,T)

El sistema objeto de estudio es un oscilador de Duffing, no auténomo, simétrico, con dos
pozos de potencial y paramétricamente amortiguado mediante pulsos rectangulares simétricos

de periodo T (véase la Fig. 2-4):
X+n{1+Fs(t;a,T)x—x+Bx’ =0 (2.82)
siendo

+1, site[0,a/2]U[T-a/2,T]
s(t;a,T)=<-1, site[T/2—a/2,T/2+a/2], encadaperiodoT

o, en otro caso

Asumiremos que la disipacion y la excitacién paramétrica son perturbaciones débiles del
sistema integrable subyacente (7 = 0), por tanto se consideran 7 < 1y nF « 1. Ademas, al

tratarse de un oscilador de Duffing con dos pozos de potencial se considera > 0.
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2.4.4.1 Analisis de Melnikov

Se considera el sistema perturbado, (2.82), cuya funcion de Melnikov para la orbita

homoclina f:es:
M (t)=[ F EUNAFTe) t +8)ot (2.83)

La funcién para la drbita I°(t) es completamente andloga, y dada la simetria del potencial, el

analisis de las dos funciones M(t,) conduce a los mismos resultados de manera que en adelante

se omitira el indice relativo a la drbita homoclina.

El sistema (2.82) se escribe en forma de flujo:

(%,0)=f, + f =(u,x— fx°) +(0,~n[1+Fs(t; a, T)lu), (2.84)

donde se ha separado el flujo hamiltoniano f;, de la perturbacién f;, de forma que:

:ul = 0'
To , fu (2.85)
fo,=x=pBx", f,=-nll+Fst;a,T)u,
de manera que el integrando de (2.83) queda:
- - 2
FTE)A £ (T (), t +t,) = —777[1+Fs(t+t0;a,T)]u§, (2.86)
gue sustituido en (2.83) con (2.42) da lugar a:
M(t,)= —2—77( T sechz(t)tanhz(t)dt+FT sech’(t)tanh’(t)s(t +t,;a T)dtJ
o/ ﬁ o’
= = (2.87)
=, +F1),
donde
K 2 2 4
I, = J. sech”(t)tanh”(t)dt :5,
- (2.88)

I, = I sech’(t)tanh’(t)s(t +t,;a,T)dt.

—00

Para resolver la integral I, es preciso obtener la serie de Fourier de s(t;a,T):
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s(t;a, T)——0 Z[an cos(zn—ﬂt)+bnsen(2n—”t)}
2 O T T

a, =0
20 2n 2
a, =—j5(t;a,T)c05(—ﬂt)dt= 4 n+1)za_ , (2.89)
T 0 T aZn+1 [ ]
2n+1)x T
2 T
. j s(t;a, T)sen(—t)dt 0.
T 0
De manera que la serie de Fourier de s(t;a,T) queda:
& 4 (2n+1)za (2n+1)7
t;a,T)= tl, 2.90
s(t;a,T) ;(2n+1)7r sen| . ]cos| - ] ( )
serie que sustituida en (2.88) conduce a:
= (2n +1)za. s ) ) (2n+1)x
= sech®(t)tanh(t)cos[—————(t +t,)]dt =
nz(ml)ﬂ ]j (t)tanh’ (t)cosl-———(t + ;)]
0 2 3
Z [(2n+1)7za]csech[(2n+1)7r ] 27(2n+1) B (2z(2n+1)/T) Cos[(2n+1)72' (b
e (2n+1)7z T T 3T 6
(2.91)
Sustituyéndola en (2.87) se obtiene la funcion de Melnikov
1 4nt,
mit,) =211 +F2c a,T)b, (T)cos[(n+ il (2.92)
R T
donde
1 2n+1
c,(a,T)= sen[( dai )m],
2n+1 T
(2.93)

b.(7) :[2ﬁ(2n +1) (@#2n+1)/T) }csech[ @n+17’

3T 6

Ndtese que la serie b,(T) es la misma que la obtenida en el caso de pulsos cnoidales.

2.4.4.2 Teorema de inhibicién del comportamiento caédtico

La bifurcacion homoclina, y por tanto el inicio del comportamiento cadtico -al menos de
caracter transitorio- se producird cuando la funciéon de Melnikov tenga ceros simples. Por tanto
una forma de asegurar la inhibicidn del comportamiento cadtico es verificar que (2.92) no tenga
ceros simples, condicidn que se verifica para todo t; si:
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§>Fi ¢, (a,T)b,(T), (2.94)
o bien
%> 33 ¢, (a,T)b, (T). (2.95)

De forma que puede establecerse el siguiente teorema de inhibicion del comportamiento

cadtico.

Teorema 3. Una condicion suficiente para que el sistema:
X+n{1+Fs(t;a,T)x—x+Bx’ =0
+1, site[0,a/2|U[T—-a/2,T]
s(t;a,T)=4-1, site[T/2-a/2,T/2+a/2], en cada periodo T

o, en otro caso

connKl, nFK1ly >0, nopresente caos homoclino es que se verifique:
1,
F>U (a,T), (2.96)

donde U’(a,T) es la funcion umbral orden-caos:

U'la,T)=3 icn(a,r)bn(r) , (2.97)
con
¢ (a,T)= 1 sen[(2n+1)7za]'
2n+1
b.(7) :[m(i:; +1) (27(2n Z 1)/T)? }sech[ 2n+1)7* L

2.4.5 Mecanismo fisico. Invariancia del impulso mecanico

2.4.5.1 Condicion de invariancia del impulso mecdnico

Para poder estudiar el efecto de la forma de onda -que gobierna la variacién temporal de la
energia del oscilador- en la dindmica de X+n[1+Fp(t;T)x—x+ Bx’ =0 se aplica a continuacién la

conjetura de la invariancia del impulso mecanico [CMGH99] al caso de los pulsos tratados en los
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apartados 2.4.3 y 2.4.4 : pulsos cnoidales p(t;T)=cn(4Kt/T;m) vy pulsos rectangulares
p(t;T)=s(t;a,T).

En efecto, si

Ele)= £+ U= 247+ <300+ 2 | (298)

es la funcidn energia del sistema (2.33) siendo E. la energia cinética y U(x) la potencial, su

derivada temporal puede escribirse como:
& i e+ ol T (299)

ecuacién que integrada en un cuarto de periodo sobre cualquier intervalo [nT,nT+T/4],
n=0,1,2,... resulta:
nT+T/4

E(nT+nT /4)—E(nT)=—n j X2(t)[1+ Fp(t; T)ldt (2.100)

nT

Puesto que las soluciones de (2.33) son acotadas podemos aplicar el primer teorema del
valor medio [GRJO0] a la integral de la ecuacion anterior:

nT+T/4

E(nT+T/4)—E(nT) =—nx2(r)[Z+F p(t;T)dt}- (2.101)

nT

Donde 7 € [nT, nT+T/4]. El valor de 7 depende de n y de p(t; T), pero si nos centramos en
soluciones asintdticas de (2.33) cuando el oscilador haya alcanzado el estado estacionario

(n—o0) podemos obviar la dependencia con n.

De forma que la transferencia energética del oscilador en un cuarto de periodo depende del

nT+T/4
impulso mecanico transmitido por el pulso IT p(t;T)dt y del valor de x(r), que depende a su

vez de p(t;T). No obstante, para periodos de la excitacién paramétrica suficientemente pequefios

(T—0), la velocidad variara poco en un cuarto de periodo.

En conclusidn, la dependencia fundamental de la variacién temporal energética del sistema
(2.33) y, consecuentemente, de su dinamica es con el impulso mecanico transmitido por el
pulso, siempre y cuando nos cifiamos a soluciones asintdticas (n—) para periodos de la

excitacion temporal suficientemente pequefios (T—0).

Particularizando para los pulsos descritos, si mantenemos constantes el resto de los
parametros, cabe esperar que la dindmica de (2.33) sea similar para los pulsos rectangulares
s(t;a,T) y para los pulsos cnoidales cn(4Kt/T;m) si se verifica la invariancia del impulso mecanico

transmitido:
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Figura 2-15 Funcién a(m,T) vs. my T [cf. Ec. (2.103)].

T/4 T/4
[ lent@k(mit /T;m)| e =] " [stt;, ) dt (2.102)
Se ha integrado a un cuarto periodo en lugar de a un periodo, considerando la simetria de los

pulsos. Las integrales pueden resolverse con ayuda de tablas de integrales estandar y de (2.102)

obtenemos

= 2k(m )\/_arccos(\/ m). (2.103)

La funcién obtenida se representa en la Fig. 2-15, y cuenta con los valores limite:

T
T (2.104)
0

En las Figs. 2-4(a) y 2-4(b) los pulsos representados verifican la condicion de invariancia del

impulso mecanico (2.102) para los tres valores de m considerados.
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Figura 2-16 Funcion umbral orden-caos U’(m,T) vs. my T. Comparese con la Fig. 2-9.

2.4.5.2 Verificacion de la conjetura de invariancia del impulso mecdnico

Una vez obtenida la ecuacion (2.103), que representa la anchura, g, que debe tener del pulso

rectangular s(t;a,T) para transmitir al oscilador el mismo impulso mecéanico que el pulso cnoidal,
parece inmediato sustituir a(m,7) en la funcién umbral U’(a(m,T),T)=U'(m,T). En efecto,

sustituyendo (2.103) en (2.97) se obtiene:

U(m,T)=U(a(m,T),T)=3

¢, (m)b, (7)

donde

1 cen (n+1/2)rarccosv1-m
Jmk(m) '

n

3T 6

) (2.105)

b (T)= {ZE(Zn +1) @a@n+1)/T) }Csech{(z,, +T )72 }



Capitulo 2. Umbral orden-caos 45

0,40

0,35 -

0,30 -

0,25 -

0,20 -

cte.,T)

0,15 -

U'(m

0,10

0,05

0,00 ] ] ]

Figura 2-17 Funcién umbral cadtico U’(m ,T) [cf. Ec. (2.105)] vs. T para distintos valores de m: m=0.2 (negro), m=0.8
(rojo) y m=1-10"° (azul).

En la Fig. 2-16 se muestra la funciéon U’(m,T). Como puede apreciarse la forma de la funcidn
es muy similar a la Fig. 2-9 en la que se representa U(m,T), la funcién umbral obtenida para el
caso de los pulsos cnoidales. La similitud de ambas funciones parece confirmar la hipétesis del
papel que juega el impulso mecdnico transmitido por los pulsos de la excitacién paramétrica en
la dindmica global del oscilador. En efecto, pulsos simétricos periddicos con distintas formas
pero idéntico impulso mecanico y periodo conducen a los mismos resultados, al menos en lo que
se refiere a la funcién umbral orden-caos obtenida a partir del analisis de Melnikov, que
determina el posible inicio del caos homoclino.

A continuacidn se comparan con mayor detalle las funciones umbrales obtenidas para el caso
de excitacion paramétrica con pulsos cnoidales U(m,T) [cf. Ec. (2.80)] y con pulsos rectangulares
U'(m,T) [cf. Ec. (2.105)]. En la Fig. 2-17 se muestra la forma de la funcidon U’(m=cte.,T). Como se
puede apreciar es la misma que la de U(m=cte.,T) (véase la Fig. 2-10), en efecto, también existe
un T min= T min (M) para el cual U'(m, T nin (M))=0y U’ (m=cte.,T) y presenta un maximo relativo
en T max= Tmax = 2.51... Ym . De igual modo, T i, (m) aumenta conforme m crece desde m=0
hasta m—1. En la Fig. 2-18 se representan ambas funciones umbrales para facilitar la

comparacion.
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Figura 2-18 Funcién umbral cadtico U'(m ,T) (linea discontinua) y U(m ,T) (linea continua) vs. T para distintos valores
de m: m=0.2 (negro), m=0.8 (rojo) y m=1-10"° (azul).
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Figura 2-19 Desviacion relativa [T min(m)—Tmin (M)1/Tmin (M) vs. m. Siendo Trin(M) ¥ Tmin (M) los valores para los cuales
U(m, Tmin)=0y U’(M, T in)=0 respectivamente.
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Figura 2-20 Funcion umbral U’(m ,T=cte.) [c¢f. Ec.(2.105) ] vs. m, (a) T=1, (b) T=10. Comparese con la Fig. 2-12.

La Fig. 2-19 muestra la desviacidn relativa ATmin/ Tmin= [T min(M)—Tmin (M)]/Tmin (M) donde se
aprecia como la desviacion sélo es significativa para valores de m muy cercanos a 1, es decir,
para pulsos extremadamente estrechos. En efecto, tal como se apuntd al aplicar la conjetura de
invariancia del impulso mecéanico transmitido ésta funciona mejor para periodos pequefios que
para periodos grandes, por tanto cabe esperar mayor desviacion relativa cuando m crece ya que
Tmin (M) es una funcidn creciente y por tanto conforme m—1 aumenta el valor de T, (véanse las
Figs. 2-11y 2-19).

De la misma manera, la dependencia de U’'(m,T) con el parametro eliptico m, que controla la
anchura del pulso, es muy similar a la de la funcién umbral U(m,T) obtenida para los pulsos
cnoidales (véanse las Figs. 2-12 y 2-20). En la Fig. 2-21 se representa la desviacidn relativa
[U(m, T=cte)— U(m,T=cte)]/ U(m,T=cte) versus m para dos valores de T. Para un periodo fijo la
desviacidn relativa cae drasticamente cuando el pulso se estrecha (m—1). De nuevo, la
desviacion relativa es menor para periodos pequefios como cabia esperar de la aplicacion de la
invariancia del impulso mecanico transmitido. En cualquier caso, el intervalo de valores de T
para los cuales es vdlida la conjetura de invariancia es bastante amplio para el sistema
estudiado.
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Figura 2-21 Desviacidn relativa [U’(m, T=cte)— U(m,T=cte)]/ U(m, T=cte) vs. m para T=1 (rojo) y T=10 (azul).

2.4.6 Caracterizacion numérica de una ruta orden-caos bajo cambios en la
forma de onda del pulso

El objeto del presente apartado es caracterizar numéricamente una ruta orden-caos de un
oscilador de Duffing de dos pozos, paramétricamente amortiguado por la funcidn eliptica de
Jacobi cosam, bajo cambios Unicamente en la forma de onda del pulso de la excitacion

paramétrica. La ecuacién del oscilador ya estudiado en apartados anteriores es:
X+n[1+Fcn(K(m)t / T;m)lx—x+ Bx’ =0 (2.106)

El parametro de control es el parametro eliptico m de forma que, varidndolo de manera
continua desde el limite armdénico m=0 hasta el limite hiperbdlico m=1, el pulso de la excitacién
paramétrica cambia desde la funcidon coseno (m=0), para ir disminuyendo su anchura efectiva
(en términos fisicos, su impulso mecdnico) manteniendo su amplitud conforme aumenta el valor
de m, hasta m=1 donde el pulso es nulo salvo en un conjunto numerable de instantes aislados.
El valor del resto de los pardmetros se mantiene constante, =1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495; se
han elegido de manera que el oscilador exhiba una dinamica rica y variada. Los valores de n7y F
estdn claramente fuera del rango perturbativo por lo que los resultados obtenidos no
concuerdan con los predichos por el andlisis de Melnikov realizado. El valor del periodo se
encuentra en el entorno de T, (véase la Fig. 2-17), el maximo de la funcidon umbral [cf. Ec.
(2.80)] en la zona de mayor probabilidad de comportamiento cadtico. En cuanto a las
condiciones iniciales se han situado cercanas a la separatriz del sistema sin perturbar. El estudio

numeérico se ha realizado mediante técnicas numéricas usuales: series temporales, trayectorias
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en el espacio de fases, espectros de potencia, aplicaciones de Poincaré, exponentes de Lyapunov
y dimension fractal. Para el cdlculo de exponentes de Lyapunov se ha utilizado el algoritmo
descrito en [BGS76] y usado en [WSSV85], como integrador se utilizd un Runge Kutta de 49
orden segun las rutinas estandares [Pre92]. En todos los casos se ha utilizado un paso de
integracion h=T/40.

En las Figs. 2-22 (b) y 2-23 (b) se muestra el diagrama de bifurcacion en el que se representa
el estado estacionario de la primera y segunda componentes de la aplicacién de Poincaré
(posicion y velocidad, respectivamente) frente al parametro eliptico m, con un paso Am=0.001,
para unas condiciones iniciales fijas (xo, (dx/dt)o)=(+0.0001,-0.0001) para todo m. De esta forma,
la solucién presentada correspondera al atractor en cuya cuenca de atraccién se encuentre
dicho punto, pudiéndose observar, en el caso de existir, varios atractores que coexistan en el
espacio de fases. En el caso de utilizar como condiciones iniciales para un valor de m las finales
del iterado anterior (m-Am) no aparecen las discontinuidades encontradas en el diagrama de
bifurcacién en el intervalo me[0,811..,0,850..] y, por tanto, no se pondrian de manifiesto la
coexistencia de distintos atractores. Para realizar el diagrama se han integrado un total de 2000
ciclos y se han representado los ultimos 40 ciclos; esto es, el diagrama representa una

componente de las iteradas 1960 a 2000 de la aplicacidn de Poincaré en funcién de m.

En la Fig. 2-22 (a) se representa el primer exponente de Lyapunov A; versus m con el mismo
paso que el diagrama de bifurcacién Am=0.001, tras una integracion de 2000 ciclos, donde se ha
verificado previamente la convergencia, con un paso de integraciéon fijo, h=T/40, vy

ortogonalizando cada T/2. En todos los puntos se ha verificado que A+A,+As=div[§]=-7=-0.2

siendo & el campo vectorial definido por x=¢&(x), xeR’en el que se puede transformar la

ecuacion del oscilador (2.106):

X=u,
U=x-Bx>—n[1+Fcn(g;m)u, (2.107)
$=4K(m)/T.

En sistemas disipativos, la existencia de un exponente de Lyapunov positivo implica
necesariamente la existencia de un atractor extrafio cadtico. En efecto, la separacion
exponencial de las drbitas en una direccidn junto con el caracter disipativo del sistema que
implica contraccion del volumen del espacio de fases con la evoluciéon temporal, solo puede ser
resuelto con una serie de estiramientos y plegamientos que son el origen del caos desde el
punto de vista topoldgico. Los valores del exponente de Lyapunov calculados confirman en todo
punto lo observado en el diagrama de bifurcacion: las regiones cadticas con el primer exponente
de Lyapunov A, positivo y, en las zonas de comportamiento regular, la inestabilidad origen de los
distintos puntos de bifurcacién se manifiesta con un crecimiento del primer exponente A,
desde valores negativos hasta alcanzar el valor nulo en los puntos de bifurcacion: m=0.416,
m=0.434, m=0.512 y m=0.770.
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Si existe algun exponente positivo, de acuerdo con la conjetura Kaplan-Yorke, ver por
ejemplo [Gin09], la dimensidn fractal de la seccién de Poincaré del sistema objeto de estudio, en

las regiones donde 4,>0, es:

d =1+2L (2.108)

donde se ha tenido en cuenta que A3=0. En la Fig. 2-23 se muestra el diagrama de bifurcacion en
el que se representa el estado estacionario de la seccidon de Poincaré en funcién del pardmetro
m; en este caso la velocidad, junto con la dimensidn fractal versus m. De nuevo, la estructura del
diagrama de bifurcacidon es corroborada por la dimension fractal calculada. Obsérvese, por
ejemplo, la disminucién de la dimensién fractal del atractor cadtico a partir de m=0.31 y como
en el diagrama de bifurcacidn se observa una menor extension del atractor cadtico en el espacio

de fases a partir dicho valor de m.

Se trata basicamente de una ruta caos—orden, desde la excitacién paramétrica armodnica
(m=0) hasta la desaparicién de la excitacion paramétrica (m=1) (excepto en un conjunto de
instantes de medida de Lebesgue nula). A grandes rasgos, se observa una tipica ruta
caos—orden por duplicacion de periodo: caos estacionario para m<0.42..., érbitas periddicas
hasta m=0.992, y punto fijo desde m=0.992... hasta m=1.

Para caracterizar el comportamiento del oscilador se han determinado diferentes indicadores
tipicos: drbitas en el espacio de fases, aplicaciones de Poincaré para las soluciones estacionarias,
series temporales y espectros de potencia. En todos los espectros calculados, incluso para el

caso del atractor cadtico, aparece el subarménico /2 claramente definido.

Si m€[0,0.30..[ el comportamiento es cadtico, la aplicacién de Poincaré es un atractor
extrafio, un conjunto fractal en el que se aprecia una estructura autosimilar. En la Fig. 2-24 se

muestra el caso m=0, donde el atractor ocupa una extensa regién del espacio de fases.

En el entorno de m=0.30.. se produce una crisis interior inversa (interior crisis, ver
v.g.[Ott93]), en la que el atractor reduce bruscamente su tamafio, de hecho para las condiciones
iniciales utilizadas y m>0.30.. el atractor queda confinado en el pozo de la izquierda. En general,
se llama crisis a los cambios drasticos y repentinos que experimenta un atractor caédtico cuando
se varia uno de los parametros del sistema. Una crisis se produce cuando un atractor cadtico
colisiona con una érbita periddica inestable o equivalentemente con su variedad estable, la crisis
es interior si la drbita periddica inestable con la que el atractor colisiona se encuentra en el

interior de su cuenca de atraccion, de ahi su denominacion.
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Figura 2-22 (a) Exponente maximal de Lyapunov vs. m (b) Diagrama de bifurcacion que representa la segunda
componente de la aplicacién de Poincaré vs. m. x en unidades arbitrarias y t adimensional. (f=1, 77=0.2, F=3.8 y
T=27/2.495)
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Figura 2-23 (a) Dimension fractal del atractor vs. m (b) Diagrama de bifurcacién que representa la primera
componente de la aplicacion de Poincaré vs. m. x en unidades arbitrarias. (f=1, 17=0.2, F=3.8 y T=27/2.495)
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En concreto, cuando el valor del pardmetro de control, m en nuestro caso, se incrementa
hasta un valor critico m=0.30... el atractor reduce repentinamente su tamafio, el nimero de
puntos diseminados en la aplicacion de Poincaré se reduce drasticamente (véase la Fig. 2-26 (b))
—indicando atenuacion de la dindmica cadtica- y la dimensién fractal del atractor empieza a
decrecer a ritmos mas elevados (véase la Fig. 2-23 (a)). Para m ligeramente menor que m. el
sistema exhibe intermitencia inducida por crisis (crisis-induced intermittency), es decir, la érbita
sobre el oscilador se halla durante largos periodos de tiempo en la regién del espacio de fases en
la que el atractor se encontraba confinado después de la crisis inversa (m>m.), en nuestro caso
tal regidn parece corresponderse con caos de tipo phase locked asociado al subarmoénico w/2. Al
final de estos periodos largos, la drbita sale bruscamente de la regién reducida y se extiende
cadticamente en la region mas extensa, debido a la crisis interior. Luego la drbita vuelve a la
antigua regién durante un cierto tiempo, volviendo a escapar a la regidon extensa y asi
sucesivamente. A medida que m se hace menor que m,, los tiempos que emplea la érbita en
visitar la region reducida del espacio de fases se reducen. En resumen se trata de una
intermitencia del tipo: (caos);—(caos),—(caos);—(caos),—...., donde (caos), se refiere a caos tipo
phase locked y (caos), se refiere al atractor cadtico extenso. En la Fig. 2-23 (b) se puede
observar dicha intermitencia, advirtiendo cdmo para valores ligeramente inferiores a m, la
banda de phase locked parece penetrar en la zona del atractor cadtico de mayor extension. En
efecto para determinados valores m<m. en los instantes representados en el diagrama de
bifurcacion el sistema se encuentra aun con caos tipo phase locked, mientras que para el resto
de los valores de m<m. en esos mismos instantes el sistema se encuentra en el atractor cadtico
mas extenso. La intermitencia inducida por crisis ha sido confirmada también como puede
observarse en las series temporales del desplazamiento de la Fig. 2-25. Notar que no se puede
determinar numéricamente con precision el valor de m., las simulaciones numéricas no
permiten distinguir entre un transitorio cadtico, que puede ser muy extenso en el tiempo, y una

respuesta estacionaria, ya sea caética o regular.

En el intervalo m€[0.30...,0.41...[, se observa caos de tipo phase locked. Este comportamiento
cadtico es de tipo débil (el primer exponente de Lyapunov es positivo y pequefio), guarda
sincronia con la excitacion y se caracteriza por que su espectro de potencia tiende a cero para
frecuencias pequefias [HYK85, KM86]. En la Fig. 2-26 se muestra el caso m=0.31, donde se puede
observar en el espectro de potencia la tendencia caracteristica lim,-o|S(®@)|=0, y la memoria de
la orbita regular (picos agudos). Obsérvese, en la aplicacion de Poincaré, el reducido tamario del
atractor en el espacio de fases y que la sincronia con el subarmoénico w/2, que muestra el
espectro, se traduce en que en la aplicacidn de Poincaré el atractor estd compuesto por dos

tramos.

Si me[0.410..,0.992] el comportamiento es regular excepto en el intervalo [0.810...,0.847...]
en el que se produce una discontinuidad en el diagrama de bifurcacién: el oscilador experimenta
una crisis de contorno (boundary crisis, ver v.g.[0tt93]) en m. =0.810... En una crisis de contorno,
a medida que varia un parametro del sistema, m en nuestro caso, la distancia entre el atractor

cadtico y el contorno de su cuenca de atraccién decrece hasta un punto critico, m=m,, para el
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gue se tocan, en este punto el atractor toca una érbita periddica inestable que se encontraba
sobre el contorno de la cuenca antes de la crisis. A partir de dicho punto, el atractor extrafo deja
de existir y es sustituido por un transitorio cadtico hacia algun atractor periddico. La duracion de
los transitorios cadticos depende fuertemente de las condiciones iniciales, debido al caracter
fractal del contorno de las cuencas de atraccion de los atractores extrafios [Moo84]. En nuestro
caso, para m> m. el oscilador se encuentra en una regién de caos tipo phase locked y para m< m.
la respuesta estacionaria del oscilador es una drbita 2T-periddica. Dentro del intervalo de
discontinuidad, en sentido decreciente de m, se observa una secuencia de bifurcacion por
duplicacién de periodo, las dérbitas en el espacio de fases son periédicas de periodo 3-2"T. Se han
encontrado drbitas regulares 6T-, 12T- y 24T-periédicas como puede observarse en las Figs. 2-33,
2-32 y 2-31, respectivamente, lo que conduce a la aparicién de caos tipo phase locked, como
puede apreciarse a partir de la observacion de la Fig. 2-30, en la que la presencia en el espectro
del subarménico w/6 representa la memoria de las 6rbitas regulares de periodo 3-2"T, y se

observa en el espectro que limy-o|S(®)|=0.

Si exceptuamos la ventana [0.810...,0.847...], en el intervalo m&[0.410..,0.992] se observa una
secuencia tipica de bifurcacién por duplicaciéon de periodo, en direcciéon decreciente de m las
respuestas estacionarias son Orbitas periddicas en el espacio de fases de periodos 2"T: son
2T-periddicas hasta m=0.770, 4T-peridédicas hasta m=0.512, 8T-periddicas hasta m=0.434,
16T-periddicas hasta m=0.416,... Las Figs. 2-29, 2-28 y 2-27 caracterizan las drbitas 27-, 4T-y 8T-
periddicas respectivamente, como puede observarse, por ejemplo, en los espectros de potencia
gue muestran claramente los subarmoénicos correspondientes. El cdlculo del exponente
maximal de Lyapunov A, en la cercania de dichos puntos de bifurcacién muestra la inestabilidad
que origina la bifurcacidon. En efecto, se observa como en las cercanias de los puntos de
bifurcacion el exponente maximal de Lyapunov A, crece desde valores negativos hasta alcanzar
el valor nulo en los puntos de bifurcacidn. La comparacion directa de las Figs. 2-22(a) y 2-22(b)

confirman lo aseverado.

Cuando m€[0.992...,1] el oscilador cae en la cuenca de atraccion del foco estable de Ia
izquierda, para las condiciones iniciales utilizadas. Conforme nos acercamos al limite m=1 la
respuesta del oscilador difiere muy poco de la ausencia de modulacién (F=0) puesto que en

limite m=1 la funcion cosam es nula excepto en un conjunto numerable de instantes aislados.
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Figura 2-24 Caso m=0: Caos estacionario (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495). (a) Orbita en el espacio de fases. (b)

Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t
adimensional.
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- (a)
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Figura 2-25 Series temporales para mostrar la intermitencia previa a la crisis interior. (a) m=0.173 (b) m=0.276 y (c)
m=0.350. x en unidades arbitrarias y t adimensional. (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495)
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Figura 2-26 Caso m=0.31: caos tipo phase locked (=1, 11=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)
Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t

adimensional.
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Figura 2-27 Caso m=0.45: érbita 8T-periddica (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)
Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t

adimensional.
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Figura 2-28 Caso m=0.60: drbita 4T-periddica (f=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)
Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t
adimensional.
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Figura 2-29 Caso m=0.80: érbita 2T-periddica (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)

Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia.

adimensional.

x en unidades arbitrarias y t
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Figura 2-30 Caso m=0.811: caos tipo phase locked (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases.
(b) Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t

adimensional.
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Figura 2-31 Caso m=0.822: 6rbita 24T-periddica (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)
Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t

adimensional.
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Figura 2-32 Caso m=0.828: 6rbita 12T-periddica (=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)
Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t

adimensional.
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Figura 2-33 Caso m=0.840: érbita 6T-periddica (f#=1, 7=0.2, F=3.8 y T=27/2.495) (a) Orbita en el espacio de fases. (b)
Aplicacién de Poincaré (c) Serie temporal de la velocidad y (d) Espectro de potencia. x en unidades arbitrarias y t

adimensional.
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2.5 El kicked rotator amortiguado sometido a pulsos periddicos
no ideales (NIPKR)

En el contexto de sistemas sometidos a pulsos periddicos el kicked rotator, que entre otros
sistemas puede ser interpretado como un péndulo fisico sometido a impactos periddicos, ha
sido estudiado como caso paradigmatico, fundamentalmente en el campo de los sistemas
hamiltonianos, y en particular en el campo del caos cudantico, para estudiar, entre otros
problemas, la interaccidn entre particulas y campos pulsantes intensos [BBM06, DPMS'04,
HBSS'05, KMPS*07, RAVD*06, WSDG'04]

La elecciéon de la funcion matemdtica para modelar los pulsos o impactos periédicos
determina en gran medida la dindmica del sistema. La funcién 6 de Dirac periédica ha sido
utilizada muy frecuentemente para este fin pues su sencilla integracion permite la reduccion del
kicked rotator a una aplicacion bidimensional, la aplicaciéon estdndar, lo que simplifica
notablemente la obtenciéon de resultados analiticos y numéricos [GG82, LT85, MGO08, Ott93,
TZ08, Zas78, Zas05]. En el caso disipativo la integraciéon del damped kicked rotator conduce a
una aplicacién generalizada cuyos casos particulares son, entre otros, la aplicacién logistica, la
aplicacién de Hendn vy la aplicacidon de Chirikov, ver por ejemplo [Sch95]. Pero es claro que la
funcién & de Dirac periddica supone una idealizacién excesiva para simular pulsos reales,
necesariamente finitos en amplitud y duracién. Ademas, existen evidencias experimentales que

indican la necesidad de considerar pulsos mas realistas [JGSMO04].

El damped kicked rotator puede ser interpretado como un péndulo fisico amortiguado
sometido a impactos periddicos normales cuya ecuacion es:
dZ
| X

> +Ad—x+mgbseanF6(t—nT):0 (2.109)
dt dt =

donde / es el momento de inercia, m su masa, A el coeficiente de amortiguamiento, b la
distancia del centro de masas al pivote, y x la variable angular. Normalizando la ecuacién

anterior se obtiene:

)'('+77)'(+Fsenx26(t—nT)=O (2.110)

n=0

V2 65 la

donde la variable temporal se expresa de forma adimensional t—>at, an=(mgb/l)
frecuencia de resonancia de baja amplitud del péndulo integrable, 7=A/ax es el coeficiente
normalizado de amortiguamiento y T=axT el periodo adimensional. Las derivadas respecto a la

nueva variable temporal se denotan x y X .

Un conocimiento mas detallado de los distintos sistemas fisicos, quimicos y bioldgicos cuya
evolucidn puede ser descrita en términos de ecuaciones similares requiere una aproximacién

mas realista al kicked rotator, el non-ideal periodically kicked rotator, que denotaremos como
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NIPKR de aqui en adelante, oscilador en el que los impactos periddicos representen pulsos

periddicos de amplitud y anchura finita:
X+nx+Fp(t;T,a;)senx=0 (2.111)

con 77y F son positivas y donde p(t;T,) es un pulso genérico asimétrico, de periodo T, que
verifica p(t=(2n-1)T/2;T,)=0 y p(t;T,4)=0, amplitud unidad y forma controlada por los
parametros a;. Manteniendo fijos la amplitud y el periodo, se consideraran distintas formas de
onda para modelar los pulsos. Este nuevo grado de libertad no aparece en el sistema (2.110) y
nos permitira estudiar el comportamiento de la dindmica de (2.111) bajo cambios en la forma de
onda del pulso, en lo relativo a la inhibicién del comportamiento cadtico en este capitulo y a la

estabilidad estructural de las soluciones estacionarias en el capitulo siguiente.

De acuerdo con el objetivo de simular pulsos periddicos mas realistas, pero sin perder
generalidad se elegiran las funciones p(t;T, o), adecuadas a dicho objetivo, verbigratia con un
solo méximo en el periodo. Al igual que en los pulsos considerados al estudiar el oscilador de
Duffing, se utilizaran funciones elipticas de Jacobi para modelar el pulso, de manera que
podamos variar de forma continua la forma de onda del pulso mediante un solo pardmetro, el
pardmetro eliptico m. Ademds se ha considerado un segundo tipo de pulso, pulsos

rectangulares, para verificar la conjetura de invariancia de impulso mecanico transmitido.

Asi pues, con el objeto de estudiar el umbral cadtico de (2.111) bajo cambios Unicamente en
la forma de onda de la excitacién paramétrica se ha considerado el pulso siguiente para dicha
excitacion:

p(t;T,m)Edn(2K(m)t/T;m)—\/1—m (2.112)

1-J1-m

donde dn es la funcién eliptica de Jacobi denam de parametro eliptico m, K(m) es la integral
eliptica completa de primera especie y T es el periodo del pulso. La forma funcional especifica de
p(t;T,m) se introduce para que ésta se anule en t=(2n+1)7/2, n=0,1,2,... Vme[0,1], es decir para
poder estudiar Unicamente el efecto del cambio en la forma geométrica de los pulsos, sin que
haya una fuerza constante, y distinta para cada valor de m, entre pulsos, lo cual ocurriria si el
pulso fuera directamente proporcional a dn(2K(m)t/T;m). En la Fig. 2-34 (b) se ha representado
la funcidn dn(t; m) acotando sus valores maximos y minimos para ilustrar la construccién del
pulso p(t;T,m). En cuanto a la frecuencia 2K(m)/T se introduce para obtener un pulso periddico
de periodo T para cualquier valor de m, habida cuenta que el periodo real de la funcién denam
es 2K(m).

El pulso p(t;T,m) tiene dos caracteristicas importantes para nuestro propodsito: la forma de
onda del pulso varia de forma continua en funcidon de un solo pardmetro, y en el limite m=0,

p(t;T,m=0)=cos’(zt/T), se recupera la funcién armdnica que representa un pulso asimétrico.
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Figura 2-34 (a) Pulso p(t ;T,m) [cf. Ec. (2.112)] para distintos valores del parametro m. (b) Funcidn eliptica de Jacobi
denam: dn(t;m). Se acotan los valores maximos y minimos de la funcién para ilustrar la construccién del pulso.

En este ultimo caso, m=0, el sistema (2.111) representa el péndulo paramétricamente

forzado con soporte vertical oscilante:

X+nk+§[1+cos(2Tlt)}enx:O. (2.113)
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Este oscilador ha sido ampliamente estudiado por diversos autores: numéricamente [BGJS95,
CB94, McL81], analiticamente [BSGJ92, KL85] y experimentalmente [BGJS95, KSYJ97, ST95],
mostrando una dindmica rica y variada cuando se varia un parametro [Ach97, Cha95a]. De
manera que el presente estudio puede entenderse como una extension o generalizacién de los
realizados en las referencias citadas. En la Fig. 2-34 (a) se representa el pulso p(t;T,m) para
distintos valores de m; en ella se puede apreciar cdmo al aumentar el valor de m la anchura
efectiva del pulso disminuye y, en el limite m—1, nos acercamos al damped kicked rotator de la
ecuacion (2.110), si bien en lugar de pulsos tipo d(t-nT) , se obtienen pulsos muy estrechos de
amplitud y anchura finita, como ocurre en los pulsos observados experimentalmente (ver p.e.
[FG93]), que representan de forma mas realista los pulsos periédicos (kicks). Ademas, variando
independientemente F y m podemos obtener pulsos con la amplitud y anchura que deseemos.
Simulaciones numeéricas de una reaccién Belousov-Zhabotinsky, en la que la variacidon temporal
forzada de la concentracidon de uno de los reactivos se ha modelado mediante p(t;T,m—1)

muestra un gran acuerdo con los resultados experimentales [WSH95].

2.5.1 Elsistema integrable subyacente: el péndulo

Al igual que en el apartado 2.3.1 se describe a continuacion el sistema integrable subyacente
al NIPKR. El sistema objeto de estudio es:

dn(2K(m)t /T;m)—~1-—m _
1-v1-m

X+nx+Fsenx 0. (2.114)

Para poder separar el sistema integrable subyacente, el péndulo simple, de la perturbacién es

necesario desarrollar en serie de Fourier de la funcién eliptica de Jacobi denam [GRJ0O0]:

oy T 2m < nzK(1—m) nxz 2.115
dn(u;m) 2K(m)+K(m)nzz‘;sech( K(m) )cos(K(m)u). ( )

De manera que el sistema (2.114) puede escribirse como:

X+ Fa(m)senx =—-nx —F{i cn(m)cos(zgt)}senx (2.116)

n=1

donde

_ 7 /[2K(m)—~1—m

atm) 1-v1-m 5117
¢, (m)= i sech{nﬂK(l_m)}. 247
! (1—\/1—m)K(m) K(m)
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Asi pues el sistema integrable subyacente a (2.114) puede escribirse como:
X+Fa(m)senx=0, (2.118)

que es la ecuacion de un péndulo plano con frecuencia propia de oscilacién de pequefia
amplitud Q, con Q’=Fa(m). La funcién a(m) presenta los siguientes valores limite: a(m=0)=1/2y
a(m=1)=0. El término de la derecha de la ecuacién (2.116), que engloba al término disipativo y a
la excitacion paramétrica, serd considerado como una perturbacién del sistema integrable
subyacente a (2.118). Normalizando la frecuencia mediante el cambio 7=Qt la ecuacién anterior

queda:

2

+senx =0, (2.119)

TZ
qgue en forma de sistema de primer orden se escribe:

o _
dr

7

(2.120)

du
—=—senx.
dr

Es un sistema hamiltoniano con energia:
1,
H, =E=EC+U(X)=EU —(1+cosx), (2.121)

donde se ha elegido como origen de potencial el punto mas alto de la trayectoria del péndulo.

A continuacidn se caracteriza el diagrama de fases del péndulo, para ello se determinan los

puntos fijos, la separatriz y las drbitas entorno a dicha separatriz.
Puntos fijos:

Sea u=0=>-senx=0=x=x*nx, siendo n =0, 1, 2,.. de forma que los puntos fijos de
(2.120) son (x,u)z{(inﬂ,O),n=1,2,...}. Dada la periodicidad espacial que este sistema presenta
se va a restringir el estudio al periodo principal, que se considerara como el intervalo [-=, 7] de

manera que los puntos fijos a estudiar son (x,u)={(-7,0),(0,0),(0, 7)}.

La naturaleza de dichos puntos fijos es:

Para (x,u)=(0,0), el flujo linealizado (senx~x) en torno a dicho punto es:

HL Y
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Cuya ecuacion caracteristica es A*+1 = 0y cuyos autovalores son A = +i, imaginarios puros de

distinto signo; por tanto el punto fijo (0,0) es un punto fijo eliptico o centro.

Para (x,u)=(%x,0) se tienen sendos puntos hiperbdlicos de silla. En efecto, para linealizar en

torno a dichos puntos se realiza previamente el cambio de variable (x,u)=(x—(+x),u)

L3
dr
au =—sen(x )
dr

=u

Teniendo en cuenta —sen(x £ ) =—senx y linealizando se obtiene:

dx —
o -
ar 1 0 u
En este caso, la ecuacién caracteristica es A*-1 = 0, cuyos autovalores son A = +1, reales

distintos y de signo opuesto; por tanto los puntos fijos (+,0) son puntos hiperbdlicos de silla.

U(x)
H=E=E +U(x)
0 c
E>O0
-7 0 +1 X
E=0 | !
E<O

Figura 2-35 Potencial del oscilador U(x)=-(1+cosx) y niveles energéticos de la separatriz (E=0), las drbitas exteriores
(E>0) e interiores (E<0) a la separatriz.
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De la expresién del potencial, U(x)=—(1 + cosx) se deduce facilmente que presenta un minimo
relativo (un pozo de potencial) en x=0 y dos maximos relativos en x=+ 7. Que se corresponden
con el centro vy los dos puntos hiperbdlicos de silla, respectivamente. En la Fig. 2-35 se muestra

la grafica del potencial.

Orbitas heteroclinas:

Para el origen de potencial elegido, las drbitas heteroclinas se encuentran para Hy=0, valor
gue sustituido en (2.121) conduce a:

U, =£4J2(1+cosx,). (2.122)

Una vez integrada esta ecuacion, determina, para cada signo, las Orbitas heteroclinas

oyre:
I (r) =(x,.(r) =*2arctan(senh(z)), u,. (r) = +2sech(z)). (2.123)

Deshaciendo el cambio de variable 7=Qt =./Fa(m)t |a expresién de las érbitas heteroclinas,

necesarias para el calculo de la funciéon de Melnikov, es:

f”i (t)= (in (t)==2arctan(senh(y/Fa(m)t)),u,. (t) = iz\/ Fa(m) sech(\/ Fa(m)t)) . (2.124)

Notar que si el espacio de fases del péndulo se toma (x,u)ER*x R?, éste es periddico en x con
periodo 27 y entonces se habla de drbitas heteroclinas conectando punto fijos hiperbdlicos
distintos. Dada la periodicidad en x, en tal direccion el espacio de fases tiene la estructura de
una circunferencia de longitud 27, que denotamos s'. Por lo tanto, de forma equivalente, el
espacio de fases para el péndulo se puede tomar como el cilindro (x,u)€S'x R'y ahora los
puntos hiperbdlicos (+7 0), son el mismo punto, habldndose entonces de dos orbitas

homoclinas, conectando tal punto consigo mismo.

Asi pues el espacio de fases queda caracterizado por una separatriz, formada por las dos
Orbitas heteroclinas l:i,l:f conectando los dos puntos hiperbdlicos de silla (7 0) y la

existencia de un punto fijo eliptico en (0, 0) tal como se muestra en la Fig. 2-36.

Orbitas en el espacio de fases

Para terminar de caracterizar el espacio de fases del sistema integrable (2.118), se detallan a
continuacién las ecuaciones de las érbitas exteriores e interiores a la separatriz de [GHO02].
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/
£=0 E<0
x mod(-m, 7

N
N

Figura 2-36 Orbitas en el espacio de fases del oscilador X +sinx =0 : separatriz (E=0), érbitas
externas (E>0) y internas (E<0) [cf. Ecs. (2.124), (2.125) y (2.126) respectivamente].

!

-

\

Las orbitas exteriores a la separatriz tienen valores positivos de energia (E>0) y representan

movimientos de rotacion:

x™(t)==%2arcsen[sn( Mt;m)],
m

(2.125)
Fa(m)

t;m),

ue”(t):i%dn(

donde el signo superior (inferior) representa rotacidén en sentido horario (antihorario). El periodo
de estas orbitas es T(m,F)=2\/;K(m)/\/Fa(m) con valores limites T(m=0,F) =0y T(m=1,F) = . En

el limite m=1 estas drbitas se reducen a las heteroclinas.

Las orbitas interiores a la separatriz tienen valores negativos de energia (E<0) y representan

movimientos oscilatorios entorno a la posicion de equilibrio estable:

X" (t) =2arcsen[\/m sn(y/Fa(m)t; m))],

2.126
U™ (t) = 2</m en(«/Fa(m)t; m). ( )
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El periodo de las drbitas interiores es T(m,F)=2.m/Fa(m)K(m), con valores limites

T(m=O,F)=47r/\/F y T(m=1,F)=0c0 . Estds drbitas también se reducen a las heteroclinas en el

limite m=1.

En la Fig. 2-36 se muestra la estructura del espacio de fases del oscilador, en la que ademas
de mostrarse el cardcter heteroclino de la separatriz se muestran también ejemplos de drbitas

interiores y exteriores a la separatriz.

2.5.2 Caso m=0: p(t;T,m=0)=cos*(t/T)

Como primera aproximacién al non-ideal periodically kicked rotator:
X+nx+Fsenxp(t;T,a;)=0, (2.127)

se estudia el caso de pulsos modelados por la funciéon denam en el limite m=0, limite en el cual

el pulso es armadnico:

p(t;T,a;)=p(t;T,m=0)=lim dn(K(m)t /T)—~1-m =cos’ (E):M.(Z.lz&
m->0 1-VJ1i-m T 2

De manera que el sistema objeto de estudio es:

.. F . F 2

x+;senx=—nx——cos(%t)senx. (2.129)
Obviamente esta ecuacion coincide con (2.116) en el limite m = 0:

X+Fa(m=0)senx=—-nx—F {Z c,(m= 0)cos(2%nt)}sen X, (2.130)

n=1

con

7 /2K(m)-v1-m 1

a(m=0)=Ilim =

m>0 1-1-m 2’

(2.131)

¢ (m=0)=Ilim
Al ) 5

il sech[
m->0 (1—\/1—m)K(m) K(m)

in?

nﬂK(l—m)jz 1

donde §; es la delta de Kronecker. El sistema descrito por la ecuacién (2.129) coincide con la
ecuacion de un péndulo amortiguado cuyo punto de suspensidn oscila en direcciéon vertical con
periodo T, sistema ampliamente estudiado en la bibliografia. Aunque no representa una

aproximacioén realista al kicked rotator, ya que los pulsos no son lo suficientemente estrechos,
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permitira validar el estudio del caso general de pulsos modelados por la funcién denam p(t;T,m)

en el limite m=0.

2.5.2.1 Analisis de Melnikov

Se estudia a continuaciéon desde el punto de vista tedrico la bifurcacién homoclina del
sistema (2.129) que da origen al comportamiento cadtico. Para ello usaremos el andlisis de
Melnikov descrito en el apartado 2.2.4.

El sistema no perturbado X+(F/2)senx=0 es hamiltoniano con energia
H, =Ec+U(x)=u2/2+(—F(1+cosx)/2). La separatriz esta formada por dos érbitas heteroclinas

—

Fg , cuya ecuacion de acuerdo con (2.124) y usando el limite a(m=0)=1/2 es

I:i (t) :(xui (t)==2arctan(senh(/F / 2t)),u,, (t)=+2\/F / 2 sech(\/F/Zt)), (2.132)

y los puntos hiperbélicos de silla (+7,0).

Se considera ahora el sistema perturbado (2.129) . De acuerdo con (2.27) la funcion de

Melnikov para la 6rbita I:S (t) es:
M(t)= [ (TN A LT (et + )t (2.133)

La funcién para la 6rbita () es completamente andloga, y dada la simetria del potencial, el

sy . . it .
andlisis de las dos funciones M (t,) conduce a los mismos resultados de manera que en adelante

se omitira el indice relativo a la drbita heteroclina.

Se considera que los términos disipativo (7<<1) y de excitacién paramétrica son
perturbaciones del sistema integrable subyacente, si bien éste Ultimo no es estrictamente una
perturbacién pues su amplitud efectiva es la misma que la del término del potencial; no
obstante, como se comprobard mas adelante, el método de Melnikov proporciona una primera
estimacion del umbral orden-caos compatible con las regiones de caos estacionario en el espacio

de parametros obtenidas mediante el calculo de los exponentes de Lyapunov.

El sistema (2.129) se escribe en forma de flujo:

(x,0) =fo +fl = (u,—gsenx) +(0,—nu —gcos(sz]senx), (2.134)

donde se ha separado el flujo hamiltoniano ]?O, de la perturbacién j?l, de forma que:
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fo=u, £ =0,
F F 27t (2.135)
fo :—Esenx, 1 :—nu—zcos T senx.
La funcién de Melnikov queda:
Mito)= [ 1-nu —gcos(—z”(t;r fo))sen(x, Ju, Idt. (2.136)

Sustituyendo (2.132) en (2.136) y haciendo el cambio de variable 7=+/F /2t se obtiene:

M(z,)= J. [ n(2y/F / 2 sech(z))* — F (zjﬁs_ )]sen (2arctan(senh(z)))(2\F /2 sech(r))jdr.
(2.137)

Operando, desarrollando el coseno como suma y utilizando la paridad:

M(ro):—4\/F/2nTsechz(r)dr—SFsen[ 277, jT senh(z) sen( 21 Jdr. (2.138)

F /2T )y cosh®(z) F/2T

Utilizando las tablas de integrales [GRJOO] se obtiene:

M(z,)=—8n+F /2 +1E;_ csech[ il ] n[ 27, J (2.139)

T\F/2 T\F/2

y recuperando la variable temporal inicial se obtiene finalmente:

M(t,)=—8nF /2 + csech[ \/%]sen(zﬂj. (2.140)

T

2.5.2.2 Teorema de inhibicién del comportamiento cadtico

La bifurcacién homoclina y por tanto el inicio del comportamiento caético del sistema (2.129)
se producird cuando la funcién de Melnikov (2.140) que mide la distancia entre las variedades
estable e inestable del sistema perturbados tenga ceros simples. Por tanto, una forma de

asegurar que M(t;) no tenga ceros simples se escribe:

167° 7’
8n\F/2> csech , 2.141
WE2> [TMJ 2140

o bien
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3 2

n> 27 csech| —2%
T2JF/2 TJF/2)

(2.142)

De forma que puede establecerse el siguiente teorema de inhibicion del comportamiento

cadtico:
Teorema 4. Una condicion suficiente para que el sistema:

.. F . F 2t

X+ —senx=—-nx——cos(—)senx

2 2 T
con >0, F>0 yn <1, no presente comportamiento cadtico, para trayectorias suficientemente
cercanas a la separatriz, es que se verifique:
n>U,(T,F), (2.143)

donde Uy(T) es la funcion umbral orden-caos:

27’ T
Uy(T,F) = ——=—==csech| ——= (2.144)

7JF/2 TJF/2 )

2.5.2.3 Anadlisis de la funcién umbral y verificacion numérica

Se estudia a continuacién la funcién umbral Uy(T,F), para determinar en qué regiones del

espacio de parametros la dindmica del sistema (2.129) es regular.

m=0
10
8
6
u
4
\u
2
0 2 4 6 8 10
T
(a) (b)

Figura 2-37 (a) Funcién umbral cadtico Uy(T,F) [cf. Ec. (2.144)] que permite establecer el teorema de inhibicion del
comportamiento cadtico. (b) Graficas de las funciones umbral cadtico Uy(T,F)=7.=cte , para valores de 7.=0.01 (rojo) ,
1:=0.2 (verde) y 77.=0.4 (azul). La region del espacio de parametros por encima de cada una de las curvas indica
posible comportamiento cadtico, al menos transitorio.
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En la Fig. 2-37(a) se muestra una grafica de la funcién Uy(T,F). Aplicando la condicion de
inhibicion (2.143) puede establecerse que si el valor de 77 supera Uy(T,F) para un determinado
valor de T y de F no es posible el comportamiento cadtico de manera que la funcién umbral
separa las zonas de comportamiento regular de las de posible comportamiento cadtico (al
menos transitorio) en el espacio de pardmetros (T,F). El valor de la funcidon umbral representa,
fijados los valores de Ty F, el coeficiente critico de amortiguamiento 77, en el sentido de que
para >7. el comportamiento del sistema es necesariamente regular. En la Fig. 2-37(b) se
muestran las graficas de Uy(T,F)=n.=cte, para valores de 7.=0.01, 7.=0.2 y 7.=0.4, las curvas
representadas separan en dos regiones el espacio de parametros, la region por encima de cada
una de las curvas corresponden a la region de posible comportamiento cadtico (al menos

transitorio) una vez fijado el parametro 7. .

Como se ha apuntado anteriormente se han de tener ciertas precauciones a la hora de
valorar el resultado obtenido pues el término (—F/2)cos(2zt/T)sen(x) del sistema dindmico
regido por la ecuacion (2.129) no puede ser considerado propiamente como una perturbacion.
Por este motivo, se han determinado las regiones del espacio de parametros en los que la
dindmica es cadtica, mediante la determinacién de los exponentes de Lyapunov, y se han
comparado los resultados con los de la funcion umbral de Melnikov. Es importante resaltar que
no se pueden esperar concordancias precisas, pues el analisis de Melnikov estudia el inicio del
caos transitorio, mientras que el calculo de exponentes de Lyapunov se refiere a caos

estacionario®.

En la Fig. 2-38 se muestran sombreadas las regiones del espacio de parametros con
exponente de Lyapunov positivo. Para su cdlculo se han utilizado las rutinas descritas en
[WSSV85]. Se ha partido de un reticulo 100x100 en el espacio de parametros (F,T), para cada
valor de Fy T se ha integrado un total de 2000 ciclos para un valor fijo de disipacién 77=0.2 , y se
han sombreado las zonas donde el primer exponente de Lyapunov es positivo. En la misma
gréfica se incluye la funciéon umbral Melnikov Uy(T,F) = 1= 0.2. A la vista de la grafica se pueden

hacer las siguientes observaciones:

a) Por debajo de la funcidon umbral Melnikov no aparece caos estacionario, en efecto el
analisis Melnikov establece una condicidn suficiente para la supresién de
comportamiento cadtico

b) La funcién umbral Melnikov constituye una buena aproximacion a la frontera inferior
de la regidn cadtica. Ademas teniendo en cuenta que los transitorios cadticos no
siempre devienen en caos estacionario, la funcién umbral Melnikov debe quedar por

debajo de la frontera de caos estacionario.

6 . . , . ;. . o 2o N . . . . s
En rigor ninguna técnica numérica permite distinguir entre caos estacionario y transitorios cadticos
suficientemente largos, puesto que la integracion del sistema dindmico siempre se realiza en un intervalo
temporal finito.
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Figura 2-38. Reticulo en el plano de pardmetros (F,T) para 7=0.2. Los puntos representan las zonas del espacio de
parametros en los que el exponente maximal de Lyapunov es mayor que 103, y la linea representa la funcién umbral
cadtico Uy(T,F)= . =0.2 calculada tedricamente [cf. Ec. (2.144)].

2.5.3 Pulsos modelados con la funcién denam p(t;T,m)

2.5.3.1 Analisis de Melnikov

El sistema objeto de estudio es el non ideal periodically kicked rotator:
X+nx+Fsenxp(t;T,a;)=0, (2.145)
en el que el pulso asimétrico considerado es:

p(t;T,a,)=plt;T,m)= dn(K(m)t /T)-N1-m (2.146)

1-1-m

De manera que la ecuacion que describe la evolucidn del oscilador es:

Fdn(ZK(m)t/T)—\/l—m
1-v/1-m

X+nx+ senx =0. (2.147)

Para el posterior analisis de Melnikov, la ecuacidn anterior, usando el desarrollo en serie de la

funcién denam [cf. Ec. (2.115)], y separando la parte integrable de la perturbacién se escribe:
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n=1

X+ Fa(m)senx=-nx—F [Z c, (m)cos(zgt)} senx, (2.148)

con

_ 7 /[2K(m)—~1—-m

atm) 1-+1-m

nzK(1—m)

il sech{
(1—\/1—m)K(m) K(m)

c,(m)=

} (2.149)

Se considera que los términos disipativo y de excitacidon paramétrica son perturbaciones del

sistema integrable subyacente. Se ha de notar sin embargo que el término de excitacién
paramétrica tiene una amplitud que verifica FZ::lcn(m)ZFa(m), Vmy por tanto no es

estrictamente una perturbacion. En cualquier caso como se comprobard mas tarde, el método
de Melnikov constituye una primera aproximacién del umbral orden-caos compatible con el

analisis numérico realizado mediante el célculo de exponentes de Lyapunov.

Se estudia a continuaciéon desde el punto de vista tedrico la bifurcacién homoclina del
sistema (2.147) que da origen al comportamiento cadtico, para ello usaremos el anadlisis de

Melnikov descrito en el apartado 2.2.4.
El sistema no perturbado X+Fa(m)senx=0 es hamiltoniano con energia
H, =E, +U(X)=u’ /2+(—Fa(m)(1+cosx)) . La separatriz estd formada por dos orbitas heteroclinas

F?_r , Cuya ecuacion de acuerdo con (2.124) es:

fg (t)= ( X,. (t)==E2arctan(senh(/Fa(m)t)),u,. (t) = iz\/ Fa(m) sech(\/ Fa(m)t)) ,  (2.150)

y los puntos hiperbélicos de silla (+m,0).

Se considera ahora el sistema perturbado (2.148). De acuerdo con (2.27) la funcion Melnikov

para la 6rbita ° (t) es:

M(t)= [ F (TN AT (0t + ), (2.151)

donde

(x,u)= f‘o + f‘l =(u,—Fa(m)senx)+(0,—nu—F {Zx: c, (m)cos(z';_ﬁt

n=1

)}senx). (2.152)



80 Capitulo 2. Umbral orden-caos

La funcién de Melnikov para la 6rbita °(t) es completamente andloga, y dada la simetria del

. spe . . it .
potencial, el analisis de las dos funciones M (t,) conduce a los mismos resultados de manera que

en adelante se omitira el indice relativo a la 6rbita heteroclina.

Sustituyendo (2.152) en (2.151) se tiene:

Mit, )——n.[u (t)dt — FZC (m)j u,(t)sen[x,(t)]cos [w]dt. (2.153)

—o0

Sustituyendo (2.150) en (2.153) y haciendo el cambio 7=+/Fa(m)t :

senh(z) 2nz(t +1,)

Mit,) =~ Falmln [ sech’ (e)ir - aF ZC( )J cosh’(z) Fa(m)T

—0

dr.  (2.154)

Desarrollando el coseno como suma y en funcion de la paridad del segundo integrando se

obtiene:

2nzr, 7 senh(r) 2nzt
M(t,)=—4 Fa(m)"LSECh (T)dHSFZC (msent JFa(m)T -[cosh"”(r)Sen JFa(m)T

(2.155)

Usando las tablas integrales estandar [GRJ0OO]:

7 )——877\/Fa(m)+ Zn c,(m)b,(m,T, F)sen( ) (2.156)

nl

con

2
b (m,T,F)=csech _m .
T+/Fa(m)

2.5.3.2 Teorema de inhibicién del comportamiento caédtico

La bifurcacién homoclina y por tanto el inicio del comportamiento cadtico del sistema (2.147)
se producira cuando la funcién de Melnikov (2.156) tenga ceros simples. Por tanto, una forma de

asegurar que M(t;) no tenga ceros simples se escribe:

8n+/Fa(m) >

Zn c,(m)b,(m,T,F) (2.157)

expresién que operada conduce a:
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n> Zn c,(m)b,(m,T,F) (2.158)

T \IFC’ (m)nl

De forma que puede establecerse el siguiente teorema de inhibicion del comportamiento

caotico:
Teorema 5. Una condicion suficiente para que el sistema dindmico:

dn2K(m)t /T)—~1-m
1-J1-m

X+nx+F senx=0

con>0, F>0 ynp <1, no presente comportamiento cadtico, para trayectorias suficientemente

cercanas a la separatriz, es que se verifique:
n>U(m,T,F), (2.159)

donde U(m, T,F) es la funcion umbral orden-caos:

U(m,T,F)= Zn c,(m)b,(m,T,F) (2.160)

\/Fa (m) n

con

7 /2K(m)—~1—m
1-J1-m

2
b,(m,T,F)=csech _nm ,
T+/Fa(m)

a(m)=

¢ (m)= nﬂK(l—m)].

(1— 1—m)/<(m) h[ K(m)

2.5.3.3 Anadlisis de la funcion umbral y verificacién numérica

Se estudia a continuacién la funcion umbral U(m,T,F) para determinar las regiones del
espacio de parametros en las que la dindmica de (2.147) es necesariamente regular de acuerdo

con el teorema de inhibicion.

En primer lugar se verifica que U(m=0,T,F)=Uy(T,F), siendo Uy(T,F) la funcién umbral orden-

caos obtenida previamente para el caso m=0,ver Ec. (2.144). En efecto, en el limite m=0:
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alm=0)=1/2,
ni’
b,(m=0,T,F)=csech| ——— |, (2.161)
)
c,(m=0)=4,,.
Por tanto:
2 i

Um=0,T,F)=U,(T,F)= csech . 2.162
° T°JF/2 [T\/F/Zj (2.162)

La funcién umbral U(m,T,F) presenta los siguientes comportamientos asintdticos:

Um,T,F >x)=0

Um,T,F—>0)=0

Um, T—>x,F)=0 (2.163)
Uim,T—0,F)=0

Um=1,T,F)=0

Por tanto, de acuerdo con el teorema de inhibicién, no cabe esperar comportamiento cadtico

en dichos limites.

La estructura cualitativa de las curvas U(m#0,T,F)=cte no difiere de las correspondientes al
limite armdnico m=0. Cada curva U(m=cte,T,F)=cte (véase la Fig. 2.39) presenta un minimo en
Tmin(m) en el plano (T,F), cuyo valor crece cuando m varia desde m=0 hasta m—1, si bien la

desviacidn respecto de T,,(m=0) Unicamente es importante para pulsos muy estrechos (m—1).

Se analiza a continuacién el umbral cadtico en funcién de la amplitud F y del parametro m
qgue controla la anchura del pulso, manteniendo el periodo constante. La Fig. 2-40 muestra la
grafica de la funcion U(m, T=cte,F), donde se puede observar la existencia de un valor critico de
la amplitud F.=F.(T) de manera que para valores F<F_ la funcién umbral es mondtona decreciente
en su dependencia con el parametro m (véase la Fig. 2-41(a)), mientras que para valores F>F. la
funcién umbral presenta un maximo m,., (véase la Fig. 2-41(b)). Dicho maximo se produce para
un valor de m muy cercano a la unidad, es decir para pulsos muy estrechos, y representa la

situacidon mas favorable para la aparicién de comportamiento cadtico.

Notar de nuevo que el término de la excitacidon paramétrica del miembro de la derecha de la
Ec. (2.148) no es un término propiamente perturbativo, por lo que la validez del analisis de
Melnikov realizado es limitada. Por este motivo se hace necesario verificar numéricamente los

resultados obtenidos.
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En la Fig. 2-42 se muestran sombreadas las regiones del espacio de parametros (T,F) con

exponente de Lyapunov positivo para distintos valores de m. Para su cdlculo se han utilizado las

rutinas descritas en [WSSV85]. Se ha partido de un reticulo 100X100 en el espacio de

parametros (F,T ), para cada valor de Fy T se ha integrado un total de 2000 ciclos para un valor

fijo de disipacién 7=0.2 , y se han sombreado las zonas donde el primer exponente de Lyapunov

es positivo. En la misma grafica se incluye la funcién umbral Melnikov U(m=cte,T,F)= 1= 0.2. La

interpretacién de las gréficas es sencilla, las zonas sombreadas corresponden a caos estacionario

y la funcién umbral representa un limite inferior para la aparicién de caos (al menos transitorio).

A la vista de las gréficas se pueden hacer las siguientes observaciones:

a)

b)

c)

Existe un buen acuerdo entre el andlisis de Melnikov y el andlisis numérico. El teorema
de inhibicién predice que por debajo de la funcidn umbral no es posible el
comportamiento cadtico, y el analisis numérico muestra que no existe caos estacionario
por debajo de dicha funciéon umbral. De hecho, la funciéon umbral calculada es una buena
aproximacién, desde el punto de vista cualitativo y cuantitativo, a la frontera inferior de
las regiones de caos estacionario en el espacio de parametros. La aproximacion es
particularmente buena para valores de T crecientes.

En la Fig. 2-42 se observa que la extensién de la regién cadtica aumenta conforme
aumenta el valor de m, o equivalentemente cuando el pulso se va estrechando (véase la
Fig. 2-34). Puesto que en el caso limite m=1, no es posible el comportamiento cadtico, se
deduce la existencia de un valor de m cercano a la unidad para el cual la extension de la
regidn cadtica es maxima, lo que concuerda con el resultado mencionado anteriormente
acerca de la existencia de mn,, para el cual se presenta la situacion mas favorable para la
aparicién de caos (véase la Fig. 2-41(b)).

Conforme aumenta el valor del periodo T, van apareciendo lenguas de comportamiento

cadtico estacionario, que se van estrechando conforme T crece.
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Figura 2-39 Gréficas de las funciones umbral orden-caos U(m=cte,T,F)= n.=cte [cf. Ec.(2.160)], para valores de 7.=0.01
(rojo) , n.=0.2 (verde) y 7.=0.4 (azul). La regién del espacio de parametros por encima de cada una de las curvas
corresponde a la posibilidad de comportamiento cadtico, al menos transitorio. (a) m=0, (b) m=0.5, (c) m=0.9, (d)
m=0.99, (e) m=1-10", y (f) m=1-10"".
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T=15

Figura 2-40 Grafica de la funcién umbral-cadtico U(m,T=7.5,F) [cf. Ec.(2.160)]. El intervalo de m representado
corresponde a pulsos estrechos.

(a)T=75F=0.2
0.055 cr—v—r—r—

0.050
0.045¢
0.040"
0.035¢
0.030"
0.025-

0.020E.

(b)) T=75F=45

0.95f =t
0.94 ]
0.93"
0.92"

0.91¢ ]

0-905\ 1 1 1 \E
0.999980 0.999985 0.999990 0.999995 1.000000

m

Figura 2-41 Graficas de la funcién umbral-cadtico U(m,T=cte,F=cte) [cf. Ec.(2.160)]. (a) U(m,T=7.5,F=0.2), obsérvese el
comportamiento mondtono decreciente. (b) U(m,T=7.5,F=4.5), obsérvese la existencia de un maximo relativo.
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Figura 2-42 Reticulo en el plano de pardmetros (F,T) para 7=0.2 y para distintos valores de m. Los puntos representan

las zonas del espacio de pardmetros en los que el exponente maximal de Lyapunov es mayor que 107, y la linea
representa la funcién umbral cadtico Uy(m=cte,T,F)= 0.2 calculada tedricamente [cf. Ec.(2.160)].
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2.5.4 Mecanismo Fisico. Invariancia del impulso mecanico transmitido
2.5.4.1 Condicién de invariancia del impulso mecdnico

¢Existe alguna condicidn de tipo fisico para que la dindmica del kicked rotator sometido a
pulsos periddicos no ideales (NIPKR) sea independiente de la forma del pulso de la excitacion
temporal? Para responder a esta cuestién se aplica a continuacidn la conjetura de la invariancia
del impulso mecanico transmitido introducida en la referencia [CMGH99] y aplicada al NIPKR en
la referencia [CMGHO1].

La ecuacidn del oscilador objeto de estudio es:
X+nx+Fp(t;T,a;)senx=0 (2.164)

En efecto, si
E(t)=E[+U(x)=§)'(2+[—(1+cosx)] (2.165)

es la funcidn energia del sistema (2.164), siendo E, la energia cinética y U(x) la potencial, su

derivada temporal puede escribirse como:
— =Xx+—x=—x{-nx—senx[1-Fp(t;T,c,)]}. (2.166)

Esta ecuacién, una vez integrada sobre cualquier periodo [nT, (n+1)T], n=0,1,2,..., nos da la

variacion temporal de la energia en cada periodo:

(n+1)T (n+1)T
E((n+1)T)—E(nT)=—7 j X2(t)dt + j x(t)sen[x(t)][1-Fp(t;T,a,)ldt. (2.167)

Dado que las soluciones de (2.164) con 7>0 son acotadas, puesto que la divergencia de su
flujo es negativa, podemos aplicar el primer teorema del valor medio [GRJOO] a las integrales de
la ecuacidn anterior:

(n+1)T

E((n+1)T) = E(nT) = =y Tic (r,) + X(,)senlx(0,)] [ [1-Fp(t;T,a,)ldt, (2.168)

nT

donde {7y, »} € [nT, (n+1)T]. Los valores de 7; y 7, dependeran de ny de p(t; T, a;) no obstante si
nos centramos en soluciones asintéticas de (2.164) cuando el oscilador haya alcanzado el estado
estacionario (n—0), el cambio energético en un periodo no dependera de la forma especifica
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(n+1)T
del pulso p(t; T,¢;), sino del valor de su integral en un periodo IT p(t;T,c;)dt, es decir, de su
n

impulso mecdnico.

Por tanto, manteniendo constante el resto de parametros y las condiciones iniciales, cabe
esperar que la dindmica de (2.164) sea similar para pulsos de formas diferentes que transmitan
al oscilador el mismo impulso mecanico en cada periodo:

(n+1)T (n+1)T
LT p(t;T,a,.)dtzj.nT p(t;T,a ). (2.169)

La conjetura formulada acerca de la invariancia del impulso mecanico no deja de ser una
condicidn fisica plausible que debe ser verificada numérica o experimentalmente. Hay que notar
qgue la variacidon energética en un periodo puede no depender explicitamente de la forma
especifica del pulso, pero si depende del valor de x y x en los instantes 7; y7, , que no tienen por
qué ser idénticos en especial para periodos suficientemente grandes ( 7>>1 ), cuando el periodo
del pulso es muy superior al periodo del sistema integrable subyacente. No obstante parece
razonable que dichos valores no sean muy diferentes para periodos de la excitacién paramétrica

suficientemente pequenos, T-0, ya que {7, »} € [nT, (n+1)T].

De forma que la variacion energética del oscilador en un periodo depende del impulso
- . (n+2)T . .
mecdanico transmitido por el pulso J.T p(t;T,c;)dty del valor de x y x en los instantes 7; y2,
n

que dependen a su vez de p(t;T, ;). No obstante para periodos suficientemente pequefos, T—0,

la variacion de tales magnitudes sera pequenia.

Por tanto, la dependencia fundamental de la variacion temporal energética del sistema
(2.164) y, consecuentemente, de su dindmica es con el impulso mecdnico transmitido por el
pulso, siempre y cuando nos ciflamos a soluciones asintéticas (n—o0) y se consideren periodos
de la excitacion temporal suficientemente pequefios (T—0). Esta aseveracion debera ser

corroborada por simulaciones numéricas.

Para verificar numéricamente la validez y el alcance de la conjetura de invariancia del impulso
mecdanico se comparara la dinamica del NIPKR, véase Ec. (2.164), con tres pulsos periddicos
asimétricos de periodo T, amplitud unidad, que verifican p(t=(2n-1)T/2;T,c;) =0y p(t;T,c;) =0y

forma controlada por los parametros «;:

a) p(t;T,)=p(t;T,m), el pulso modelado con la funcién denam estudiado en los

apartados anteriores:

_ dn(2K(m)t/T;m)—~1—m
1-1-m '

pit;T,m) (2.170)
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b)

c)

p,(t;T,a;)=p'(t;T,m'), pulsos cnoidales modelados por la funcién eliptica de Jacobi

cosam:
p'(t;T,m)=cn’ (2K(m )t / T:m). (2.171)

Notar que los pulsos pi(t;T,m) y p,(t;T ,m’) son idénticos en el limite m=m’=0, en efecto
pa(t;T ,m=0)= p,(t;T ,m'=0)=cos*(nt/T), y en el limite m=m’=1 dénde ambos pulsos son
nulos para todo t, excepto para un conjunto de instantes de media de Lebesgue nula:
t=nT, n=0,1,2,... Para el resto de valores del parametro eliptico, la forma de ambos
pulsos es muy similar (véanse las Figs. 2-43 (a) y (b)) contando el pulso cnoidal con una

anchura algo menor para el mismo valor del parametro eliptico.

p;(t;T,a;)=s(t;T,b), pulsos rectangulares de anchura b:

1,te[0,b/2]U[T-b/2,T
s(t;T,b)= cl0,b/21V] / ], en cada periodo T. (2.172)
0,te(b/2,T-b/2)

Notar que el pulso s(t; T, b) no es adecuado para simular pulsos o impactos reales. Por el
contrario, el estudio del NIPKR surge de la necesidad de trabajar con pulsos no ideales,
no obstante se ha considerado en este apartado como caso limite para verificar la

formulacion tedrica presentada.

En las Figs. 2-43 (a), (b) y (c) se representan los tres pulsos considerados cada uno de ellos

para tres valores distintos del pardmetro que controla la forma de onda. Los valoresde m, m’y

b se han elegido de manera que los pulsos representados transmitan el mismo impulso

mecanico al oscilador.

Particularizando para los pulsos considerados se calcula previamente el impulso mecéanico

transmitido por cada pulso al oscilador en un periodo.

Para el primer pulso

(7 dn(2K(m)t / T;m)— J—

1-v1-m
.[(n+1)T(2K(m) Ry Doy SEC(™) cOS(274)) \/— ZKTm)_mT
T 1-1-m 1-\1-m

I, =j'n(T p,(t;T,a)dt j
(2.173)

donde se ha utilizado el desarrollo en serie de Fourier de la funcién denam, cuyo Unico término

con integral a un periodo no nula es el primero.
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El impulso mecanico del pulso cnoidal:

I ZJ(M)TP (t;T,a,)dtZI(M)TCnZ(ZK(m')t/T;m')dtZL m-1+ 2y 2.a7a)
2 nT 2 ! nT m, K(ml)

donde E(m’) es la integral eliptica completa de segunda especie. La integral se ha resuelto con

ayuda de tablas de integrales estandar [GRJOO].

~ m'(m=0)
—— m'(m=0.999)

(b)

m'(m=1-10")

< T
~ s | |
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1 I ' I I |
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Figura 2-43 Graficas de los pulsos (a) p(t;T,m), (b) p’(t;T,m’), y (c) s(t;T,b) [cf. Ecs. (2.170), (2.171) y (2.172),
respectivamente], para distintos valores de los parametros de forma correspondientes, m, m’ y b, que controlan la
anchura de cada pulso. Los valores de m’ y b elegidos verifican las condiciones de invariancia del impulso mecanico
transmitido [cf. Ecs. (2.176) y (2.177)].
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En cuanto al pulso rectangular, su impulso mecdnico transmitido en un periodo es:

(n+1)T (n+1)T
I :.Lr p,(t;T, o )dt :J'HT s(t;T,b)dt = b. (2.175)

2.5.4.2 Verificacién de la conjetura de invariancia del impulso mecdnico

Tomando como pulso de referencia el pulso modelado con la funcién denam p4(t;T,m) se
estudian a continuacién la aplicacidon de la conjetura de invariancia del impulso mecdanico

(2.169) a los pulsos considerados:
a) Pulsos denam y cnoidal

En efecto aplicando la condicién de invariancia (2.169) entre el pulso denam (2.170) y el

pulso cnoidal (2.171) de acuerdo con los impulsos calculados se obtiene:

A(m) =B(m'),

Alm)= il \/1—mj, (2.176)

J— (ZK (m)

B(m')=— (m -1+ MJ
K(m")

0,10
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m’)

0,04 |

A(m)-B(m

0,02

0,00 . 1 . 1 . 1 . 1 .
0,0 0,2 0,4 m 0,6 0,8 1,0

Figura 2-44 Funcion diferencia A(m)—B(m’=m) [cf. Ec. (2.176)] vs. m. En el detalle se muestra el maximo de la funcion
diferencia en m,,,,=0.99754.
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No es posible encontrar una expresion explicita m’=m’(m) . Los pulsos denam y cnoidal
son los mismos en los casos limite m=m’=0 y m=m’=1 y presentan una forma de onda
distinta para el resto de los valores del parametro de forma. En la Fig. 2-44 se representa
la funcidn A(m)—B(m’=m). Se observa que es una funcion definida positiva que presenta
un maximo en M,,=0.99754. Desde el punto de vista fisico para valores m=m’ el
impulso mecanico transmitido por el pulso denam (2.170) es superior al transmitido por
el pulso cnoidal (2.171). Ambas funciones A(m) y B(m’) son mondtonas decrecientes
desde A(m=0)=B(m’=0)=1/2 hasta A(m=1)=B(m’=1)=0 . Aunque la diferencia cuantitativa
entre A(m) y B(m’) es apreciable no cabe esperar diferencias cualitativas en los

diagramas de bifurcacion del sistema sometido a los dos tipos de pulsos.

La Fig. 2-45 confirma la hipodtesis; en ella se muestran sendos diagramas de bifurcacion
del sistema sometido al pulso denam vy al pulso cnoidal, respectivamente, con 7=5.52,
F=1y 1=0.2 (valores elegidos para que el NIPKR presente una dinamica rica y variada)
para condiciones iniciales fijas xo =0.4 y v,=0.6 tras la integracion numérica de 2000
ciclos. Comparando las Figs. 2-45 (a) y (b) se observa que la dindmica de ambos sistemas
es muy similar, con la Unica diferencia de los valores especificos del parametro de forma
m o m’ en los que ocurren cambios cualitativos de la dindmica. En las dos primeras
columnas de la Tabla 2-1 aparecen listados tres de estos puntos de bifurcacion, m; para
el NIPKR sometido al pulso denam y los puntos de bifurcacién m’; equivalentes para el
NIKPR sometido al pulso cnoidal, que han sido determinados a partir de los diagramas de
bifurcacién correspondientes ( veanse las Figs. 2-45(a) y 2-45(b), respectivamente). En la
tercera columna de la Tabla 2-1 se listan los puntos de bifurcacién resultado de la
aplicacién de la conjetura de invariancia del impulso mecéanico transmitido obtenidos a
partir de la resolucién numérica de la ecuacién transcendente (2.176) para los valores
m; , es decir los valores m’(m;) para los cuales el pulso cnoidal de parametro m’(m;)
transmite el mismo impulso mecénico al oscilador que el pulso denam de pardmetro m;.
Comparando las dos ultimas columnas se observa que la concordancia es muy buena,

con una desviaciéon menor del 3%.

Puntos de bifurcacion Puntos de bifurcacion Prediccidn tedrica
[cf. Fig. 2-45 (a)] [cf. Fig. 2-45 (b)] [cf. Ec.(2.176)]
m m’; m’(m;)
0.507 0.308 0.315
0.756 0.526 0.511
0.956 0.819 0.796

Tabla 2-1 Puntos de bifurcacién para el pulso denam y para el pulso cnoidal [cf. Figs. 2-45(a) y 2-45(b),
respectivamente] y prediccidn tedrica para el pulso cnoidal [cf. Ec. (2.176)].
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Figura 2-45. Diagramas de bifurcacién para la variable dx/dt del NIPKR [cf. Ec. (2.111)] con 7=0.2, F=1 y T=5.52
sometido a : (a) pulsos denam [cf. Ec.(2.170)] y (b) pulsos cnoidales [cf. Ec. (2.171)]

La comparacion de ambos diagramas de bifurcacién confirma la validez de la conjetura
de invariancia del impulso mecénico. En efecto, no sdélo la dindmica para ambos pulsos
es similar a nivel cualitativo sino que la aplicacién de la condicidn de invariancia del
impulso mecéanico conduce a predicciones cuantitativas muy aproximadas, véase la Tabla
2-1, acerca de los valores del pardmetro de forma del pulso para los cuales se producen

cambios relevantes en la dindmica del sistema.
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b) Pulsos denam y rectangular

En efecto aplicando la condicién de invariancia (2.169) entre el pulso denam (2.170) y el

pulso rectangular (2.172) se obtiene la siguiente funcion:

b(m,T)ET(1+ ”/ZK(m)_lj, (2.177)

1-v1-m

la cual cuenta con los siguientes valores limite: b(m=0,T)=T/2 y b(m=1,T)=0, donde b(m)
representa la anchura del pulso rectangular que transmite el mismo impulso mecanico

que el pulso denam con parametro de forma m.

Para verificar la condiciéon de invariancia del impulso se han realizado simulaciones
numéricas en las que se observa que dicha condicién solo funciona razonablemente
bien cuando b—0, es decir para pulsos muy estrechos. Como ejemplo de una situacion
desfavorable en las Figs. 2-46(a) y 2-46(b) se representan sendos diagramas de
bifurcacion del sistema sometido al pulso denam vy al pulso rectangular,
respectivamente, con F=0.55, 7=0.2 y T=5.52, en los intervalos 0 <m <1 para el primer
pulso y b(m=0,T)<b<b(m=1,T) para el segundo. El atractor 2T-periddico se hace inestable
para m=0.8700 en el primer caso, mientras que en el segundo caso el salto a la solucidn
estacionaria ( x(t)=0, x(t)=0) se produce para una anchura de pulso b=1.93075 que, de
acuerdo con (2.177), corresponde a un valor de m=0.9934. La discrepancia puede ser
debida a la marcada diferencia entre los dos tipos de pulso, pues en el caso de pulsos
asimétricos con un solo maximo en cada periodo como el pulso denam vy el cnoidal , que
representan adecuadamente los pulsos periddicos reales, se ha obtenido una buena
concordancia tanto cualitativa como cuantitativa en la dindmica del NIPKR sometido a
dichos pulsos en el caso de que se verifique la condiciéon de invariancia del impulso

mecanico transmitido

En conclusion, puesto que la condicion de invariancia del impulso mecanico (2.169) conduce

a resultados correctos en su aplicacidn a pulsos que simulan impactos reales (pulsos con un solo

maximo por periodo) en el kicked rotator sometido a pulsos peridédicos no ideales (NIPKR) [cf.

Ec.

(2.164)], la eleccion de un pulso especifico permite obtener resultados genéricos

aproximadamente vdlidos para cualquier otro pulso similar lo que confirma la robustez de la
dindmica del NIPKR.
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Figura 2-46 Diagramas de bifurcacion para la variable dx/dt del NIPKR [cf. Ec. (2.111)] con 7=0.2, F=1 y T=5.52
sometido a : (a) pulsos denam [cf. Ec.(2.170)] , con m en el intervalo 0 < m < 1y (b) pulsos rectangulares [cf. Ec.
(2.172)] con b en el intervalo b(m=1,T) < b < b(m=0,T) [cf. Ec. (2.177)].

2.5.5 Caracterizacion numérica de una ruta orden-caos bajo cambios en la
forma de onda del pulso

El objeto del presente apartado es caracterizar numéricamente una ruta orden-caos del
kicked rotator amortiguado sometido a pulsos periddicos no ideales (NIPKR), bajo cambios
Unicamente en la forma de onda del pulso de la excitacién paramétrica. La ecuacion del

oscilador ya estudiado en apartados anteriores es:

dn(2K(m)t /T)—~1—-m
1-41-m

X+nx+F senx =0. (2.178)

El valor del coeficiente normalizado de amortiguamiento 7=0.2, de la amplitud del pulso
F=1.0 y del periodo T=5.52 se han elegido de manera que el oscilador se encuentre en estado
cadtico cuando estd sometido a pulsos trigonométricos (m=0) y presente una dindmica rica y
variada conforme el pulso se estrecha incrementando el valor de m, hasta que en el limite m=1
el oscilador alcance la solucién estacionaria de equilibrio, (x=0,x=0).El diagrama de
bifurcacion global se muestra en la Fig. 2-47 (b); en él se representa la segunda componente de
la aplicacidon de Poincaré en funcion de m para un paso Am=0.001. Para cada valor de m vy
partiendo de unas condiciones iniciales fijas, tras un transitorio de 500 ciclos, se muestrean un
total de 40 puntos de la aplicacidon de Poincaré. Junto al diagrama de bifurcacion se muestra en
la Fig. 2-47 (a) el exponente maximal de Lyapunov vs. m con el mismo paso que el diagrama de
bifurcacion Am=0.001 y verificando previamente la convergencia de su calculo. Los valores del
exponente maximal de Lyapunov calculados corroboran en todo punto la estructura del

diagrama de bifurcacién, las regiones cadticas con exponente de Lyapunov A, positivo, y en las
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zonas de comportamiento regular, la inestabilidad origen de los distintos puntos de bifurcacién
se manifiesta con el crecimiento del primer exponente A, desde valores negativos hasta

alcanzar el valor nulo en los puntos de bifurcacion.

El estudio numérico se ha realizado mediante técnicas numéricas usuales: series temporales,
trayectorias en el espacio de fases, aplicaciones de Poincaré, espectros de potencia vy
exponentes de Lyapunov. Para el calculo de exponentes de Lyapunov se ha utilizado el algoritmo
descrito en [BGS76] y usado en [WSSV85], como integrador se utilizd un Runge Kutta de 42
orden segln las rutinas estandares [Pre92]. En todos los casos se ha utilizado un paso de
integracion h=T/40.

A continuacidn caracterizaremos la ruta caos orden en sentido creciente de m:

En el intervalo 0<m<0.268 el oscilador se encuentra en un estado de caos estacionario a
gran escala, el exponente maximal de Lyapunov es positivo y alcanza sus valores maximos. En la
Fig. 2-48 se muestra el caso trigonométrico m=0: el atractor ocupa una extensa region del
espacio de fases, la aplicacion de Poincaré es un atractor extrafio, un conjunto fractal en el que
se aprecia una estructura autosimilar. El espectro de potencia es el caracteristico de

comportamiento cadtico.

En m=m;=0.268 el sistema experimenta una crisis interior inversa (inverse interior crisis, ver
v.g.[0Ott93]) visitando el atractor cadtico una region mas limitada del espacio de fases,
comportamiento que se mantiene en el intervalo 0.268<m<0.507. La Fig. 2-49 ilustra el caso
m=0.4 donde existe un atractor cadtico simétrico en la aplicacién de Poincaré. Ademas la
moderada sincronia con el subarmonico @/2 que muestra el espectro de potencia se traduce en
gue en la aplicacién de Poincaré el atractor estd compuesto por dos tramos. Una crisis se
produce cuando un atractor cadtico colisiona con una Orbita periddica inestable o
equivalentemente con su variedad estable, la crisis es interior si la érbita periddica inestable con
la que el atractor colisiona se encuentra en el interior de su cuenca de atraccién, de ahi su
denominacién. En nuestro caso cuando el valor de parametro de control, m, se incrementa hasta
un valor critico m;=0.268 el atractor reduce repentinamente su tamafio y el nimero de puntos
diseminados en la aplicacidon de Poincaré se reduce drasticamente, indicando atenuacioén de la
dindmica cadtica. Para m ligeramente menor que m,, el sistema exhibe intermitencia inducida
por crisis (crisis-induced intermittency), es decir, el oscilador visita durante largos periodos de
tiempo la regidn del espacio de fases en la que el atractor se encuentra confinado después de la
crisis inversa (m>m;). Notese en el diagrama de bifurcacidén cémo la banda del atractor cadtico
reducido parece penetrar en la regiéon donde el atractor cadtico es mas extenso (véase la Fig.
2-47(b)). Al final de estos largos periodos el oscilador sale bruscamente de la region reducida y
se extiende cadticamente en la regidn mas extensa, debido a la crisis interior. Luego la érbita
vuelve a la antigua regién durante un cierto tiempo, volviendo a escapar a la region extensa y asi

sucesivamente. A medida que m se hace menor que mj, los tiempos que emplea la drbita en
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visitar la regidén reducida del espacio de fases se reducen. En resumen, se trata de una

intermitencia del tipo: (caos);—(caos),—(caos);—(caos),—....

En m=m;,:=0.507 tiene lugar una crisis inversa por combinacion (inverse attractor merging
crisis, ver v.g.[0Ott93]) desdoblandose el atractor cadtico simétrico que existia para m<miym. en
dos atractores caodticos asimétricos para m<mj,n. . En el diagrama de bifurcacién (vedse la Fig.
2-47(b)) solo se aprecia uno de los dos atractores asimétricos pues la condicién inicial elegida
cae en la cuenca de atraccion de uno de ellos. Este tipo de crisis se produce por la colision de dos
0 mas atractores cadticos, en este caso asimétricos, con una 6rbita periddica inestable en la
frontera que separa sus cuencas de atraccion, dando lugar a un Unico atractor cadtico, en este
caso simétrico. La simetria del NIPKR de ecuacién (2.178) respecto a la transformacién (x— —x),
supone que si [x(t),dx(t)/dt] es una solucién de su ecuacion, [—x(t), —dx(t)/dt] también lo es, de
manera que las soluciones pueden ser o bien simétricas o bien si son asimétricas aparecen por
pares mutuamente simétricas. En el intervalo 0.507<m<0.599 la extensidn del atractor cadtico
se reduce aun mas y se ha detectado caos tipo phase locked. Se trata de un comportamiento
cadtico de tipo débil (primer exponente de Lyapunov es positivo y pequefio), guarda sincronia
con la excitacion (nétese la memoria de la drbita regular, picos agudos en el espectro de
potencia de la Fig. 2-50, que representa una clara sincronia con el subarmédnico @/2) y se
caracteriza por que su espectro de potencia tiende a cero para frecuencias pequeiias,
limgoo|S(@) | =0 [HYK85, KM86]. En el entorno de mi,;m. se ha detectado intermitencia inducida
por crisis como cabria esperar [GORY87]. La Fig. 2-50, que muestra el caso m=0.525, ejemplifica
el comportamiento del oscilador en este intervalo. Obsérvese la asimetria del atractor
comparado con el mostrado en la Fig. 2-49.

En el intervalo 0.599<m<0.956 se produce una tipica secuencia de duplicacién de periodo en
sentido inverso, las érbitas periédicas son asimétricas con periodos 2"T. Notar cémo los puntos
de bifurcacion m={0,608, 0,641, 0,756, 0.956} observados en el diagrama de bifurcacion (véase
la Fig. 2-47(a)) son confirmados por el comportamiento del exponente de Lyapunov en el
entorno de dichos puntos (véase la Fig. 2-47(b)). El atractor asimétrico 2T-periddico recupera la
simetria en m=0.956. En 0.956<m<1-10" el atractor simétrico 2T-periédico reduce su tamafio y
en m=1-10" se inestabiliza, siendo el atractor a partir de ese valor de m y hasta m=1 la solucién
estacionaria de equilibrio,(x=0,x=0), como cabria esperar basandonos en el caracter
disipativo del oscilador y en la forma funcional del pulso en el limite m—1 . A modo de ejemplo
del comportamiento del oscilador en el intervalo 0.599<m<0.956, la Fig. 2-51 muestra una
Orbita 16T-periddica de caracter asimétrico que tiene lugar cuando m=0.605; nétese como el

espectro de potencia refleja tal periodicidad.

Finalmente, para clarificar las dos situaciones en las que se produce un cambio de simetria,
en m=0.956, donde tiene lugar una bifurcacion entre una drbita 2T-periddica asimétrica y una
2T-simétrica, y en m=m;,,=0.507 donde tiene lugar la crisis inversa por combinacion, se incluyen
las Figs. 2-52 y 2-53 en la que se muestran drbitas en el espacio de fases y aplicaciones de

Poincaré en el entorno de dichos valores.
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Figura 2-47 (a) Exponente maximal de Lyapunov vs. m (b) Diagrama de bifurcacidon que representa la segunda
componente de la aplicacion de Poincaré (dx/dt) vs. m. x en unidades arbitrarias y t adimensional. (#=0.2, F=1.0 y
T=5.52).
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Figura 2-48 Caso m=0: Caos estacionario (77=0.2, F=1.0 y T=5.52). (a) Espectro de potencia (b) Aplicacién de Poincaré.
(x en unidades arbitrarias y t adimensional)
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Figura 2-49 Caso m=0.4: Atractor cadtico simétrico (7=0.2, F=1.0 y T=5.52). (a) Espectro de potencia. Ndtese la
sincronia con el subarmoénico @w/2 (b) Aplicacion de Poincaré (m) y drbitas en el espacio de fases (). (x en unidades
arbitrarias y t adimensional)
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Figura 2-50 Caso m=0.4: Atractor cadtico asimétrico, caos tipo phase locked (7=0.2, F=1.0 y T=5.52). (a) Espectro de
potencia. Nétese la sincronia con el subarmoénico @/2 y lim-o|S(w)|=0 caracteristico del caos tipo phase-locked (b)
Aplicacion de Poincaré (m) y 6rbitas en el espacio de fases (—). (x en unidades arbitrarias y t adimensional)
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Figura 2-51 Caso m=0.525: Orbita 16T-periédica asimétrica (7=0.2, F=1.0 y T=5.52). (a) Espectro de potencia
(b) Aplicacion de Poincaré (+) y érbitas en el espacio de fases (—). (x en unidades arbitrarias y t adimensional)
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Figura 2-52 Crisis inversa por combinacion (inverse attractor merging crisis). Se muestran los dos atractores cadticos
asimétricos, mutuamente simétricos, obtenidos a partir de la aplicacion de Poincaré para el caso m=0.508
(m>m;3,c=0.507) para dos condiciones iniciales en distintas cuencas de atraccion, cuya colision con una orbita
periddica inestable en el contorno que separa ambas cuencas provoca la aparicion de un atractor cadtico simétrico de
mayor tamafio como el mostrado en la Fig. 2-49 con m<mj .

1,2 | B m=08 A
[] m=0.8
@® m=0.957

0,8 |
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Figura 2-53 Bifurcacién por rotura de simetria en el entorno de m=0.956. Orbitas en el espacio de fases y aplicacion de
Poincaré, las dos érbitas 2T-periddicas asimétricas (m=0.8), simétricas entre si, colisionan para dar lugar a una 6rbita
2T-periddica simétrica (m=0.957).
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Capitulo 3

ESTABILIDAD DE SOLUCIONES ESTACIONARIAS

3.1 Introduccion

El objetivo de este capitulo es el andlisis la estabilidad estructural de las soluciones
estacionarias (puntos fijos) de los osciladores estudiados en el capitulo anterior, bajo cambios
en la forma de onda de la excitacidon temporal mediante la técnica del balance armdnico eliptico.
La pertinencia del analisis, en el contexto de la teoria de control de la dindmica cadtica, se basa
en que la inestabilidad de tales soluciones estacionarias puede ser el inicio, en algunos casos, de

la desestabilizacion global del sistema que puede llevar a éste a un estado cadtico.

El método del balance armdnico clasico es una técnica muy sencilla que permite obtener
soluciones analiticas periddicas aproximadas de osciladores no lineales. En el presente trabajo se
utiliza una generalizacion eliptica de dicho método en el que las soluciones se aproximan por
una suma de armanicos elipticos, similares a las soluciones del oscilador no lineal sin perturbar,
en lugar de la suma de armdnicos circulares usada en el balance armédnico clasico y que son

similares a la solucidn de un oscilador lineal. Las simulaciones numéricas llevadas a cabo para

comprobar la validez de los resultados analiticos muestran una concordancia muy aproximada
con éstos. Por Ultimo, y para explicar las situaciones observadas en las que la inestabilidad
inducida por el cambio de forma de onda de la perturbacién se resuelve con una crisis inversa de

contorno, se estudia una aplicacién eliptica que permite explicar el origen de dicha crisis.
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3.2 Balance armoénico eliptico (BAE)

3.2.1 Métodos perturbativos elipticos

Los métodos perturbativos elipticos han surgido como una generalizacidon de los métodos
perturbativos cldsicos, en los que las funciones elipticas sustituyen a las circulares empleadas en
estos ultimos. Notar que las funciones circulares son casos particulares de las funciones elipticas.
Los métodos perturbativos elipticos han sido extensamente usados en el estudio de sistemas
dindmicos no lineales autdnomos y no auténomos, especialmente en casos de fuerte alinealidad,
y en general suelen mejorar los resultados de los métodos perturbativos cldsicos a igualdad de

orden de aproximacion.

Desde que Davis en los ainos 60 ya uso las funciones elipticas en el analisis de osciladores no
lineales [Dav62], se han desarrollado distintos métodos perturbativos elipticos entre los que
cabe citar: el método Krilov-Bogoliuvov eliptico [BS69], el balance armdnico eliptico [BYDB86,
GMDB'88], el método Krilov-Bogoliuvov-Mitropolsky eliptico [QD96], el método perturbativo
eliptico [CC96] y el método de Lindsted-Poincaré eliptico [CC97]. Estas revisiones de los métodos
perturbativos clasicos han permitido resolver problemas fuertemente no lineales: el método de
Lindsted-Poincaré eliptico en el caso de osciladores autoexcitados [BFE0O], el método
perturbativo eliptico en el estudio de una ecuacion generalizada de un oscilador de Rayleigh
[WVHO03] y el método Krilov-Bogoliuvov eliptico en el estudio de osciladores con dos grados de
libertad [Cve01] y en el estudio de osciladores no auténomos [OK09, Roy94]. Métodos similares

se han utilizado en el estudio de ecuaciones de onda no lineales [YWZ07, Zha07].

3.2.2 Balance armoénico eliptico

El balance armodnico eliptico (BAE), que fue propuesto inicialmente por Bravo Yuste y Diaz
Bejarano [BYDB86]. Surge como una generalizacién del balance armdnico circular (BAC) [Mic84],
y, de manera similar a éste, la solucién se obtiene como suma de armdnicos elipticos que son
determinados por balance armdnico. Mas tarde, Yuste, Bejarano y Margallo introducen distintas
mejoras al método [BY92, GMDB'88] y lo aplican al estudio de los ciclos limite de un oscilador de
Van der Pol [GMDB90] y de un oscilador de Rayleigh-Lienard [GMDB92]. Chacén y Martinez
Garcia Hoz lo usan para estudiar la estabilidad de soluciones estacionarias de un oscilador de
Duffing de dos pozos [CMGH99] vy de un kicked rotator [CMGHO03]. Chen et al. aplican el balance
armonico eliptico al estudio de un sistema de osciladores autoexcitados de dos grados de
libertad [CLO9]. Otras aplicaciones del método pueden verse en las referencias [BLOO, EIi05,
Elio6].
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El método de balance armdnico circular (BAC) [HS88, Mic84] es un método muy sencillo para
obtener soluciones analiticas periddicas aproximadas de osciladores no lineales. Si consideramos
la aproximacién de primer orden, utilizando solo el primer armoénico en la solucién, los
resultados serdn buenos mientras que el comportamiento del oscilador pueda aproximarse a un
comportamiento arménico y por tanto lineal, como por ejemplo en el caso de las oscilaciones de
un péndulo de pequefia amplitud. En efecto, en primer orden la solucién exacta x(t) se aproxima
por una solucién prueba cosenoidal X(t)=Acos(wt) donde los coeficientes A y w se eligen de
acuerdo con el principio de balance armdnico: la solucidon de prueba X(t) debe verificar la

ecuacioén del oscilador no lineal,

X+F(x,x)=0, (3.1)

en su primer armdnico. Es decir, el primer arménico de x debe coincidir con el primer arménico
de —F(x,x). En primer orden, el método de balance armdnico consiste en determinar el
coeficiente A y la funcién @(t)=wt de manera que la solucién prueba X(t)=Acos¢ satisfaga la
ecuacion (3.1) en su primer arménico. Pero si x(t) no se aproxima a una funcién cosenoidal, no
existe eleccién posible de A y w que permitan que x(t) se pueda aproximar por Xt); en otras

palabras X(t)= Acos(wt) no es una buena solucién de prueba.

La aproximacién de la solucién en primer orden serda mejor si utilizamos una clase general de
funciones periddicas que incluyan las funciones circulares como caso particular. Bravo Yuste et
al. en una serie de trabajos [BY89a, BY89b, BY92, BYDB87, BYDB89, GMDB'88] usaron como
soluciéon de prueba de (3.1) la expresidn x(t)= Acn(wt;m)=Acos¢ , donde g=am(wt;m) siendo
cn y am las funciones cosam y amplitud eliptica, respectivamente. La aparicién de un nuevo
parametro, el parametro eliptico m, que gobierna la forma de onda de dichas funciones, afiade
un nuevo grado de libertad al posible ajuste entre la solucién exacta x(t) y la solucidn de prueba
X(t). Es claro que la aproximacién de la solucion en ningln caso sera peor que la obtenida con la
solucién prueba cosenoidal ya que si elegimos m=0 recuperamos dicha solucién habida cuenta

que cn(u; m=0) = cos(u).

El método BAE formulado en las referencias [BYDB86, GMDB'88] es muy similar al método
de balance armodnico clasico (BAC). En ambos se considera como solucidon de prueba de la

ecuacion del oscilador no lineal:
X(t)=> A,cos(np)+ Y B,sen(np). (3.2)

De acuerdo con el principio de balance armdnico se determinan los coeficientes A,, B, y la
funcion ¢(t) de manera que X(t) satisfaga la ecuacion del oscilador no lineal al menos en los
armonicos mds importantes. La diferencia entre los dos métodos es que ¢(t)=wt es una funcién
lineal en el caso del BAC, mientras que en el caso del BAE g=am(wt;m) es una funcién no lineal

(véase la Fig. 3-1) que depende de dos pardmetros @y m. Esta funcion solo es lineal en el caso
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m=0 en cuyo caso ambos métodos coinciden. Por extensién el conjunto de funciones

{cos(ng@),sen(ng@ )} donde p=am(wt;m) se denominara conjunto de armdnicos elipticos.

3.2.3 Series generalizadas de Fourier

En este apartado se obtendrd la expansion de una funcién periddica f(z), de periodo

4K(m), en términos de los arménicos elipticos:
cos,(r;m)=1, cos,(r;m)=cos(np), sen,(r;m)=sen(ng), (3.3)
donde ¢=am(z; m), m<lyn=1,2,..

La serie de Fourier de f(7) en términos de cos(ng) y sen(ng) es:

f(r):az—"Jrg[an cos(np)+b, sen(np)], (3.4)
n T I T
—m=0
—m=0.9
i — m=0.9999 T
€
Z n/2t i
&
©
0 1 1 1
0 K(m) 2K(m)
\Uj

Figura 3-1 Funcién amplitud am(y; m) para distintos valores de m con y en el intervalo [0,2K(m)]. Este intervalo es
suficiente para mostrar la funcién am(y; m), ya que am(y+2K; m)= + am(y; m).
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cuyos coeficientes son:

a,(m)= = fomf (¢;m)cos(ng)dg,
" (3.5)

b,(m)=—["" f(p;m)sen(npldp.
T

En lugar de utilizar la funcién inversa 7= am™(¢; m) para expresar f(7) como f(¢; m) y
determinar los coeficientes mediante el célculo de las correspondientes integrales, se usara la

serie generalizada de Fourier de f(7) en términos de los armadnicos elipticos.

En efecto, el conjunto de armodnicos elipticos {coso(z;m), cos.(;m), sen,(m)} con n=1,2,...
constituye un conjunto ortogonal y completo de funciones y por tanto es susceptible de ser
utilizado como conjunto generador de un espacio funcional. La serie generalizada de Fourier de

f(7) es entonces:
f(7) :az—°+ ;[an cos,(z;m)+b, sen, (r;m)] Eaz—°+ ;[an cn(nz;m)+b, sn(nz;m)]. (3.6)

Para el calculo de sus coeficientes se hace el cambio de variable @=am(z; m) en (3.5) y se
obtiene:

n

o (m)=— [ f(x)cos,(z;m)dn(z; m)dz
. ’ (3.7)
b,(m)=={" f(z)sen,(z;m)dn(z; m)dz
T 0

donde se ha utilizado [Abr72]:

do _dlam(z;m)]

= i =dn(z;m). (3.8)

A continuaciéon se obtendran las series de Fourier generalizadas de distintas funciones que

apareceran por la aplicacion del BAE a distintos osciladores en el presente capitulo.

En la Fig. 3-2 se representan las funciones sn(z;m), cn(z;m) y dn(z;m) en el intervalo

[0,4K(m)], donde se observa la paridad de las funciones en torno a 7= 2K(m), verificdndose:

sn(2K(m)+7;m)=—sn(2K(m)—7;m)
cn(2K(m)+7;m) =+cn(2K(m)—17; m) (3.9)
dn(2K(m)+z;m)=+dn(2K(m)—1;m)

y la paridad en el intervalo [0, 2K(m)] en torno a 7= K(m):
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sn(K(m)+17;m)=+sn(K(m)—z;m),
cn(K(m)+7;m)=—cn(K(m)—7;m), (3.10)
dn(K(m)+7;m)=+dn(K(m)—17;m).

Estas igualdades, que pueden ser obtenidas a partir de las féormulas de adicion de las
funciones elipticas de Jacobi consideradas, junto con la periodicidad de tales funciones,
simplifican notablemente el calculo de los coeficientes de las series de Fourier generalizadas que

se determinan a continuacion.

1) Serie de Fourier generalizada de la funcién dn(z;m):
Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:

a,(m) =lI4Kdn2(r;m)dT =i[5(am(fim)'m)]zk =
o T

4E(m)

a,(m) =ijo“cn(r;m)dn2(r;m)dr -0,
T

1 sk )
bl(m):—j sn(z;m)dn”(z;m)dr =0,
T 0

{sn(zm), cn(zm), dn(z;m)}

0 2K(m) 4K(m)

Figura 3-2 Funciones sn(z;m), cn(z;m) y dn(z;m) en el intervalo [0, 4K(m)] para una valor fijo de m. Observar la
paridad en el intervalo [0, 4K(m)] en torno a 7=2K(m) [cf. Ec. (3.9)] y en el intervalo [0, 2K(m)] en torno a 7=K(m) [cf.
Ec. (3.10)].
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donde E(m) y E(z;m) son las integrales elipticas de segunda especie, completa e incompleta,
respectivamente. Las dos integrales nulas lo son por motivos de paridad en el intervalo de
integracién; en cuanto a la no nula, se ha resuelto usando las tablas de integrales [GRJOO] y

teniendo en cuenta que E(am(4K(m);m),m)=E(2z;m)=4K(m) y E(am(0;m),m)=E(0;m)=0.
Por tanto, la serie de Fourier generalizada de dn(z;m) en primer orden es:
dn(z;m)=a,(m)+...,

3.11
ao(m):—ZE(m). ( )
T

2) Serie de Fourier generalizada de la funcion cn®(m)

Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:

1 pak 3
ao(m):—j cn’(z;m)dn(z; m)dr =0,
V4 0
_ L ) _3
al(m)—;jo cn (r,m)dn(r,m)dr—4,

1 sk 3
bl(m)=—I cn’(z;m)sn(z;m)dn(z;m)dr =0.
V4 0
De manera que la serie generalizada de Fourier de cn®(z;m) es:
3 3
cn (r;m)=zcn(r;m)+... (3.12)

La primera y la tercera integral definida que determinan los coeficientes ag(m) y bi(m) son
nulas por la paridad del integrando en el intervalo de integracion. Y la segunda integral se
resuelve por integracién recursiva por partes y usando las relaciones basicas entre funciones

elipticas de Jacobi:

a,(m) =%J.:Kcn4 (z;m)dn(z; m)dr =%[am(r;m) +cn(f;m)sn(f;m)]zk(m) =%.

3) Serie de Fourier generalizada de la funcién sn’(7;m)

Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:
1 pak 3
ao(m):—j sn*(z;m)dn(z;m)dr =0,
T 0
1 pak 3
al(m):—j0 sn*(z;m)cn(r; m)dn(z; m)dr =0,
T

_ L ey ) _3
bl(m)—;J.0 sn (r,m)dn(r,m)dr—4.
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De manera que la serie generalizada de Fourier de sn*(z;m) es:
3 3
sn (r;m)=zsn(f;m)+... (3.13)

Las dos primeras integrales definidas que determinan los coeficientes ag(m) y a1(m) son nulas
por la paridad del integrando en el intervalo de integracion. Y la tercera integral se resuelve por

integracién recursiva por partes.
4) Serie de Fourier generalizada de la funcién sn(z;m)dn(z;m)

Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:
1 pak )
ay(m) == " sn(z;m)dn’ (z;m)dz =0,
/A 0
1 prsk
al(m)z—j0 sn(z;m)cn(z;m)dn(z; m)dz =0,
T

b, (m)=1 [ sn*(z;m)dn’ (;m)dz — 4 (em—1)E(m)+1-mk(m)),
o 3zm

donde K(m) y E(m) son las integrales elipticas completas de primera y segunda especie,
respectivamente.

Las dos primeras integrales nulas lo son por motivos de paridad en el intervalo de integracidn

en cuanto a la tercera, usando la relacién dn’(z;m)=1— msn*(zm):
1 pak ) ) 1 pak ) m ik,
bl(m)=—_[ sn’(z;m)dn (‘L’;m)dT:—I sn (f;m)dr——j sn*(r;m)dr.
0 0 70
Usando las tablas de integrales [GRJOO] e integrando por partes de forma recursiva:

J.Sﬂ2<T,' m)dT :l[T—E(am(T,' m)lm)]l
m

Isn“(r;m)dr =3i[—r +sn(z;m)cn(z;m)dn(z;m)+2(1+ m)anz(r;m)dr],
m

donde E(u;m) es la integral eliptica incompleta de segunda especie. Evaluando las integrales
definidas se obtiene:

b,(m) =ij”sn2(r,-m)dn2(f;m)df — % [2m—-1)E(m)+ (1 -m)K(m)].
70 37m

Por tanto la serie de Fourier generalizada de sn(z;m)dn(z;m) en primer orden es:

sn(r;m)dn(z;m)=b,(m)sn(z;m)+...,

4 (3.14)
b,(m)=——I[(2m -1)E(m)+(1-m)K(m)].
37m
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5) Serie de Fourier generalizada de la funcion cn(;m)dn(7m)
Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:

1 pak :
ao(m):—j cn(z;m)dn“(z;m)dr =0,
T 0

4
m

al(m)=1j“cn2(r;m)dn2(r;m)dr= [(L+m)E(m) - (1 - m)K(m))],
0 3

b, (m) :1I4Ksn2(r;m)dn2(r;m)dr =0.
V4 0

Las dos integrales nulas lo son por motivos de paridad en el intervalo de integracion, en

cuanto a la no nula usando la relacién dn*(m)=(1-m)+ men*(zm):
1 1-
al(m)=—I4Kcn2(r;m)dn2(r;m)dr =—mI4Kcn2(r;m)dr+ﬂf4kcn4(r;m)dr.
/A /AR 70
Usando las tablas de integrales [GRJOO] e integrando por partes de forma recursiva:
) 1
Icn (z;m)d7r =—[E(am(z;m),m)—(1—m)z],
m
1
J.cn4 (z;m)dr =3—[(1 —m)z +sn(r;m)en(z;m)dn(z;m)—2(1 —2m)jcn2(r; m)dr].
m
Sustituyendo en la expresién previa y evaluando la integral definida se obtiene:
1 pax , 4
al(m)z—J cn(z;m)dn(z; m)dr =——[(1 + m)E(m)—(1—m)K(m)].
/A 3zm

Por tanto, la serie de Fourier generalizada de cn(z;m)dn(z;m) en primer orden es:

cn(z;m)dn(z;m)=a,(m)en(z;m)+...

4 (3.15)
a,(m)=——[(1+m)E(m)—(1-m)K(m)]
3tm

6) Serie de Fourier generalizada de la funcion sn(t;m)dn(z;m)cn(27m)
Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:

1 pr4k )

ao(m)z—j0 sn(z;m)dn“(z;m)cn(2z;m)dr =0,
T
1 4k )

al(m):—j0 sn(z;m)dn(z;m)cn(z;m)cn(2z; m)dzr =0,
T

b,(m)= ij‘”{snz(r;m)dnz(z';m)cn(Zr;m)dz'.
T 0
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Las dos primeras integrales son nulas por paridad en el intervalo de integracion; en cuanto a
la tercera debe ser resuelta numéricamente, de manera que la serie generalizada de Fourier en

primer orden es:

sn(z;m)dn(z;m)en(2z;m)=b', (m)sn(z; m)+...

1 pax (3.16)
|o'1(m)=;j0 sn?(r;m)dn?(r;m)en(27; m)dr.

7) Serie de Fourier generalizada de la funcion cn(;m)dn(z;m)cn(2m)

Los tres primeros coeficientes de la serie generalizada de Fourier son:
1 4k )
ao(m)z—jO dn®(z;m)cen(z;m)en(27; m)dr =0,
Vs
1 psk
al(m)z—j0 dn’(z;m)cn’(r;m)en(27; m)dz,
T

1 4k )
bl(m):—J.0 sn(z;m)dn“(z;m)cn(r;m)en(27; m)dr = 0.
T

De manera que la serie generalizada de Fourier en primer orden es:

cn(z;m)dn(z;m)en(2z;m)=a';(m)cn(z; m)+...

1 sk (3-17)
a',(m)= ;L dn’(z;m)cen®(z;m)en(27; m)dz.

Series de Fourier generalizadas (n=1)

dn(z;m)=a,(m)+... a,(m) = 2E0m)

3
cn3(r;m)=zcn(r;m)+...

3
sn3(r;m)=zsn(r;m)+...

sn(z;m)dn(z;m)=b,(m)sn(z;m)+... bl(m)=i[(2m—1)E(m)+(1—m)K(m)]
3zm

cn(z;m)dn(z;m)=a,(m)cn(z;m)+... al(m)=i[(1+m)E(m)—(1—m)K(m)]
37m

sn(e;m)dn(e;m)en(2e;m) =b' (m)sn(e;m) +.. b, (m)==[ " sn’(z;m)dn’ (r;m)cn(2r; m)de
T 0

enle;m)dn(e;m)en(2e;m) =a, (m)en(em) +.. a',(m) == [ cn’(z;m)dn’ (r; m)cn(2r; m)ds
V4 0

Tabla 3-1 Series generalizadas de Fourier
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A modo de resumen en la Tabla 3-1 se recogen las series de Fourier generalizadas calculadas
que seran necesarias para aplicar el método de balance armodnico eliptico a los osciladores

objeto de estudio en el presente capitulo.

3.3 Fronteras de estabilidad de la solucion estacionaria de un
oscilador de Duffing

El oscilador objeto de nuestro estudio es el oscilador de Duffing simétrico, con dos pozos de
potencial y paramétricamente amortiguado mediante pulsos periddicos simétricos, que ya se

analizé en el capitulo anterior del presente trabajo:
X+n[l+Fp(t;T)X—x+ fx*=0, (3.18)

siendo 17 y F el coeficiente normalizado de amortiguamiento y la amplitud de excitacién,

respectivamente, S el coeficiente del potencial (S >0)y p(t;T) un pulso simétrico genérico de
periodo Ty amplitud unidad. El amortiguamiento es un término perturbativo (1, nf << 1) del

sistema hamiltoniano integrable subyacente ( 77=0).

Se trabaja con un pulso genérico en la excitacidon paramétrica con el fin de poder verificar la
conjetura de invariancia del impulso mecdanico transmitido [CMGH99] formulado en el apartado
2.3 y aplicado al oscilador de Duffing de ecuacion (3.18) en el apartado 2.4.5. Se trata de

comprobar si las fronteras de estabilidad de las soluciones estacionarias (x =+472,% = 0)de

nuestro sistema son similares para pulsos simétricos peridédicos p(t;T) con distintas formas de
onda que transmitan el mismo impulso mecanico al oscilador. Por este motivo y de acuerdo con
lo deducido en el apartado 2.4.5, supondremos que el periodo de la excitacion paramétrica es lo
suficientemente pequefio para que se verifique la conjetura de invariancia del impulso mecanico

transmitido.

Con el objeto de estudiar la estabilidad de las soluciones estacionarias de (3.18) bajo cambios
Unicamente de la forma de onda de la excitacion paramétrica se han considerado dos tipos de

pulsos para dicha excitacidn:

a) pl(t;T)=cn(wt;m), pulsos cnoidales siendo cn la funcién eliptica de Jacobi cosam de
parametro eliptico my w=w(m)=4K(m)/T, donde K(m) es la integral eliptica completa
de primera especie, de forma que para cualquier valor de m el pulso tiene periodo T (el
periodo real de la funcidon cosam es 4K(m)) , y por tanto m controla Unicamente la forma
de la excitacion. La eleccién del pulso se debe a tres razones:

a. Podemos estudiar el efecto de la forma de onda variando un Unico parametro:
el parametro eliptico m. Conforme aumenta éste desde m=0, donde se recupera

el caso armodnico, la anchura efectiva del pulso decrece hasta m=1y en el limite
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m=1 el pulso se anula excepto en un conjunto de instantes de medida de
Lebesgue nula de forma que se recupera el caso autonomo de (3.18). En la
Figura 3-3(a) se observa la forma del pulso para tres valores de m.

b. La aplicaciéon del BAE mediante el uso de series de Fourier generalizadas sera
mas sencilla si la excitacidon temporal tiene la misma forma funcional que los
armonicos elipticos utilizados en el balance.

c. En el caso m=0 se recupera el caso armdnico, cn(wt;m=0)=cos(wt) estudiado
ya en la bibliografia [XH95], que nos servira de referencia para validar los

resultados del analisis en tal caso limite.

b) pl(t;T)=s(t;a,T) pulsos rectangulares simétricos de periodo T, anchura variable a y

amplitud unidad:

+1, site[0,a/2]U[T-a/2,T]
s(t;a,T)=<-1, site[T/Z—a/Z,T/2+a/2], en cada periodo T (3.19)
0, en otro caso

Se requieren muchos términos de la serie de Fourier generalizada de s(t;a,T) para
reproducir su forma funcional por lo que la aplicacién del BAE a este tipo de pulsos
requiere el uso de arménicos elipticos de alto orden lo que complica mucho el analisis.
Por tanto este pulso se usard solo para verificar la conjetura de invariancia del impulso
mecdnico transmitido en lo referente a la estabilidad de las soluciones estacionarias.
Unicamente se realizardn simulaciones numéricas que serdn comparadas con las

correspondientes al pulso cnoidal.

cn(4K(m)t/T,m) s(t;a,T)
—— m=0 1 a(m=0)
——m=0.999 a(m=0.999)
- m=1-10" a(m=1-10")
0
a1k
L | L
0 ¢ T
(b)

Figura 3-3 (a) Pulso cnoidal cn(4K(m)t/T; m) para distintos valores del parametro eliptico m. (b) Pulso rectangular
s(t;a,T) para distintos valores de a con a=a(m,T) [cf. Ec.(2.103)] de manera que transmitan el mismo impulso mecanico
que los pulsos cnoidales representados.
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En la Fig. 3-3 se representan ambos pulsos para distintos valores de m y a. Los valores de a 'y
m usados en la figura verifican la condicién de invariancia del impulso mecanico transmitido [cf.
Ec. (2.102)]. Los parametros a y m juegan un papel similar en ambos pulsos, controlan la forma

de onda del pulso y por tanto la variacién temporal de la energia del oscilador.

3.3.1 Balance armodnico eliptico de primer orden

Asi pues el sistema objeto de nuestro estudio es:

2

d
)2(+77[1+Fcn[a)t;m]—x—x+ﬂx3=0, (3.20)
t dt
con w=4K(m)/Ty f=1. Aplicando el balance armdnico eliptico se obtendran las fronteras de
estabilidad de las soluciones estacionarias (x = +1,x = 0) en distintos planos de parametros del
sistema (3.20). Para utilizar los mismos pardmetros y notacion que los utilizados en [XH95] se ha

considerado =1y se ha realizado el siguiente cambio de variables:

t F
rzw?, ng, q =7, 8=5, (3.21)
con lo que (3.20) queda:
2
? ZT)Z(+q[1+25cn(2r;m)]g—;(—x+x3 0. (3.22)

Para linealizar la ecuacién para una perturbaciéon &£ en torno a sus soluciones estacionarias

(x==1,x=0) sustituimos x=+1+&en (3.22):

2
92ZTf+q[1+2,scn(21;m)]Z—f+251352+§3 =0, (3.23)

y despreciando los términos de orden superior a uno obtenemos:

(0% dzé:+q[1+25cn(21;m)]£+2§=0. (3.24)
dr dr
Asumiremos que la frontera de estabilidad de las soluciones estacionarias (x==x1,x=0) del
oscilador de ecuacion (3.22) en el espacio de pardmetros, viene determinada por la existencia de
una solucién periddica para la perturbaciéon &de la ecuacidn linealizada en torno a tales
soluciones estacionarias [cf. Ec. (3.24)]. En [XH95] se usa el teorema de Floquet [Ver96] para
determinar la frontera de estabilidad del caso armédnico (m=0), basandose en que la parte real

de un exponente de Floquet se anula en dicha frontera. Aqui se utilizara una generalizaciéon
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eliptica de dicho procedimiento basado en la existencia de las series generalizadas de Fourier y

en el balance armdnico eliptico.

Se asume la existencia de:

£=20+ 3 1A, coslng) + B, sen(ng)], (3.25)
n=1
donde p=am(zr;m). Se truncard la serie anterior en n=1, de manera que solo obtendremos una

primera aproximacién a las fronteras de estabilidad de las soluciones estacionarias
(x==%1,x=0) de (3.22) en los planos de parametros m-Fy T-F. Truncando la serie (3.25) en n=1

y sustituyéndola en la ecuacion linealizada (3.24) se obtiene:

{Qz[(Zm—l)cn(r) —2men’(7)]—gsn(r)dn(r) —2&gsn(r)dn(r)cn(27) +2cn(r)} A+
3.26
+{QZ[2msn3(r)—(1+m)sn(r)]—qcn(r)dn(r)—qucn(r)dn(r)cn(Zr)+25n(r)} B, +A, =0,( )

donde se han usado las relaciones sen@ = sn(7;m) y cos@ = cn(7;m) y la notacion pq(zm)=pq(7)

por simplicidad.

Sustituyendo las series de Fourier generalizadas calculadas en el apartado 3.2.3 de los
productos de funciones elipticas de Jacobi que aparecen en la expresion anterior, series (3.12) a
(3.17), se obtiene:

A, + {(2 - Qz)+EQZ}A1 +qla,(m)+2¢&al(m)]B, }cosw +
2 (3.27)

+{[(2—QZ)+%QZ}31 —q[bl(m)+2£b;(m)]Al}sen¢)+... =0,

donde las expresiones de los coeficientes a (m), a\(m), b,(m)y b}(m) se encuentran en las
ecuaciones (3.14) a (3.17), respectivamente. El principio de balance armodnico requiere que el

término independiente y los coeficientes de sen@y cosg se anulen:
A, =0,
[(Z—QZ)+gQZ]A1 +qla, (m)+2¢a) (m)]B, =0, (3.28)

—qlb, (m)+2£b’, (m)]A, +[(2—QZ)+%QZ 1B, =0.

La existencia de soluciones no triviales del sistema de ecuaciones homogéneo requiere que el

determinante de la matriz de coeficientes se anule:
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1 0 0

0 (Z—QZ)+%QZ gla, (m)+2¢a) (m)]| =0. (3.29)

0 —glb,(m)+2éb! (m)] (2—92)+%Q2

Resolviendo, deshaciendo los cambios (3.21) y despejando F en funcién del resto de

pardmetros, se obtiene:

Fc(m,T,n):al(m)[l— 1—%}, (3.30)
a; (m)

donde

a, (m)b; (m)+a’(m)b,(m)

a,(m)= ,
2a! (m)b), (m) a.31)
_a,(m)b, (m)+[T /K(m)+(m—2)K(m)/ T} / > '
a,(m)= .
4a;(m)b; (m)

Notar que la existencia de una solucién no trivial de (3.28) implica la existencia de una
soluciéon periddica de la ecuacion linealizada (3.24) y, por tanto, la estabilidad de las soluciones
estacionarias (x=+1,x=0) del oscilador (3.20). La condicion de estabilidad de dichas

soluciones es:

F<F.(m,T,F). (3.32)

3.3.2 Analisis y verificacion numérica de la frontera de estabilidad

A continuacion se analiza la funcidn F(m,T,n) que define el contorno de la region del espacio

de parametros en el que las soluciones estacionarias (x =+1,x=0) son estables y que se ha

obtenido por BAE en primer orden:

1. Caso armonico.- En el caso de la excitacién armdnica, m=0, se recupera el resultado
obtenido en [XH95] obtenido por BAC en primer orden, lo que confirma la validez del

analisis realizado en tal limite:

2
tsc(T,r7)=2Fc(m=0,T,r7)=l n2+(£—£j . (3.33)
n T T

En el caso armdnico tanto las funciones elipticas utilizadas para definir los armdnicos

elipticos usados en las series generalizadas de Fourier, como la utilizada en el término de
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la excitacién paramétrica del oscilador se convierten en la funciones circulares
correspondientes, de manera que por un lado el método BAE converge al método BACy

por otro lado la ecuacidn del oscilador coincide con la analizada en [XH95].

Plano de parametros T-F.- La frontera de estabilidad en el plano de pardmetros T-F esta
definida por la funcién F(m=cte,T,77=cte) de forma que si F<F (m=cte,T,n=cte)las
soluciones estacionarias (x =%1,x =0) son estables para los valores fijados de my 7.

El rasgo mas caracteristico de la funcién F(m=cte, T,;=cte) es la existencia de un
minimo en Tmin=(2-m)Y*k(m) que tiene lugar cuando el término cuadratico que aparece
en el denominador de ay(m=cte, T,7n=cte) se anula [cf. Ec. (3.31)]. Este minimo puede
ser explicado en términos de una resonancia paramétrica con el sistema hamiltoniano
subyacente (77=F=0) del oscilador, cuyas orbitas interiores a la separatriz tienen un

1/ZK(m), vease p.ej. [Wig03], verificandose Tyin=Tint/2.

periodo T;t=2(2-m)
Para verificar los resultados analiticos se ha determinado numéricamente la frontera de
estabilidad de las soluciones estacionarias. Fijado el valor de m y 7 se han realizado
diagramas de bifurcacidon de la primera componente de la aplicacion de Poincaré en
funcién del pardmetro F para distintos valores de T integrando un total de 1050 ciclos y
muestreando los 50 ultimos. En la Fig. 3-4 se muestra como ejemplo el correspondiente
a f=1, n=0.2, m=0.5y T=2.2 . En él se aprecia como la solucién estacionaria se hace

inestable para F>2.1.

T T T T T T T T T
L a
1+ _
0 _
>
B [ PO— _
22 "
1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 2 4 6 8 10

Figura 3-4 Diagrama de bifurcacion para la variable x del sistema (3.20) sometido a pulsos cnoidales en funcion del
pardmetro F, con £=1, n=0.2, T=2.2 y m=0.5. Notar como la solucién estacionaria (X =—1,x =0) se hace inestable
para F>2.1
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En la Fig. 3-5 se representan las funciones F(m=0.1, T,n=0.2)y F.(m=0.5, T,n=0.2) [cf.
Ec. (3.30)] junto con las fronteras de estabilidad obtenidas numéricamente. Los
resultados numéricos reproducen fielmente el minimo de la funcién F.(m=cte,
T,n=cte). La concordancia entre los resultados numéricos y los del balance armdnico
eliptico en primer orden es bastante buena sobre todo en las cercanias de T, , si bien
la divergencia se hace apreciable para periodos crecientes, divergencia que

posiblemente pudiera ser corregida realizando aproximaciones de orden superior.

3. Plano de parametros m-F.- La frontera de estabilidad en el plano de parametros m-F esta
definida por la funcién F(m,T=cte,n=cte) de forma que si F< F.(m,T=cte,n=cte) las
soluciones estacionarias (x =x1,x =0) son estables para los valores fijados de T y 7.
Para verificar los resultados analiticos se ha determinado numéricamente la frontera de
estabilidad de las soluciones estacionarias. Fijado el valor de T y 7 se han realizado
diagramas de bifurcacidon de la primera componente de la aplicacion de Poincaré en
funcién del parametro F para distintos valores de m integrando un total de 1050 ciclos
y muestreando los cincuenta ultimos.

En la Fig. 3-6 se representa la funcion F(m,T=T;,(m=0),7=0.2) junto con la frontera de
estabilidad determinada numéricamente. Se observa como para valores cercanos a m=0
la convergencia entre la prediccidn analitica y la numérica es bastante precisa, para
valores 0<m<0.6 la convergencia es aceptable, sobre todo considerando que el método
de balance armodnico eliptico se ha aplicado en primer orden, y para valores 0.6<m<1 la
divergencia entre los resultados numeéricos y analiticos es manifiesta, mostrando la
insuficiencia de la aproximacién en primer orden para reproducir el comportamiento del
oscilador excitado por pulsos estrechos y la necesidad de utilizar armdnicos elipticos de
orden superior para corregir la discrepancia. En cualquier caso la aproximacion de
primer orden reproduce el comportamiento cualitativo de F.(m,T=cte,n=cte) en todo el

intervalo 0<m<1, en particular el comportamiento esperado F.—co cuando m—1.
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(a)
20
—— BAE 1° orden m=0.1
B numérico pulso cnoidal
15
F
10 |-
5L
0 L | L | L | L
1,2 1,7 2,2 2,7 3,2
T
(b)
12
—— BAE 1° orden m=0.5
10 B\ m B numerico pulso cnoidal
|
8 |
F
6L
4L
2L
0 L 1 L 1 L 1 L
1,6 2,0 2,4 2,8 3,2

Figura 3-5 Fronteras de estabilidad de las soluciones estacionarias en el plano de parametros T-F del sistema (3.20)
sometido a pulsos cnoidales con =1, 7=0.2 y (a) m=0.1, (b) m=0.5. A efectos de comparacién se muestra la obtenida
por BAE en primer orden (n=1) y la obtenida numéricamente.



Capitulo 3. Estabilidad de soluciones estacionarias 123

L —— BAE 1° orden
5L * numérico

Figura 3-6 Frontera de estabilidad de las soluciones estacionarias en el plano de parametros m-F del sistema (3.20)
sometido a pulsos cnoidales con #=1, 7=0.2 y T=T,in(m=0). A efectos de comparacién se muestra la obtenida por

BAE en primer orden (n=1) y la obtenida numéricamente (m).

3.3.3 Verificaciéon de la conjetura de invariancia del impulso mecanico
transmitido.

En el capitulo anterior, apartado 2.4.5, se verificd analiticamente la conjetura de invariancia
del impulso mecanico transmitido en lo referente al umbral orden-caos, en el sentido de
determinar si pulsos de distinta forma de onda en el término de la excitacion paramétrica,
daban lugar a un comportamiento dinamico del oscilador similar, en lo referente al umbral

cadtico, si el impulso mecanico transmitido por los distintos pulsos era el mismo.

La verificacion analitica consistié en comparar las funciones umbral orden-caos del oscilador
de Duffing paramétricamente amortiguado, X + n[1+ Fp,(t;T)]x — x + fx* =0 , considerando
dos tipos de pulsos simétricos (véase la Figura 3-3): el pulso cnoidal p.(t;T)=cn(4K(m)t/T;m) y el
pulso rectangular p,(t;T)=s(t;a,T) [cf. Ec. (3.19)], cuando ambos pulsos transmitian al oscilador el

mismo impulso mecanico en un cuarto de periodo:

T/4 T/4
[ lentaxmyt /;mllatt =[ * |stt;, ot (3.34)
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Tal relacidon permite determinar la anchura a del pulso rectangular que transmite el mismo

impulso mecanico que el pulso cnoidal con parametro eliptico m [cf. Ec (2.103)]:

- Jim 3.35
a(m) 2K(m)\/marccos( 1-m) (3.35)

En este apartado se comprobara si las fronteras de estabilidad de las soluciones estacionarias
del oscilador (x=%1,x=0) verifican la conjetura de invariancia. Para ello se han determinado
numeéricamente las fronteras de estabilidad de dichas soluciones en el plano de pardmetros T-F
para distintos valores de los pardmetros de forma, m en el caso de los pulsos cnoidales y a en el

caso de los pulsos rectangulares.

En la Fig. 3-7 se comparan las fronteras de estabilidad de ambos pulsos para valores de my a
que verifican la condicién de invariancia (3.35). En la Fig. 3-7(a) se representan las fronteras de
estabilidad del oscilador cuando el término de la excitacion paramétrica es un pulso cnoidal con
m=0.1y cuando es un pulso rectangular de anchura a(m=0.1). Como se puede apreciar desde el
punto de vista cualitativo la forma de las fronteras coincide con la determinada mediante BAE,
en particular, la existencia del minimo relativo explicable en términos de una resonancia
paramétrica. Desde el punto de vista cuantitativo la concordancia numérica entre ambas
fronteras es muy buena. La inestabilidad surge para cada valor de T para valores muy cercanos
de F, algo menores para el pulso rectangular, lo que confirma la validez de la conjetura de
invariancia del impulso mecdnico transmitido en lo referente a la estabilidad de las soluciones
estacionarias. A las mismas conclusiones pueden obtenerse de la observacion de la Fig. 3-7(b)
en la que se comparan los casos m=0.5 y a(m=0.5), si bien en este caso la concordancia

numérica es algo menor.

Otra opcidn para verificar la conjetura de invariancia del impulso seria determinar la frontera
de estabilidad para el caso de los pulsos rectangulares que verificaran la condicion de invariancia
(3.35) mediante BAE para compararla con la obtenida en el apartado anterior para pulsos
cnoidales. Esta opcion se ha descartado pues para reproducir correctamente la forma funcional
de un pulso rectangular se requieren un gran niumero de armonicos, circulares o elipticos, y la

resolucion matematica del BAE de orden superior a la unidad es muy compleja.
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Figura 3-7 Fronteras de estabilidad de las soluciones estacionarias en el plano de parametros T-F del sistema (3.20)
con =1y 1=0.2 sometido a pulsos cnoidales (m) con (a) m=0.1y (b) m=0.5 y rectangulares (a) con (a) a(m=0.1) y (b)
a(m=0.5), respectivamente [cf. Ec. (3.35)].
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3.4 Fronteras de estabilidad de la solucion estacionaria del NIPKR

En las referencias [CMGHO1, CMGHO03] y en el apartado 2.5 del presente trabajo se introdujo
el NIPKR (non-ideal periodically kicked rotator) como una aproximacion mas realista al kicked
rotator, oscilador en el que los pulsos o impactos periddicos se suele modelar utilizando la
funcién 8 de Dirac periddica, pues su sencilla integracidon permite la reduccion del kicked rotator
a una aplicacién bidimensional, la aplicaciéon estandar, lo que simplifica notablemente la
obtencidn de resultados analiticos y numéricos [GG82, LT85, MG08, Ott93, TZ08, Zas78, Zas05].

El NIPKR se presenta como una generalizacion del periodically damped kicked rotator:

X+nx+Fsenxy 8(t—nT)=0 (3.36)
n=0
donde la funcidén &(t-nT) que modela los pulsos periddicos es sustituida por un pulso genérico
asimétrico p(t;T,a;) que verifica p(t=(2n-1)T/2;T,;)=0 con n=0,1,2,... y p(t;T,;)=0, de periodo T,
amplitud unidad, anchura finita y forma controlada por los parametros «;. Asi pues el NIPKR

objeto de estudio tiene por ecuacién:
X+nx+Fp(t;T,a;)senx=0, (3.37)

donde los coeficientes normalizados de amplitud del pulso F y de amortiguamiento 7 son ambos

positivos.

Notar que mientras que se puede estudiar la estabilidad estructural del NIPKR gobernado por
la ecuacién (3.37) bajo cambios Unicamente en la forma de onda del pulso, manteniendo fijos la
amplitud y el periodo, en el periodically damped kicked rotator de ecuacion (3.36) no existe esa
posibilidad.

Con el propdsito de simular pulsos periédicos mas realistas, pero sin perder generalidad, en

el apartado 2.5 ya se utilizd un pulso que cumple tal propésito [cf. Ec. (2.112)]:

pt:T m):dn(ZK(m)t/T;m)— 1-m (3.38)
U 1-vV1-m '

donde dn es la funcién eliptica de Jacobi denam de parametro eliptico m, K(m) es la integral

eliptica completa de primera especie y T es el periodo del pulso. El parametro eliptico m controla
la forma del pulso y por tanto su anchura efectiva, lo que nos permitira simular pulsos periddicos

reales ajustando adecuadamente dicho parametro.
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| ——m=05
——— m=1-10"
——m=1-10"

p(t;T,m)

2T 3T 4T

Figura 3-8 Pulso p(t;T,m) [cf. Ec.(3.38)] para distintos valores del parametro m. Notar como representa
adecuadamente una cadena de pulsos (kicks) periddicos de anchura y amplitud finita

Es importante resaltar que la eleccién de un pulso particular no resta generalidad al estudio
del comportamiento dinamico de (3.37) siempre y cuando se verifiquen las condiciones exigidas

por la conjetura de invariancia del impulso mecanico transmitido.
El pulso p(t;T,m) tiene dos caracteristicas importantes para nuestro propdsito:

a) Laforma de onda del pulso varia de forma continua en funcién de un solo pardmetro. El
pulso se estrecha conforme m se acerca a la unidad manteniendo su amplitud
constante. En la Fig. 3-8 se representa el pulso p(t;T,m) para distintos valores de m, en
ella se puede apreciar como conforme aumenta el valor de m la anchura efectiva del
pulso disminuye, y en el limite m—1 nos acercamos al damped kicked rotator de la
ecuacion (3.36), si bien en lugar de pulsos tipo 8(t-nT) se obtienen pulsos muy estrechos
de amplitud y anchura finita, como ocurre en los pulsos observados experimentalmente

(ver p.e. [FG93]), que representan de forma mas realista los pulsos periddicos (kicks).

b) En el limite m=0, p(t;T,m=0)=cos’(xt/T), se recupera la funcién armdnica mas simple que
representa un pulso asimétrico y su uso en la ecuacién (3.37) ha sido ampliamente

estudiado en la bibliografia.

El NIPKR definido por la Ec. (3.37) con el pulso (3.38):
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dn(@K(m)t / T;m)—~1—
e e p SNKMIE/Tim) NI =m (3.39)
1-+1-m

cuenta con una solucidn estacionaria en (x=0,x=0) que no es necesariamente estable. El
objeto de este apartado es estudiar la estabilidad de dicha solucién estacionaria bajo cambios en
la forma de onda de la excitacién paramétrica y determinar las fronteras que limitan las regiones

del espacio de parametros (73,F,T,m) en las que tal solucién estacionaria es estable.

La determinacién de las regiones de estabilidad parte de la resolucion analitica de la ecuacion
(3.39) linealizada en torno a la solucion estacionaria considerada mediante BAE. Con el fin de
validar los resultados del analisis se considerara por separado el caso armdnico, m=0, que se
resolvera por el método cldsico de BAC cuyos resultados se compararan con los obtenidos por
BAE con m=0.

3.4.1 Caso armoénico

3.4.1.1 Balance arménico circular (BAC)
Como se ha mencionado con anterioridad en el caso arménico, m=0, recuperamos la mas

simple representacion de un pulso armdnico antisimétrico:

p{t:T.m=0)=lim dn(2K(m)t /T)—~1-m =cosz(£) _ 1+cos(27zT/T).

— (3.40)
m-0 1-v1-m T 2

Con lo que la ecuacion (3.37) queda:

. . F 27t
x+77x+z|:1+cos(7):|senx=0, (3.41)

ecuacion que representa a un péndulo paramétricamente forzado con soporte vertical oscilante,
oscilador que ha sido ampliamente estudiado por diversos autores, numéricamente[BGJS95,
CB94, McL81], analiticamente [BSGJ92, KL85] y experimentalmente [BGJS95, KSYJ97, ST95]
mostrando una dindmica rica y variada cuando se varia un parametro [Ach97, Cha95a]. De
manera que el presente estudio puede entenderse como una extension o generalizacién de los
realizados en las referencias citadas.

Usando los cambios de variable:

wt 1) F
T=—, Q=—, g=1Q, ¢=—, 3.42
5 S 4= > (3.42)

donde w=27/T, rescribimos el NIPKR de ecuacién (3.41) como:
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d’x  dx
QO —5 +9—+&[1+cos(27)]senx =0. (3.43)
dr dr
Linealizamos la ecuacidn anterior para una pequefia perturbacidn & en torno a la solucién
estacionaria (x=0,x=0) sustituyendo x=0+ ¢ en dicha ecuacién y linealizando la funcién

seno:

2

Q? d §+q£+ g[1+cos(27)1é =0. (3.44)
dr dr

Asumiremos que la frontera de estabilidad de la soluciéon estacionaria (x=0,x=0) de (3.41)

en el espacio de pardmetros viene determinada por la existencia de una solucion periddica para

£ en (3.44). Por tanto, asumiremos la existencia de una solucién periédica genérica:
E=A,+ D [A, cos(np)+B, sen(ng)]. (3.45)
n=1

Sustituyendo (3.45) en la ecuacién (3.44) y aplicando la técnica del balance armoénico se
obtiene:

+A,5,)=0, n=0,1,2,...,

n+2

&
(e—n’Q*)A, +ngB, +E(A”_2 +A
(3.46)
&
(e—n*Q%)B +ngA, +E(B"72 +B

n+2

)=0, n=12,..,

donde &, es la delta de Kronecker, y se han usado las igualdades: A,=A_,, B,=—B_,y By=0. Por

ejemplo en primer orden, truncando en n=1, se obtiene el sistema de ecuaciones homogéneo:
EA, =0,

(%g —szAl +qB, =0, (3.47)
—gA, 4{2—92)31 -0.

La existencia de una solucién no trivial del sistema de ecuaciones (3.47) supone la existencia
de una solucidn periddica de la ecuacidn linealizada (3.44) y por tanto estabilidad de la solucién
estacionaria (x=0,x=0) de (3.41). Especificamente, las soluciones no triviales del anterior
sistema de ecuaciones constituyen las fronteras o contornos de estabilidad de la solucién

estacionaria en el espacio de parametros.

La existencia de soluciones no triviales del sistema de ecuaciones (3.47) requiere que el

determinante de la matriz de sus coeficientes se anule:
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£ 0 0
3 2
g
0o - £ o
9 2

Resolviéndolo se obtiene una ecuacién cuadratica para & cuyas soluciones son:
2
5=§(2a)2i a)4—3q2). (3.49)
Y deshaciendo el cambio de variables (3.42) se obtiene la ecuacion de la frontera de

estabilidad en el espacio de parametros en primer orden, que en términos de la amplitud del

pulso F queda:

T

2 242
F=Fi‘“(n,r)=i7r: {Zt 30T ] (3.50)

Figura 3-9 Fronteras de estabilidad F."™(7,7) [¢f. Ec. (3.50)] de la solucién estacionaria (x =0,x=0) del NIPKR en el
caso m=0 obtenida por BAE en primer orden. Nétese como fijado 7 existe una lengua de inestabilidad, limitada por la
interseccion del plano 7=cte con las dos superficies Fi(l)(n,T).
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En la Fig. 3-9 se muestra una gréfica de las funciones Fi(l)(n,T), que representan, en primer
orden, las fronteras de estabilidad de la solucién estacionaria. En ellas se aprecia como fijado un
coeficiente normalizado de amortiguamiento, 7=cte, existe una banda o lengua de inestabilidad,
comprendida entre las dos superficies. Dicha banda de inestabilidad se extiende hasta un valor
maximo del periodo, T POr encima del cual no cabe esperar inestabilidad. Dicho valor es el
gue hace nula la raiz cuadrada que aparece en la expresion (3.50):

Tmax(n)z\/’%n- (351)

Las simulaciones numéricas realizadas en el apartado siguiente confirman la existencia de
dicho valor del periodo maximo T.., a pesar de haber sido obtenido a partir de una

aproximacién de primer orden.

La determinacién de la frontera de estabilidad en orden n requiere resolver el sistema
homogéneo (3.46) de 2n+1 ecuaciones, lo que se traduce en determinar las raices reales de un
polinomio de orden 2n de variable €. A modo de ejemplo, para n=4 se debe anular el

determinante:

& 0 0 &/2 0 0 0 0 0

3
0 7’5—92 q 0 0 £/2 0 0 0

& 2

0 —q E—Q 0 0 0 £/2 0 0
£ 0 0 &-4Q° 2q 0 0 &/2 0 |-0.(3.52)
0 -2q &-4Y 0 0 0 e/2
0 &/2 0 0 0 &—-90° 3q 0 0
0 g/2 0 0 -3q &-9Y 0 0
0 0 /2 0 0 0 e-16Q0° 4q
0 0 0 0 g/2 0 0 -4q e-16Q°

Las soluciones reales de la ecuacién polindmica resultante conforman las fronteras de
estabilidad en el espacio de parametros, fronteras que para el caso 7=cte delimitan una serie de
bandas o lenguas de inestabilidad de las cuales la aproximacion de primer orden solo habia

conseguido delimitar la primera.

En la Fig. 3-10 se muestran, para 7=0.2, las fronteras de estabilidad de la solucion
estacionaria en el espacio de pardmetros correspondientes a las aproximaciones de orden n=1,
n=2, n=4 y n=10. Para este ultimo caso se aprecia cdmo, para los intervalos numéricos de Fy T
representados, las fronteras delimitan un total de cinco lenguas de inestabilidad cuyo periodo

maximo de inestabilidad es coincidente para todas ellas y préximo al determinado para la

aproximacioén de primer orden me(ﬂ=0-2)=577/\/§=9-07--- [cf. Ec. (3.51)].



132 Capitulo 3. Estabilidad de las soluciones estacionarias

(@) n=1
10

10

T
Figura 3-10 Fronteras de estabilidad (en linea continua) en el plano de pardmetros T-F de la solucién estacionaria
(x=0,x=0) del NIPKR en el caso m=0y 77 =0.2 obtenida por BAC de érdenes (a) n=1, (b) n=2, (c) n=4 y (d) n=10. Las
zonas sombreadas corresponden a zonas de inestabilidad obtenidas numéricamente a partir de la integracion de la

ecuacion (3.41) un total de 400 ciclos para un reticulo 900x1000 en el plano de parametros T-F.
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Figura 3-10 Continuacion
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3.4.1.2 Verificacion numérica de la frontera de inestabilidad

Las simulaciones numéricas realizadas confirman la validez de los analisis y, en particular,
muestran como la precision de la estimacidn tedrica aumenta con el orden de aproximacion, n,
del BAC.

Para validar los resultados anteriores se han determinado numéricamente las regiones de
inestabilidad en el plano de parametros T-F dentro del intervalo numérico de éstos
representados en la Fig. 3-10. Para ello se ha partido de un reticulo 900x1000 en el plano de
parametros y para cada uno de los 900000 puntos, se ha integrado la ecuacién (3.41) con 7=0.2
para unas condiciones iniciales fijas (x0=0.1, v4=0.1) y se ha comprobado si la solucidn
estacionaria al cabo de 400 ciclos es inestable utilizando como condicidon de inestabilidad:
|x|>10° o |dx/dt|>10°. En la Fig. 3-10 se han sombreado las regiones de inestabilidad obtenidas
por este procedimiento observandose cinco lenguas de inestabilidad en el plano T-F, con valores
del periodo maximo de inestabilidad para cada lengua, Tmax , €n el intervalo [8.71,9.01] muy

préximos al valor determinado para la aproximacion de primer orden.

En la Fig. 3-10 se observa para distintos ordenes de aproximacién, n=1, 2, 4 y 10, cédmo las
fronteras de estabilidad obtenidas por BAC delimitan con precision creciente las bandas de
inestabilidad obtenidas numéricamente. En el orden de aproximacion n=10 la estimacién tedrica
delimita fielmente las cinco lenguas de inestabilidad encontrandose la Unica discrepancia en los

vértices de dichas lenguas.

A modo de ejemplo, en la Fig. 3-11 se muestra el diagrama de bifurcacion del sistema (3.41)
en el que se representa la primera componente de la aplicacidon de Poincaré, x mod(-7,+7), vs.
T, con 17=0.2 y F=9.0, tras la integracién de un total de 400 ciclos, representdndose los 40
ultimos. Se aprecia en el diagrama la existencia de cinco ventanas de inestabilidad de la solucién
estacionaria, (x=0,x=0), que se corresponden con las cinco lenguas de inestabilidad que se
muestran en la Fig. 3-10 para una valor fijo del pardmetro F, F=9.0. Los limites de dichas
ventanas coinciden con mucha precision con los obtenidos mediante la técnica de balance

armonico circular en orden n=10.

3.4.2 Caso general eliptico

3.4.2.1 Balance arménico eliptico de primer orden

En este apartado se estudiard el caso general del NIPKR. En él los pulsos periddicos se
modelan utilizando el pulso eliptico p(t;T,m) descrito por la ecuacion (3.38), de manera que el

sistema dinamico objeto de estudio es:
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. _dnK(m)t/T;m)—~1-m
X+nx+F
1-v1-m

Usando los mismos cambios de variable que en el caso armdnico:

senx=0 (3.53)

1) F
T=—, Q=—, g=1Q, £¢=—, 3.54
5 S 4= > (3.54)

donde w=w(m)=4K(m)/T, rescribimos el NIPKR de ecuacién(3.53) como:

,d’x  dx dn(zr;m)—vJ1-m
QO —+q—+2¢
dr dr 1-+1-m

Linealizamos la ecuacién anterior para una pequefia perturbacién & en torno a la solucién

senx=0. (3.55)

estacionaria (x=0,x=0) sustituyendo x =0+ ¢ en dicha ecuacién vy linealizando la funcién

seno:

Qzﬁ d_§+28dn(r;m)—\/1—m

+q &=0. (3.56)
> )
dr dr 1-vJ1-m
+ T - T T T T
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Figura 3-11 Diagrama de bifurcaciéon del NIPKR con m=0, 77=0.2 y F=9.0 en el que se representa x mod(-7,+7) vs. T,
tras la integracion de un total de 400 ciclos. Nétese como las cinco ventanas de inestabilidad concuerdan con las
fronteras numéricas y analiticas de la Fig. 3-10 (d) en la recta F=9.0.
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Asumiremos que la frontera de estabilidad de la solucion estacionaria (x=0,x=0) de

(3.53) en el espacio de parametros viene determinada por la existencia de una solucidn

periddica para & en (3.56). Para determinar la frontera de estabilidad utilizaremos el BAE

basado en la existencia de las series generalizadas de Fourier y en las técnicas de balance

armonico.
Se asume la existencia de:

5:2—°+g[An cos(ng)+ B, sen(np)], (3.57)

donde p=am(z;m). Se truncard la serie anterior en n=1, de manera que solo obtendremos una
primera aproximacion a las fronteras de los contornos de estabilidad de la solucién estacionaria
(x=0,x=0) de (3.53) en los planos de parametros m-Fy T-F. Truncando la serie (3.57) en n=1

y sustituyéndola en la ecuacioén linealizada (3.56) se obtiene:

dnle)—vi-m 1_mcn(r) A +
1-vJ1-m '
dn(r)-+1-m
1-v1-m

{Qz [2m—1)en(z)—2men®(7)]—gsn(zr)dn(r)+2¢

+{QZ[—(1 +m)sn(r)+2msn’(r)]+gcn(r)dn(r)+2¢

L dnr)—Vi-m \/
1-+1

sn(r)}B1 + (3.58)
Ol

donde se han usado las relaciones sen@ = sn(;m) y cosp = cn(z;m) y la notacién pq(zm)=pq(7)
por simplicidad. Sustituyendo las series de Fourier generalizadas calculadas en el apartado 3.2.3
de los productos de funciones elipticas de Jacobi que aparecen en la expresién anterior, series
(3.11) a (3.15), se obtiene:

{QZ(%— j 3 (1”')\/7‘/_} +qa,(m)B, }cosgoJr

+{—qbl(m)Al+{Q2 (%_1}@ b,(m)-+1 :I }seng0+ (3.59)

" i-m
a o(m)—=+v1-m
1-+1-

———F——A, +(armdnicos de alto orden)=0,
donde ag(m), ai(m) y bi(m) son los coeficientes de las series generalizadas de Fourier,
determinados por las ecuaciones (3.11), (3.14) y (3.15).

El principio de balance armdnico requiere que el término independiente, y los coeficientes de

sen@y cos@se anulen:
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ao(m) Ji-m
1-V1em

il
2 Ji-m

_ 2 b(m) V1
qb,(m)A, +{Q£2 J+2 - \/_ }B =0.

0—0,

}A +qga,(m)B, =0, (3.60)

La existencia de soluciones no triviales del sistema de ecuaciones homogéneo resultante

requiere que el determinante de la matriz de coeficientes se anule:

a (m) N1-
1-+/1-

0 0

0 Q’ (%—lj % (1m)\/_ ga,(m) =0.(3.61)
3 o(m b,(m)—+v1-m
0 qb,(m) Q (2 1)+25—1_m

Resolviendo, deshaciendo los cambios (3.54) y despejando F en funcién del resto de

parametros:

e Fi(l)(m,T,n) _ -a,(m,T)+ \/az (m,T)-4a,(m)a,(m,T,n) ’ (3.62)
a,(m)

donde

4(a, (m)—1—m)(b,(m)-v1-m )
1-v1-m)
8K*(m)(m /2~1)(b,(m) +a,(m)-2v1-m )
T2(1-+1-m)

as(m,r,n)=¥f”’)(§—1j w a, (m)b, (m).

a,(m)=

(3.63)

a,(m,T)=

Notar que la existencia de una solucién no trivial de (3.60) implica la existencia de una
solucién periddica de la ecuacion linealizada (3.56) y por tanto la estabilidad de la solucién
estacionaria (x=0,x=0) del NIPKR de ecuaciéon (3.53). De manera que las dos soluciones

FY(m,T,n) delimitan las fronteras de estabilidad de la solucién estacionaria citada.
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3.4.2.2 Andlisis y verificacion numérica de la frontera de estabilidad

A continuacion se analiza la funcién Fi(l)(m,T,n) qgue define el contorno de la region del
espacio de parametros en el que la solucion estacionaria del NIPKR (x =0,x =0) es estable y que

se ha obtenido por BAE en primer orden.

En primer lugar, en el caso de pulsos trigonométricos, m=0, se recupera la frontera de
estabilidad, obtenida por BAC en primer orden, para el caso armodnico definida por la ecuacion
(3.50):

4”2 37727-2
; (1) _fp _ + 11— 3.64
,IanoFi (m,T,n)=F"(T,n) 372 |:2— 1 2 ’ ( )
lo que permite validar el andlisis realizado, pues en el limite m=0 el método del BAE converge al
método del BAC.

En segundo lugar, la aproximacion de primer orden Fi(”(m,T,n), al igual que en el caso
armonico, solo permite obtener de manera aproximada la frontera de inestabilidad de la
primera lengua de inestabilidad en el plano de parametros. Ademas, esta aproximacion empeora
conforme el pulso se estrecha, es decir, conforme m se acerca a la unidad. En cualquier caso, si
reproduce el alargamiento hacia periodos crecientes de las lenguas de inestabilidad en el plano
T-F que tiene lugar conforme se estrecha el pulso como puede apreciarse en la Fig. 3-12. En ella
se representa la frontera de estabilidad F.')(

m=1-10°,

m,T,n), en los casos m=0.1, m=0.5, m=0.99 y

Al igual que en el caso armodnico, y para validar los resultados anteriores, se han
determinado numéricamente las regiones de inestabilidad en el plano de parametros T-F dentro
del intervalo numérico de éstos representado en la Fig. 3-12. Para ello, se ha partido de un
reticulo 900x1000 en el plano de pardmetros y para cada uno de los 900.000 puntos se ha
integrado la ecuacién (3.53) con#=0.2, para los valores de m antes mencionados con unas

condiciones iniciales fijas. Se ha comprobado si la solucion estacionaria al cabo de 400 ciclos es

6 . -6
inestable utilizando como condicién de inestabilidad: |[X[>10" o [xp10" .

En la Fig. 3-12 se han sombreado las regiones de inestabilidad obtenidas por este
procedimiento, observdndose cémo la extensidon de las zonas de inestabilidad de la solucidn
estacionaria en el plano de parametros T-F aumenta conforme lo hace m. Este comportamiento
estd caracterizado por el engrosamiento de las lenguas de inestabilidad y la simultanea

reduccién del nimero de éstas.
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(a) m=0.1

10 1

10

Figura 3-12 Fronteras de estabilidad Fi(l)(m:cte,T, 1=0.2) [cf. Ec. (3.62)] en el plano de pardmetros T-F de la solucién
estacionaria (x =0,x =0) del NIPKR en los casos (a) m=0.1, (b) m=0.5, (c) m=0.99 y (d) m=1-10"° obtenida por BAE en
primer orden. Las zonas sombreadas corresponden a zonas de inestabilidad obtenidas numéricamente a partir de la
integracion de la Ec. (3.53) un total de 400 ciclos para un reticulo 900x1000 en el plano de parametros T-F.
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Figura 3-12 Continuacion
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Figura 3-13 Fraccién de puntos de inestabilidad de la solucién (x=0,x=0) del NIPKR en el plano de pardmetros T-

F, N, vs. m, parametro que controla la forma del pulso. Nétese la existencia de un maximo de N en el entorno de
-10
m=1-10"".

Puesto que la solucién estacionaria del NIPKR (x=0,x =0) es estable en todo el espacio de
pardmetros en el caso m=1, en el que el pulso es nulo excepto en un conjunto numerable de
instantes aislados, se puede deducir la existencia de un valor del pardmetro m que controla la
forma y anchura del pulso, cercano a la unidad, para el cual la extensién de la region de

inestabilidad en el plano de parametros es maxima.

Para determinar el valor del parametro m para el cual la extensiéon de la region de
inestabilidad es maxima, se representa en la Fig. 3-13 la fraccidn relativa de inestabilidad N en
funcion del pardmetro eliptico m. La fraccién relativa de inestabilidad N determina la fraccidn de
puntos de un reticulo 100x100 en el plano de parametros T-F con T€[0.1,10] y F€[0,10] en el
gue la solucion estacionaria es inestable al cabo de 400 ciclos. En la figura se muestra que en el
intervalo entre m=1-10® y m~1-10"* la extensién de la regién de inestabilidad en el espacio de
pardmetros es maxima. Notar que en dicho intervalo de valores de m la anchura del pulso a
mitad de amplitud varia entre el 8% y el 12% del periodo, lo que confirma la importancia de
modelar de manera realista los pulsos periddicos en el estudio del kicked rotator, al menos en lo

referente a estabilidad estructural de las soluciones estacionarias.

Para estudiar el tiempo necesario que requiere el oscilador hasta alcanzar el equilibrio se ha
determinado la longitud del transitorio, medida en ciclos, para unos valores fijos de los
parametros 7, F y T y para un reticulo 500x500 de condiciones iniciales uniformemente

distribuidas. Para cada una de estas condiciones iniciales, se ha medido el niumero de ciclos
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necesarios para alcanzar la estabilidad. Los datos acumulados se han ordenado para obtener la
fraccion relativa N de condiciones iniciales vs. la longitud del transitorio. Como ejemplo
ilustrativo, en la Fig. 3-14 se muestra dicha distribuciéon con 7=0.2, F=2 y T=6 para 3 valores
distintos del parametro m. Las curvas numéricas obtenidas, para cada valor de m, parecen
ajustarse a una distribucion sigmoidal de Boltzman:
Nin)=A, + 2%

1+e(’7*ﬂa)/d ’

(3.65)

con A; =0, A, = 1y d=d(m), donde n, representa una estimacién del tiempo, medido en ciclos,
para el cual N(n=ny)=0.5 . Los valores de los parametros de los ajustes sigmoidales representados
en la Fig. 3-14 se muestran en la Tabla 3-2. El valor de n, puede considerarse como una medida
adecuada de la longitud del transitorio necesario para alcanzar el equilibrio, y como puede
observarse en la Tabla 3-2 aumenta conforme lo hace el valor de m, confirmando lo comentado
acerca de la extension de las regiones de inestabilidad en el espacio de parametros: conforme el

pulso se estrecha la soluciéon estacionaria se hace mas inestable.

La Fig. 3-15 muestra una gréfica de no, como pardmetro que caracteriza la longitud del
transitorio, en funcién de m, se ha propuesto un ajuste heuristico (ansatz) de tipo eliptico,
no(m=0)—K(m=0)+K(m), habida cuenta del crecimiento asintdtico que se produce cuando m—1y
de la dependencia de la funcién que define el pulso con la integral de primera eliptica de

primera especie K(m).

10

0,8 |-

0,6 -

04 |-

0,2 |-

0,0

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Figura 3-14 Fraccién de condiciones iniciales N vs. nimero de ciclos n necesarios para alcanzar la solucién estacionaria
de equilibrio con 7=0.2, F=2.0 y T=6.0 y tres valores del parametro de forma: (a) m=0 (O), (b) m=0.99 (4), y (c)
m=0.995 (O), junto con los ajustes sigmoidales correspondientes [cf. Ec. (3.65) y Tabla 3-2].
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Figura 3-15 Gréfica de n, vs. m. donde n, es el nimero de ciclos para el que N(n=ny)=0.5 [cf. Ec. (3.65)] el cual
representa una medida del tiempo medio necesario para alcanzar equilibrio. En linea continua el ajuste eliptico
no(m=0)—K(m=0)+K(m).

A modo de ejemplo, en la Fig. 3-16 se muestran instantdneas de las cuencas de atraccion de
la solucion estacionaria en el instante t=25T, con los mismos valores de los pardmetros que se
han usado en la Fig. 3-14. Se observa como efectivamente la extension de la cuenca de atraccidn
(las zonas claras) se reduce conforme aumenta el pardmetro eliptico m. Ademas del caracter
fractal de las cuencas, también se pone de manifiesto la simetria del NIPKR de ecuacion (3.53)
con respecto a la transformacion (x——x), en efecto si [x(t), x(t)] es una solucién del NIPKR,
[~x(t),—x(t)] también lo es, y por tanto si (x,,x,) pertenece a la cuenca de atraccién de la

solucion estacionaria, (-x,,—x,) también pertenece a dicha cuenca.

La comparacion de las fronteras obtenidas analiticamente y las regiones de inestabilidad
obtenidas numéricamente indican la necesidad de realizar aproximaciones de orden superior
para reproducir con suficiente precision la inestabilidad de la solucion estacionaria en los casos
en los que el pulso se estrecha, m—1, posiblemente porque para poder modelar pulsos
estrechos con cierta precisién es necesario considerar mas términos en la serie de Fourier
generalizada del pulso. No obstante el comportamiento cualitativo de dichas fronteras es

reproducido por la aproximacién de primer orden.

Parametros de los ajustes sigmoidales
[cf. Ec. (3.65) y Fig. 3-14]

m Aq A, N d

0 0.00619 1.00477 26.02 1.121
0.99 -0.01074 0.99221 27.60 1.993
0.995 -0.04435 0.98582 29.92 3.668

Tabla 3-2 Parametros de los ajustes sigmoidales [cf. Ec. (3.65) y Fig. 3-14]
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dx/dt

dx/dt

dx/dt

X/

Figura 3-16 Cuencas de atraccion instantaneas (en color blanco) de la solucién estacionaria de equilibrio (x =0,x =0)
en el instante t=25T para los mismo valores de los parametros que en la Fig. 3-14.
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3.4.3 Inestabilidad y umbral caédtico. Crisis inducida por el cambio en la
forma de onda del pulso

3.4.3.1 Regiones cadticasy de inestabilidad en el espacio de parametros

En el apartado 2.5 del presente trabajo se ha demostrado tedrica y numéricamente que la
extension de las regiones cadticas en el espacio de pardmetros del NIPKR presenta un maximo
cuando se varia la anchura efectiva del pulso variando el parametro m. El mismo resultado se ha
obtenido para el caso de las regiones de inestabilidad de la solucidn estacionaria. Ademas, fijada
la forma y anchura del pulso y la disipacidn, las regiones cadticas y las regiones de inestabilidad
en el plano de pardmetros T-F muestran una estructura similar a base de bandas o lenguas. La
comparacion de las Figs. 2-38 y 3-10 para el caso armdnico y las Figs. 2-42 y 3-12 para el caso

eliptico confirman dicha similitud estructural.

Los diagramas de bifurcacién representados en la Fig. 3-17 confirman las conclusiones
obtenidas referidas a la existencia de un maximo en la extensidn de las regiones cadticas y de
inestabilidad en el espacio de parametros, que tiene lugar para valores del pardmetro eliptico m
cercanos a la unidad. En efecto, se observa como las ventanas cadticas y de inestabilidad en los
diagramas de bifurcacién aumentan en el sentido creciente de my, tal como se ha mencionado

con anterioridad, en el limite m=1 no cabe ni inestabilidad ni comportamiento caético.

Los limites de las ventanas de inestabilidad observados en los diagramas de bifurcacion de la
Fig. 3-17, en los que se ha considerado F=4.0, coinciden numéricamente con los que se pueden
determinar a partir de la Fig. 3-12 donde se representaban las lenguas de inestabilidad si nos

fijamos en la recta F=4.0 del plano de parametros T-F .

3.4.3.2 (Crisis inducida por el cambio en la forma de onda del pulso. Mapa Eliptico.

Es instructivo comparar las regiones cadticas y de inestabilidad en el plano de pardmetros del
NIPKR. Es importante recordar que las regiones cadticas determinadas en el capitulo anterior se
obtuvieron a partir del calculo de exponentes de Lyapunov en un reticulo 100x100 en el plano
T-F , calculados de acuerdo con el algoritmo desarrollado en [WSSV85] y marcando como

cadticos los puntos de dicho reticulo con exponente maximal de Lyapunov positivo (4;> 107).



146 Capitulo 3. Estabilidad de las soluciones estacionarias

g T T pa T T T T T T

+
.
Fh
LA
+ o+

3

N

R
+ ¥4
)

e

o
T
+E+
"
A
2
&
E;
L
£
i
b
At ‘w*w#
# ",

+#

+
e
i,

L o

ik
s
E
=
¥
i
¥
i

i,

st F
N

5

+

e
J’f*

x mod(-7, +7)

o+t
+
b4

RN

ot

T
-+
4t
o
o
N—"
+
ety
.
1

++

e
Eaat
-

e
it

e

#
K

+r T T

:
au= e
~

A
+ E

it

T4 M%h

*‘*u +

pocy ey by

R %

o *
i

x mod(-7, +7)
v

&
et
e

Figura 3-17 Diagramas de bifurcacién del NIPKR con 77=0.2 y F=4.0, en los casos (a) m=0.1, (b) m=0.5, (c) m=0.99 y (d)
m=1-10"° en los que se representa x mod(-7,+7) vs. T tras la integracién de un total de 400 ciclos. Nétese como las
ventanas de inestabilidad concuerdan con las fronteras numéricas de la Fig. 3-13 en la recta F=4.0 para cada valor de
m y cémo la extension de las ventanas cadticas aumenta en sentido creciente de m.
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Figura 3-17 Continuacion



148 Capitulo 3. Estabilidad de las soluciones estacionarias

En la Fig. 3-18 se comparan las regiones cadticas, en color negro, con las de inestabilidad, en
gris claro, en el caso armdnico (m=0) y en el caso eliptico (m=0.99), se puede apreciar cémo los
contornos del lado derecho de las lenguas cadticas y de inestabilidad coinciden de manera
aproximada. Un resultado similar aparece en [WB92] para un péndulo paramétricamente
amortiguado. La razén de dicha coincidencia es simple, el lado comun de los contornos cadticos
y de inestabilidad corresponde a una crisis inversa de contorno (inverse boundary crisis), una
transicién abrupta en la que el atractor caético se destruye al colisionar con una érbita periddica
inestable en el contorno de su cuenca de atraccidn. Se pueden observar ejemplos de dicha
transicion en los diagramas de bifurcaciéon de la Fig. 3-17 en los que se observa, para cada valor
de m estudiado, cémo la transicion en el lado derecho de la primera ventana de inestabilidad es
una crisis en la qué, en sentido creciente de T, tiene lugar una transicidén entre caos estacionario

a gran escala y la solucion estacionaria de equilibrio (x=0,x=0).

Basandonos en el problema central del presente trabajo, el comportamiento de un sistema
dindmico cuando varia la forma de onda de la excitacidn paramétrica, se muestra en la Fig. 3-19
el diagrama de bifurcacién del NIPKR en la que se representa la primera componente de la
aplicacién de Poincaré en funcién del pardmetro eliptico m, pardmetro que controla la forma de
del pulso, manteniendo constantes el resto de los pardmetros F=4.0, T=3.0 y 7=0.2 . En el
diagrama de bifurcacién se observa una crisis de contorno (boundary crisis) consistente en una
transicion abrupta entre la solucién estacionaria de equilibrio, para m<m=0.34.., vy
comportamiento cadtico para m>m.. Esta crisis esta inducida por el cambio en la forma de onda

del pulso de la excitacidn paramétrica.

Para explicar los mecanismos que subyacen al origen de dicha crisis vamos a utilizar un mapa
o aplicacién de tipo eliptico [CMGHO03]:

0

n+1

=26 mod(27)

, , (3.66)
z,, =0z, +z,+pcn’ (QO, +D;m),

donde «, Sy @ son parametros y cn(Q26,+®;m) es la funcidn eliptica de Jacobi cosam.

Puesto que solo estamos interesados en analizar la variacién de la forma del pulso, fijamos el
valor del periodo T haciendo que la frecuencia sea Q=Q(m)=2K(m)/T y la fase inicial ®=D(¢p,
m)=2K(m)@/T con @<[0,T]. Notar que la funcién cn*(Q6,+®;m) representa un pulso similar al
pulso p(t;T,m) [cf. Ec. (3.38)] estudiado para modelar la cadena de kicks periddicos en el
NIPKR. En efecto, en el caso m=0, cn’(Q6,+®;m=0)=cos’(7t/T+7p/T) mientras que p(t;T,m=0)=
cos’(nt/T) y ademds conforme aumenta el valor de m la anchura efectiva del pulso disminuye

hasta alcanzar anchura nula en el limite m=1 en ambos pulsos.
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10 T

10 T

Figura 3-18 Regiones de inestabilidad (gris), y regiones cadticas (negro) con exponente maximal de Lyapunov positivo,
(véanse las Figs. 2-38 y 2-42(c)) en el plano de pardmetros T-F del NIPKR con 7=0.2 en los casos: (a) pulso
trigonométrico m=0, y (b) pulso eliptico m=0.99.
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Figura 3-19 Diagrama de bifurcacién del NIPKR con 77=0.2, T=3.0 y F=4.0 en el que se representa x mod(-7z,+7) vs. m
tras la integracion de 400 ciclos. En m=m.=0.34... el oscilador experimenta una crisis de contorno.
Si m=0, @=0y T=2rxse recupera una aplicacidn similar a la estudiada por Grebogi C., Ott E. y

Yorke J.A. en la referencia [GOY83]. En la citada referencia estudiaron la aplicacion:

z,.,=az,+z. + f3cos(6),)
6. ., =26 mod(2x),

n+1

(3.67)

para explicar el mecanismo subyacente a la creacién o destrucciéon de un atractor cadtico por
medio de una crisis, en base a la colision de un atractor cadtico con la cuenca de atraccién de
otro no cadtico. La simulaciones numéricas realizadas mostraron que, para ciertos valores de los
parametros, la aplicacién (3.67) presenta dos atractores: z=+oo (para nuestro propdsito puede
considerarse como una atractor no cadtico genérico) y un atractor caético confinado en la regién
ze[-0.1.., +0.1...], cuyas cuencas de atraccién estan separadas por un contorno fractal. En la
Fig. 3-20 se muestra para =0.5 y /=0.04 la cuenca de atraccién del atractor no caédtico en color
negro y la del atractor cadtico en color blanco (ndtese el cardcter fractal del contorno que
separa ambas cuencas). A efectos instructivos el atractor cadtico también se incluye en la figura

en color gris.

La aplicacion tiene dos puntos fijos inestables en la recta 8=0: (6, 2)=(0, z,) y (0, z.) que
coinciden, respectivamente, con el limite inferior de la cuenca superior del atractor no cadtico y

con el limite superior del atractor cadtico (véase la Fig. 3-20), y cuyas coordenadas z coinciden
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con las raices de la ecuacidon z=qz+z>+ B (sustitiyase =0 en la aplicacién (3.67) y

determinense sus puntos fijos). Ecuacidon que posee dos raices reales:

_(1-a)tl1-a) -4p41"
= 2 ’

(3.68)

donde zy=z,y z:=z..

2 |os puntos fijos inestables (0, zy) y (0, z) se

1/2

Cuando « se incrementa desde a< 1-2f
acercan hasta que, al alcanzar & el valor &'= 1-23 7, ambos coinciden y por tanto se produce el
contacto entre la cuenca de atraccién del atractor no cadtico y el atractor cadtico. Ademas,
ambos puntos fijos desaparecen junto con el atractor cadtico cuando « > : el atractor cadtico
es sustituido por transitorios cadticos hacia el atractor no caédtico debido a que se ha producido
una crisis en « =« . El estudio de aplicaciones similares muestra que la descripcion anterior era
igualmente vdlida si en lugar de un par de puntos fijos se cuenta con un par de orbitas

periddicas.

(e it S e T et

- 0 +7

O mod(-7,+7)

Figura 3-20 Cuencas de atraccion del atractor no cadtico z=c (negro) y del atractor cadtico (blanco), junto con el
atractor cadtico (gris) de la aplicacion de ecuacién (3.67) con @=0.60, £=0.04, estudiada por Grebogi et al. [GOY83]
para explicar el mecanismo por el que tiene lugar una crisis. Notese que el limite inferior de la cuenca superior del
atractor no cadtico z, y el limite superior del atractor cadtico z., coinciden con las raices de la ecuacion (3.68):
2,=2,=0.4 z=z_=0.1.
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Volviendo a la aplicacion eliptica descrita por la ecuacion (3.66), las simulaciones numéricas
muestran que tiene un comportamiento similar a la aplicacion estudiada por Grebogi et al.

. e 7 . .7 * * * * *
Existen unos valores criticos de los parametros de la aplicacién (3.66) , (&, 5, T, @, m ), para
los cuales los puntos fijos inestables (6, z)=(0, z,) y (0, z.) coinciden, produciéndose la colisidn
entre las cuencas de atraccién de los atractores caético y no cadtico, siendo z, el limite inferior
de la cuenca superior del atractor no cadtico (z=+o ) y z. el limite superior del atractor cadtico.
Poniendo =0y asumiendo que z, es independiente de n en la ecuacién (3.66) se determinan los

puntos fijos z,=z, y z.=z_siendo z.:

, _1-a)tl-a)' —4Bcn’ 2Ke /T;m)"

. 3.69
s 5 (3.69)
La crisis tiene lugar cuando z,=z_ para un valor de «:
. s | 2k(m )" .
a=a =1-2p cn{%;m } (3.70)

Supongamos ahora que fijamos los valores de =4, T=T, ¢=¢ y elegimos un valor de m<1
(un pulso suficientemente estrecho) y un valor de a<a*=0:*(m*). Cuando hacemos decrecer m,
desde m=<1, a*(m) decrece de manera que los dos puntos fijos inestables de acercan el uno al
otro vy, en algln caso, en funcién de la eleccion de ﬂ*, T, (o* y a, ambos puntos coinciden

cuando a (m=m )=a produciéndose en tal caso la crisis.

En la Fig. 3-21 se muestran para un reticulo de 400x360 puntos las cuencas de atraccién del
atractor no cadtico (z=+o0 ) en color negro y en color blanco la del atractor cadtico en situacién
de precrisis (a<a'=0.689), con @=0.60, =0.04, T=1.0, ¢=0.1 y m=0.99. En el mismo gréfico se
muestra en color gris el atractor cadtico. Notese la estructura autosimilar en el detalle, resultado
de iterar 40.000 veces la aplicacion (3.66) partiendo de un punto perteneciente a su cuenca de

atraccion.

Los valores de z, y z. obtenidos de la simulacion numérica se aproximan bastante a los
obtenidos a partir de la ecuacién (3.69). En situacién de postcrisis (o>a =0.689) la cuenca de
atraccioén del atractor no cadtico (z=+o0 ) llenaria todo plano (6, z) puesto que, tras la colision y
aniquilamiento de los dos puntos fijos inestables, el comportamiento cadtico estacionario es
sustituido por transitorios cadticos, en ocasiones de gran longitud, tras los cuales se alcanza el

atractor no cadtico (z=+x ).

De esta manera, el mecanismo bdsico que da origen a la crisis es el mismo para ambas
aplicaciones y, por ende, explica el origen de la crisis en el NIPKR inducida por el cambio de
forma del pulso de la excitacién paramétrica, que puede ser observada por ejemplo en el

diagrama de bifurcacion de la Fig. 3-19.
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= Omod(-m+7) -

- 0 +7r

& mod(-7,+7)

Figura 3-21 Cuencas de atraccion del atractor no cadtico z=wo (negro) y del atractor cadtico (blanco), junto con el
atractor cadtico (gris) de la aplicaciéon de ecuacién (3.66) con =0.60, £=0.04, T=1.0, ¢=0.1 y m=0.99. Para dichos
valores, z,=2,=0.326 y z.=z_=0.074 [cf. Ec. (3.69)] y el valor de « para el cual ocurre la crisis es '=0.689 [cf. Ec. (3.70)]

Notar que ninguno de los fendmenos estudiados y referidos al cambio en la forma de onda
del pulso estan presentes en el kicked rotator clasico y pueden ser Utiles en distintos campos
cientificos y tecnolégicos en los que sea necesario usar una cadena de pulsos periddicos

estrechos como por ejemplo en los campos de la éptica no lineal o de la neurociencia.
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Capitulo 4

ESTABILIDAD DE ATRACTORES EXTRANOS NO
CAOTICOS

5.1 Introduccion

En este capitulo se presenta una nueva ruta en la que aparecen atractores extrafios no
cadticos (AENC) que evolucionan hacia atractores cadticos o hacia cuasiperiodicidad variando
Unicamente la forma onda de la excitacién cuasiperidédica. Con el fin de garantizar la
universalidad de la nueva ruta se analizan dos modelos, uno continuo y otro discreto, que son
generalizaciones elipticas de otros previamente estudiados en la bibliografia, lo que nos
permitira validar los resultados de los analisis realizados, resultados que fueron publicados en la

referencia [CMGHO02] y que se presentan a continuacion.

Dentro del contexto del estudio de los sistemas dindmicos no lineales disipativos, el concepto
de atractor extrafio ha suscitado en las uUltimas décadas un gran interés. El término extrano,
introducido por Ruelle y Takens [RT71], es usado para describir una clase de atractores en los
cuales la dindmica es cadtica, mostrando fuerte sensibilidad a las condiciones iniciales [ER85].
Las drbitas con condiciones iniciales cercanas divergen exponencialmente con el tiempo
produciendo impredecibilidad efectiva. Los atractores extrafios mds conocidos, como por
ejemplo el de Lorentz [Lor63], muestran también geometria fractal, estructura autosimilar a

distintas escalas espaciales.

Grebogi et al. en 1984 [GOPY84], simultaneamente con Kaneko [Kan84b] construyeron
sistemas dinamicos con atractores que presentaban dos caracteristicas: el atractor era no
caodtico pues el exponente maximal de Lyapunov era nulo o negativo, y el atractor tenia

geometria fractal. La fractalidad del atractor implica que la dindmica en tales casos es
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intrinsecamente aperiddica. En el articulo original, Grebogi define atractor extrafio como un
atractor que no es un conjunto finito de puntos y que no es diferenciable ni diferenciable a
trozos, y define atractor cadtico como aquel atractor para el cual las érbitas tipicas tienen
exponente de Lyapunov positivo. Se acufio el término de atractor extrafio’ no caético (AENC)
para caracterizar dicho comportamiento que algunos autores [FKP06] interpretan como un
estadio intermedio entre los comportamientos periédicos y cuasiperidédicos, y el
comportamiento cadtico, pues no presenta fuerte sensibilidad a las condiciones iniciales como
los primeros, pero la dindmica es aperiddica como en el segundo. Generalmente los AENC estan
asociados a sistemas con términos cuasiperiddicos y aparecen en las regiones del espacio de
parametros de transicion orden-caos, y en ellas la extrafieza aparece antes que la caoticidad. En
sistemas de baja dimension en los que de acuerdo con el teorema de Bendixon-Poincaré no es

posible la dindmica cadtica, los AENC constituyen el estado de mayor complejidad del sistema.

Aunque no es posible diferenciar la imagen de un atractor extrafio no caédtico de uno no
cadtico, un estudio detallado de las érbitas en el espacio de fases o de las series temporales
correspondientes a dos condiciones iniciales muy cercanas si nos permiten diferenciarlos. En el
caso no caodtico, las drbitas convergen y eventualmente coinciden mientras que en el caso del
atractor cadtico dichas drbitas divergen de manera exponencial. Obviamente en ambos casos la
dindmica es aperiddica. La robustez de la sincronizacion caracteristica de los atractores extrafios

no cadticos puede ser utilizada en aplicaciones que requieran aperiodicidad [PMR97, SNRO8].

La caracterizacidn rigurosa de un AENC es una tarea compleja que solo se ha podido llevar a
cabo para un conjunto limitado de sistemas [BO96, BK91, Kel96], pues ademds de verificar la
caoticidad y la extrafieza del atractor hay que verificar que aparece en una region finita del
espacio de parametros y no en un conjunto aislado de puntos del espacio de parametros.
Ademas del cdlculo de exponentes de Lyapunov y de dimension fractal [DGO89, GRO5] se han
desarrollado técnicas para la caracterizacién de los AENC basadas en funciones de correlacién
[PZFK95], andlisis espectral [PZFK95, RBOA'87, YL97] y funciones de sensibilidad a la fase [NK96,
PF95, SFKP96].

Aunque dado lo tardio de su descubrimiento, podriamos calificarlos como raros, las
investigaciones posteriores muestran que son genéricos en sistemas dindmicos disipativos en los
gue los términos de forzamiento o de modulacidn paramétrica son cuasiperiddicos, obtenidos
por ejemplo por adiciéon de términos armdnicos de frecuencias inconmensurables, y aparecen
siempre en el entorno, en el espacio de pardmetros, de atractores extrafios cadticos y de

atractores periddicos y cuasiperiddicos.

La primera confirmacién experimental de la existencia de un AENC fue llevada a cabo por
Ditto et al. [DSSR*90, HD91] estudiando una banda magnetoelastica fabricada con un material

amorfo magnetrostictivo, empotrado a una base y forzado cuasiperiddicamente por medio de

1 ~ s , . ~ o ;
En el contexto de los atractores extrafios no cadticos el término extrafio se refiere a la geometria
espacial de estructura fractal y la aperiodicidad temporal.
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dos campos magnéticos oscilantes de frecuencias inconmensurables. El calculo de la dimensién
fractal del atractor y el analisis espectral de la respuesta del oscilador confirmaron que se
trataba de un AENC. Distintas versiones de este sistema magnetomecdanico han sido utilizadas
ampliamente en el estudio experimental de sistemas dinamicos no lineales y su comportamiento

puede ser explicado en base a un oscilador de Duffing.

Los AENC también se han sido observado en circuitos electronicos. Zhou et al. [ZMB92]
estudiaron un SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) en un simulador analégico
caracterizando un AENC cerca de la transicion a caos a partir del calculo de exponentes de
Lyapunov y de analisis espectral. Otros estudios experimentales similares en circuitos
electrénicos alimentados por voltajes cuasiperiédicos pueden encontrarse en las referencias
[SSTLO8, TSVLO6, VMLI9]. Zeyer et al. [ZMS95] forzaron cuasiperiddicamente una reaccion
Belousov-Zhabotinski superponiendo sefiales de dos reactores quimicos periddicos
independientes para caracterizar un AENC. Otros campos en los que se han observado AENC
experimentalmente son la fisica de plasmas [DDDW97], la electroquimica [RP08] y Ia

neurociencia [MS93].

Una importante area de investigacion en el que los AENC tienen aplicacién es en el estudio de
los sistemas cuanticos con potenciales cuasiperiddicos. Bondeson et al. [BOA85] aplicando la
transformacion de Prifer a la ecuacion de Schrodinger y redefiniendo la variable independiente
encontrd que la ecuacion de Schrodinger era isomorfa a la ecuacién de un péndulo forzado, en la
que el forzamiento cuasiperiddico del péndulo se correspondia con el potencial cuasiperiddico
de la ecuacidén de Schrédinger. De manera que todo lo estudiado para el sistema clasico tenia su
correlato en el sistema cuantico. En particular los estados localizados del sistema cuantico
corresponden con AENC en el sistema cldsico y el exponente de Lyapunov resulta ser una
medida de la localizacidn en el sistema cudntico. Otros desarrollos cudnticos basados en los

modelos de Harper y Frenkel-Kontorova pueden encontrarse en las referencias [KS97a, KS97b].

En cuanto a los posibles escenarios para la formacién de un AENC se han descrito por
distintos autores distintas rutas: colision de toros [HH94, OWGFO01], fractalizacién [Kan84a,
Kuz02, NK96], intermitencia [KLO03, PMR97, WFP97] y blowout [YL96]. El tipo de ruta que da
lugar a la aparicion de un AENC puede ser determinada en funcidon de cdmo varia el exponente

de Lyapunov cuando el pardmetro de control pasa a través del valor critico.
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5.2 Generalizacion eliptica de un péndulo plano con forzamiento
cuasiperiddico

Al igual que en muchos otros aspectos de la dindmica no lineal el uso de funciones arménicas
para modelar forzamientos o excitaciones paramétricas de tipo cuasiperiédico, combinando dos
0 mas términos armonicos de frecuencias inconmensurables, es una constante en la bibliografia
cientifica. Como ya se ha mencionado en los capitulos anteriores, es interesante utilizar otro tipo
de funciones periddicas, las funciones elipticas de Jacobi, que por un lado nos permiten estudiar
nuevas rutas que originan AENC, variando Unicamente la forma de la excitacién, y asegurar asi la
universalidad de las rutas existentes, y por otro lado son solucién de los sistemas hamiltonianos
no lineales subyacentes a los sistemas disipativos objeto de estudio, en lugar de utilizar las
funciones armdnicas que son solucién de sistemas hamiltonianos lineales. Ademds, las funciones
elipticas de Jacobi son generalizaciones de las funciones arménicas circulares y siempre
podremos estudiar la excitacion armonica como un caso particular de la excitacién eliptica y

comparar los resultados con los publicados en la bibliografia para el caso arménico.

En este apartado se estudiard la aparicion de AENC en una generalizacion eliptica del
péndulo plano amortiguado con forzamiento cuasiperidédico. El péndulo plano forzado y
amortiguado es quiza el sistema de baja dimensién que presenta dindmica cadtica mas
extensamente estudiado, entre otras razones porque la ecuacidn del péndulo plano
amortiguado y forzado es isomorfa al modelo de Stewar-McCumber de la unién de Josephson
[DDB86], a la de ciertos simuladores analdgicos, como por ejemplo el phase locked loop,
disefiados para estudiar el phase-lockin [DBHL82] e incluso en el caso de sobremortiguamiento

es isomorfa a la ecuacion de Schrédinger[BOAS85].

El forzamiento cuasiperiddico del péndulo plano amortiguado estudiado en las referencias
[Lai96, RBOA'87, RO87] se obtiene por adiciéon de dos forzamientos armdnicos de frecuencias

inconmensurables, de manera que la ecuacién de dicho sistema es:

d*e
dt?

+V%+sin¢9=A+V[coS(0)1t)+C°5(a’zt)] .

donde & es el angulo que forma el péndulo con la vertical, v es el coeficiente de friccién, A es
una constante, V es la amplitud de la excitacién y, @; y @, son las frecuencias de la excitacidn
siendo @/ @, un numero irracional. En la generalizacién eliptica de dicho sistema cambiaremos

uno de los términos del forzamiento arménico por un forzamiento de tipo eliptico:

d’e
dt’

+V%+sinH=A+V[cn(Qt;m)+cos(a)t)] (4.2)
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siendo las frecuencias Q=Q(m)=4K(m)/T.., @=27n/Tos con T, y T.s dos periodos
inconmensurables. Al igual que en otros apartados del presente trabajo, la forma funcional de la
frecuencia Q se elige para que el periodo sea constante independientemente del valor de m
puesto que la funcidn cosam tiene periodo real 4K(m). De esta manera, podremos variar la
forma del primer término del forzamiento manteniendo constante su amplitud y periodo,
reduciéndose el impulso mecanico transmitido en sentido creciente de m desde el limite
armonico cn(Q(m=0)t;m=0)=cos(27/T.,) hasta el limite m—1, en el que la funcién cosam se

anula excepto en un conjunto de instantes de medida de Lebesgue nula.

Con el fin de validar los resultados obtenidos con los publicados en la referencia [Lai96] para
el caso armodnico (m=0) fijaremos los distintos parametros en los valores: A=0.8, V=0.55,
v=0.6841/2, Ten=27V Y Ten/ Teos =(51/2—1)/2 (el reciproco del nimero aureo). El valor de T, se ha
elegido de manera que en m=0 exista un AENC, para estudiar asi su estabilidad incrementando
el parametro eliptico m, parametro que controla de forma continua la forma de la excitacion
cuasiperiodica y, por ende, la ratio temporal de la aportacién energética externa del forzamiento

al oscilador.

Como primera aproximacion a la evolucién del AENC conforme variamos el pardmetro de
control m, se ha calculado el exponente maximal de Lyapunov A; (4:>4,) , excluyendo el trivial
gue es siempre nulo (43=0), utilizando los algoritmos descritos en [WSSV85] a partir de las series
temporales de (4.2) obtenidas por la integracion de la ecuacion del oscilador mediante un
Runge-Kutta de 42 orden para un minimo de 50.000 ciclos. En todos los casos se ha verificado la
convergencia del calculo y se ha comprobado que la suma de los tres exponentes coincide con la
divergencia del flujo asociado a la ecuacion (4.2) , 4;+A,+A;3=v . Para visualizar los atractores en
el espacio de fases se han determinado las secciones de Poincaré definidas por @t,=nTs,

n=0,1,... Se distinguen cinco intervalos cuando m variade 0 a 1:

me[0, 0.89..).- En este intervalo solo aparecen AENC muy similares al obtenido y
caracterizado como tal en la referencia [Lai96] para el caso m=0y los valores de los parametros
seleccionados. En la Fig. 4-1(a) se representa el exponente maximal no trivial de Lyapunov A, en
funcién de m y en ella se observa como A; se mantiene negativo en todo el intervalo. Por otro
lado, la geometria fractal del atractor que se muestra en la Fig. 4-2(a), en la que se representa el

caso m=0.017 (4,=-0.0123), induce a considerar la existencia de un AENC.
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Figura 4-1 Exponente maximal no trivial de Lyapunov vs. m para me[0,1] del sistema (4.2). (a) Intervalo de AENC. (b)
Intervalo de cohabitacion AENC y caos. (c) Intervalo de transicion a caos. (d) Intervalo de transicion a
cuasiperiodicidad. Los valores de los parametros son A=0.8, V=0.55, V=0.6841/2, Ten=27V Y Ten/ Teos =(51/2—1)/2
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Figura 4-2 Aplicacion de Poincaré del sistema (4.2) que representa su posicion en el estado de fases en los instantes
t=nT.,s con n=1,2,... para distintos valores del parametro de forma m. (a) m=0.017, AENC; (b) m=0.9502, AENC.
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Figura 4-2 Continuacion. (c) m=0.99917, atractor cadtico proximo a la transicion a la cuasiperiodicidad; (d)

m=0.999235, cuasiperiodicidad de doble frecuencia.
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me[0.89...,,0.97).- En este intervalo aparecen AENC en practicamente todo el rango junto con
unas pequenas ventanas de comportamiento cadtico caracterizadas por un exponente maximal
de Lyapunov positivo aunque cercano a cero (véase la Fig. 4-1(b)). En dichas ventanas se ha
realizado un estudio detallado de la convergencia del calculo de A; confirmandose el caracter
positivo de A,y por tanto la caoticidad en dichas ventanas. En este intervalo de cohabitacién de
atractores extraifos cadticos y no cadticos la variaciones del exponente maximal de Lyapunov
son mayores que la observadas en el caso intervalo anterior. En la Fig. 4-2(b) se muestra el AENC
para el valor de m=0.9502 (1,=-0.039) en el que A;(m) presenta un minimo. La comparacion de
las Figs. 4-2(a) y 4-2(b) muestra como la extrafieza del atractor varia cuando el parametro que

controla la forma del forzamiento cambia.

me[0.97, 0.99).- En este intervalo la cohabitacion entre AENC y atractores cadticos es mayor,
multiples ventanas cadticas se intercalan entre las no cadticas. En la zona central, el exponente

maximal de Lyapunov 4, se mantiene muy proximo a cero (véase la Fig. 4-1(c)).

Una caracteristica de la transicion AENC—-caoticidad es el comportamiento lineal del
exponente maximal no trivial de Lyapunov A; en el entorno del valor critico m. en el que se
produce la transicién y para el cual 4,(m.)=0, tal y como se muestra en la Fig. 4-3 y aparece para

otros parametros de control en [Lai96].
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Figura 4-3 Exponente maximal no trivial de Lyapunov A, versus el pardmetro de forma m en la transicion AENC—caos.
Observar la linealidad caracteristica en su paso por 4,=0. Los mismo valores de los parametros que en la Fig. 4-1.
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me[0.99, 0.999233).- En este intervalo el exponente maximal de Lyapunov es positivo y por
tanto el comportamiento es cadtico (véase la Fig. 4-1(d)). En la Fig. 4-2(c) se muestra el atractor
cadtico para m=0.99917 cercano a la transicion hacia la cuasiperiodicidad que aparece en el

siguiente intervalo.

me[0.999233, 1].- En este intervalo la respuesta del sistema es cuasiperiddica de doble
frecuencia, la cuasiperiodicidad en este intervalo es consecuencia de la fuerte contraccién de la
fuerza eliptica cuando m—1. El exponente maximal de Lyapunov presenta un minimo en
m=0.999883 (véase a Fig. 4-1(d)). La seccidn de Poincaré mostrada en las Fig. 4-2(d) confirma el

comportamiento cuasiperiédico en este intervalo.

Para confirmar la existencia de AENC en determinadas regiones del espacio de parametros
del oscilador (4.2), se ha realizado un estudio detallado del espectro de potencia que permite la
caracterizacion cuantitativa de un AENC de acuerdo con la metodologia descrita en [BOASS,
RO87]. En la Fig. 4-4 se representa el espectro de potencia de las series temporales de velocidad
del oscilador para los mismo valores de los pardmetros y condiciones iniciales que los utilizados
en la Fig. 4-2(a), para los cuales el estado estacionario es un AENC. Basandonos en el espectro de
potencia se construye una funcién de distribucidn N(c) definida por el nimero de componentes
espectrales mayores que o. Una caracteristica de los espectros de potencia de los AENC es que
la dependencia funcional de N(c) con osea una ley de potencias, N(c)~c % frente a
comportamientos del tipo N(c)~In(1/c) para cuasiperiodicidad de doble frecuencia o del tipo
N(G)~In2(1/c) para cuasiperiodicidad de triple frecuencia. En la Fig. 4-5 se representa la funcién
de distribuciéon N(c) correspondiente al espectro de potencias de la Fig. 4-4 en una grafica de
doble escala logaritmica, en la cual una ley de potencias, N(c)~c %, se ajusta a una recta de
pendiente —a, lo que nos indica a la vista del buen ajuste lineal de la funcién distribuciéon que
nos encontramos ante un AENC.

La aparente fractalidad de atractor mostrado en la Fig. 4-2(a), junto con el valor negativo del
exponente maximal no trivial de Lyapunov A4, y el correcto ajuste de la funcion distribucién
N(c) a una ley de potencias N(c)~c * nos permiten asegurar que la respuesta estacionaria del
oscilador de ecuacién (4.2), para los valores de los parametros elegidos, es un atractor extrafio

no caatico.
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Figura 4-4 Espectro de potencia de la serie temporal de velocidad del sistema de ecuacién (4.2) en el caso m=0.017
cuando el estado estacionario es un AENC. El valor de los parametros es igual que en la Fig. 4-2(a).
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Figura 4-5 Funcion de distribucion N(c) (ver texto) del espectro de potencia de la Fig. 4-4. El comportamiento lineal en
la escala logaritmica implica un comportamiento del tipo N(c)~c %, caracteristico de la sefial espectral de un AENC.
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5.3 Generalizacion eliptica de una aplicaciéon 2D

En la referencia [YL96] , Yalcinkaya et al. encontraron una nueva ruta para explicar la génesis
de un AENC basada en la bifurcacion tipo blowout que experimenta la siguiente aplicacién
bidimensional:

1= i(GCOS 6, +b)sen(27z,)
27

n+

(4.3)
0,,, =0, +27xw)mod(27), e (0,1), irracional.

En el presente apartado se estudiara una generalizacidn eliptica de la anterior aplicacion para
estudiar la génesis de un atractor extrafio no caédtico cuando variamos Unicamente la forma de

onda de uno de los términos periddicos de la aplicacién.

Las bifurcaciones tipo blowout surgen en sistemas dindmicos con excitaciones cuasiperiddicas
gue cuentan con un subespacio invariante, S, simétrico y de baja dimensionalidad en el espacio
de fases. Puesto que S es invariante, la trayectoria que parte de una condicidn inicial en S
permanecerda siempre en S. Consideremos el caso de que exista un toro cuasiperiddico en S. El
toro atraerd o repelera las trayectorias con condiciones iniciales en el entorno de S en funcién
del signo del exponente de Lyapunov transversal, A;, calculado para trayectorias en S con
respecto a perturbaciones en el subespacio T que es transversal a S. Cuando A; es negativo, S
atrae a las trayectorias cercanas y el toro cuasiperiddico en S es un atractor para las trayectorias
cercanas, mientras que cuando A7 es positivo la trayectorias cercanas a S son repelidas por el
toro, el toro es transversalmente inestable (la denominacidon blowout se refiere al caracter
explosivo de la repulsion de las trayectorias cercanas al toro que da lugar a la intermitencia on-
off caracteristica de este tipo de bifurcacion). Cuando el parametro de control del sistema

dindmico provoca la variacion de signo de A; se produce la bifurcacién.

Consideremos el caso de un sistema disipativo que tras la bifurcacion cuenta con el
exponente maximal no trivial de Lyapunov A negativo y exponente transversal A; positivo. Las
trayectorias cercanas a S seran repelidas por el toro, pero si no existen otros atractores en el
espacio de fases volveran a su cercania para ser de nuevo repelidas (intermitencia), puesto que
las trayectorias son acotadas (el sistema es disipativo) éstas configurardn en su evolucidon
temporal un atractor de caracter fractal en el espacio de fases. El caracter positivo de A; aporta
extrafieza, fractalidad, al atractor mientras que el caracter negativo de A<O asegura su no

caoticidad, generandose asi un AENC.

Para estudiar la génesis de un AENC en un sistema dindmico cuando solo variamos la forma
de onda de la excitacion cuasiperiddica utilizaremos una generalizacion eliptica de la aplicacion

bidimensional (4.3):
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z,., =[acn(Q8,;m)+blsenz, (4.4)
0,,, =0, +2zrw)mod(27), w<(0,1), irracional, (4.5)

donde a y b son pardmetros y cn(€26,;m) es la funcién eliptica de Jacobi cosam de pardmetro m.
Para valores irracionales de @, la aplicaciéon circular (4.5) define una excitacidon cuasiperiddica
que es multiplicativa en la ecuacién no lineal (4.4). Puesto que estamos interesados en variar
Unicamente la forma de onda de la excitacion fijamos el periodo T eligiendo Q=Q(m)=4K(m)/T

siendo K(m) la integral eliptica completa de primera especie.

En el limite m=0, cn[Q(m=0)8,; m=0]=cos(276,/T) y con T=2x se recupera la aplicacién
bidimensional (4.3) usada en [YL96] para explicar la génesis de un AENC. Al crecer m, la
excitacion se vuelve mas estrecha, hasta que para valores muy cercanos a la unidad se comporta
como una cadena de impactos periddicos y en el limite m=1 la excitacion es nula excepto en un
conjunto numerable de puntos de medida de Lebesgue nula, de manera que en este limite las

ecuaciones de la aplicacién bidimensional se desacoplan.

La aplicacién cuenta con el subespacio invariante unidimensional en z=0, definido por el
conjunto de puntos (0,6,) en el espacio de fases. La dinamica de perturbaciones infinitesimales
transversales al subespacio invariante se obtiene tomando variaciones en la ecuacién (4.4) en

torno a z=0, si z,.1=f(z,,6) entonces (5z)  =(0f/0z),  (62),. El exponente de Lyapunov en

n+1
direccion transversal es entonces A, =lim, (1/N)In[(52),/(02),|, que por aplicacion

recursiva de la regla de la cadena y promediando conduce a (véase por ejemplo [0S94]):

o1 4K(m)o; 1T 4K(m)O
AT(m)_,!llmoﬁj;ln acn[T,me —?L In acn[T,me do. (4.6)

Con T=2r, y para los dos casos limite del parametro de forma tenemos:

2

In|b|-In——"——, sia<h
1 r2n 1+[1—(a/b)]
AT(m:O)z—j In|acos @+ b|d6 = (4.7)
27 *0 a
In|b|+In|—|, sia>b
2b
y
A, (m=1)=In|b]. (4.8)

Con a vy b constantes, estudiamos la variacién del exponente transversal de Lyapunov en
funcién de m. Con el fin de forzar la bifurcacién elegimos a y b de manera que A{(m=0)>0 vy
A7(m=1)<0. La segunda condicidn exige 1>b>0 y para dicho intervalo la primera condicion, de
acuerdo con (4.7), implica a>2. En la Fig. 4-6 se muestra una grafica tipica de la funciéon A;(m),

con a>2 y 1>b>0, donde la forma cualitativa de la funcidon no depende de la eleccion de los
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valores de a y b elegidos. En dicho caso, existe siempre un valor critico para el parametro de
forma, m.:=mc(a,b), para el cual Ar{(m<m/)20y At(m>m.)<0 . Si ademas, el exponente maximal no

trivial de Lyapunov A es negativo, entonces el atractor serd un AENC si m<m. vy la linea z=0 si
m>me.

Existen dos exponentes de Lyapunov asociados a la aplicacidon bidimensional descrita por las
ecuaciones (4.4) y (4.5): el correspondiente a la dindmica de @ es siempre nulo y el
correspondiente a z viene dado por la expresion

Nt 4K(m)6.
A(m)= /!/im %Zln (acn[%;mhb)cos z,|=A,(m)+ A(m) (4.9)
—>00 j:0
con
1N—1
Alm)=Ilim =" In|cosz |. 4.10
(m)=lim NZ |cosz,| (4.10)

De manera que el exponente no trivial de Lyapunov de la aplicacién bidimensional es
A=AT+//{/.

0,50 , I '

0,25 |-

0,00

T
3

-0,25

c \
) ] ) ] ) ] ) ] . N

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 4-6. Exponente transversal de Lyapunov A¢(m) vs. m de la aplicacidn bidimensional [cf. Ecs. (4.4) y (4.5)] en una
situacién genérica con a>2 y 1>b>0.
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Figura 4-7 Exponente maximal no trivial de Lyapunov A, exponente transversal de Lyapunov Ay A vs. m [cf. Ecs.(4.9),
(4.6) y (4.10), respectivamente] para la aplicacién bidimensional [cf. Ecs. (4.4) y (4.5)] con a=3 y b=0.5. Si m<m_ el
atractor es un AENC ( A>0 y A<0 ) y si m>m_ el atractor es el subespacio z=0 ( A;<0 y A<0 ). Ndtese que las curvas
A+(m) y A(m) pasan por cero para el mismo valor de m de acuerdo con la prediccidn tedrica ( T=27, a)=(51/2—1)/2 ).

Si m>m,, A es nulo pues z tiende asintéticamente a 0, en dicho caso A(m>m.=A:<0 vy el

atractor es el subespacio invariante z=0.

Si m<m., Aes negativo y A; es positivo y el signo del exponente maximal no trivial de
Lyapunov A dependera de si | 1| es mayor o menor que Ay. Si A>0 la solucidn estacionaria serd
un atractor cadtico y si A<0 la solucidn estacionaria serd un AENC. De manera que, en funcién
del valor de los parametros a y b, pueden darse tres casos distintos en el intervalo [0,m,):
atractor caético, AENC o coexistencia de atractores cadticos y AENC tal y como se ha observado
en otros sistemas dindmicos [RBOA'87, RO87, YL96].

En la Fig. 4-7 se ilustra el caso a=3 y b=0.5, en el que en el intervalo [0,m.) la respuesta del
sistema es un AENC pues en dicho intervalo tenemos Ar>0 y A<O0. La funcién A(m) se ha
calculado a partir del sumatorio de la ecuacion (4.10) para un total de 50.000 iteraciones tras un
transitorio inicial de 10.000 iteraciones de la aplicacion, A¢(m) a partir de la integracién
numérica de la integral (4.6) y el exponente maximal no trivial de Lyapunov se obtiene sumando
las funciones anteriores A(m)=As(m)+A(m). Notar que el valor critico para el que se produce la
supresiéon del AENC, m.=m(a=3,b=0.5)=0.953..., puede ser determinado numéricamente por dos

métodos: el valor de m para el cual la integracién numérica de la integral (4.6) conduce a
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At(m=m.)=0, y el valor de m a partir del cual el valor del sumatorio de la ecuacién (4.10) que
permite el calculo de A es nulo. En ambos casos, el valor obtenido es aproximadamente el

mismo.

La Fig. 4-8 muestra una secuencia tipica de la evolucién del AENC en el espacio de fases
cuando el parametro de control se aproxima al valor critico m.=m.a=3,b=0.5)=0.953... En
cualquiera de ellos se puede observar la estructura autosimilar a distintas escalas espaciales

caracteristica de los conjuntos fractales.

La fuerte variacion que muestra A;(m) para valores cercanos a m=1, es muy similar al
comportamiento asintético de la reciproca de la funcidén K(m), que controla la ratio de variacién
de la forma de la excitacién en la aplicacién bidimensional considerada. En otras palabras, la
forma especifica de la curva At en funcién de un parametro efectivo de control de la forma de la
excitacion depende fuertemente de la ratio de variaciéon de la forma de la excitacién
manteniendo constante su amplitud y periodo. Para un caso general, en el que la excitacidn
genérica la expresemos como f(é:T,a;), de periodo T, amplitud unidad y forma controlada por los
parametros «;, una eleccién plausible desde el punto de vista fisico para dicho parametro

efectivo de forma es el valor medio del valor absoluto de la excitacién en un periodo:
1 T
Puy() =T [ F(O,T, ) O (4.11)
0

gue para el caso especifico de la excitacidon considerada en la aplicacidn bidimensional descrita
por las ecuaciones (4.4) y (4.5) queda:

(4.12)

—lT AK(m)o _ 1 TEAK(m)d _ArcSin(\/E)

En efecto, la forma funcional de la funcidon A;(m), funcién que depende de la eleccion de los
parametros a y b y del periodo T, es muy similar a la forma funcional de la pe#(m), lo que

confirma la hipétesis inicial.

Esta similitud funcional entre el exponente transversal de Lyapunov A;(m) y el parametro
efectivo de cambio de forma de onda de la excitacidon p.s(m) nos permite un amplio abanico de
posibilidades para el control de la dindmica de la aplicacion bidimensional. En el caso estudiado,
se ha visto que si la funcién peis(m) es mondtona Ar(m) también lo es y, por tanto, para una
eleccidon adecuada del resto de parametros, solo va a existir un valor critico m, de transicion
hacia AENC.
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Figura 4-8 Diagramas en el espacio de fases que muestran la reduccion gradual del AENC de la aplicacién
bidimensional [cf. Ecs. (4.4) y (4.5)] cuando el parametro de forma se aproxima al valor critico m:=0.953... con a=3,
b=0.5, T=2 7y &=(5"?-1)/2. (a) m=0.2, (b) m=0.9, (c) m=0.95 y (d) m=0.958.
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Figura 4-8 Continuacioén. (c) m=0.95, (d) m=0.9528.



Capitulo 4. Estabilidad de atractores extrafos no cadticos 173

0,25 , I '

0,00

-0,25

T

-0,50

-0,75

-1,00 . 1 . 1
0,0 0,2 0,4

Figura 4-9. Exponente transversal de Lyapunov A;(m) vs. m de la aplicacion bidimensional [cf. Ecs. (4.4) y (4.5)] con
K(m)=K[g(m)], siendo g(m)=(32/3)m3—16m2+(19/3)m, mostrando las posibilidades de supresién (A;<0) y aparicidn
(A1>0) de atractores extrafios no cadticos controlando adecuadamente la tasa de variacién de la forma de onda
(@=2.1, b=0.1, T=27y a=(5"%-1)/2).

Como ejemplo ilustrativo de las posibilidades de control, consideraremos K[g(m)] en lugar de
K(m) en la aplicacidn bidimensional de ecuaciones (4.4) y (4.5). Elegimos g(m) de manera que
posea un maximo relativo y un minimo relativo en el intervalo me[0,1]. Ademas, para garantizar
que la excitaciéon cn[4K[g(m)]6/T;m] tenga periodo T constante necesitamos que g(m=0)=0,
g(m=1)=1 y 0<g(m)<1 para me[0,1]. Una eleccidn posible de g(m) que cumple con todos los
requisitos anteriores es g(m)=(32/3)m>~16m*+(19/3)m. En la Fig. 4-9 se representa el exponente
transversal de Lyapunov A;(m) que gobierna la creacién o supresion de AENC, calculado a partir
de la ecuacidn (4.6) cuando utilizamos la excitacion cn[4K[g(m)]6/T;m] para una eleccion
adecuada del resto de parametros. En la figura se aprecia como existen tres valores criticos de m
para la creacidn o supresion de AENC. Por tanto, la aparicidn y supresion de AENC puede ser

controlada ajustando adecuadamente la forma de onda de la excitacion.

Por ultimo, y para estudiar un caso en el que coexistan atractores cadticos y no cadticos, se

ha considerado la siguiente eleccion para el valor de los pardametros: a=4, b=0.1, T=2x vy

1/2

w=(5""-1)/2. Para este caso, se han calculado los exponentes A, Ary A en funcién de m vy los

resultados se muestran en la Fig. 4-10.
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Figura 4-10 Exponente maximal no trivial de Lyapunov A, exponente transversal de Lyapunov Aty A vs. m [cf. Ecs.
(4.9), (4.6) y (4.10), respectivamente] para la aplicacion bidimensional [cf. Ecs. (4.4) y (4.5)] con a=4, b=0.1, T=27,
wz(Sl/z—l)/Z. Si me[O,mC*] el atractor es cadtico ( A;>0y A>0), si me(mc*,mc) el atractor es un AENC (A>0y A<0),y
sime[m¢,1] el atractor es el subespacio z=0 ( At<0y A<0).

Al aumentar m se distinguen tres intervalos: atractor cadtico ( A+>0 y A>0 ) desde m=0 hasta
m, =0.847..., donde se produce el cambio de signo del exponente maximal no trivial de
Lyapunov, AENC ( A1>0 y A<0 ) desde mc* hasta m=0.985..., y desde m. hasta la unidad el

atractor es la recta z=0.

A modo de ejemplo, en la Fig. 4-11 se muestra el atractor cadtico que se obtiene para el caso
m=0.2. Como puede observarse, la apariencia del atractor no difiere mucho del atractor extrafio
no caédtico representado en la Fig. 4-8(a) dado que ambos son extrafios en el sentido de que

tienen estructura fractal.
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Figura 4-11 Atractor cadtico de la aplicacién bidimensional [cf. Ecs. (4.4) y (4.5)] con m=0.2, a=4, b=0.1, T=27xy
w=(5"%-1)/2.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

La linea basica de la presente tesis confirma la idea de que cuando se considera en un sentido
mas amplio el caridcter no lineal de la Naturaleza se detectan nuevos fendmenos vy
comportamientos, y surge la posibilidad de nuevas aplicaciones tanto tedricas como

tecnolédgicas.

En el contexto de los osciladores no lineales, disipativos y no auténomos, se ha estudiado el
efecto de perturbaciones periédicas modeladas por funciones elipticas de Jacobi y su posible
aplicaciéon en el campo del control cadtico. En particular, se ha investigado la estabilidad
estructural de la dindmica bajo cambios en la forma geométrica de dichas perturbaciones y se ha
caracterizado una nueva ruta universal orden<>caos al variar el pardmetro eliptico m que
controla la forma geométrica de las perturbaciones elipticas vy, por ende, la tasa temporal de
aporte energético al oscilador. Se ha comprobado numérica y analiticamente el efecto inhibidor

de la dindmica cadtica que posee la variacion de la forma de onda de tales perturbaciones.

Se ha formulado y fundamentado tedricamente la conjetura de invariancia del impulso
mecanico transmitido que establece que una condicion plausible, desde el punto de vista fisico y
bajo ciertas hipdtesis, para que la dindmica global de un oscilador genérico
X+dU(x)/dx=—g(x,x)+r(x,x)p(t;T) sea independiente de la forma especifica del pulso de la
excitacion temporal p(t;T) (manteniendo constante el resto de parametros y las mismas
condiciones iniciales), es que el impulso mecanico transmitido por los distintos pulsos aplicados

sea el mismo.
Para ilustrar el procedimiento se han investigado dos osciladores:

a) Oscilador de Duffing con dos pozos de potencial paramétricamente amortiguado por

una cadena de pulsos periddicos simétricos. Se han considerado dos tipos de pulsos en la
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a)
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excitacion paramétrica: pulsos rectangulares y pulsos modelados por la funcidn eliptica

de Jacobi cosam.

Se ha demostrado analitica y numéricamente que la dindmica global del oscilador es
independientemente de la forma especifica del pulso siempre que se verifique la
conjetura de invariancia del impulso mecdnico transmitido. En efecto, se ha comprobado
que la funcién umbral cadtica,obtenida por el método de Melnikov, coincide para ambos
tipos de pulsos cuando se considera la condiciéon de invariancia. Lo mismo se concluye
cuando se estudia numéricamente la dinamica del oscilador bajo cambios en la anchura
efectiva del pulso: la estructura global de bifurcacion del sistema es muy similar para

ambos tipos de pulsos.

Una caracteristica a resefiar de la funcién umbral cadtica que determina las fronteras de
la transicién orden-caos en el espacio de pardmetros, es la existencia de un periodo
T=Tmin(m) para el cual el oscilador no puede presentar dindamica cadtica, la existencia de
tal periodo puede ser explicada en términos de una resonancia paramétrica con el
sistema hamiltoniano subyacente al oscilador. Ademas la funcion umbral determina la
aparicion de dos ventanas en el espacio de parametros de posible comportamiento
caodtico (véase la Fig. 2-7), que han sido confirmadas por las simulaciones numéricas
realizadas. Ambos resultados representan propiedades dinamicas robustas del sistema,
en el sentido de que no son sensibles a la forma especifica del pulso y al coeficiente de

amortiguamiento.

Se han determinado las fronteras de estabilidad de las soluciones estacionarias de
equilibrio del oscilador usando la técnica del balance armdnico eliptico en primer orden.
Las curvas tedricas para tales fronteras en los distintos planos de pardmetros han sido
validadas por simulaciones numeéricas, mostrandose la necesidad de utilizar
aproximaciones de orden superior cuando se reduce la anchura efectiva del pulso. La
aplicacién de la condicién de invariancia del impulso también conduce en este aspecto a

los resultados esperados.

NIPKR (Non-Ideal Periodically Kicked Rotator)

Se plantea un modelo realista del kicked rotator, que supone el uso de pulsos
periddicos de amplitud y anchura finita, en lugar de los pulsos modelados por la funcion &
de Dirac periddica, de amplitud infinita y anchura nula utilizados previamente en la
bibliografia. Este nuevo modelo no permite la simplificacién que supone la reducciéon a

una aplicacién por integracion de la ecuacién del modelo clasico.

Se ha caracterizado un nuevo fendmeno ausente en el kicked rotator clasico: la
extensién del comportamiento cadtico en el espacio de pardmetros alcanza un maximo
cuando varia la anchura efectiva del pulso. Es necesario entonces considerar como

nuevo parametro la anchura efectiva del pulso a la hora de modelar adecuadamente un
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sistema fisico, cldsico o cudntico, que pueda ser estudiado a partir de la ecuacién del

kicked rotator.

Se ha formulado un teorema de inhibicidon del comportamiento caético que establece
condiciones suficientes para la regularizacién de la dindmica del oscilador y se ha
caracterizado numéricamente la nueva ruta orden<>caos bajo cambios Unicamente en la
forma de onda de los pulsos periddicos, ruta que muestra una dindmica rica y variada
incluyendo distintos tipos de crisis. El origen de tales crisis inducidas por el cambio de
forma del pulso ha sido explicado a partir de una aplicacidn bidimensional, generalizacion
eliptica de otra estudiada previamente la bibliografia [GOY83], para explicar el

mecanismo subyacente a la aparicidn de una crisis de contorno.

La estructura global del diagrama de bifurcacién del oscilador cuando varia la anchura
efectiva del pulso es basicamente independiente de la forma especifica del pulso siempre
y cuando se consideren pulsos que transmitan el mismo impulso mecanico al oscilador.
En particular, se pueden hacer predicciones cuantitativas muy precisas acerca de los
valores de los puntos de bifurcacidon para un tipo de pulso aplicando la condicién de
invariancia y conocidos los correspondientes puntos de bifurcacion para el otro tipo de

pulso.

También se han determinado las fronteras de inestabilidad de la solucién estacionaria
de equilibrio del oscilador mediante balance armodnico eliptico en primer orden vy
mediante balance armodnico circular en drdenes superiores, las curvas analiticas
obtenidas limitan con bastante precision las regiones de inestabilidad en el espacio de
parametros determinadas a partir de simulaciones numéricas (véase por ejemplo la Fig.
3-10(d)). Al igual que ocurria con las regiones cadticas, la extension de las regiones de
inestabilidad de la solucidn estacionaria también presenta un maximo cuando varia la

anchura efectiva del pulso.

Los resultados obtenidos representan propiedades dindmicas robustas del oscilador
en el sentido de que son independientes de la forma especifica del pulso siempre y

cuando se considere la conjetura de invariancia del impulso.

Resefiar que ninguno de los fendmenos caracterizados estan presentes en el kicked
rotator clasico [Zas78] y que la funcion utilizada para modelar la cadena de pulsos
periddicos de anchura y amplitud finitas puede ser util en distintos campos cientificos

donde sea necesario su uso, como por ejemplo en neurociencia o en dptica no lineal.

Por ultimo, y para completar la fenomenologia asociada al cambio de forma de la excitacion,
se ha investigado una nueva ruta en la que aparecen atractores extrafios no cadticos que
evolucionan hacia atractores cadticos o hacia cuasiperiodicidad variando Unicamente la forma

de onda de la excitacién cuasiperiddica. Con el fin de universalizar la nueva ruta se analizan dos
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modelos, uno continuo y otro discreto, generalizaciones de otros previamente estudiados por
otros autores para caracterizar atractores extrafios no cadticos. Se han encontrado amplios
intervalos del parametro eliptico m, que controla la forma de onda, donde solo coexisten
atractores extrafios, cadticos o no, lo que ha permitido plantear estrategias de control de la
dindmica para pasar de un atractor a otro, mas eficientes que para otros parametros de control.
Se ha confirmado y extendido el escalado lineal de exponente maximal no trivial de Lyapunov
caracteristico de la transicion hacia comportamiento cadtico desde atractores extrafios no

caoticos [Laig6].

Respecto a los problemas abiertos y futuras lineas de investigacién en el campo de la teoria

de control cabe mencionar:

Verificar la robustez de la dindamica afiadiendo ruido de tipo gaussiano.

e Extender el enfoque tedrico del caso de excitaciones periddicas al de excitaciones

aleatorias.

e Desarrollar herramientas de cdlculo que permitan aplicar el balance armodnico eliptico

de orden superior a uno para el estudio de la estabilidad de soluciones estacionarias.
e Extender la teoria de control aplicada al caso de osciladores acoplados.
e Analizar las aplicaciones tecnoldgicas de la teoria desarrollada.

e Investigar las implicaciones del cambio de forma de onda de excitaciones periddicas y

cuasiperiddicas en el ambito cuantico (localizacién dinamica, efecto tunel, etc.)
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