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Capitulo 1

Introduccion.

El objetivo de esta tesis es el desarrollo de modelos de grano grueso para la simulacién
de sistemas moleculares complejos. Entendemos que un modelo de grano grueso es aquel
que representa un sistema fisico con menor nimero de grados de libertad que los que hay
realmente en el sistema. Y por sistema molecular complejo entendemos aquel cuyos consti-
tuyentes son macromoléculas. Estas moléculas tienen la capacidad de auto-ensamblarse y
auto-organizarse dando lugar a estructuras mayores. Tomemos por ejemplo el caso de los
lipidos, se trata de macromoléculas que tienen la capacidad de organizarse espontaneamen-
te en medio acuoso dando lugar a diferentes estructuras tales como micelas, membranas
bicapa y liposomas. En campos interdisciplinarios como la Biofisica y la Materia Conden-
sada Blanda los avances en la teoria, experimentacién y modelado computacional van de
la mano. En pocas palabras, las simulaciones por ordenador nos permiten hacer experi-
mentos tedricos bajo aproximaciones perfectamente controladas, proporcionando asi un
puente entre la teoria y los experimentos. Pensemos, por ejemplo, en el desarrollo de nue-
vos materiales con propiedades a la carta; el hecho de poder estimar estas propiedades
antes de su procesado y caracterizacion experimental ahorra numerosos costes y mucho
tiempo. Aunque aun queda mucho camino por recorrer, el progreso en la simulacion de
materiales, enfocada al diseno de los mismos, ha sido constante.

El reto que plantea la simulacion de los sistemas moleculares complejos es el desarrollo de
modelos capaces de describir los procesos relevantes que caracterizan a estos materiales,

que ocurren en la escala de su microestructura, y que ejercen influencia en los procesos



que tienen lugar a nivel macroscépico. Por ejemplo, las distintas fases de comportamiento
de lipidos y soluciones de surfactantes, entre las que se encuentran las fases de micela y
lamela, dependen en gran medida de la naturaleza fisicoquimica de sus constituyentes. A
través de un proceso de granulacion es posible desarrollar algoritmos que permiten, de
una manera jerarquica, estudiar las propiedades que resultan relevantes a una escala es-
pacio temporal —o lo que es lo mismo, en un determinado nivel de descripcion— y poder
utilizarlas para llevar a cabo un estudio de propiedades a una escala superior —a un nivel
de descripcion superior—. Cada nivel de descripcién se caracteriza por un conjunto de
variables relevantes que especifican el estado del sistema en dicho nivel de descripcion.
Los niveles menos detallados —més burdos— tienen un nimero menor de variables re-
levantes, y capturan menos informacién que los niveles mas detallados. Para cada nivel
de descripcion existe una ecuacion dinamica para las variables relevantes. La evolucién
de estas variables relevantes —o gruesas— ocurre en cierta escala temporal caracteristica
del nivel de descripcién. En general, se puede decir que a los niveles de descripcién mas
gruesos les corresponden escalas temporales mas lentas. Un nivel de descripcion dado per-
mite describir procesos dindmicos que ocurren a escalas temporales mayores que la escala
caracteristica del nivel de descripcién, pero no permite estudiar fenémenos que ocurren
en las escalas temporales més rapidas [1].

El desarrollo de métodos jerarquicos que permiten enlazar los diferentes niveles de des-
cripcién que gobiernan la dinamica de la materia blanda ha recibido recientemente mucha
atencién. Encontramos un gran ntimero de publicaciones y libros en relacién con sistemas
biol6gicos y materia blanda que centran su atencién en la granulacién [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.
Se pretende en todos los casos encontrar un método general y sistematico que permita
realizar la unién entre los diferentes niveles de descripcion existentes. Cada uno de los
niveles, por si solo, se comprende en general con suficiente profundidad, pero la enorme
diferencia de escalas de tiempo y longitud existente entre los diferentes escalones hace muy
dificil dar este salto. A través del proceso de granulacion se elimina progresivamente el
efecto de las variables microscépicas. La informacion de las variables que no son relevantes
en un determinado nivel de descripcion se sustituye por ruido —en general se introduce

un ruido gaussiano—. De ese modo, se eliminan las fluctuaciones rapidas innecesarias. Se



1. Introduccioén. 3

incorpora esa informacion de un modo promediado y asi se puede acceder a un rango de
escalas de tiempo y longitud mayor, manteniendo un cierto nivel de informacion corres-
pondiente a los niveles inferiores.

En este capitulo se hace un breve repaso de los conceptos y trabajos previos relacionados
con el tema de estudio de la tesis, para tener un marco dentro del cual poder evaluar

correctamente cuales son los avances de nuestro trabajo.

1.1. Los sistemas moleculares complejos

No hay duda del interés que despiertan las macromoléculas en la Ciencia y la Técnica
actuales, tanto por las numerosas aplicaciones farmacéuticas, médicas e industriales que
tienen como desde un punto de vista fundamental. Desde el punto de vista de sus enlaces
quimicos las macromoléculas no son un campo aparte del resto de las moléculas méas sen-
cillas. La estructura macromolecular se construye a partir de enlaces covalentes. Lo que
es propio de las macromoléculas y las distingue de las moléculas sencillas es su elevado
tamano molecular. Este gran tamano les confiere unas propiedades peculiares que hacen
necesario un estudio separado de estas especies quimicas. Puede decirse que el caracter
macromolecular se manifiesta a partir de pesos moleculares del orden de 10*. Los polime-
ros con aplicaciones técnicas, tales como materiales plasticos, pinturas, geles, etc., son de
caracter macromolecular. Las moléculas biolégicas que constituyen la base misma de los
seres vivos, tales como proteinas, acidos nucleicos, etc., son también macromoléculas.

A pesar de su enorme tamano, las estructuras quimicas de las macromoléculas no son
muy complicadas. Su relativa simplicidad se debe a que estan formadas por una estruc-
tura quimica sencilla que se repite muchas veces, de ahi el nombre polimeros'.

Los grandes agregados de la materia no son necesariamente rigidos, sino que poseen un
elevado ntimero de grados de libertad internos. Esto hace que sus propiedades reologicas
estén directamente influenciadas por la microestructura, lo que conlleva la coexistencia
de un rango muy amplio de escalas tanto temporales como espaciales. Las escalas de

tiempo asociadas a las vibraciones de los enlaces son aproximadamente 107'°s, mientras

'La palabra polimero deriva del Griego, molvpuepris, compuesto de varias partes.



1.2. Los métodos tradicionales para describir el comportamiento de los
4 sistemas moleculares complejos

que las transiciones conformacionales asociadas a cada uno de estos enlaces se producen
generalmente en las escalas de tiempo de 10~!'s. Sin embargo, por poner un ejemplo,
el importante problema del plegado de proteinas puede requerir entre 10~%s hasta 1000s
dependiendo del tamano de la proteina. La enorme distancia existente entre estas es-
calas de tiempo se debe a que las proteinas presentan una jerarquia de ordenamiento
espacial —estructura primaria, secundaria, terciaria y cuaternaria— en diferentes escalas
interdependientes, relacionada con su funcién biolégica. Las proteinas forman comple-
jos proteinicos que actiian como maquinas bioldgicas entre las que encontramos motores,

muelles, rotores, bisagras e interruptores de tamano diminuto [9)].

1.2. Los métodos tradicionales para describir el comportamien-

to de los sistemas moleculares complejos

El estudio del comportamiento de los sistemas moleculares complejos se ha realizado

tradicionalmente desde dos puntos de vista complementarios.

1.2.1. Nivel microscépico: Mecanica Clasica

En el nivel microscépico las variables relevantes son las coordenadas generalizadas y las
cantidades de movimiento conjugadas de todos los atomos que componen las macro-
moléculas. Las interacciones entre los atomos se modelan a través de potenciales efectivos
generalmente propuestos de manera fenomenolédgica, aunque en ocasiones éstos se extraen
a partir de la Mecanica Cudantica. Existen dos técnicas basicas de simulacién en este nivel

de descripcién: la Dindmica Molecular [10] y el Método de Monte Carlo [11].

Dinamica Molecular (Molecular Dynamics, MD)

En una simulacién de Dinamica Molecular se resuelven numéricamente las ecuaciones de
Newton. A través de las simulaciones de MD es posible estudiar no sélo las propiedades
de equilibrio sino también las propiedades dindamicas y de transporte. Sin embargo, uno

esta limitado a estudiar sistemas con un tamano alrededor de una decena de nanémetros
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y a propiedades observables a una escala de tiempo de unas pocas centenas de nanose-
gundos.

Inicialmente la Dinamica Molecular se dedicé a estudiar la dinamica de fluidos simples a
través de potenciales de tipo Lennard-Jones. Con el tiempo ha tratado de ir mas alla es-
tudiando sistemas mas complejos con interacciones entre atomos mas complicadas. Han
transcurrido 32 anos desde que se publicaron los resultados de la primera simulacion de
Dindmica Molecular de una macromolécula con interés biolégico [12]. Usando la cldsica
Dindmica Molecular ha sido posible estudiar la formacién de micelas [13, 14, 15], asi como
la biparticién de las mismas [16], para estructuras formadas por unos pocos centenares
de surfactantes. Sin embargo, es necesario realizar simplificaciones en la descripcién para
poder acceder a propiedades que necesitan dimensiones y tiempos mayores. Por poner
un ejemplo, para el polimero sintético més simple (polietileno), equilibrar correctamente
un fundido a través de una simulacion de Dinamica Molecular requeriria tiempos compu-

tacionales de varios meses e incluso afios [17].

Método de Monte Carlo (MC)

El método de Monte Carlo consiste en la produccion de un camino aleatorio a través del es-
pacio de fases, lo que permite muestrear la colectividad de equilibrio del sistema. A través
de este método, inicamente es posible estudiar propiedades de equilibrio o estaticas. Sin
embargo, existen algoritmos muy eficientes para explorar el espacio de conformaciones de
un sistema polimérico. Por lo tanto, estos algoritmos son un excelente punto de partida
para el desarrollo de modelos de granulado. El modelo de Bond Fluctuation [18], que com-
bina las ventajas de las simulaciones en malla y en el espacio continuo, permite realizar,
por ejemplo, simulaciones de Monte Carlo de un fundido de polimeros estrella [19]. Otra
alternativa para equilibrar un fundido polimérico en un nivel atomistico detallado, es el
uso de simulaciones de Monte Carlo eficientes [20] que involucran movimientos no fisicos

pero permiten la exploraciéon eficiente del espacio de fases.
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1.2.2. Nivel Macroscoépico

En el nivel macroscopico las variables relevantes son los campos continuos de la mecanica
de fluidos. Se resuelven las ecuaciones de conservacion de la masa, momento y energia en
un dominio macroscopico, que puede ir desde los milimetros hasta los metros. Sin embar-
go, estas ecuaciones de conservacion no son suficientes para caracterizar la dinamica; es
necesario suministrar una ecuacion constitutiva.

El conjunto de ecuaciones de conservacion junto con la ecuacién constitutiva constituyen
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales —o en ocasiones de tipo integrodiferencial—
que pueden resolverse mediante un método numérico. Entre estos métodos se encuentran
el método de diferencias finitas, elementos finitos, volimenes finitos y los métodos espec-
trales. Encontramos una revision bibliografica que abarca los tiltimos anos sobre el método
de elementos finitos aplicado al analisis y simulacién de polimeros en las Refs. [21, 22].
El origen de las expresiones diferenciales e integrales para las ecuaciones constitutivas es
esencialmente fenomenolégico. Para el caso de sistemas moleculares complejos, el enfoque
macroscopico estd limitado por el desconocimiento que se tiene de las ecuaciones constitu-
tivas propias de dicho sistema; el problema es la ausencia de informacion a nivel molecular.
Ademas, la mayoria de estas técnicas no tienen en cuenta las fluctuaciones térmicas que

son esenciales en la dinamica difusiva que ocurre en las escalas mesoscopicas.

1.3. Técnicas Mesoscopicas de simulacién

En esta seccidén se resumen, brevemente, algunas de las técnicas Mesoscopicas de simula-
ciéon mas comunes, que se centran en el grano grueso, relatando los resultados obtenidos
en el contexto de los sistemas bioldgicos y de materia blanda. Entendemos aqui por me-
soscopico esa region de limites difusos donde no hay mucho detalle molecular pero todavia
hay fluctuaciones térmicas.

Hay dos enfoques a la hora de desarrollar estas técnicas de simulacién dependiendo del

tipo de interaccién presente en el sistema que se quiere modelar.
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1.3.1. Interacciones ligadas — Nivel de descripcién de blobs

Cuando los atomos que constituyen el sistema se encuentran enlazados se construyen su-
pra particulas formadas por mas de un atomo que se mueven de forma coherente con un
grado de libertad. Estas particulas de grano grueso a menudo se denominan blobs. En este
nivel de descripcion encontramos diferentes modelos que se centran en derivar potenciales
efectivos de interaccion entre estas particulas de grano grueso o blobs. En general se supo-
nen determinadas formas para estos potenciales y se parametrizan con objeto de obtener
propiedades estructurales como la funcién de distribuciéon radial. Todos estos métodos
trabajan con la denominada Dindmica Molecular de grano grueso (CGMD). Como vere-
mos después, este tipo de Dinamica Molecular sélo puede acceder a los aspectos estaticos
de los sistemas. Entre estos modelos se encuentran Inverse Monte Carlo method, Force

matching y MARTINT force field.

Inverse Monte Carlo method (IMC)

Realizando una simulaciéon de Dinamica Molecular en el nivel microscopico podemos ob-
tener la funcion de distribucién radial a nivel mesoscépico, y este resultado puede utili-
zarse, posteriormente, para determinar los potenciales de interaccién entre las particulas
de grano grueso. Tedricamente, se puede demostrar, bajo condiciones débiles, que dos po-
tenciales a pares que dan lugar a la misma funcién de distribucion radial no pueden diferir
en mas de una constante. Esta constante por si misma no es muy significativa y puede
fijarse por la condicién V(r — oo) — 0, donde r es la distancia entre particulas [23].

No pretendemos aqui realizar un estudio detallado del método desarrollado en las Refs. [24,
25], de manera que, por simplicidad, consideraremos un sistema monocomponente con in-
teracciones a pares V(r). El potencial de interaccion V (r) se aproxima como V (r) = V,,
(= 0,5)h <r < (a+0,5)h,donde a = 0,1,..., y h es la anchura del bin. Se define S,
como el nimero de pares de particulas cuya distancia se encuentra dentro del bin «. El
potencial de interaccién en el Hamiltoniano del sistema puede escribirse entonces como
un suma sobre los bines, Y S, V,. El valor medio de S, es un estimador de la funcién

de distribucién radial en cada uno de los bines.



8 1.3. Técnicas Mesoscopicas de simulaciéon

El algoritmo, primero, inicializa las interacciones efectivas —la eleccién mas habitual
es el potencial de fuerza medio, AR —kpgT'Inp(ry)—. A continuacién, pasa a mejo-
rar la aproximacién: durante cada iteracion se calculan las derivadas de (S,) respecto
de Vj para cada par «, 3, con ayuda de relaciones de la mecanica estadistica [24, 25].
Estas permiten expresar los cambios en (S,) en términos de V3 hasta primer orden,
A(S,) = =0 ((Sa58) — (Sa)(Ss)) AVs. Cuando A(S,) es conocido puede invertirse es-
ta ecuacion para calcular las interacciones efectivas para la siguiente iteracion. Este
procedimiento se repite hasta alcanzar la convergencia deseada.

Este método se ha utilizado para estudiar el potencial efectivo entre los lipidos que cons-

tituyen la membranas lipidicas [26] y polimeros fundidos [27].

Force matching

Es posible también calcular las fuerzas sobre las particulas de grano grueso a partir de
Dindmica Molecular minimizando la diferencia entre la fuerza microscépica y la fuerza
de grano grueso. Esta es la base del procedimiento de ajuste de la fuerza [28, 29]. En el
contexto de los sistemas bioldogicos, el método ha sido aplicado para construir modelos
semiatomisticos para membranas de fosfolipidos con y sin colesterol [30, 31], para mono-
sacaridos en disolucién [32], para péptidos cortos en agua [33], e incluso para proteinas
atomicas dentro de una membrana de grano grueso [34].

Este método se basa en el concepto de modelo de grano grueso consistente [35]. Una con-
figuracion atomica detallada r™ puede describirse a través de una representacién de grano
grueso compuesta por N < n particulas de grano grueso carentes de estructura interna,
cada una de las cuales corresponde a uno o méas atomos. Las coordenadas cartesianas R
de cada una de las particulas de grano grueso se determinan como combinacién lineal
de las coordenadas cartesianas de los atomos que constituyen las citadas particulas, a
través de los operadores lineales Mg, (r™) = """, ¢;r;, paral =1,..., N. Por e¢jemplo, si
elegimos como variables de grano grueso las variables de centro de masas de grupos de
atomos se ve que estas variables son combinaciones lineales de las coordenadas cartesianas
de dichos atomos. En el modelo de grano grueso, estas particulas interactian de acuerdo

con un potencial de grano grueso, U(RY). La funcién de distribucién canénica de las
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coordenadas en el equilibrio para un volumen V' y a una temperatura 7', para el modelo
de grano grueso es

Pr(RY) = ZLN exp{— BURM)},

donde

Zn = /dRN exp{— BU(RM)}
es la integral clasica de las configuraciones para el modelo de grano grueso [36]. Podemos
construir un modelo de grano grueso consistente con el modelo detallado si la energia
potencial de grano grueso puede determinarse —salvo constante multiplicativa— por el

potencial atémico, U(r"), y el conjunto de operadores lineales My (r™)

exp{— BURMN)} = f—j\;v / dr™ exp{—pBU(x™)} s (RN - Mﬁv(r”)) (1.1)
De esta ecuacién se deduce que el potencial de interacciéon adecuado, U(RY), para un mo-
delo consistente no es un potencial convencional, sino que mas bien se trata de una funcién
energia libre de las configuraciones a muchos cuerpos, que incorpora efectos energéticos y
entrépicos, y que depende del estado termodindmico del sistema [37, 35].
Cualquier magnitud que depende tnicamente de las posiciones RY puede calcularse
exactamente a través del modelo de grano grueso, esto es, el resultado es el mismo que
el obtenido a partir del modelo detallado. En la Ref. [35] se estudian cuidadosamente las
propiedades que deben satisfacer los operadores My (r") para que se cumpla la Ec. (1.1).
Cuando las variables de grano grueso son las variables de centro de masas de grupos de
atomos la fuerza sobre una de las particulas de grano grueso para una configuracién de

grano grueso dada, RY, se escribe como

a Ny 1 n N/ ..n N
F, = _8—RlU(R ) = m(fl(r )0 (Mg (r") — RY)), (1.2)

donde Z(RN) = (0 (M (r") — R™)), fi(r") es la fuerza neta sobre los dtomos que consti-
tuyen las particulas de grano grueso y (-) indica un promedio canénico evaluado de acuerdo
con la funcién de distribucion de las coordenadas atémicas. El método desarrollado por
Izvekov y Voth [28, 29] determina un campo de fuerzas optimizado que describe las inter-
acciones entre las particulas de grano grueso a partir de la informacion suministrada por

la fuerza microscépica: lo que se hace es realizar un ajuste por minimos cuadrados para
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obtener las fuerzas de grano grueso.

MARTINI force field

Aunque este modelo también se desarrollé para que mantuviera relacién con los modelos
atémicos [38, 39, 40], posee una filosofia diferente a los modelos anteriores. En lugar de
centrarse en reproducir con precision los detalles estructurales de un determinado sistema
en un estado termodinamico particular, trata de capturar el comportamiento de un deter-
minado sistema en un rango mayor de estados termodinamicos. En general, se supone una
determinada forma para el potencial a pares de grano grueso, por ejemplo se considera
un potencial del tipo Lennard-Jones. Los parametros que caracterizan dicho potencial se
fijan de manera que se reproduzcan correctamente distintas propiedades termodinamicas.
En concreto, este modelo se desarrollé con objeto de estudiar membranas lipidicas y sis-
temas surfactantes, de manera que se intenta reproducir correctamente la energia libre
del sistema alcano/agua, que se emplea como sistema de referencia.

El modelo MARTINI ha sido utilizado satisfactoriamente para estudiar las transiciones de
fase de sistemas compuestos por lipidos: se ha encontrado que reproduce correctamente

la transicion de fase principal de un membrana lipidica [41].

1.3.2. Interacciones no ligadas — Nivel de descripcion de la hidrodinamica

Cuando los atomos no estan enlazados, sino que pueden ir muy lejos unos de otros, el
sistema puede describirse en el nivel de grano grueso de la hidrodindmica. Encontramos
diversos modelos dirigidos esencialmente a resolver la hidrodinamica de manera eficiente.
Entre estos modelos se encuentran Multiparticle Collision Dynamics, Dissipative Particle

Dynamics y Fluctuating Lattice Boltzmann Equation.

Multiparticle Collision Dynamics (MPC)

Esta técnica de simulacién mesoscopica es una variante del método denominado Simulacion
Directa de Monte Carlo (DSMC) [42, 43], en la que las colisiones binarias se reemplazan
por colisiones multiples entre particulas dentro de un determinado volumen de colision.

Este método emplea una discretizacion temporal de la dindmica —con velocidades y po-
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siciones que son variables continuas— y las colisiones locales entre multiples particulas:
el algoritmo de MPC consta de dos pasos, uno de propagacion —denominado paso de
streaming— y otro de colisién [44, 45]. En el paso de streaming las particulas de fluido se
mueven balisticamente durante un periodo de tiempo h. En el paso de colisién, las particu-
las se reparten en las denominadas cajas de colisién —de modo que interactiian con todas
las particulas que se encuentran en la misma caja de colision— y sus velocidades relativas
a la velocidad de centro de masas de la caja de colisiéon se rotan un angulo « alrededor
de un eje aleatorio. Por construccion, la masa, el momento y la energia son magnitudes
que se conservan localmente, y se ha demostrado que este método satisface las ecuaciones
de la hidrodindmica —ha sido posible derivar expresiones analiticas de los coeficientes de
transporte correspondientes a un solvente MPC a partir de la Teoria Cinética, generali-
zando las colisiones puntuales a volimenes finitos de colision [46, 47, 48, 49]—.

Para implementar estructuras complejas, tales como polimeros o coloides, lo que se hace
es definir un algoritmo hibrido donde el solvente se modela con MPC y las particulas de
soluto se describen a través de la Dindamica Molecular estandar. Por ejemplo, en el caso
de polimeros, en las Refs. [50, 51] encontramos N, particulas puntuales de masa M que
actuan como monomeros de la cadena polimérica, y que interactian entre si a través de
un determinado potencial de tipo muelle. Las posiciones y velocidades de estos mondme-
ros evolucionan segun incrementos discretos del tiempo At. Este proceso se interrumpe
cada h/At —siendo h el denominado tiempo de colision— para establecer la interaccién
con las particulas de fluido, que se lleva a cabo incluyendo los mondémeros en el paso de
colision MPC —es el punto en que el soluto y el fluido intercambian momento—. Este
modelo hibrido se ha empleado para estudiar la dinamica de cadenas poliméricas cortas
en disolucion [52, 51], asi como para investigar las propiedades estructurales y dindmicas

de polimeros estrella en un flujo de cizalla [53].

Dissipative Particle Dynamics (DPD)
Originalmente este método fue desarrollado de manera intuitiva para el estudio de fluidos
complejos —en concreto para estudiar los fenémenos hidrodinamicos caracteristicos de

estos sistemas— [54]. En realidad el modelo DPD fue introducido como un intento de
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liberar al método Lattice Gas Automata de los llamados efectos de red [55]. Posterior-
mente, el método fue modificado por Espanol y Warren [56, 57], con objeto de que éste
fuera termodinamicamente consistente: la ecuaciéon de Fokker-Planck correspondiente al
modelo discreto original tiene como solucién de equilibrio estacionaria la distribucion de
Gibbs si se satisface una relacion del tipo fluctuacién-disipacion que relaciona la tempe-
ratura del sistema con la amplitud del ruido.

El fluido se modela por un conjunto de particulas, cada una de las cuales representa un
conjunto de moléculas del fluido que se mueven coherentemente. La interaccion entre es-
tas particulas se describe a través de fuerzas conservativas, de friccién y estocasticas. Las
fuerzas conservativas dan lugar a una presion efectiva. Por su parte, las fuerzas de friccién
dependientes de la velocidad relativa entre particulas dan lugar a una viscosidad efectiva.
Finalmente las fuerzas estocasticas describen las fluctuaciones térmicas que aparecen en
escalas mesoscopicas. Todas estas fuerzas satisfacen la tercera ley de Newton, de manera
que el sistema conserva el momento localmente, lo que conlleva que el comportamiento
macroscopico de este modelo de particulas sea hidrodindmico [57] —en este mismo articu-
lo se derivan expresiones para la presion y la viscosidad para un sistema gobernado por
las ecuaciones de movimiento de la DPD—.

La DPD ha demostrado ser capaz de capturar los efectos termodinamicos e hidrodinami-
cos que ocurren en disoluciones y fundidos poliméricos [58, 59, 60, 61], lo que ha permitido
estudiar situaciones fisicas tales como el flujo de una suspensién de moléculas de ADN a
través de microcanales [62, 63]. Asi mismo, ha sido posible estudiar un gran nimero de sis-
temas de materia blanda diferentes, entre los que encontramos soluciones de surfactantes
poliméricos [64], membranas bicapa [65], fluidos multicomponente [66] y vesiculas [67, 68].
A pesar del éxito de la DPD en la simulacién de diferentes sistemas moleculares complejos,

la DPD presenta algunos problemas conceptuales:

= Se desconoce con precision el rango de escalas espacio temporales que describen las

particulas DPD.

= La contribucién conservativa de la fuerza determina el comportamiento termo-

dindmico global del sistema y da lugar a una ecuacién de estado que depende
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cuadraticamente de la densidad.

= Los coeficientes de transporte no se pueden relacionar de manera directa con los
parametros del modelo —en ausencia de fuerza conservativa ha sido posible relacio-
narlos a través de la Teoria Cinética [69], aunque los resultados para los coeficientes
de transporte obtenidos mediante simulacién DPD presentan desviaciones respecto

a las predicciones tedricas—.

Estos problemas se solucionan con el modelo denominado Smoothed Dissipative Particle
Dynamics (SDPD) [70] que se deriva con el formalismo GENERIC [71, 72]. En realidad
este modelo de particulas fluidas no es mas que la SPH (Smoothed Particle Hydrodyna-
mics) [73, 74] con fluctuaciones térmicas, y revela que la DPD no es més que un modelo
lagrangiano de mesoparticulas fluidas que representa de manera peculiar a las ecuaciones

de Navier-Stokes.

Fluctuating Lattice Boltzmann Equation (fluctuating LBE)

El modelo Lattice Boltzmann se desarroll para evitar los inconvenientes de los modelos
Lattice Gas Automata (LGA), como la falta de invarianza galileana, de isotropia y la
pobre relacion senal-ruido. En esencia es una discretizacion sistematica de la ecuacion
de Boltzmann que describe correctamente el comportamiento hidrodinamico a pequenos
nimeros de Mach. El modelo prescribe una reglas dinamicas de evolucién para la fun-
cién de distribucién n,(7,t), que representa la densidad de particulas en el nodo 7 de la
red, en un tiempo discreto ¢ y con una velocidad discreta ¢ [75, 76]. Esta evolucién es
completamente determinista, de manera que para explicar el movimiento Browniano es
necesario introducir fluctuaciones térmicas. En el nivel hidrodinamico esto significa anadir
un término de ruido en el tensor de tensiones [77]. En las Ref. [78, 79, 80] Ladd introduce
el primer modelo LB con fluctuaciones térmicas que constituye el punto de partida para
las aplicaciones de LB a diferentes sistemas de materia blanda, tales como suspensiones
coloidales [81] y soluciones poliméricas [82, 83]. En este modelo la contribucién estocdstica
se impone solo sobre el tensor de tensiones, de manera que la hidrodinamica fluctuante se

reproduce correctamente. Sin embargo, la derivacién de un modelo LB con fluctuaciones
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consistente con la mecanica estadistica y la hidrodindmica se ha hecho recientemente [84].
Este nuevo formalismo introduce una colectividad de funciones de distribucién n; en cada
nodo de la red, de manera que el primer modelo desarrollado por Ladd constituye una
Unica realizacion de esta colectividad. Surge asi, de manera natural, una distribucién de
probabilidad P({n;}) para el conjunto de densidades n;. La distribucién de equilibrio en
cada nodo se obtiene maximizando P sujeta a que las densidades de masa y momento

han de ser magnitudes conservadas.

1.4. Modelos hibridos

Supongamos ahora que estamos interesados en el comportamiento a una determinada es-
cala espacio temporal de un sistema para el que el modelo correspondiente a dicha escala
se conoce parcialmente o es valido iinicamente en una parte del dominio fisico. Por ejem-
plo, en el nivel macroscopico ocurre que carecemos de ecuaciones constitutivas detalladas
o bien que el modelo macroscépico no es valido debido a la presencia de defectos o sin-
gularidades localizadas. En este caso los modelos hibridos tratan de conseguir los datos
necesarios para implementar el método numérico macroscépico seleccionado. En las regio-
nes donde el modelo macroscépico no es valido o donde las ecuaciones constitutivas no se
conocen, los datos macroscépicos se obtienen resolviendo localmente un modelo del siste-
ma a una escala espacio temporal inferior. Acoplando modelos que trabajan en diferentes
escalas espacio temporales se espera contar con las ventajas de las dos descripciones: la
simplicidad y eficiencia de trabajar en las escalas mayores, y el detalle que proporcionan
las escalas inferiores. Como ejemplos de este enfoque hablaremos de CONNFFESSIT y
Heterogeneous Multiscale Methods.

CONNFFESSIT (Calculation of Non-Newtonian Flows: Finite Elements and Stochastic
Simulation Technique) [85]

CONNFFESSIT es una técnica de simulacién multiescala disenada para el calculo numéri-
co de flujos complejos de fluidos complejos con especial aplicacion a sistemas poliméricos,

tales como fundidos y disoluciones poliméricas. Esta técnica combina los modelos mo-
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leculares mesoscopicos de la Teorfa Cinética y los célculos de mecanica de fluidos en
dominios macroscépicos de geometria compleja, sin necesidad de una expresion cerrada
para la ecuacién constitutiva: se plantean las ecuaciones de conservacién en un dominio
—discretizadas tipicamente con el método de elementos finitos— y se distribuye, en el
dominio, una colectividad de moléculas que representan un determinado polimero, segiin
alguno de los modelos de la Teoria Cinética. El tensor de esfuerzos necesario para de-
terminar la evolucion temporal del fluido se obtiene de las configuraciones moleculares y
se introduce en las ecuaciones de conservacién. El problema de CONNFFESSIT aparece
cuando es necesario refinar la malla de elementos finitos, ya sea por razones de compleji-
dad del dominio o porque se desea una precisiéon determinada en los resultados. En esos
casos es necesario incrementar el nimero de particulas que se distribuyen en el fluido para

obtener un valor fiable del tensor de esfuerzos.

Heterogeneous Multiscale Methods (HMM)

HMM es una estrategia para disenar algoritmos multiescala [86, 87, 88]. Su efectividad
radica en que permite usar al maximo el conocimiento que se tiene del problema particular
que se quiere resolver a todas las escalas, y a la vez utilizar las caracteristicas especiales
que pueda tener, tales como que exista una clara separacion de escalas espacio temporales
entre determinados niveles de descripciéon. HMM también propone un enfoque unificado
del anélisis de errores para una amplia gama de problemas multiescala. Ahora bien, HMM
es solo el punto de partida, la aplicacion de HMM a un problema particular puede ser
una tarea nada trivial.

Tomemos un conjunto de variables, que denotamos colectivamente por u, que describen un
sistema fisico en un determinado nivel de descripcién detallado, junto con la escala tipica
de dicho nivel de descripcion, que puede escribirse de forma abstracta por la ecuacion
f(u,b) = 0, donde b es el conjunto de condiciones auxiliares, tales como las condiciones
iniciales o de contorno del problema. El interés no radica en conocer los detalles de u sino
mas bien en conocer el estado del sistema a un nivel de descripcion superior, que nom-
bramos con la letra U. Dicho estado satisface cierta ecuacién de la forma F(U, D) = 0,

donde D representa la coleccién de datos necesarios para que el modelo sea completo. Se
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definen los operadores de compresion () y reconstruccion R como
Qu=U , RU =u

Estos operadores deben satisfacer la relaciéon QR = I, donde I es el operador unidad. Por
ejemplo, si el proceso en el nivel detallado se describe por medio de la Teoria Cinética y lo
que nos interesa es describir el proceso en el nivel macroscopico de la mecanica de fluidos,
entonces el operador de compresiéon transforma la funcién de distribucién de una particula
en las magnitudes conservadas densidad de masa, densidad de momento y densidad de
energia. El operador reconstruccion realiza la transformacién inversa que en general no es
unica. El objetivo de HMM es calcular U utilizando la forma genérica de F'y el modelo

detallado. El método consta de dos pasos:

= Se selecciona el integrador del modelo en el nivel de descripcion superior utilizando

toda la informacién disponible sobre la forma de F'.

= Se estiman los datos que faltan en el dominio D usando el modelo detallado: primero,
en cada punto que falta informacion, se realiza una serie de simulaciones restringidas
correspondientes al modelo detallado de manera que sean consistentes con el estado
local b = b(U). Y por ultimo se utilizan los datos generados por esta dindmica

detallada para obtener los datos necesarios en el nivel de descripcion superior elegido.

1.5. Objetivos y estructura de la tesis

La teoria del granulado es en esencia la teoria de la Mecanica Estadistica de No Equilibrio.
Una de las maneras en que se fundamenta es a través de la metodologia de Mori-Zwanzig
de operadores de proyeccion. Esta técnica da una ecuacion generalizada de Langevin que
describe la evolucién de no equilibrio de las variables relevantes en un determinado nivel
mesoscopico. En principio, se podria usar esta ecuaciéon en forma de caja negra, es decir,
rellenando los distintos objetos que aparecen en ella a partir de la definicién microscopica
de las variables relevantes. Sin embargo, aunque formalmente exacta, la ecuacién genera-

lizada de Langevin es desafortunadamente dificil de utilizar como herramienta de célculo
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por dos razones fundamentales. La primera de ellas es que los diferentes objetos que apa-
recen en esta ecuacion incorporan la denominada dindmica proyectada, que difiere de la
dindmica real y que no puede ser calculada a través de simulaciones de Dinamica Mo-
lecular, y tampoco pueden darse expresiones explicitas para la misma. Y la segunda es
que aun cuando la ecuacién generalizada de Langevin fuera explicita, se trata de una
ecuacion diferencial estocastica con coeficientes estocésticos, cuya integraciéon numérica
es muy compleja. El procedimiento més habitual para sortear estos obstaculos consiste
en suponer que la dinamica proyectada y la dinamica real son equivalentes, y que las
variables relevantes son tales que evolucionan en una escala de tiempo mucho mayor que
la correlacion temporal que aparece en el niicleo de memoria. De esta forma la ecuacion
generalizada de Langevin se hace Markoviana y por tanto se convierte en una ecuacion
diferencial estocéstica ordinaria. Sin embargo, no existe una justificacién matematica cla-
ra para esta aproximacién, y da lugar a problemas como el conocido problema del plateau,
que requiere la introduccion de otra aproximacion ad hoc en la que se truncan los limites
de integracién en las integrales que dan los coeficientes de transporte [89, 90, 91]. Por
esta razén, la ecuacién generalizada de Langevin no es facil de simular en la practica.
Este hecho es desafortunado considerando el creciente interés que existe en desarrollar
modelos de grano grueso de sistemas moleculares complejos, en los que una macromolécu-
la se describe con un nimero mucho menor de grados de libertad [3]. Los potenciales de
grano grueso reproducen correctamente las propiedades de equilibrio y las propiedades
estructurales de estos sistemas, puesto que se disenan con ese objetivo. Sin embargo, las
propiedades dinamicas, como la difusién, o mas general, las correlaciones temporales, no
se reproducen necesariamente a través de una simulacion de Dindamica Molecular utilizan-
do dichos potenciales de grano grueso. La razén principal por la que esto sucede es que
un procedimiento de grano grueso elimina grados de libertad que deberian aparecer en la
dindmica gruesa en forma de disipacion y ruido térmico, ambos conectados a través del
teorema de Fluctuacién-Disipacién. La construccién de los potenciales de grano grueso es
sé6lo una parte de la historia del granulado —como se ha reconocido recientemente [31]—.
Por lo tanto creemos que es necesario desarrollar un procedimiento operacional con ga-

rantias que permita transferir informacién de un nivel de descripcién a otro nivel superior.
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En el capitulo 2 se hace una revisiéon de la teoria de operadores de proyeccién: veremos
cémo esta teoria permite obtener una ecuacion generalizada de Langevin para las varia-
bles relevantes en un determinado nivel de descripcion. A continuacion, en el capitulo 3,
se estudia el problema de la representacién de grano grueso de un sistema unidimensional
de osciladores a través de los centros de masas de blobs constituidos por varias molécu-
las; este estudio se lleva a cabo realizando la aproximacién Markoviana estandar. En el
capitulo 4 se presenta un procedimiento operacional que permite calcular explicitamen-
te los diferentes objetos que aparecen en la ecuacién generalizada de Langevin para las
variables relevantes, obtenida a través del formalismo de Zwanzig, y que permite ademas
definir exactamente el comportamiento Markoviano de las variables relevantes. Este pro-
cedimiento es, seguidamente, aplicado al granulado de un sistema molecular complejo en
el capitulo 5. Finalmente, en el capitulo 6 se vuelve a estudiar la red molecular unidimen-
sional, pero ahora se analiza con el procedimiento descrito en el capitulo 4.

La tesis se completa con unas conclusiones generales, donde también se exponen algunas

perspectivas de trabajo futuro en el campo.



Capitulo 2

Aspectos matematicos de la teoria

de granulado

A fin de facilitar la lectura de los siguientes capitulos mostraremos aqui de manera concisa
como la técnica de operadores de proyeccion extrae ecuaciones exactas que describen la
evolucion de no equilibrio de un conjunto de wvariables de grano grueso a partir de la
dindamica microscopica. En concreto nos centraremos en las teorias de Zwanzig y Mori.

Un repaso completo de la técnica de operadores de proyeccion aparece en el libro de Grabert

[92].

2.1. Introduccién

La primera pregunta que debemos formular a la hora de hacer un proceso de granulacion
en un sistema es qué variables seleccionar. Este es uno de los aspectos mas importantes
de la teoria del granulado. El conocimiento previo acerca del comportamiento del siste-
ma, asi como la intuicién, son cruciales a la hora de seleccionar un conjunto adecuado
de variables relevantes. En principio, deben ser variables medibles, aunque puede haber
situaciones en las que deba incluirse otro tipo de variables, que tienen influencia sobre las
variables medibles —en general, veremos que la eleccién se confirma con posterioridad—.
La técnica de operadores de proyeccion es una técnica estandar desarrollada para encon-

trar ecuaciones de movimiento cerradas para un conjunto dado de funciones del espacio de
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las fases. De manera que a través de esta técnica es posible obtener ecuaciones exactas de
evolucion para un conjunto de variables de grano grueso a partir de la ecuacion de Liou-
ville. Estas ecuaciones de evolucién para las variables mesoscépicas pueden expresarse en
forma de ecuaciones de transporte [93] caracterizadas por un potencial termodindmico y
una matriz de coeficientes de transporte. La parte irreversible de la ecuacion de transporte
estd relacionada con las correlaciones de los flujos moleculares a través de una féormula de
Green-Kubo [93],[94], mientras que la parte reversible tiene una estructura de corchete
de Poisson. La técnica de operadores de proyeccion se desarrolld a través del trabajo de
numerosos autores [95, 96, 97, 98, 99, 100].

A un estado mesoscopico de no-equilibrio, descrito por los valores medios de las varia-
bles de grano grueso, se asigna una densidad de probabilidad relevante 5(t). Para obtener
leyes macroscopicas manejables es fundamental que la densidad de probabilidad relevan-
te sea una buena aproximacion a la colectividad real p(t) —solucién de la ecuacién de
Liouville—, de manera que tanto las variables de grano grueso como la densidad de proba-
bilidad relevante, asociada a sus valores medios, deben elegirse cuidadosamente, teniendo
en cuenta los procesos fisicos que queremos describir. La idea de Robertson [99] fue que
la forma explicita de la colectividad relevante debia obtenerse maximizando el funcional

de entropia,
S(t) = ~ ke [ d2p(t) lnp) (2.1)
r

sujeto a la condicion de dar correctamente los promedios de las variables de grano grueso.

La colectividad relevante candnica tiene la forma genérica

1

ﬁ(t) = % eXp{_ﬁ (H - /“’LU(t)AU)}7 (22)

donde A, representa el conjunto de variables de grano grueso, Z(t) es la normalizacion,
y donde la suma estd implicita en el indice repetido. La colectividad relevante (2.2) se
obtiene maximizando el funcional de entropia (2.1) sujeto a que p(t) reproduzca correcta-
mente los valores medios de la energia y de las variables de grano grueso. Los valores de los
pardmetros ji,(t) se determinan imponiendo que los promedios calculados con la densidad

de probabilidad relevante sean iguales a los calculados con la densidad de probabilidad
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real,
tr[Ap(t)] = tr[Aupt)] = a(t), (2.3)

donde a,(t) son los valores medios de las variables de grano grueso y

tr[...]:/Fdz..., (2.4)

es decir, indicamos la integral sobre el espacio de las fases con la traza. En concreto, la
relacién entre los valores de los parametros u,(t) y los valores de los promedios a,(t) es
Jln Z(t)
a,(t) = kT ———=. (2.5)
Ot (1)

Ahora ya se puede construir el operador de proyeccién, de acuerdo al conjunto de variables

de grano grueso seleccionado y a la definicién de la densidad de probabilidad relevante

P(H)F = tr [B(t)F] + (A, — a,(t))tr [ ;Z(g) F] , (2.6)

donde F' es una funcion cualquiera del espacio de las fases. A través del operador de
proyeccién es posible descomponer el operador de evolucién temporal exp{Lt}. Esta
descomposicion es la que nos va a permitir derivar las ecuaciones de movimiento para
las variables de grano grueso. No vamos a revisar aqui como se derivan estas ecuaciones,
sino que se revisard en los casos particulares de las teorias de Zwanzig [97] y Mori [96].
La teoria de Mori se obtiene al particularizar la densidad de probabilidad relevante (2.2)
y el operador de proyeccién (2.6) a estados proximos al equilibrio. La teorfa de Zwan-
zig se obtiene al seleccionar como conjunto de variables relevantes las funciones de fase
U, = 6(A — «a) con indice continuo «. El promedio de estas funciones con respecto a la
solucion p(t) de la ecuacion de Liouville es por definicién la densidad de probabilidad de
que las variables A, tomen valores a.. La densidad de probabilidad relevante se obtiene al

maximizar la entropia sujeta a dar los valores correctos de ¥, y la energia.

2.2. Proyector de Zwanzig

En esta seccion revisamos la teoria de Zwanzig trabajando directamente con la ecuacion
de movimiento de las variables relevantes, en lugar de hacerlo con la ecuacion para la fun-

cién densidad de probabilidad de dichas variables [92, 101, 102]. Esto equivale a trabajar
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con la ecuacién estocastica en lugar de con la ecuacién de Fokker-Planck equivalente.

Nos centraremos en sistemas cuyo estado microscépico esta caracterizado por las posicio-
nes y momentos instantdneos de los N dtomos que constituyen el sistema, {q,(t), p,(t)}
con i = 1,..., N, denotadas colectivamente por Z(t) = (Zi(t),..., Zsn (1)), que es un
vector de 6N componentes. En términos de Z(t), la dindmica Hamiltoniana del sistema

se escribe

dZ(t) J8H(Z(t))
dt 0z

donde z denota la condicién inicial, H es el Hamiltoniano y J es la matriz simpléctica,

Z(0) = =, (2.7)

J = 01 : (2.8)
-1 0

Supongamos que no estamos interesados en la evolucién de Z(t) per se, sino en la evolu-
ciéon de A(Z(t)), donde A(z) = (A1(2),...,An(2)) es un determinado observable, esto
es, cualquier conjunto de M funciones definidas en el espacio de fases. Para ser mas es-
pecificos, nuestro interés reside en calcular las propiedades estadisticas de A(Z(t)) para
t > 0, para un conjunto de condiciones iniciales Z(0) = z, que satisfacen A(z) = « para
un valor fijo de a, y con z distribuido de acuerdo a una densidad de equilibrio p®(z),
sujeta a la condicién A(z) = a. La propuesta de Zwanzig es un método para escribir una
ecuacion integrodiferencial con coeficientes estocasticos, cuyas soluciones para diferentes
realizaciones generan el conjunto A(Z(t)) deseado.
Para ver como se deriva esta ecuacion, primero haremos explicita la dependencia de
A(Z(t)) de la condicién inicial z con la notacién A(Z(t)) = a(t, z). Esta funcién puede

expresarse formalmente como
a(t,z) = exp{tL}A(z), (2.9)

donde el operador exponencial se define a través de su expansién en serie de Taylor y L
es el operador de Liouville
OH _0
——J—.
0z 0z

La Ec. (2.9) muestra que a(t, z) verifica la siguiente ecuacién

L= (2.10)

owa(t,z) = La(t, z) a(0,z) = A(z). (2.11)
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A continuacién introducimos el proyector de Zwanzig P,, cuya accién sobre una funcién
cualquiera del espacio de fases F'(z) proporciona el valor esperado de equilibrio de F(z)

condicionado a A(z) = a fijo,

1

P, F = ) /F(z)peq(z)é(A(z) — a)dz, (2.12)

donde p®U(z) es la densidad de probabilidad de equilibrio y

Qe = / (2)5(A(2) — a)dz. (2.13)

Q(a) es la distribucién de equilibrio de A(z), que podemos interpretar como una medida
de la region del espacio de fases que es compatible con cierto estado mesoscépico A(z) =

a. Si introducimos el proyector Qo = 1 — P, la Ec. (2.11) se escribe
oia(t,z) = exp{tL} Paz)LA + exp{tL}Qa(») LA. (2.14)
Podemos usar ahora la identidad de Duhamel-Dyson,

exp{tL} = exp{tQa()L} +/0 dsexp{(t — s)L}Pacz)Lexp{sQa()L}. (2.15)

Esta identidad puede demostrarse comprobando que los dos miembros tienen igual deriva-
da e igual valor en el tiempo ¢t = 0. El segundo término en el lado derecho de la Ec. (2.14)

se escribe
t ~ ~
oia(t,z) = exp{tL}Pa LA + / dsexp{(t — s)L} Paz)LR(s,-) + R(t,z), (2.16)
0

donde se ha definido

R(t, z) = exp{tQa(z)L}Qax LA = Qa) exp{tQa) L} LA, (2.17)

y se emplea un punto en lugar de una z como segundo argumento de R en PA(Z)LR(S, )
para recalcar que este término depende de z tinicamente a través de A(z) —lo mismo es

valido para Pa(z) LA pero no para R(t, z), que es una funcién genérica de z—. El segundo
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término en la Ec. (2.16) puede simplificarse por medio de la siguiente identidad

PaLRM(S> )

@ / dz p*'(2)8(A(2) — @) Lexp{sQa) L} Qs LA,

1

o) /dz p°Y(z) [exp{sQa)L}Qaz)LA,] Li(A(z) — )

L
()

0
ooy,

i(A(z) - a)

)

/ dz p*(z) [exp{sQa() L}Qa() LA [LA,(2)]

0
a0 [ 4= PRIAR) - @) [exp{sQan LhQan LA,] [LA(2)
1 0
L

(200 Pa([exp{sQaL}QaLA, LA

2
[S))
Q
<

05(e) . OMyu(ex,s)

My (v, 5) Oy, ooy,

(2.18)

donde los indices pu,v = 1,..., M denotan las componentes de A y «, y se utiliza la

notacién de Einstein sobre indices repetidos. Aqui, y en lo que sigue, los operadores que

se encuentran dentro de los paréntesis [ - | sélo actiian sobre los términos que se encuentran

a su derecha. La funcion entropia se define como

S(a) = kplnQ(a), (2.19)

y las componentes de la matriz de memoria M(a,t) = MT(a,—t) se escriben como

promedios restringidos

My(et) = —Pa((LA)exp{tQAL}QALA,]) =

1

EPQ (R,(t,)R,(0,).  (2.20)

ks
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Introduciendo la Ec. (2.18) en Ec. (2.16), y usando la propiedad por la que cualquier
funcién f(A(z)) cumple que exp{Lt}f(A(z)) = f(a(t, z)), en concreto

exp{tL}Paz)LA(z) = Paz2LA(2),

exp{(t — s)LYM(A(2), S)W _ Ma(t—s.2) 8)8S(a(g; 5.2))
eXp{(t—s)L}]{;BW _ kBaM(a(ta;s’z)’S)’

se llega a la siguiente ecuacion para a(t, z)

dalt,z) = wlalt =) +/0ds M(alt - 5,2),9) 5 (alt — 5. 2)

t
+ kB/ ds 8—M(a(t —s,2),s) + R(t, z), (2.21)
0 Jda

donde v(a) es un promedio restringido
v(a) = P,LA. (2.22)

La Ec. (2.21) es formalmente una nueva versién exacta de la Ec. (2.11). Puede que no quede
claro de manera inmediata qué hemos ganado reescribiendo de este modo la Ec. (2.11),
sin embargo, ha de recordarse que no estamos interesados en resolver esta ecuacién para
una condicién inicial determinada a(0,z) = A(z), sino mds bien para un conjunto de
condiciones iniciales z, que satisfacen a(0, z) = A(z) = a(0) para un a(0) fijo, y con z
distribuida de acuerdo a la densidad de equilibrio p®4(z) condicionada a A(z) = a(0). En
este caso, R(t, z), que es el tinico término en la Ec. (2.21) que no es funcién de a(s, z) para
0 < s < t, puede interpretarse como un término de ruido cuyas propiedades estadisticas
deben estar de acuerdo con (2.20). Con esto en mente, podemos introducir la notacién
abreviada a(t, z) = «(t), y rescribir la Ec. (2.21) como una ecuacién integrodiferencial

con un término estocdstico, que habitualmente se denomina ecuacién generalizada de
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Langevin (GLE):

d‘;‘l—f) — () +/0ds M(a(t—s),s)g—s(a(t—s))
+ k:B/O dsaa—]f(a(t—s),s) L R, (2.23)

donde R(t) se interpreta ahora como un proceso aleatorio de valor medio cero y cuyas
propiedades estadisticas estéan especificadas por la Ec. (2.17), en la que z es una variable
aleatoria distribuida segin la densidad de equilibrio p®d(z) condicionada a A(z) = a(0).
Resolviendo la Ec. (2.23) con la condicién inicial a(0) para diferentes realizaciones de
R(t) es posible generar la estadistica exacta de A(Z(t)) para t > 0 a lo largo de un
conjunto de trayectorias compatibles con A(Z(0)) = a(0).

2.3. Proyector de Mori

La teoria de Mori es menos general que la teoria de Zwanzig. Esta se puede entender como
una linearizacién de la teoria de Zwanzig. A través de la teoria de Mori es posible tnica-
mente estudiar sistemas cuyo estado se encuentre préximo al equilibrio y que presenten
pequenas fluctuaciones respecto a dicho estado de equilibrio.

Supongamos que el estado inicial de no-equilibrio de nuestro sistema esta préximo al
equilibrio, de tal manera que los pardmetros pu,(t) sean pequenos para todo ¢t > 0 y nos

permitan desarrollar la densidad de probabilidad relevante en la Ec. (2.2) como sigue

p(t) = p“[1 + Bus(t)As] (2.24)
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Asimismo el proyector (2.6) puede evaluarse para los promedios de equilibrio de las va-

riables de grano grueso, a,

PG = tr[p“G] + (A, —ay,)tr aﬁA(t) G]
| day,

= r[p“G] + (A —au) tr

O (1) Op)
_%Hmwﬁ]

<

(t)
Ao (t) G}

— wpa) + %(MH (A, 5A,)"" tr [

= tr[p®G] + 64, (0A,,64,)"" (64,,G) (2.25)

donde 04, = A, — a,, G es una funcién arbitraria del espacio de fases y (0A4,,G) es el
producto escalar de Mori de 0 A, por GG. En general, para dos funciones cualesquiera del

espacio de fases, ¢, ¢, se define el producto escalar de Mori de ¢ por ¢ como sigue

0:9) = trlp o0l = [ d2 1 ()0e(c), (2:20

donde p®(z) es la colectividad canénica de equilibrio. Supongamos que las variables de
grano grueso se escogen de tal manera que sus valores medios de equilibrio sean nulos,
pues tal eleccién no conlleva la perdida de generalidad. El operador de proyeccién (2.25)

se escribe entonces

PG = Au(Au, A)7Y(A,,G) + tr[pG] . (2.27)

Noétese que el operador P es idempotente, y respecto al producto escalar definido en (2.26)
es simétrico, es decir, (¢, Py) = (P¢, ); al contrario que el operador de Liouville, L, que
es antisimétrico, esto es, (¢, Ly) = — (Lo, ). Aplicando la identidad de Duhamel-Dyson
a A,(t) = exp{Lt} LA, y usando la forma (2.27) del operador de proyeccién, se obtiene

una ecuacion exacta de evolucién para A, (t)

Aut) = QuA(t) — / t du K (t — u) A, (u) + F,(t), (2.28)
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donde el término reversible, €2, el nicleo de memoria, K, y la fuerza estocastica, F', son

respectivamente

Qu = (A, A,) (A, LA,)
Kuw(t) = (A, As) HF,(0), FL(t))

E,(t) = Qexp{LQt}LA,. (2.29)

El operador () = 1 — P es el proyector complementario del proyector (2.27). Nétese que

la fuerza estocastica verifica las siguientes propiedades

(Fu(t) = 0
(Fo(0)Fu(t) = Kuw(t)(A, As)
(AFu(t)) = 0, (2.30)

donde (...) designa un promedio de equilibrio.

2.4. Discusion

Los procesos microscopicos tienen propiedades formales simples: la dindmica es reversible y
esta completamente determinada por un Hamiltoniano y por una densidad de probabilidad
inicial, a partir de la que se pueden, en principio, calcular todas las propiedades del siste-
ma. Debido a la estructura comun que poseen los procesos a nivel microscopico, las leyes
de evolucion mesoscopicas de los sistemas de no equilibrio poseen rasgos comunes, uno de
los més destacados es el hecho de que las ecuaciones de evolucion mesoscopicas pueden
expresarse en forma de ecuaciones generalizadas de transporte. La teoria de operadores
de proyeccion es una herramienta muy poderosa para la obtencion de ecuaciones de movi-
miento formalmente cerradas en el nivel mesoscopico a partir de la dinamica microscépica
del sistema.

En esta secciéon hemos revisado como se obtienen las ecuaciones de movimiento para un
conjunto cualquiera de variables mesoscopicas a partir de los proyectores de Mori y Zwan-
zig. El operador de Zwanzig da lugar a ecuaciones de movimiento que se caracterizan por

presentar un potencial termodinamico que es una funcién no lineal de las variables de
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estado y por dar lugar a leyes de transporte que son no lineales. Por otra parte, el pro-
yector de Mori da lugar a ecuaciones de movimiento lineales que predicen, por tanto, un
decaimiento exponencial hacia el estado de equilibrio. La teoria de Mori puede entenderse
como una aproximacion de la teoria de Zwanzig cuando nos encontramos cerca del equi-
librio y la distribucién de probabilidad de las variables mesoscopicas es una funcién muy
picada alrededor de los valores medios.

Notese que las ecuaciones que hemos obtenido en este capitulo son exactas y tienen me-
moria, es decir, el estado presente del sistema depende de estados anteriores a través de
una integral temporal. En los siguientes capitulos estudiaremos cuando y como se puede

eliminar la memoria de estas ecuaciones.
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2.4. Discusion




Capitulo 3

Descripcion de grano grueso de una

cadena atomica unidimensional.

En este capitulo abordamos la descripcion de grano grueso de una cadena unidimensional
de osciladores. Nuestra intencion es formalizar la idea de granulado en el sistema mds
simple posible, y dilucidar sobre algunos aspectos controvertidos, tales como la validez de

la aproximacion Markoviana [103, 104, 105, 106].

3.1. Introduccion

Una cadena armonica puede considerarse como el modelo més simple de cadena polimérica
—Ios resortes describirian las fuerzas entrépicas que actian en los segmentos sustituidos de
la cadena polimérica—. Este modelo permite investigar la dinamica de la configuracién de
una cadena polimérica obviando las dificultades numéricas asociadas con las restricciones
en las longitudes y angulos de enlace existentes en los modelos més detallados. Las cadenas
de esferas y muelles permiten capturar algunas de las caracteristicas esenciales de las
moléculas reales de polimero, como la orientacién, la extensién y el espectro de relajacion
de los grados de libertad internos de las moléculas [107, 108, 109]. La idea de efectuar un
procedimiento de grano grueso sobre este sistema, en una dimension, fue originalmente
planteada en la Ref. [103]. El proceso de granulacién que se proponia en este trabajo

consistia en agrupar los dtomos de la cadena original en blobs de un tamano determinado;
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Figura 3.1: Proceso de granulacién, denominado en inglés coarse-graining, mediante el cual los
atomos de la cadena original se agrupan en blobs de un tamano determinado. Cada uno de estos

blobs es lo que denominamos particula de grano grueso.

se obtenia asi una cadena de un numero de particulas mucho menor que el ntimero de
atomos inicial, tal y como se muestra en la Fig. 3.1. El estado del sistema, en el nivel
de descripcion mesoscopico, estaba caracterizado por la posicion X, y el momento P,
del centro de masas de cada una de las particulas de grano grueso, que se indican con la
letra griega u. A través de la teoria de Mori de operadores de proyeccion se obtenian las

siguientes ecuaciones exactas de evolucién para las variables de grano grueso

Xult) = =R,
P,(t) = —k:BT(XM,X,,)‘lXV(t)—@/Otduéw(t—u)ﬂ(u)+Fu(t). (3.1)

En las que vemos aparece una fuerza estocdstica, Fu(t) = Qexp{LQt}LP, —que de-
nominamos también fuerza proyectada—, que da cuenta de los grados de libertad que
han sido eliminados de la descripcion. Un ntucleo de memoria, C (t), representado por la
correlacién de las fuerzas proyectadas, C.,,(t) = (F,E,(t)); y un término reversible, en el
que aparece la inversa de la matriz (X, X,). Las ecuaciones dindmicas (3.1) son ecua-
ciones integrodiferenciales en las que la correlacion de las fuerzas proyectadas encarna el
nicleo de memoria. Bajo la aproximacion Markoviana estas ecuaciones se transforman en
ecuaciones diferenciales estocéasticas que recuerdan a las ecuaciones que se obtienen en la
Dindmica de Particulas Disipativas (DPD). En concreto, en [103] se considera que la des-
cripcién del sistema en este nivel de descripcion es Markoviana, y que el comportamiento
del sistema puede modelarse a través de las ecuaciones de la Dinamica de Particulas Di-
sipativas, cuando lo que interesa son fenémenos que ocurren a escala mesoscopica. Sin

embargo, otros autores [104, 105, 110] sugieren que la aproximacién Markoviana que se
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hace en los modelos de particulas basados en las técnicas de granulacion, tales como la
DPD, no es apropiada en los sistemas en los que el sonido juega un papel importante. Esto
es bastante alarmante, pues implicaria que la DPD —un modelo Markoviano— no puede
aplicarse a la simulacién de sélidos eldsticos, y, quizés, incluso a fluidos. A fin de obtener
cierta comprension de esta desconcertante situacion, hemos estudiado las propiedades de
Markovianidad de dos sistemas atomicos unidimensionales, una cadena arménica y una
cadena de atomos de Lennard-Jones, cuando las variables de grano grueso escogidas son

las variables de centro de masas —posicion y momento— de blobs.

3.2. La aproximacién Markoviana en la teoria de Mori

En esta seccién discutimos los efectos de Markovianidad en el marco general de la teoria

de operadores de proyeccion de Mori, enfatizando dos aspectos:

1. Dado que se trata de una teoria lineal, el comportamiento Markoviano estd estric-
tamente relacionado con una evolucién exponencial —posiblemente compleja— de

las variables de grano grueso.

2. La aproximacién habitual de reemplazar las fuerzas proyectadas, @ exp{LQt}LA,,
por las fuerzas reales generalizadas, exp{Lt}LA,, —donde A, representa el conjun-
to de variables de grano grueso— en las férmulas de Green-Kubo esta estrictamente
justificada sélo cuando el comportamiento es Markoviano —es decir, el decaimiento
de las variables relevantes es exponencial —, y la senial (LA, LA,(t)) posee una com-
ponente que decae rapidamente —en una escala tipica de tiempo pequena— mas

una componente que evoluciona lentamente —en la escala de tiempo mesoscépica—.

Mientras que el primero de estos puntos es bien conocido, el segundo, sin embargo, parece
no ser lo suficientemente reconocido en la literatura y es de relevancia en la discusion que
sigue. Veamos mas en detalle estos puntos.

A través de la teoria de Mori de operadores de proyeccién, plasmada en las Ecs. (2.28),

(2.29) y (2.30), se puede obtener la siguiente ecuacién lineal exacta para la matriz de
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correlaciones, A, (t) = (A,A,(t)), de las variables de grano grueso A,
t
A(t) = QA(t) — / K(t —u)A(u) du, (3.2)
0

donde Q@ = A1 (0)A(0) y K(t) = A1 (0)C(t), con C,,(t) = (F,(0)F,(t)). La fuerza
proyectada F u(t) = Qexp{LQt} LA, satisface las propiedades (2.30). Si la escala temporal
de decaimiento del niicleo de memoria es mucho menor que la escala tipica de evolucién de
las variables de grano grueso, estamos autorizados a aproximar el niicleo de memoria por
K (t) = kd(t), donde la matriz de coeficientes de transporte, k, se expresa en términos

de una féormula de Green-Kubo,

E= A"0) / N C(t)dt. (3.3)

Si esta separacién de escalas existe, entonces la ecuacién integrodiferencial (3.2) se con-

vierte en una ecuacién diferencial ordinaria,
A(t) = (Q—k)A(t) t>T, (3.4)

que predice un decaimiento exponencial de las correlaciones de las variables de grano grue-
so, A(t) = exp{(Q2 —k)t} A(0), para tiempos mayores que un tiempo caracteristico 7, que
es grande comparado con la escala de tiempo del nicleo de memoria, y pequeno compara-
do con la escala de tiempo mesoscopica. El decaimiento exponencial es una caracteristica
esencial de la teoria lineal de Mori.

Si la dindmica es Markoviana, es decir, la matriz de correlaciones de las variables de
grano grueso decae exponencialmente, y la matriz de correlaciones de las fuerzas reales
generalizadas C,, (t) = (LA, LA,(t)) presenta un rdpido decaimiento inicial més términos
que evolucionan en la escala mesoscopica, entonces es posible calcular el coeficiente de

transporte k a través de la expresion de Kirkwood [111]:

E = A10) /T C(t)dt, (3.5)

donde, al contrario que en la Ec. (3.3), aparecen las fuerzas reales generalizadas, F',, =
LA,, y el limite superior de integracién no se extiende hasta infinito, sino que esta dado

por un tiempo finito, 7, que es grande comparado con la escala de tiempo del nicleo de
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memoria, y pequeno comparado con la escala de tiempo mesoscopica [92, 112]. Este lema
puede probarse como sigue. La matriz de correlaciones de las fuerzas reales generalizadas,
C(t), se define como

Cu = (LALA,(1)) = — AL (1), (3.6)

y puede obtenerse a través de una simulacién de Dindmica Molecular, al contrario que la
matriz de correlaciones de las fuerzas proyectadas, C(t). Ambas matrices pueden relacio-

narse a través de la siguiente ecuacién
t
C(t) = C(t) — QA(t) + / K(t — u)A(u) du, (3.7)
0

que 1o es més que el resultado de derivar la Ec. (3.2). Nétese que C(t) y C(t) difieren en
los dos ultimos términos que aparecen en el lado derecho de la Ec. (3.7). Estos términos
fueron despreciados erréneamente en la Ref. [106] (véase la Ref. [110]).

Supongamos que el rapido decaimiento inicial de la matriz C(t) puede modelarse a través
de una funcién delta de Dirac. Obviamente, C(t) debe tener otra contribucién por dos

razones: primero, es necesario que se verifique

/ T owdt =0 (3.8)

(véanse las Refs. [90, 89]), y segundo, la Ec. (3.6) implica que la escala de evolucién
de la matriz de correlaciones de las fuerzas reales generalizadas coincide con la escala de
evolucion de la matriz de correlaciones de las variables de grano grueso. Podemos modelar
C(t) suponiendo que la matriz de correlaciones de las variables relevantes, A(t), tiene la

siguiente estructura

A(t) = a®)0(t) + a(—t)0(—t) (3.9)

donde a(t) es una funcién matricial con la propiedad a(0) # 0 y 6(t) es la funcién
paso de Heaviside. Nétese que con esta modelizacién estamos suponiendo que A(t) tiene
una cuspide en el origen. De la Ec. (3.6) la matriz de correlaciones de las fuerzas reales

generalizadas se obtiene a partir de la segunda derivada de A(?),
C(t) = —2a(0)i(t) — (a(t)0(t) + a(—t)0(—t)). (3.10)

De manera que C(t) tiene dos contribuciones, una primera contribucién que es singu-
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Figura 3.2: Muestra, de izquierda a derecha, el comportamiento Markoviano de A(t), — A(t)
y — A(t) Se trata tan sélo de un esquema, puesto que lo que se representa como una funcién
exponencial, en realidad, es una funciéon matricial exponencial compleja. Se ha senialado el tiempo

T, que es limite superior de la integral en la expresién de Kirkwood (véase la Ec.(3.31)).

lar en el origen, y una segunda contribucion que evoluciona en la escala temporal de las
variables de grano grueso. Esta claro que en realidad A(t) nunca tendra una cuspide
y, en consecuencia, C(f) nunca tendrd una funcién delta de Dirac; sino mas bien A(t)
tendrda una diminuta cuspide redondeada en el origen y, por consiguiente, C(t) presen-
tara un decaimiento sumamente picado a tiempos cortos. Sin embargo, esta modelizacién
singular sirve para nuestros propositos. En la Fig. (3.2) se representa un esquema que
muestra el comportamiento Markoviano de las magnitudes A(t), — A(t) y — A(t). Hemos
de recalcar que lo que se muestra en esta figura es sélo un esquema, puesto que A(t) y, en
consecuencia, — A(t) y — A(t) son funciones matriciales més complicadas que la funcién
exponencial ordinaria f(¢) = f(0) exp{—>bt} representada en la figura.

Si C(t) posee una contribucién dada por una funcién delta de Dirac, de la Ec. (3.7) se

sigue que C(t) tiene la estructura siguiente
C(t) = —2a(0)5(t) — 8C(t), (3.11)

donde 8C(t) es una contribucién no singular a la correlacién de las fuerzas proyectadas,
que es de esperar evolucione en una escala temporal comparable a la escala temporal
mesoscépica. La sustitucion de la Ec. (3.11) en la Ec. (3.7) nos lleva a que la contribucién

dC(t) cumple la siguiente ecuacién

at) — (Q — k)a(t) = 6C(t) + A7H0) /0 t du 8C(t — u) a(u). (3.12)
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Notese que si el comportamiento de las variables de grano grueso es Markoviano, entonces
a(t) obedece la Ec. (3.4) y decae exponencialmente. Como consecuencia, la Ec. (3.12)
predice que 6C(t) = 0.

Lo que acabamos de ver en las Ecs. (3.4), (3.11) y (3.12) nos permite afirmar que en el
limite Markoviano C/(t) = —2a(0)d(t). Cualquier contribucién de memoria a la matriz de
las fuerzas proyectadas es consecuentemente eliminada, aun cuando esta contribucion este
presente en la matriz de correlaciones de las fuerzas reales generalizadas, C(t). Aceptado
que C(t) = —2a(0)6(t), la relacién de Green-Kubo en la Ec. (3.3) puede calcularse a
través de la Ec. (3.31).

Ahora ya estamos en disposicion de discutir la validez de la aproximacion Markoviana en

el problema de una cadena unidimensional de dtomos interactuantes.

3.3. La cadena armonica unidimensional

En esta seccion consideramos el problema de una red de osciladores armonicos, estudiando
la dindmica microscopica y mesoscopica de un conjunto de N atomos clasicos de masa m
unidos mediante muelles de constante elastica k, en una dimension. El nivel microscopico
tiene como variables relevantes las desviaciones respecto a las posiciones de equilibrio de
los atomos en la red y los momentos de todos los atomos. El Hamiltoniano del sistema es
T
H=PP  Feran (3.13)
2m 2

El vector x tiene como componente i-ésima la desviacién respecto a la posicién de equi-
librio Z; = ia del dtomo i-ésimo (a es la constante de red), y el vector p tiene como
componentes los momentos p; de cada uno de los atomos de la red. Suponemos que el
sistema esta confinado entre dos paredes y que la interaccién entre un atomo y la pared
es de la misma naturaleza que las interacciones entre los atomos de la red, de tal manera

que la matriz A en la Ec. (3.13) es la matriz de Rouse

Aij - 252] - ((51'73'4_1 —|— 5i,j—1)- (314)
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La dindmica microscopica del sistema estda dada por las ecuaciones de Hamilton

. P
€Ty, = —,
m

pi = —kAjz;, (3.15)

y es resoluble analiticamente. Para nuestros propositos, la dinamica microscépica esté com-
pletamente especificada por la correlacion de las variables microscépicas. Por ejemplo, a

través de

(pp’ () = AB(HAT,
(xxT(t)) = AD(t)AT, (3.16)

donde la matriz ortonormal A diagonaliza la matriz de Rouse A, esto es, AAAT = D. La

forma concreta de A es [113]

2 ) T
j N+1SIH[N+1} (3.17)

Las matrices B(t) y D(t) son ambas diagonales

Bij(t) = mkpT cosw;td;;,

kgT
Di(t) = —“=a;!

’ cos w;td;;, (3.18)

donde a; son los autovalores de la matriz de Rouse

a; = 4sin’ [ﬁ} (3.19)

Y w; = Woy/a; es la frecuencia del modo i-ésimo —wy = /k/m es la frecuencia propia de
los osciladores—.

En el nivel mesoscopico, la cadena se describe a través de particulas de grano grueso cada
una de las cuales contiene n dtomos (véase la Fig.3.1). Las variables de grano grueso son
funciones del estado microscépico del sistema, esto es,

1
XM = ﬁ inu’

inE€R,

Pyo= ) pi. (3.20)

i €RL
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donde R, es el conjunto formado por los indices de los atomos que constituyen la particula
i, Ty, Y pi, son la coordenada y el momento de un determinado atomo dentro de la
particula p respectivamente. Construiremos un numero N’ = % de particulas de grano
grueso de tamano n.

La fuerza que actia sobre la particula de grano grueso p se debe inicamente a los muelles

que conectan dicha particula con sus primeros vecinos, esto es,
F, = LP, = k(=l,+r,), (3.21)

donde [, es la elongaciéon del muelle que se encuentra a la izquierda del particula py 7,

es la elongacién del muelle que se encuentra a su derecha,
lM = l’iM — z]ﬁ—l?
Ty = ziu+1 — flij. (322)

Los indices 4,,i,+1 designan a los 4&tomos localizados en el extremo izquierdo de la particula
p'y p+1 respectivamente, mientras que los indices j,,7,-1 designan a los 4tomos localiza-
dos en el extremo derecho de la particula p y p— 1 respectivamente. La fuerza proyectada

se escribe, en términos de la fuerza real, como
Fu(t) = kQexp{LQt} [~y + ru] = k[=0L,(t) + dru(t)] (3.23)

donde 01,(t) = Qexp{QLt}dl, y 6l, = Ql, = 1, — (I,, X,) (X,, X,)"" X,. La matriz
de correlacion de las fuerzas proyectadas se escribe

Co(t) = K*(61,61,(t)) — k*(0L,0r,(t)) — k*(0r, 6L, (t)) + k*(0r,or.(t)). (3.24)
Consideremos, por ejemplo, el primer término de la Ec. (3.24)

(61,61,(1)) = (61,Q exp{LQt}dL,). (3.25)
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Figura 3.3: La imagen superior muestra el comportamiento de la autocorrelacion de las fuerzas
reales C),,(t) con p = N/2n, es decir, sobre la particula de grano grueso que se encuentra en el
centro de la cadena. En la imagen central se muestra la versién suavizada de la autocorrelacién de
las fuerzas, representada mas arriba, en cuya estructura se aprecian dos picos correspondientes
a las ondas de sonido. La imagen inferior muestra el comportamiento de la autocorrelacién de
los momentos para la misma particula de grano grueso que las curvas anteriores. Se observa que
el momento decae linealmente en lugar de hacerlo exponencialmente, lo cual es un reflejo de la
no Markovianidad de la descripcién de grano grueso de la cadena armonica. Los picos que se
observan en la versién suavizada de la autocorrelacion de las fuerzas son consecuencia de los
picos que aparecen en la autocorrelacion de momentos, de acuerdo con la relacién (3.6) (véase

la seccion 3.2).
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Figura 3.4: La imagen superior muestra el comportamiento de la correlacién de las fuerzas
reales entre particulas vecinas C),,+1(t) con p = N/2n. En la imagen central se muestra la version
suavizada de la correlacion de las fuerzas, representada mas arriba, en cuya estructura se aprecian
tres picos correspondientes a la propagacién de las ondas de sonido. La imagen inferior muestra
el comportamiento de la correlacién de los momentos para las mismas particulas de grano grueso
que las curvas anteriores. Se observa aqui también que el momento decae linealmente en lugar
de hacerlo exponencialmente. Los picos que se observan en la versién suavizada de la correlacién
de las fuerzas son consecuencia de los picos que aparecen en la correlacién de momentos, de

acuerdo con la relacién (3.6) (véase la seccién 3.2).
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No resulta sencillo dar una expresion analitica al niicleo de memoria, debido principalmen-
te a la presencia del operador de evolucién temporal de la dindmica proyectada, exp{ LQt}.
La dinamica proyectada es, en general, diferente a la dinamica ordinaria del sistema, lo que
imposibilita la obtencién del nticleo de memoria a partir de una simulaciéon de Dindmica
Molecular.

En el caso del sistema ideal que nos ocupa, la matriz de correlacion de las fuerzas reales
C,,u(t) puede calcularse explicitamente. De acuerdo con las ecuaciones (3.16)-(3.19) la

matriz de correlaciones de las fuerzas reales es

Cou(t) = [[Mii = M) = [Niiii = Manony] ] K2 Dis(t)

< = Atomn] = B = Aol (3.20

Hemos evaluado numéricamente la funcién de correlacién C,,(t) a partir de la Ec. (3.26)
para una cadena compuesta por 10° dtomos y 10% particulas de grano grueso de tamaio
n = 100. La temperatura del sistema es 6 x 1075 en unidades reducidas, las cuales se
obtuvieron al seleccionar a, wy' y mw?a® como unidades fundamentales de longitud,
tiempo y energia, respectivamente. El comportamiento de la autocorrelacién de las fuerzas
reales sobre la particula de grano grueso que se encuentra en el centro de la cadena (es
decir, C,,(t) con pp = N/2n ) se muestra en la imagen superior de la Fig. 3.3. Se observa,
un comportamiento oscilatorio bastante periédico hasta un tiempo ¢t = 100, a partir del
cual cambia el patrén de las oscilaciones. Para captar la estructura relevante de la matriz
de correlaciones de las fuerzas reales suavizamos esta funcion a través del producto de
convolucion (C, (t)) , = Cuu(t) * h(t) , donde h(t) = £ (1 — %) 0 (1 - %) y 0(t) es la
funcién paso de Heaviside. De esta forma es posible estudiar su comportamiento a una
escala de tiempo mayor, ya que la version suavizada de la matriz de correlaciones de las
fuerzas reales contiene los detalles de ésta a una escala de tiempo que comprende varias
oscilaciones caracteristicas. En la imagen central de la Fig. 3.3 se refleja la evolucion
temporal de la versiéon suavizada de la autocorrelacion de las fuerzas reales para un valor
del suavizado A = 3(3}—’5) En su estructura se aprecian claramente dos picos pronunciados
para los tiempos t = 0 y t = 100. Nétese que el segundo pico aparece para un tiempo

que coincide con el tiempo que tarda el sonido en recorrer la longitud del blob. El origen
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de estos picos es claro. La fuerza total sobre un blob se expresa como la fuerza que hacen
los muelles situados en ambos extremos del blob (véase la Ec. (3.21)). Por lo tanto, la

autocorrelacion tendra dos tipos de contribuciones

Cou(t) = K (UL () + K (ryru(t)) — K (Lru(t)) — K (rlu(t))
= 2K*(r,r,(t)) — 2k*(Lr.(1)). (3.27)

El primer pico, en la grafica central de la Fig. 3.3, se debe a la autocorrelacién de la
elongacién del muelle a la derecha (o izquierda) del blob p, mientras que el segundo,
negativo, surge a causa de la contribucién de los muelles que se encuentran en ambos
extremos del blob. Por tltimo, en la grafica inferior de la Fig. 3.3, mostramos la evolucién
temporal de la funcién de autocorrelacién de los momentos. Observamos que esta funcién
posee una estructura lineal, y decae a cero en un tiempo igual al que tarda el sonido en
recorrer la longitud de un blob. Luego, su comportamiento es no Markoviano, admitido
que el comportamiento Markoviano esta ligado a un decaimiento exponencial de la matriz
de correlaciones de las variables de grano grueso.

Se obtienen resultados similares para la funcién de correlacién cruzada de las fuerzas
reales sobre blobs vecinos. En la Fig. 3.4 representamos las mismas magnitudes que en la
Fig. 3.3, salvo que ahora se refieren a las correlaciones cruzadas entre blobs vecinos, en
lugar de hacerlo a la correlaciéon de un tnico blob. Observamos que la version suavizada
de la correlacién cruzada posee tres picos pronunciados, que se corresponden con las tres
posibles correlaciones entre los tres muelles localizados en los extremos de cada uno de
los dos blobs. El segundo de estos picos aparece para un tiempo que, de nuevo, coincide
con el tiempo que tarda el sonido en recorrer la longitud de uno cualquiera de los blobs;
mientras que el tercero ocurre para un tiempo que coincide con el tiempo empleado por
el sonido en recorrer los dos blobs que se correlacionan. Este tltimo pico se debe a la
correlacion del muelle situado en el extremo izquierdo del primer blob con el muelle del
extremo derecho del segundo blob.

Estos resultados para las fuerzas reales sugieren que la razéon fundamental del caracter
no Markoviano del modelo de grano grueso propuesto se encuentra en el hecho de que

el sonido se propaga a lo largo de la cadena sin apenas disipacién, transmitiendo, de
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manera muy eficiente, la informacion acerca del estado de un muelle a otro cualquiera de

la cadena, aun cuando estos se encuentren alejados grandes distancias.

3.4. La cadena anarmodnica unidimensional

Lo que se observa en el caso de la cadena armodnica es que las variables relevantes e irrele-
vantes evolucionan en escalas de tiempo similares. En términos generales, podemos decir
que estas variables evolucionan en las escalas de tiempo de los modos mas lentos. Se nos
ocurrié entonces, que tal vez fuera la persistencia de estructuras dindmicas confinadas
en regiones del espacio de fases lo que inducia efectos de memoria en el nivel mesoscopi-
co, por lo que un sistema no lineal, aun cuando fuera unidimensional, con un estado de
equilibrio bien definido —un sistema ergdédico— no presentaria estas estructuras; y por
consiguiente, la matriz de momentos decaeria exponencialmente.

En esta seccién exploramos cémo afecta a la aproximacion Markoviana que los atomos
interactien a través de un potencial no lineal. Consideramos una cadena unidimensional
compuesta por N atomos de igual masa m, confinados entre dos paredes fijas, que in-
teracttian a través de un potencial de Lennard-Jones de alcance r. = 2,50. Las unidades
fundamentales de longitud, tiempo y energfa escogidas son o, (mo?e™1)'/2 y ¢, respecti-
vamente, siendo ésta la eleccion estandar para este potencial. Nétese que estas unidades
difieren de las escogidas en la seccion anterior. Suponemos que la densidad del sistema es
0,89 en unidades reducidas, de tal manera que los atomos se encuentran separados una
distancia tipica . Ademds para este valor de la densidad, la interaccién entre los dtomos
de la red se produce hasta segundos vecinos. Para temperaturas suficientemente bajas, el
sistema presenta, a escala microscépica, una estructura analoga a la de un cristal unidi-
mensional. A medida que la temperatura aumenta, la estructura cristalina se desdibuja,
tal y como se desprende de la funcién de distribucion de pares mostrada en la Fig. 3.5.
El modelo de grano grueso propuesto para este sistema coincide con el propuesto para el
caso de la cadena armonica (véanse las Ecs. (3.20)). Nétese que el potencial de Lennard-
Jones unidimensional nos asegura que en todo momento los atomos estan ordenados. En

caso de trabajar con dimensiones espaciales mayores, la estrategia de granulacion es mas
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Figura 3.5: Funcién de distribucién de pares para el potencial de Lennard-Jones. El panel
superior de la figura muestra los resultados para una temperatura del sistema igual a 6 x 1075;

mientras que el panel inferior muestra los resultados para una temperatura igual a 0,6 —en

unidades reducidas—.

sutil. Por ejemplo, en la Ref. [114] se realiza una descripciéon de grano grueso de un fluido
simple en dos dimensiones basada en particulas mesoscépicas a través de la teselacion de
Voronoi: la idea —que podria aplicarse al caso de una red de osciladores en dos y tres
dimensiones— consiste en distribuir aleatoriamente un determinado nimero de puntos,
que se identifican con los centros de masas de las particulas. Posteriormente, se asocia
a cada uno de estos centros el conjunto de aquellos dtomos que estan en su vecindad a
través de la teselacion de Voronoi. De esta forma, el espacio se divide en celdas irregulares
que no solapan y cubren el espacio completamente.

Nétese ademas que las ecuaciones dindmicas (3.1) determinan correctamente la evolucién
de las variables de grano grueso, aun cuando la dindmica microscépica que gobierna la
cadena de atomos de Lennard-Jones difiere de la dindamica de la cadena arménica. Se ha
comprobado que a temperaturas muy bajas, el sistema se comporta como una cadena

armonica, y las correlaciones de las fuerzas reales, y las correlaciones de los momentos
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Figura 3.6: Matriz de correlaciones. El panel superior muestra las correlaciones C),,(t) —trazo
discontinuo— y Cy,+1(t) —trazo continuo—. El panel inferior muestra la correlacién C,,,+2(t).

El tamano de las particulas es n = 10

coinciden con los resultados obtenidos en la seccién anterior. A temperaturas mas eleva-
das —en este trabajo T" = 0,6 en unidades reducidas— se observa un comportamiento
mas interesante.

En el caso de la cadena de atomos de Lennard-Jones no es posible calcular explicitamente
la matriz de correlaciones de las fuerzas reales C(t), de manera que ésta se calcula a
través de una simulacién de Dindmica Molecular. En las Figs. 3.6 y 3.7 se comparan los
resultados de dos simulaciones de una cadena compuesta por 10° dtomos, a temperatura
0,6 en unidades reducidas, con distinto nivel de grano grueso. Mientras que en la primera
simulacion el tamano de las particulas de grano grueso es n = 10, en la segunda, el tamano
de las particulas es n = 100.

En la Fig. 3.6 se muestran tres elementos de matriz de la correlacion de las fuerzas reales

para un tamano de blob n = 10. El panel superior de la figura muestra la funciéon de au-



3. Descripcién de grano grueso de una cadena atémica unidimensional. 47

50

40 G 1
30 1
20 1

-10 | g
-20 4

-30

o 2 4 6 8 10 12 14

160 B

120

80

40

-40

Figura 3.7: La imagen superior muestra las correlaciones C,,(t) —trazo discontinuo— y
Clu+1(t) —trazo continuo— para un tamano de blob n = 100. La imagen inferior muestra

C,u(t) para n = 10 —trazo continuo— y n = 100 —trazo discontinuo—

tocorrelacion C,,,(t) (en trazo discontinuo) y la funcién de correlacién cruzada C,,11(t)
(en trazo continuo) de las fuerzas reales sobre la particula mesoscépcia que se encuentra

en el centro de la cadena. Observamos que estas curvas satisfacen la siguiente relacion
Cun(t) = =202 (1) (3.28)

Obsérvese ahora la curva representada en el panel inferior de la Fig. 3.6, en particular,
su escala vertical comparada con la escala vertical de las curvas representadas en el panel
superior de esta figura. Se trata de la correlacion de las fuerzas reales sobre particulas
separadas entre si por otra particula, C,,12(t). Dada la diferencia que existe entre la escala,
de esta correlacion y la escala, por ejemplo, de la correlacion de fuerzas sobre particulas
vecinas —la escala de C),,12(f) es mucho menor que la escala de las curvas en el panel
superior de la Fig. 3.6— es evidente que podemos despreciar la correlacion de fuerzas
entre particulas sin conexién directa entre si. La conclusién que se desprende del analisis

de las curvas representadas en la Fig. 3.6 es que la matriz de correlaciones es proporcional
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a la matriz de Rouse 4,,, [103]

(FVEu () =~ (fuv S () v, (3.29)

donde f,, es la fuerza real sobre la particula p debida a la particula v.

A bajas temperaturas, cuando la cadena se comporta arménicamente, la correlacién de
fuerzas presenta oscilaciones de alta frecuencia, tal y como se observa en la grafica superior
de la Fig. 3.3. No encontramos estas oscilaciones cuando trabajamos a temperaturas més
altas, lo que indica que las fluctuaciones térmicas y la disipacién eliminan los modos de
frecuencia mayor.

A continuacién discutiremos el efecto del tamano del las particulas de grano grueso en
la estructura de la funcién de autocorrelacién. En la imagen superior de la Fig. 3.7 se
muestran los elementos de matriz C,,(t) (en trazo discontinuo) y C,+1(t) (en trazo
continuo), para un tamano de blob n = 100. Se incluye también, en la imagen inferior
de la figura, la funcién de autocorrelacién C),,(t) para dos tamanos diferentes de blob,
n = 10 (trazo continuo) y n = 100 (en trazo discontinuo). La funcién de autocorrelacién
decae en un tiempo pequeno y presenta una contribucion sonica, que se indica mediante
flechas, para un tiempo que coincide, precisamente, con el tiempo que tarda el sonido
en recorrer la longitud de la particula de grano grueso. Esta contribucion sénica es una
reminiscencia del segundo pico que aparecia en la version suavizada de la funcion de
autocorrelacion para la cadena armonica —panel central de la Fig. 3.3—. La estructura
de la funcién de autocorrelacién para tiempos cortos no se ve afectada por el tamano
del blob, como se desprende de la curva representada en el panel inferior de la Fig. 3.7.
El tnico cambio que se observa a medida que aumentamos el tamano de las particulas
de grano grueso es la localizacién y amplitud de la contribucién sénica (que de nuevo
se indica mediante flechas). Conforme aumentamos el tamano del blob, la contribucién
sonica se desplaza hacia valores del tiempo mayores, y su amplitud disminuye. Estos
resultados muestran claramente que la matriz de correlaciones de las fuerzas reales posee
dos contribuciones, tal y como se vio en la seccion 3.2, un decaimiento rapido a tiempos
cortos, mas una contribucion que escala con el tamano de las particulas de grano grueso —

es decir, que evoluciona en la escala mesoscopica—; y que la segunda contribucion, lenta,
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Figura 3.8: Funcién de autocorrelaciéon de las fuerzas reales —linea continua— y su integral
temporal, que muestra un claro valor del plateau, después del cual decae a cero a tiempos largos.
El panel interior muestra el comportamiento de la autocorrelacién de las fuerzas a tiempos cortos,
que modelamos, segun la Ec. (3.10), por una funcién delta de Dirac. La flecha senala la presencia
de la contribucion sénica, que corresponde a los términos no singulares que aparecen en la Ec.
(3.10), y que evolucionan en la escala de las variables de grano grueso. El tamano de blob es

n = 100.

no corresponde a una exponencial, por lo que hemos de admitir que este sistema exhibe
efectos de memoria. En concreto, se puede demostrar que la estructura del término 6C (1),
en C(t), es 1/n8C" (t/n), donde 6C" (t) es independiente de n. Este término aparece
dentro de una integral y posee una escala temporal comparable a la escala temporal de las
variables de grano grueso, luego, rigurosamente, no puede ser despreciado, a pesar de que
su amplitud a medida que n aumenta es despreciable, tal y como se apunta en la Ref. [110].
Para averiguar cualitativamente la importancia del término 6C (t), supondremos que la
descripcién de grano grueso propuesta para la cadena de atomos de Lennard-Jones es

Markoviana. En el limite Markoviano las Ecs. (3.1) se escriben

Xult) = =R,
But) = —kaT(X, X)X, (t) = 2P, (1) + E,(0), (3.30)

donde la matriz de friccién v, se obtiene a partir de la siguiente formula de Kirkwood
1 T

-7/ (F,F,(t)) dt. (3.31)

Y
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Tabla 3.1: Resultados de las simulaciones para diferentes tamanos de blobs. El valor de «

corresponde al valor que minimiza la funcién f(a) =3° , ((X,, X))t —ad,)?.

ax o2 22,69 2,31 0,25
n 10 100 1000

Si multiplicamos ambos miembros de la Ec. (3.30) por P,, promediamos, y tomamos

la derivada temporal, se consigue una ecuacién dindmica para las correlaciones de los

momentos C,,(t) = (P, P,(t)),

. L _
Con(t) + —— A, C(t) + L 4, Ciu(8) = 0. (3.32)

nm n?

La solucién analitica de la Ec. (3.32), que verifica las condiciones iniciales C,,(0) =

nmkgT'é,,, CuW(0) =0, es

_ -t N e . o~
Cw(t) = nmkpTA,; exp {—%} (coswat + ; smwat) Ay, (3.33)

Wo

donde hemos introducido los parametros

_ 7
Vo = Qg
nm
2 1/2 1/2
~ _ Vo _ kLJ
We = Wq ( - m) con Wy = (Wag) . (334)

La matriz ortogonal A diagonaliza la matriz de Rouse y a, son los autovalores de la
matriz de Rouse (véanse las Ecs. (3.17) y (3.19)). Los resultados, calculados a través de
las simulaciones de Dinamica Molecular, indican que la matriz de friccion puede apro-
ximarse por v, ~ vA,,, donde A,, es la matriz de Rouse (véase la Ec.(3.14)) y v es
la integral temporal de la funcién de autocorrelacion de las fuerzas reales evaluada en el
plateau y dividida por k7. En la Fig. 3.8 se muestra la funcién de autocorrelacién de
las fuerzas reales junto con su integral temporal, que exhibe la region de plateau, y que
permite obtener el siguiente valor del coeficiente de friccién v = 4,35(me/0?)'/2. La matriz
(X, X,) se ha calculado a través de una simulacién de equilibrio de Dindmica Molecu-
lar y se ha invertido numéricamente. La matriz resultante tiene la siguiente estructura:

para un tamano de blob suficientemente grande —n > 10— los elementos de la diagonal
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Figura 3.9: Comparacion entre la prediccién Markoviana —Ilinea discontinua— y los resultados
de simulacién de Dinamica Molecular —linea continua— para la correlacién de los momentos
(_Z'W(t) de particulas formadas por n = 10 atomos. El panel superior corresponde a la funcién
de autocorrelacion, mientras que el inferior corresponde a la correlacién de los momentos de dos

particulas de grano grueso consecutivas.

principal son esencialmente iguales; las diagonales superior e inferior tienen valores que
son aproximadamente la mitad de los valores que encontramos en la diagonal principal
y de signo opuesto; y por ultimo, el resto de los elementos de la matriz (X, X,)™' tiene
valores que son, al menos, un orden de magnitud menores que los valores de los elementos
en las diagonales. Esto sugiere que la matriz (X, X,,)~" puede aproximarse con bastante
acierto por la matriz de Rouse, esto es, (X, X,)™" = «@A,,. Se han llevado a cabo di-
ferentes simulaciones de Dinamica Molecular variando el tamano de las particulas, n, y
se ha obtenido el valor de @ que minimiza la funcién f(a) =37, ((X,, X,)~" — ad,, )
Los resultados se detallan en la tabla 3.1, y muestran, sin ambigiiedad, que la matriz

(X, X,)~! escala como 1/n. A través de un anélisis dimensional se puede escribir

o koa(T)

X Xy) = —/—=Au,
( 122 ) nkBT H

(3.35)
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donde kp;(T) es una constante elastica efectiva para el sistema de Lennard-Jones, que
depende ligeramente de la temperatura pero no del tamano de las particulas de grano
grueso. Para kT = 0,6¢ toma el valor kp; = 142¢/02.

En la Fig. 3.9 la comparacion de la prediccion Markoviana dada por la Ec. (3.33) con
los resultados de las simulaciones para un tamano de blob n = 10 muestra un acuerdo
razonable, mas si tenemos en cuenta que no existen parametros ajustables —tanto
como kr; se han extraido de una simulacion de Dindamica Molecular—; de manera que
una descripcion Markoviana del sistema es capaz de reproducir correctamente las escalas

temporales de las variables de grano grueso.

3.5. Discusién

En la seccién 3.2 hemos visto que la formula de Green-Kubo que emplea las fuerzas reales
generalizadas, en lugar de las fuerzas proyectadas, puede aplicarse inicamente en caso
de que la descripcion de grano grueso del sistema sea Markoviana. Desde un punto de
vista practico, esto limita severamente el uso de la teoria de Mori a los casos en que
el comportamiento de las variables de grano grueso del sistema sea Markoviano, de lo
contrario no es posible obtener los coeficientes de transporte a partir de una simulacién
de Dindmica Molecular. En principio, la tinica manera de evaluar si la aproximacion
Markoviana es una buena aproximacién es analizando las consecuencias que tiene realizar
dicha aproximacion en un sistema concreto. Ello es debido a que el ntcleo de memoria
no es accesible a través de simulaciones de Dindmica Molecular. Sin embargo, observando
conjuntamente la matriz de correlaciones de las variables relevantes —linea continua en
la Fig. 3.9— y la matriz de correlaciones de las fuerzas generalizadas —Fig. 3.7— vemos
que el comportamiento no Markoviano se refleja en que las correlaciones de los momentos
decaen linealmente y las correlaciones de las fuerzas presentan lo que hemos denominado
contribucion sénica. El hecho de que la matriz de correlacién de los momentos decaiga
linealmente hace que su segunda derivada, es decir, la matriz de correlacién de las fuerzas,
sea cero hasta la contribucion sonica. La presencia de ondas sonoras es la responsable del

comportamiento no Markoviano del modelo de grano grueso basado en blobs para un
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sistema atémico unidimensional. En el caso de la cadena armonica, éstas transmiten de
manera muy eficiente la informacion a largas distancias. En el caso de una cadena no ideal,
a una temperatura finita, las ondas sonoras se amortiguan y, por consiguiente, transmiten
mas ineficazmente la informacion a lo largo de la cadena; aunque este amortiguamiento no
es suficiente para evitar la aparicion de efectos de memoria en la matriz de correlaciones
de las fuerzas proyectadas. Sin embargo, pese a que la escala de evolucién de las variables
de grano grueso esta gobernada por la propagacion de las ondas sonoras, que provocan la
aparicion de pequenos efectos de memoria, se comprueba que una descripcion Markoviana
de una cadena no ideal, a temperatura finita, es capaz de reproducir correctamente las

escalas temporales de las variables de grano grueso.
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Capitulo 4

El formalismo de Zwanzig en la

practica.

En este capitulo proponemos una formulacion rigurosa de la hipotesis Markoviana como
un proceso de paso al limite cuando la separacion de escalas temporales es muy grande. La
idea consiste en representar el operador de Liouville en términos de un operador que deja
wmvariantes las variables de grano grueso mdas otras contribuciones, presumiblemente mas
pequenas [115]. En este proceso, la aprorimacion habitual de reemplazar la denominada
dinamica proyectada se transforma en una aproximacion donde la dindmica proyectada
se reemplaza por una dindmica restringida. El resultado es un método practico para cal-
cular, a través de simulaciones de Dindamica Molecular —restringidas a producir valores
constantes de las variables de grano grueso—, todos los objetos de la teoria de operadores

de proyeccion.

4.1. Introducciéon

Recordemos que a través de la teoria de Zwanzig de operadores de proyeccion se obtiene

un conjunto de ecuaciones generalizadas de Langevin (véase la seccién 2.2)

docll—it) = v(a(t)) —i—/ods M(a(t—s),s)g—z(a(t—s))
+ k:B/O ds aa—]Z(a(t—s),s)jLR(t). (4.1)

55



56 4.1. Introduccién

Aunque formalmente exacta, dentro de la interpretacién estadistica que expusimos en la
seccién 2.2, la Ec. (4.1) es, desafortunadamente, poco ttil en la practica, puesto que en
general es muy dificil calcular explicitamente los objetos que en ella aparecen. Concre-
tamente, aunque v(a) y el gradiente 05/0a son promedios restringidos, que podrian en
principio calcularse a través de una dinamica molecular restringida, para calcular M («, t)
y R(t) deberfamos ser capaces de generar la denominada dindmica proyectada asociada
con Qa(z)L. Nétese ademas que el proceso estocdstico R(f) es un proceso no gaussiano,
es decir, no estd completamente especificado por su funcién de correlacién Ec. (2.20)
[101]. A esto hay que sumarle que, aun cuando conociéramos la forma de calcular M (e, t)
asi como la estadistica completa de R(t), la Ec. (4.1) seguiria siendo muy dificil de integrar
numéricamente, debido a su cardacter no-Markoviano. A fin de que la Ec. (4.1) constituya
una herramienta préctica, se realiza un conjunto de aproximaciones, que colectivamente
se conocen bajo el nombre de aproximacion Markoviana. Sin embargo la aproximacién
Markoviana se desarrolla usualmente de forma incontrolada.

En este capitulo proponemos un procedimiento que permite generar la dindmica proyec-
tada y formalizar la aproximaciéon Markoviana, y que, por consiguiente, permite obtener
una ecuaciéon manejable a partir de la Ec. (4.1). La idea fundamental es modificar la
dindmica microscopica subyacente incluyendo un parametro artificial €, que controla la
razéon entre la escala de tiempo de las variables de grano grueso y la escala de tiempo
del resto de variables. En el limite en que ¢ — 0 se puede demostrar, usando teoremas
de limite de procesos de Markov singularmente perturbados, que la dinamica modificada
conduce a una descripcion de grano grueso del sistema Markoviana exacta. De este modo,
introduciendo el parametro de control € es posible transformar el problema de aproxi-
mar un modelo de manera poco rigurosa, en un problema de evaluar la adecuacion de
un modelo a la realidad. Encontramos una estrategia similar, aplicada en el contexto del
modelo truncado de Burgers-Hopf (THB), en la Ref [116]. El procedimiento consiste en
acelerar, de manera artificial, el movimiento de los modos més rapidos sin que esto tenga
un gran impacto sobre las propiedades estadisticas de los modos mas lentos del sistema.
Es decir, la técnica permite establecer una clara separacion de escalas temporales, y con

ello obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales estocasticas cerradas que describen
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la dindmica de los modos més lentos.

4.2. La aproximacion Markoviana estandar y sus limitaciones.

Vamos a revisar en esta seccién la manera en que usualmente se toma la aproximacion
Markoviana, mostrando que ésta se realiza de forma poco sistematica.

Cuando el tiempo de evolucién caracteristico de las variables de grano grueso es mayor que
el tiempo caracteristico de decaimiento de la matriz M (e, t) (definida en la Ec. (2.20)) se

efectiia la siguiente aproximacién
M(a,t) ~ Mp(a)d(t), (4.2)
donde la matriz de friccién dependiente del tiempo Myp(«) se define como
T T . .
Mr(a) = / dt M(a,t) = / dt Po(R(t,") ® R(0,-)). (4.3)
0 0

Notese que el limite superior de la integral tiene un valor finito 7', en lugar de extenderse
hasta infinito. Mas adelante explicaremos sucintamente por qué es necesario hacer esto.
En concordancia con la aproximacién hecha en la Ec. (4.2), el término estocéstico R(t)
en (4.1) puede ser descrito por un ruido blanco, es decir, por un proceso Gaussiano con

valor medio cero y cuya correlacién para a(t) = « fija viene dada por
(Rr(t) ® Rr(s)) = kpMr(a)o(t — s). (4.4)

Finalmente, bajo estos supuestos la ecuacién generalizada de Langevin (4.1) se convierte

en una ecuacion diferencial estocéstica

— = v(a(t))+MT(a(t))a—a(a(t)) R

(a(t)) + Rr(t). (4.5)

Para caracterizar completamente la Ec. (4.5) s6lo resta saber cémo calcular la matriz de
friccién definida en la Ec. (4.3). La estrategia usual en la técnica de operadores de pro-
yeccién consiste en despreciar los efectos del proyector ) 4z, suponiendo que la dinamica

proyectada puede reemplazarse por la dindmica real, esto es,

R(t,2) ~ exp{Lt}QamLA = LA(Z(t)) — v(a(t)), (4.6)
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donde v(«) es el término reversible definido en la Ec. (2.22), Z(¢) es la solucién de las
ecuaciones de Hamilton originales (2.7) y, donde de nuevo, empleamos la notacién abrevia-
da a(t) = a(t, z). El término a la derecha de (4.6) puede calcularse, en principio, a través
de una combinacién de simulaciones usuales de Dindmica Molecular (para calcular Z(t)),
y de simulaciones restringidas de Dinamica Molecular (para calcular v(ex)). La Ec. (4.6)
es valida a tiempos cortos, cuando las integrales que aparecen en la Ec. (2.21) pueden
ser despreciadas: en realidad, la Ec. (4.6) para R(t,z) puede obtenerse si se resuelve la
Ec. (2.21) haciendo cero las integrales y teniendo en cuenta que dia(t,z) = LA(Z(t)).
Desafortunadamente, la Ec. (4.6) es dificilmente justificable a tiempos largos. En concreto,
la razén por la que se introduce un tiempo de corte 1" como limite superior de la integral
en la Ec. (4.3) es la anterior aproximacion: si extendiéramos el limite de integracién a
infinito, e hiciéramos uso de esta aproximacién para R(t, z), la integral en (4.3) seria
idénticamente cero. Este es el conocido como problema de la regién de plateau, [89, 90],
que usualmente se resuelve eligiendo un tiempo de corte T que sea suficientemente largo
comparado con el tiempo caracteristico de correlacién de la indeterminada dindamica pro-
yectada, pero suficientemente corto comparado con el tiempo tipico de evolucién de las
variables de grano grueso [92, 112]. La teoria no suministra ninguna informacién acerca
del valor que debe tomar esta escala de tiempo intermedia. Aunque cabe esperar que este
tiempo existe en aquellos casos en que hay una clara separacion de escalas temporales, es
dificil pronosticar en que medida los resultados dependen del valor de tiempo T elegido.
Como consecuencia, ambas aproximaciones (4.2) y (4.6) son incontroladas y claramente

disminuyen la confianza en la Ec. (4.5).

4.3. La hipdtesis Markoviana como un proceso de paso al limite.

Con el fin de reemplazar las Ecs. (4.2) y (4.6) por unas aproximaciones mds controladas,
considérense las integrales temporales que aparecen en la ecuacién generalizada de Lange-

vin (4.1). Si se realiza el cambio de variable s = €27, donde € es un pardmetro de control
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adimensional, la ecuacion generalizada de Langevin se escribe

a t/e?
W0~ aw) + e /0 7 M(alt — &), 27) 5 (a(t — &)
t/e?
+ e2k3/0 dr aa—jg[[(a(t —27),€87) + R(t). (4.7)

Ahora obsérvese que si el siguiente limite existe

lm M (a(t — €7), 1) = m(a(t), 1), (4.8)

e—0
entonces, cuando € — 0, la Ec. (4.7) se reduce a una ecuacién diferencial estocastica

da(t) _ a8 oM _
- v(a(t) + M(a(t))a—a(a(t)) + kBa—a(a(t)) + R(1). (4.9)

Aqui la matriz de friccién se define como una formula de Green-Kubo

M(a) = /000 m(a, 7)dT (4.10)

y el término estocastico es un ruido blanco en la interpretacion de Ito , esto es, un proceso

gaussiano de media cero, y cuya correlacién para a(t) = a estd dada por
(R(t)R(s)) = kM (a)6(t — s). (4.11)

Vemos pues, que es de gran valor conocer bajo qué condiciones existe el limite dado en la

Ec. (4.8). De la definicién (2.20) se sigue que

2
2 6

EM(a(t — €7, 2),61) = EPa(t_g%z)([exp{E%QAL}QALA] ®[QaLA]).  (4.12)

A partir de esta expresion, se puede comprobar, por medio del calculo directo, que una
manera de asegurar que el limite (4.8) existe es suponiendo que el operador de Liouville

tiene la forma siguiente
1 1
L=1Lo+-Li+ Lo, (4.13)
€ €
donde los operadores Ly, Ly deben satisfacer

Ppi Lo = 0,
Pa L1 Paz = 0. (4.14)
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De esta forma la Ec. (4.12) se escribe

EM(a(t — €1, 2),61) = éPa(t) (lexp{TL2} L1 A] ® [L1A]) + O(¢), (4.15)

y la ecuacién dindmica que se obtiene al tomar el limite ¢ — 0 en la Ec. (4.1), es precisa-
mente la Ec. (4.9), donde ahora la matriz de friccion de Green-Kubo se escribe
1 oo
M(a) = . dr Py ([exp{TL2}[1A] ® [L1 A]), (4.16)
B Jo

y el término reversible estd dado por
v(a) = PoLoA. (4.17)

En tanto que la anterior deduccién es heuristica, las técnicas discutidas en las Refs.
[117, 118] (véase ademads el apéndice de la Ref. [119]) permiten hacerla de manera ma-
tematicamente rigurosa. En resumen, si el operador de Liouville se puede descomponer
como se muestra en la Ec. (4.13) con (4.14), entonces el limite expresado en (4.8) existe,
y cuando € — 0 la dindmica es Markoviana.

Sin embargo, dado un conjunto cualquiera de variables relevantes A(z), el operador de
Liouville no tendra la forma dada en Ec. (4.13), de manera que no esté claro, a priori
al menos, como llegar a la Ec. (4.9). Obsérvese, sin embargo, que siempre es posible

descomponer el operador de Liouville como L = Ly + Ly + Lo, definiendo

Ly = PA(Z)(L -R),
Ll = QA(Z)(L - R)>
L, = R, (4.18)

siendo Pa(z) el operador de proyeccion definido en (2.12) como el promedio restringido
sobre la subvariedad del espacio de las fases definida por A(Z(t)) = a. El operador R,
que especificaremos mas en detalle después, ha de ser similar a L, excepto porque deja

invariante no solo el Hamiltoniano sino también las variables relevantes, es decir,

Rf(H(z)) = 0
Rg(A(z)) = 0 (4.19)
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para cualesquiera funciones f y ¢. Por construcciéon, los operadores Ly, Ly, Lo en las
Ecs. (4.18) satisfacen las propiedades (4.14). Esto sugiere que podemos introducir un

operador dindmico modificado L¢ como en la Ec. (4.13)
) 11
L= Lo + —L1 + —2L2 (420)
€ €

La dinamica asociada con L coincide con la dindmica real cuando € = 1, y produce una

dinamica para las variables relevantes gobernada por la ecuacién diferencial estocésti-

ca (4.9) cuando € — 0. Si introducimos los operadores (4.18) en (4.16) y (4.17) obtenemos
v(a) = Po(LA),

o0

(o) = é i P {rRYsLA) LA). (4.21)

donde 6LA = QoLA. La ventaja que tiene el procedimiento anterior, que difiere de la
estrategia usual descrita en la seccién 4.2 en que la dinamica proyectada exp{tQa()L}
se aproxima por exp{tLs} = exp{tR}, es que ahora disponemos de un método explicito
y practico para calcular los promedios restringidos, una vez que se ha especificado el ope-
rador R. El operador R genera la dinamica que produce, en el estado estacionario, los
promedios restringidos que encontramos en (4.21). Un candidato natural a desempenar
el papel de operador R es el operador que se obtiene a partir de las ecuaciones de Ha-
milton originales (2.7) sin mas que anadir la restriccion A(Z(t)) = a. En el apéndice
A detallamos, en términos generales, como obtener el operador R a través del principio
de Hamilton cuando la restriccion A(Z(t)) = a es exacta y lineal en los momentos. El
caso en que A(Z(t)) = a son ligaduras no holénomas no lineales en los momentos es
mas dificil de tratar y se dejara para trabajos futuros. Si suponemos que esta dinamica
restringida es ergédica, entonces el promedio restringido en (4.21) se escribe como un
promedio temporal

T
PuLA — lim % / it LA(Zx (1)), (4.92)
0

T—o0

M(a) = lim L /0 " dt' lfm % /0 Tdt[cSLA(ZR(t+t/))]®[5LA(ZR(t))]a (4.23)

T'—o0 Kp T—o00
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donde Zz(t) = exp{tR}z es la trayectoria restringida con condicién inicial Z(0) = z,
con z tal que A(z) = a and H(z) = E. En la préctica, los limites que aparecen en
estas expresiones han de ser aproximados, pero es importante recalcar que estos limites
pueden aproximarse con precisién arbitraria haciendo que Ty T” crezcan hasta valores
suficientemente grandes. Veremos que las Ecs. (4.22) y (4.23) no adolecen del problema
del plateau.

En resumen, si podemos aproximar el operador de Liouville L por el operador de Liouville
modificado L, entonces podemos calcular todos los objetos de la teoria de Zwanzig como
promedios temporales a través de la dinamica restringida. Y esto es lo que hace que el

método que presentamos sea practico.

4.4. Discusion

El objetivo principal de la teoria de Zwanzig es obtener las ecuaciones dindmicas para
un conjunto reducido de variables relevantes. En principio, la ecuacién de evolucion de
estas variables es una ecuaciéon generalizada de Langevin, que es una complicada ecuacion
integrodiferencial con coeficientes aleatorios. La ecuacién generalizada de Langevin no es
del todo explicita y de ahi que sea muy dificil de utilizar en la practica. Sin embargo,
si las variables de grano grueso son lentas, su dinamica podria considerarse aproximada-
mente Markoviana y, por consiguiente, se supone que puede ser capturada fielmente por
una ecuacién diferencial estocastica. Cémo derivar esta ecuacién diferencial estocastica
sin embargo no es obvio.

En este capitulo hemos revisado la aproximaciéon Markoviana estandar que se encuentra
en la literatura, y hemos analizado sus limitaciones. En particular el conocido problema
del plateau aparece debido a que para calcular los coeficientes que aparecen en la ecua-
cién diferencial estocdastica se emplea la dinamica original, en lugar de la —desconocida—
dinamica proyectada. A raiz de este analisis hemos construido un procedimiento operacio-
nal que permite paliar estas dificultades. Nuestro procedimiento, basado en la modificacion
de la dinamica original, nos permite obtener, en el limite adecuado, una ecuacion dife-

rencial estocastica partiendo de una descripcién microscopica, en lugar de aproximar una
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H(z)= E

Figura 4.1: Esquema del espacio de las fases. La evolucién del microestado Z(t) tiene lugar
en la subvariedad definida por H(z) = E. La dindmica restringida produce una trayectoria que
satisface exactamente A(z) = a. El efecto de restringir la dindmica Z(t) a la subvariedad defi-
nida por A(z) = a es pequeno si la dindmica original realmente estd cerca de esta subvariedad

durante tiempos suficientemente largos.

ecuaciéon generalizada de Langevin por una ecuacion diferencial estocastica. Ademads este
procedimiento permite precisar el significado de la afirmacion las variables relevantes son
lentas: al reemplazar L por L€y tomar el limite ¢ — 0, la dindmica de las variables rele-
vantes estd gobernada exactamente por las ecuaciones (4.9), cuyos coeficientes se conocen
explicitamente (Ecs. (4.22) y (4.23)). Al hacerlo, el precio a pagar es un error de modelado,
esto es, modelamos el sistema original a través de un sistema cuya dinamica esta asociada
con L en el limite en que ¢ — 0. Realmente, este método equivale a acelerar los grados
de libertad que no son variables relevantes. La validez de esta aproximacion requiere que
la dindmica proyectada R sea andloga a la dindmica real L (véase la Fig. 4.4), es decir,
que el hecho de acelerar inicamente la dinamica ortogonal a la dinamica de las variables
A(z) ha de tener un efecto pequeno sobre la evolucién de esas mismas variables; en otras

palabras, es necesario que las variables relevantes A(z) sean comparativamente lentas.
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4.4. Discusion




Capitulo 5

Descripcion de grano grueso de

macromoléculas: polimeros estrella.

En este capitulo mostraremos como la metodologia detallada en el capitulo 4, puede apli-
carse al granulado de un sistema compuesto por una coleccion de moléculas complejas,
tomando sus centros de masas como variables de grano grueso [115]. Como ejemplo con-
creto, consideraremos el caso en que estas moléculas son polimeros estrella, aunque el
marco es en gran medida independiente del tipo de moléculas siempre y cuando éstas

estén constituidas por muchos dtomos y sean isotropas.

5.1. La visién de grano grueso de un sistema molecular complejo

Consideremos un sistema compuesto por un conjunto de M moléculas, cada una de las
cuales esta formada por N,, dtomos, cuyas posiciones y momentos son r;,, D;, —el indice
i, recorre los valores 1,--- | N,,, mientras que el indice 1 toma los valores 1,---, M, es
decir, las letras griegas designan a las moléculas—. El Hamiltoniano del sistema es

M Npm

-y P, (5.1)

p=1 zu—l

donde m;, es la masa del atomo ¢, y ¢ es la energia potencial. El operador de Liouville es

ZZ j; o Zzpm o (5.2)

65
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donde F;, = —0¢/0r;, es la fuerza sobre el d&tomo i,,.

El estado del sistema, en el nivel mesoscépico, esta caracterizado por la posicion R, y el
momento P, del centro de masas de cada una de las moléculas. Estas variables de grano
grueso son funciones de las variables atémicas,

RM(Z) = —Zmzﬂfrz,n

=1
N’UL
P,(z) = Zpiua (5.3)

ip=1
donde M, ZZ ", m;, es la masa total de la molécula p. En la Fig. 5.1 se esquematiza en
que consiste el procedimiento de grano grueso que proponemos. Hemos de particularizar
ahora la ecuacién diferencial estocastica (4.9) al conjunto de variables de grano grue-
so (5.3). Notese que se verifica que LR, = P,,/M,, es decir, que al aplicar el operador de
Liouville a una variable de grano grueso se obtiene, a su vez, un variable de grano grueso,
y por tanto P g p)P, = P,y Qrp)P, = 0. Esto implica que no hay términos disipati-
vos —tampoco términos estocasticos— en la ecuacion de evolucién de las posiciones, y la

Ec. (4.9) se reduce a
iR,

a - P
dP, 9 oy -
= (F T T— 4+ F A4
dt < M> + ’Ylu,ljaP + kB aPV + 173 (5 )

donde recordemos, la suma esta implicita para indices repetidos. Notese ademas que se
ha simplificado la notacién, (-) representa el promedio restringido a (R, P) fijos, donde
R=(R,,....,Ry)y P=(Py,...,Py). El tensor de friccién se define como

B
kgT
donde 6F, = F, — (F,) y F, es la fuerza total que actia sobre la molécula p:

Z F,=) Y F,. (5.6)

vooiujy

v, (R, P) = dt(SF,, exp {tR}SF,), (5.5)

Aqui, F; j, es la fuerza que el 4tomo j, ejerce sobre el atomo i,, y F, es la fuerza total

que la molécula v ejerce sobre la molécula u. La entropia se define como

S(R,P) — kpln / dzlexp{ BH (= }H5 R)(P.u(2) = P,). (5.7)
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Figura 5.1: Procedimiento de grano grueso efectuado en el fundido de polimeros estrella. Cada

polimero es sustituido por su centro de masas.

La integral sobre los momentos, que aparece en la funcion entropia, puede calcularse

analiticamente

S(R,P) = Sy— %V(R) 1 > ‘P“‘Q, (5.8)

donde Sy es una constante y V(R) es el denominado potencial efectivo definido por

V(R) = —kyTn / dzéexp{—ﬁgb(z)}Hd(Ru(z)—RM), (5.9)
y que satisface
oV
o = (F) (5.10)

—Ilo que justifica su nombre—. Con ayuda de la Ec. (5.8) la Ec. (5.4) se escribe como

sigue
dR
i = DulMu
dPM _ PI/ a’)’;w -
7 = (Fu - Y+ kT T F,. (5.11)

Nétese que > F, = 0, debido a que las fuerzas satisfacen la tercera ley de Newton, y
por tanto, el coeficiente de friccién definido en la Ec. (5.5) verifica que >_ v, = 0. En
consecuencia, se obtiene que

Vi = =D Yy (5.12)

VFEW
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Si bien esperamos que v, sea una cantidad positiva —dado que se trata de la integral
de una funcién de autocorrelacién—, esta ecuaciéon muestra que <y, podria ser negativa.

Con ayuda de la Ec. (5.12), la Ec. (5.11) se escribe finalmente

iR, _ P,
a M,
P, P, P Ay 5

= (F kv T L 1
dt < ”>+;7“”(Mu MV)HCB ;apu+ 8 (5.13)

La fuerza estocastica F', puede expresarse en términos de una combinacién lineal de

incrementos del proceso de Wiener, por ejemplo como F, = > B,,dW ,(t)/dt, con
> BuaBia = 2kpT7,,,. (5.14)

La anterior expresion es el teorema de Fluctuacién-Disipacién en este nivel de descrip-
cién. Nétese que las Ecs. (5.13) tienen la estructura de la Dindmica de Particulas Disipa-
tivas (DPD) [54, 56] —estas ecuaciones también han sido recientemente derivadas en la
Ref. [120], donde se rederiva el formalismo de Zwanzig—. Sin embargo, existe una impor-
tante diferencia con las ecuaciones usuales de la Dindmica de Particulas Disipativas, y es
que la fuerza efectiva (F',,) y el tensor de friccién v, (R, P) dependen, en principio, de
las variables de centro de masas de todas las moléculas del sistema, y no sélo de R, — R,,

tal y como sucede en las ecuaciones usuales de la Dindmica de Particulas Disipativas.

5.2. Polimeros estrella

La seccién anterior es general para moléculas grandes e isotropas. Para moléculas no
isotropas seria necesaria informacion adicional acerca de su orientacion. En esta seccién
vamos a considerar el ejemplo concreto de un sistema compuesto por polimeros estrella,
que son un caso particular de macromoléculas. En la Fig. 5.2 se muestra un polimero
estrella en una configuracion tipica. Los polimeros estrella presentan una arquitectura
especial, en la que diversos polimeros lineales, de idéntica longitud, se unen entre si por
uno de sus extremos a un centro comun. La funcionalidad o niimeros de brazos que posee
uno de estos polimeros gobierna la capacidad de interpenetrabilidad de dos polimeros

estrella, de ahi que estos polimeros se consideren hibridos entre moléculas poliméricas y
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Figura 5.2: (a) Muestra un polimero estrella del fundido en una conformacién tipica. Uno
de los brazos del polimero, incluyendo el monémero central, se ha suavizado. El polimero esta
formado por 12 brazos, que, a su vez, estan constituidos por 6 monémeros cada uno. (b) Muestra
un esquema del modelo que utilizamos para simular uno cualquiera de los polimeros: todos los
monomeros interactian a través de un potencial de Lennard-Jones puramente repulsivo, conocido
como potencial WCA, de alcance r, = 2'/6, en unidades tales que e = 1, m = 1 y o = 2,415.
Los monémeros vecinos se unen a través de muelles de constante k = 20¢/02, lo que permite el

eq

movimiento alrededor de sus posiciones de equilibrio r; i siendo estas posiciones: r; ;-] = 1,1470

si ¢ y 7 no son el monémero central y 7”8;1» = 1,6150 si i(= 0) es el mondémero central.

particulas coloidales; por lo tanto, las propiedades de estos polimeros estrella depende en
gran medida de la funcionalidad —asi como de la longitud que tengan sus brazos—. Las
propiedades de estos polimeros en y cerca del equilibrio se han estudiado intensamente,
tanto tedrica [121, 122] como experimentalmente [123]. Tecnolégicamente estos polimeros
son interesantes por sus diferentes aplicaciones, tales como el disenio de farmacos [124] o
como modificadores de la viscosidad en lubricantes [125].

Esta seccion consta de cuatro apartados: en el primero, se resumen las caracteristicas
principales del sistema, asi como los detalles de las simulaciones —pardmetros de simu-
lacion, tipo de interacciones que se emplean en las simulaciones, estado termodinamico
del sistema, ...etc.—, y se analizan las escalas temporales significativas del sistema. En
el siguiente apartado se calculan los objetos que aparecen en la Ec. (5.13) a través de la
dindmica restringida, de acuerdo con las expresiones del capitulo anterior. En el tercero,

se vuelve a analizar el problema del plateau, pero ahora se hace a través de la comparacion
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de los resultados obtenidos con la dindmica hamiltoniana original y los resultados de la
dindmica restringida. Y por ultimo, en el apartado cuarto, se comparan los resultados
de las simulaciones de Dindmica Molecular con los resultados obtenidos a través de las
simulaciones de DPD, con el fin de comprobar si nuestro método es consistente, es decir,
la simulacién de las ecuaciones de grano grueso (5.13) produce los mismos resultados que

una simulacién detallada del sistema.

5.2.1. Dinamica Molecular

El fundido contiene una coleccién de M polimeros estrella cada uno de los cuales tiene
f =12 brazos y m = 6 mondémeros por brazo. Cada uno de estos brazos esta conectado
con el mondémero central, de tal manera que el niimero total de monémeros por polimero
es N, = f x m+ 1. Las interacciones de volumen excluido entre monémeros se tienen en
cuenta a través de un potencial puramente repulsivo de Lennard-Jones, conocido como
potencial CWA. Las interacciones de enlace entre los eslabones de las cadenas se mo-

delan a través de muelles lineales, es decir, F;(r;;) = —kore;;, donde r;; = r; — rj,

€q
YR

e;j = 1ij/|ri;| es el vector unitario en la direccién definida por r;;, y or = r;; —r
donde 7 es la distancia de equilibrio y & es la constante del muelle. Los valores concretos
de estos parametros, usados en las simulaciones, se detallan en el pie de la Fig. 5.2. La
fraccién de volumen es ® = N(7/6)03/L3, donde L es la longitud de la caja de simula-
ciéon —que es cubica—, y N = M x N,, es el ntimero total de mondémeros en el sistema.
Los resultados que presentamos en este capitulo corresponden a un estado semidiluido
® = 0,1962, y estan dados en unidades de Lennard-Jones: energia, masa, longitud y uni-
dades de tiempo son respectivamente ¢ = 1, m = 1, 0 = 2,415, 7 = o(m/e)'/?. Todas las
simulaciones se han realizado en una caja peridédica de tamano L = 760, de manera que
el nimero de monémeros por unidad de volumen es n = 0,314/03, y en la colectividad
microcanénica NV E. Hemos de destacar que se ha tenido especial cuidado en hacer que
todas las simulaciones tuvieran la misma energia. Y por tultimo, la temperatura media es
kT = 3,965¢.

La configuracién equilibrada inicial se ha obtenido mediante una simulaciéon de Monte

Carlo, haciendo uso del modelo de fluctuacién de enlace (Bond Fluctuation model) [19].
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Figura 5.3: La funcién de autocorrelacién de la velocidad del centro de masas de una molécula
y la funcién de autocorrelacion de la fuerza sobre una molécula. Se observa que estas funciones
tienen tiempos de correlacién caracteristicos bien separados, y por tanto, es de esperar que la

descripcién de grano grueso del sistema sea Markoviana.

Para conseguir un conjunto de configuraciones iniciales independiente, ejecutamos una si-
mulacion de Dindamica Molecular suficientemente larga, y salvamos una configuracién por
cada tiempo difusivo transcurrido —tipicamente en torno a un tiempo (R2/D)7, donde
R, = 7,640 es el radio de giro y D ~ 0,0807/7 es el coeficiente de difusion—. Hacien-
do esto, hemos extraido 35 configuraciones, cada una de las cuales contenfa un conjunto
independiente de posiciones y momentos (R, P) de centros de masas de las moléculas.
Partiendo de cada una de estas 35 configuraciones arrancé una simulacién corta (10007)
para recabar los datos necesarios de la dinamica de los centros de masas de las moléculas.
Este conjunto de simulaciones cortas se ejecutd a través de la dinamica restringida discu-
tida en el capitulo anterior (Sec. 4.3). En el siguiente apartado especificaremos cémo es
esta dindmica.

Lo primero que ha de comprobarse es si existe una separacién clara de escalas tempora-
les. Para ello medimos la autocorrelacién de la velocidad de los centros de masas de las

moléculas —que nos dara la escala temporal de evolucion de la velocidad de los centros
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de masas, que es una variable relevante—, y la autocorrelaciéon de la fuerza sobre una
molécula —que nos dara una estimacion de la escala temporal tipica en la que la funcion
de memoria, en la definicién del coeficiente de friccion, decae—. Ambas correlaciones se
muestran en la Fig. 5.3. Observando esta figura se aprecia que hay una gran diferencia en
los tiempos de correlacion, lo que nos hace creer que realmente las variables de centro de
masas son variables lentas y, por lo tanto, que la modificaciéon de la dindmica propuesta
en el capitulo anterior (Sec. 4.3) tendrd un efecto despreciable sobre la dindmica de las
variables relevantes. La razén por la que esto sucede es que las moléculas son muy masivas
—estan formadas por 73 atomos—, y si bien la escala temporal de las velocidades escala
con la masa, no ocurre lo mismo con la escala temporal de la fuerza, que esta determi-
nada por un tiempo de colisiéon atomico. Notese, no obstante, que la autocorrelacién de
la fuerza sobre una molécula, que es la derivada temporal del momento de la molécula,
presenta una parte negativa que decae muy lentamente, en la misma escala de tiempo que
la velocidad. Esta parte negativa de la autocorrelacién de la fuerza es la responsable del
problema del plateau, y veremos como desaparece al trabajar con la dinamica restringida

(ver apartado 5.2.3 de esta seccién).

5.2.2. Dinamica restringida

La dindmica restringida R que usamos para calcular la fuerza media (F',,) y el coeficiente

de friccién v, (R, P) es

dr;, _ p, P,
dt N miM MN’
dp; m;
L = F;, ——tF,, 5.15
dt LM, (5.15)

donde P, es el momento del centro de masas de la molécula p, F';, es la fuerza total sobre
el monémero i, y F',, es la fuerza total sobre la molécula p. Dado que las restricciones que

hacen que las posiciones y momentos de los centros de masas permanezcan constantes son
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Figura 5.4: El médulo de la fuerza conservativa bajo la aproximacién a pares, (F,, -e,,), frente
a la distancia R, entre los centros de masas de dos moléculas. Las barras de error corresponden

al error estandar del promedio sobre todos los pares.

lineales, los correspondientes multiplicadores de Lagrange pueden identificarse facilmente!,
y conducen a las Ecs. (5.15). Esta dindmica conserva la energia total, deja invariantes
las posiciones y momentos de los centros de masas y, ademas, conserva el volumen del
espacio de las fases. Por todo ello esta dinamica muestrea la colectividad restringida que
aparece en la definicién de (F,) y 7,, (R, P), y los valores medios pueden calcularse
como promedios temporales.

De acuerdo con la Ec. (4.22), simulando las Ecs. (5.15), se puede calcular (F',,) como
el promedio temporal de la fuerza F,, que la molécula v ejerce sobre la molécula .
En principio, (F,,) depende de las posiciones de los centros de masas R de todas las
moléculas. No obstante, puede ocurrir, y asi lo esperamos, que la fuerza que la molécula

v ejerce sobre la molécula 1 dependa tinicamente de las posiciones R, y R, de esas dos

ISegtin se muestra en el apéndice A, la dindmica restringida para las variables de centro de masas de
las moléculas es:

. om N2 N2 RaR PP,
Y op,, _z,,: ” Opi, Z v op, P Z)\ ZAV Or;

donde los correspondientes multiplicadores de Lagrange son: )\ =3, ARR)\R +>, ARP )\P =LR,
R _ PRyR PPy\P _
AL =2 NN Y A, = —LP,

ng
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moléculas, y no dependa excesivamente de donde se encuentra el resto de las moléculas.
En ese caso, seria adecuada una aproximacién a pares. Por argumentos de simetria —el
sistema es invariante bajo traslaciones y rotaciones— la fuerza media puede expresarse

como
<FHV> ~ F(R,LLV)e;wa (516)

donde F(R,,) = (F. - €uw), €, = (R, — R,)/R,, v R, = |R, — R,|. De acuerdo
con esta aproximacién, el médulo de la fuerza media F(R,,) se calcula promediando
(F . - €u) sobre todos los pares p, v que se encuentran a una distancia determinada R, .
El resultado se muestra en la Fig. 5.4. Notese que es altamente improbable encontrar un
par a distancias muy pequenas. En realidad, para distancias R, menores que 1,1R, —el
radio de giro es R, = 7,640 no disponemos de ningtin dato para el valor del médulo de
la fuerza. Se comprueba que la fuerza media transversal, (F',, -e,,) —con e, -€,, = 0—,
promediada sobre pares, es despreciable dentro del error estadistico. Ademas, se verifica
que la fuerza media (F',, - e,,) para un par a una distancia R, es la misma, dentro de
la precision estadistica con la que trabajamos, para cualquier par de moléculas que se
encuentre a la misma distancia. Para verificar esto, primero se midié el error estandar de
la fuerza media (F',, - e,,) para un par dado p, v, a una distancia R, , y posteriormente,
se promedié este error sobre todos los pares que se encontraban a esa misma distancia.
Si todos los pares tienen un comportamiento andlogo —en términos estadisticos— la
desviacién entre las estimaciones a pares de la fuerza media (F',, - e,,) de pares que
se encuentran a una distancia 2, deberia estar en el rango de la barra de error de un
unico par. Intuitivamente, esto equivale a que todos los puntos correspondientes a pares
individuales colapsan a una tnica curva. Se observa que esto es, en general, lo que sucede,
salvo para determinados valores de la distancia, para los que se encontré que la desviacién
estandar del promedio sobre pares era ligeramente superior que el error estandar de un
tinico par. Un estudio computacional previo [126] encontré que la contribucién a la fuerza
de las interacciones a tres cuerpos —en un sistema de tres polimeros estrella en un buen
solvente— es sélo del 11 % respecto a la parte debida a las interacciones a pares, incluso

cuando los polimeros se encuentran muy proximos entre si.
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Figura 5.5: Los coeficientes de friccién v, y )| —definidos en la Ec. (5.18)— obtenidos a partir
de la simulaciéon de las ecuaciones de la dindmica restringida. La linea continua corresponde a
los siguientes ajustes: v, = 44,67 — 4,68 R 4+ 0,12 R? para R < 16,05 y v, = 0 para R > 16,05,
mientras que v, = 49,38 — 3,61 R+ 0,11 R =3 x 1073 R* +5x 10~° R* para R < 26,84 y 7, =0
para R > 26,84.

A continuacién se analizan los coeficientes de friccién v, (R, P). Al igual que sucedia
con la fuerza efectiva, nos encontramos con el problema de calcular una funcién que
depende de muchas variables. La hipdtesis fundamental ahora es que la correlacion de
fuerzas sobre las moléculas p y v dependerd de la posicién de esas dos moléculas, y no
dependera excesivamente de las posiciones del resto de las moléculas. Con esta hipotesis

podemos escribir la siguiente expresion aproximada para los coeficientes de friccién
7;11/(R7 P) ~ _ryJ-(RHV)CI' - e,U«VeZV> - 7||(R,U«V)eﬂl’egu' (517>

El lado derecho de esta ecuacién tnicamente depende de R, y R, y es la forma general
de escribir un tensor invariante ante la rotacion en torno al eje que une las particulas pu, v.

En virtud de la Ec. (5.5) los coeficientes de friccion v, y 7 se escriben

Wh = Ow GH(OF (1) - ) (5F,(0) - e,0)).
71 (Ryw) T AHGF() - eh)(6F,(0) - b)), (5.18)

_kBT 0
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De acuerdo con la hipdtesis a pares, podemos promediar sobre todos los pares que se

encuentran a una distancia R, :

W) = 5= Sz [ D) - e )OF0) - e))
R = 5= [ AR el )FA0) ). 619)

donde Z:W es la suma sobre todos aquellos pares que se encuentran a una distancia dada
R, ¥y N, es el nimero de pares a esa misma distancia. Ambas funciones, v||(R,.) v
71 (R, ), se muestran en la Fig. 5.5. Nétese que la friccion transversal v, se hace ligera-
mente negativa a partir de R, ~ 2R, = 15,280, antes de tender a un valor despreciable en
torno a una distancia R, ~ 250. La explicaciéon mds plausible de este comportamiento es
la existencia de fuerzas de deplecion, que tienden a unir dos moléculas préximas en cuanto
que éstas se separan una distancia mayor que la distancia molecular media, debido al efec-
to de enjaulado®. Nétese que el hecho de que v, presente una parte negativa —pequena—
no compromete el hecho de que la matriz de friccién, que es una matriz 3M x 3M, sea
definida positiva —una matriz definida positiva puede en realidad tener alguno de sus
elementos negativos—. El cédlculo de la desviacion estandar de la correlacién de fuerzas,
que aparece en el integrando de la Ec. (5.18), puede darnos una idea de la validez de la
aproximaciéon a pares. De nuevo se compara la desviacion estandar de un tnico par con
el error estandar promedio obtenido a través de las estimaciones de pares individuales.
Nuestra hipotesis requiere que estas dos cantidades sean similares, en caso contrario, el
comportamiento medio de distintos pares seria diferente de manera significativa y me-
dible. Resultados preliminares indican que la hipétesis a pares funciona razonablemente
bien excepto a cortas distancias —R < 2R,— y a tiempos cortos —¢ < 0,157—. Nétese
que las fuerzas intermoleculares se descorrelacionan transcurrido un tiempo ¢ > 0,17. Es-
to sugiere una posible violacion de la aproximacion a pares, principalmente dentro de la
region del diagrama espacio-tiempo donde tienen lugar los eventos de colision mas fuertes.

En particular, los polimeros estrella considerados aqui —f = 12, m = 6— pueden inter-

’Este efecto, denominado en inglés cage effect, aparece cuando los monémeros que constituyen una de
las moléculas restringe el movimiento del resto de moléculas del fundido
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Figura 5.6: La autocorrelacién de la fuerza (0F,-0F,(t)) comparada con la correlacion de equi-
librio (0F ), - 6F ,(t))eq —es decir, calculada con la Dindmica Molecular—. Ademds se muestran
sus integrales temporales. La Dinamica Molecular no tiene un valor de plateau bien definido,
mientras que la dindmica restringida permite definir inequivocamente un valor del coeficiente de

friccion.

penetrarse — R, < 2R,—, y dado el presente estado termodinamico ® = 0,2, sus brazos
pueden alcanzar distancias relativamente alejadas de sus centros. Esto conlleva que una
molécula cuyo centro de masas se encuentre relativamente alejado de los centros de masas
de dos moléculas cualesquiera contribuye al valor que toma la fuerza entre dicho par de

moléculas.

5.2.3. Comparacion entre dinamica molecular y dinamica restringida

En la Fig. 5.6 se compara la integral temporal de la autocorrelacién de la fuerza calculada
a través de la dinamica restringida con la calculada a través de la dinamica hamiltoniana
original. Se observa que la dinamica restringida origina una funcién de correlacion cuya
integral temporal tiene un valor de plateau bien definido, mientras que la dinamica mole-
cular no. Ambas dindmicas producen idénticos resultados a tiempos cortos. Sin embargo,
la justificacién de un valor bien definido de la matriz de friccién —con una integral tem-

poral independiente del limite superior de integracién— solo se consigue con la dindmica
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Radial distribution function
B

Figura 5.7: Comparacién entre la prediccion Markoviana —DPD-— y el resultado de simulacién
de Dindamica Molecular —MD-— para la funcién de distribucién radial de los centros de masas

de las moléculas.

restringida.

5.2.4. Comparacion entre las simulaciones de Dinamica Molecular y las si-

mulaciones de DPD

El primer problema que hemos de resolver es que no disponemos de datos para el va-
lor de la fuerza efectiva a distancias pequenas, como se puede ver en la Fig. 5.4. Hemos
extrapolado esta fuerza a una funcién acampanada en el rango R, < 80, y hemos com-
probado a través de las simulaciones de DPD que los resultados son bastante insensibles
al valor que toma esta funcién en el origen. Esto se debe a que las particulas DPD apenas
visitan aquellas distancias cortas que apenas son exploradas por los centros de masas de
las moléculas en las simulaciones de Dinamica Molecular. Al igual que en el caso de la
fuerza efectiva, tampoco disponemos de datos para el valor de los coeficientes de friccion
a distancias pequenas (véase Fig. 5.5). Y, de nuevo, hemos comprobado que los valores
especificos extrapolados de los coeficientes de friccién no afectan a los resultados.

Las fuerzas estocasticas usadas en las simulaciones de DPD se detallan en el apéndice B.

Nétese que para obtener la amplitud B, (R) de las fuerzas estocésticas serfa necesario
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Velocity ACF

Figura 5.8: La funcién de autocorrelacion de la velocidad de los centros de masas de las moléculas
calculada con Dinamica Molecular —MD—, con Dinamica de Particulas Disipativas —DPD—,

y con Dindmica Molecular de Grano Grueso —CGMD—.

calcular la raiz cuadrada —en sentido matricial— de la matriz de friccion 3M x 3M, de
acuerdo con el Teorema de Fluctuacién-Disipacién (Ec. (5.14)). En general, esta es una
tarea muy costosa desde un punto de vista computacional. Sin embargo, cuando las fuer-
zas son a pares, es posible encontrar una formulacion sencilla de las fuerzas estocasticas,
que no es mas que una generalizacion de las fuerzas utilizadas usualmente en la DPD.
No obstante, esta formulacién requiere que los coeficientes v, y 7 sean positivos. Es por
este motivo que hemos aproximado el coeficiente v, (R,,) por una funcién estrictamente
positiva —obtenida al anular los valores de 7, (R,,) que son negativos— en el modelo
DPD.

Los observables seleccionados para comparar los resultados de las simulaciones de Dinami-
ca Molecular con los resultados de las simulaciones de DPD son la funcién de distribucion
radial y la funcién de autocorrelacién de la velocidad de los centros de masas. El primero
de estos observables proporciona informacion sobre las propiedades estaticas del sistema,
mientras que el segundo proporciona informacién sobre sus propiedades dindmicas. En la
Fig. 5.7 la comparacién entre la funcion de distribucion de pares calculada a través de una

simulacién de Dinamica Molecular, y calculada a través de una simulacion de DPD —Ec.
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(5.13)— muestra un acuerdo moderado. Se observa que la fuerza efectiva, calculada bajo
la aproximacién a pares, proporciona un acuerdo razonable, aunque no perfecto, entre
ambas simulaciones. El origen de estas discrepancias creemos se encuentra, tal y como
discutimos en el apartado anterior, en el hecho de que la hipdtesis a pares no se satisface
a determinadas distancias.

Para las propiedades estaticas, como la funcién de distribucion radial de los centros de
masas —que se muestra es la Fig. 5.7—, una simulacion de DPD y una simulacién mo-
lecular de grano grueso (CGMD) producen resultados idénticos. Una simulaciéon CGMD
se define como el resultado de hacer cero la friccién —y, consecuentemente, la fuerza es-
tocdstica— en las Ecs. (5.13). La Fig. 5.8 muestra la funcién de autocorrelaciéon de la
velocidad de los centros de masas calculada a través de MD —Ilinea continua—, junto
con la calculada a través de DPD —linea discontinua—, y con la calculada a través de
CGMD —linea punteada—. El acuerdo entre los resultados de MD y DPD es bastante
bueno. Como se observa en la Fig. 5.8, la simulaciéon CGMD —basada tinicamente en
potenciales efectivos— produce resultados que no tienen sentido fisico. Es necesario in-
troducir también la disipacion —que es inherente a cualquier proceso de granulacién—
para obtener resultados realistas a partir de una simulaciéon de grano grueso. Este es un

mensaje importante a recordar (véase la Ref. [127]).

5.3. Discusion

En este capitulo hemos derivado la ecuacién diferencial estocastica (4.9) para los centros de
masas de macromoléculas isétropas, tales como polimeros estrella fundidos, partiendo de la
dindmica microscépica —véase Ec. (5.13)—. Hemos identificado la dindmica restringida,
y hemos obtenido expresiones exactas —(5.5) y (5.10)— para los objetos que aparecen
en la Ec. (5.13). Ahora bien, estos objetos —a saber, la fuerza efectiva y los coeficientes
de friccion— dependen, en general, del conjunto global de variables relevantes de forma
no trivial. Desde un punto de vista tedrico, el método basado en el calculo previo de
estos objetos a través de dinamica restringida es muy robusto puesto que no se basa en

suposiciones adicionales acerca de la forma funcional de estos objetos. Desde un punto de
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vista computacional, sin embargo, esto puede ser un problema, pues es necesario muestrear
el espacio multidimensional de las variables relevantes. En el caso de los polimeros estrella,
para cada configuracion de M moléculas tendriamos un conjunto diferente de fuerzas
efectivas y coeficientes de friccion, lo que hace que el método sea inviable en la practica.
La forma en que sorteamos este problema en el presente trabajo es a través de la hipotesis
a pares: se supone que la forma funcional de los coeficientes que aparecen en la ecuacion
diferencial estocastica es (5.16) y (5.17). Hemos llevado a cabo un anélisis estadistico en
el que comparamos la desviacién estandar de la media sobre pares de las magnitudes
(Fu) Y Y (R, P) con el error estdndar de un tnico par. Si todos los pares tienen un
comportamiento analogo, la desviacion entre las estimaciones a pares debe estar en el
rango de la barra de error de un tunico par. Los resultados de dicho estudio muestran
que la hipétesis a pares funciona razonablemente bien, al menos para ciertos rangos de la
distancia y del tiempo.

Las discrepancias entre las simulaciones de DPD y las simulaciones de MD hemos de atri-
buirlas exclusivamente a la aproximacién a pares, puesto que la aproximacién Markoviana
se satisface adecuadamente —tal como vimos en el apartado 5.2.3.

Una forma de obtener los coeficientes (5.5) y (5.10) sin recurrir al método del célcu-
lo previo, que no utiliza ninguna aproximacién esencial, es calcular sobre la marcha
estos coeficientes. Este procedimiento se inscribe en el marco del método Multiescala
Heterogéneo, [86, 87, 88| y equivale a hacer lo siguiente: dado el estado actual de las
variables relevantes «(t), se efectiia una simulacién corta de dindmica restringida para
calcular el valor de los coeficientes en la ecuacién diferencial estocastica para a(t); estos
valores se utilizan a continuacién para avanzar las variables relevantes un paso de tiempo
macroscopico, esto es, se calcula a(t 4+ At), y se repite de nuevo el proceso. De esta forma
obtenemos un método que reduce el coste computacional, ya que las funciones multidi-
mensionales de la teoria se calculan sélo para determinados valores de las variables de

grano grueso.
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5.3. Discusion




Capitulo 6

La cadena de atomos de
Lennard-Jones vista bajo la teoria de

Zwanzig

Los resultados obtenidos para los polimeros estrella nos sugirieron analizar de nuevo la
cadena lineal de dtomos de Lennard-Jones, pero ahora, bajo el prisma de la metodologia
expuesta en el capitulo 4, que permite generar la dindmica proyectada y formalizar la
aproximacion Markoviana. Sin embargo hemos comprobado que para situaciones prorimas
al equilibrio el proyector de Zwanzig proporciona similares resultados a los obtenidos con

el proyector de Mori.

6.1. Introduccién

La teoria de Mori es lineal y por tanto se espera un decaimiento exponencial de las corre-
laciones de las variables de grano grueso. La teoria de Zwanzig, sin embargo, es una teoria
no lineal, en el sentido de que los coeficientes de transporte son funciones de las variables
de grano grueso. En la descripcién de grano grueso de la cadena de osciladores el coefi-
ciente de friccion depende de las posiciones de las particulas mesoscépicas. Podria ocurrir
que esa dependencia tuviera un efecto en el comportamiento de las variables de grano

grueso. Recordemos que en la descripcién de grano grueso de una cadena unidimensional

83
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de atomos de Lennard-Jones efectuada en el capitulo 3 habia efectos no Markovianos, re-
presentados por un término de memoria dC(t) que aparece en la matriz de memoria C/(t).
Estos efectos de memoria se originan por la persistencia de ondas sonoras en el sistema.
Pese a esto, una descripcién Markoviana del sistema era capaz de reproducir las escalas
temporales de las variables de grano grueso. Veremos ahora qué se obtiene al trabajar con
la metodologia del capitulo 4.

Consideraremos de nuevo una cadena unidimensional compuesta por N atomos de igual
masa m, que interactian a través de un potencial de Lennard-Jones de alcance r. = 2, 50,
de densidad p = 0,89mc 2 y a una temperatura 7' = 0, 6¢/kp. Ahora, sin embargo, va-
mos a considerar condiciones de contorno peridédicas, puesto que de esta forma el momento
total del sistema se conserva. En el capitulo 3 trabajabamos con paredes debido a que
la matriz de varianzas (X, X)), tal y como se define en el formalismo de Mori, no es
invertible en caso de trabajar con condiciones de contorno periédicas. Hemos de decir que
los resultados presentados en el capitulo 3 corresponden a blobs situados en el centro de
la cadena, suficientemente alejados de las paredes, y que por lo tanto los resultados de

ambas descripciones son comparables.

6.2. La dinamica de las variables de grano grueso

Las variables de grano grueso que describen el estado mesoscopico del sistema son

1
R“ = E Z r;,,

1 ERL

P, = ) pi. (6.1)

=
donde R, es el conjunto formado por los indices de los atomos que constituyen el ciimulo
i, Ti, ¥ Pi, son la coordenada y el momento de un determinado dtomo dentro del cimulo
1 respectivamente. Notese que la posicion del centro de masas se define ahora en funcién
de las coordenadas de los atomos de la cadena, medidas desde el origen de coordenadas,

en lugar de hacerlo en funcién de las desviaciones respecto a las posiciones de equilibrio
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de los dtomos en la red. Ambas variables, R,,, X, se relacionan a través de la ecuacién’
X, = R, — R}. La ecuacién general de Zwanzig (4.9) particularizada a las variables

relevantes (6.1) se reduce a

R, _ P,
dat  nm’
P, P, M, =
= (F)) — —_— T—* F,. 2
dt (Fu) 7“”nm+k3 oP, o (6.2)
El coeficiente de friccién se define como
1 [oe)
'7W(R, pP) = dt(0F , exp {tR}JF,), (6.3)

donde 0F, = F,—(F,) y F, es la fuerza total que actia sobre el cimulo . Para obtener

esta ecuacion se ha tenido en cuenta que la funcién entropia para este sistema se escribe

S(R,P) = So— %V(R) _ %Z ‘213“‘2, (6.4)
 2nm
donde Sy es una constante y V(R) es el denominado potencial efectivo definido por
V(R) = ~kaTln [ dzgepl3o(2)} [[0(R) - R, (6.5)
u
que satisface
_661; — (F,). (6.6)

Si utilizamos condiciones de contorno periédicas, la matriz de friccién verifica que -, v, =

0, y en consecuencia, la fuerza disipativa en la Ec. (6.2) se escribe

nm

> 2 (P, - Py, (6.7

Notese que la dinamica que se obtiene es idéntica a la que se obtuvo para los polimeros
estrella. Aunque estamos en una dimensién hemos utilizado notacion vectorial, asi pues

se trata de vectores que tienen una tnica componente.

X » €s la variable de posiciéon de centro de masas que se escogié en el capitulo 3 como una de las
variables de grano grueso para describir la cadena de atomos de Lennard-Jones a nivel mesoscépico, que
es funcion de las desviaciones respecto a las posiciones de equilibrio de los atomos en la cadena.



86 6.3. Resultados de las simulaciones de dindmica restringida

Force

109 110 111 112 113 114 115 116

Ru p+l

Figura 6.1: Moddulo de la fuerza media que el cimulo p ejerce sobre el cimulo u + 1, cuando
estos se encuentran separados una distancia R,,;,+1. También se muestra el promedio sobre todos
los pares separados por una misma distancia —cuadrados rellenos de mayor tamano—. El ajuste

lineal se senala con la linea discontinua.

6.3. Resultados de las simulaciones de dinamica restringida

La dindmica restringida R que permite calcular la fuerza media (F,,) y el tensor de

friccién v,, (R, P) es®

dI‘iu o bi, P“
at  m  nm’

L= F, — £ 6.8
dt " n (6.8)

donde P, es el momento del centro de masas del cumulo p, F;, es la fuerza total sobre
el a&tomo i, y F, es la fuerza total sobre el cimulo p. De nuevo hemos de recurrir a la

aproximacién a pares para calcular la fuerza media y el coeficiente de friccion, de modo

ZNétese que la dindmica definida en la Ec. (6.8) es andloga a la que utilizdbamos en el caso de los
polimeros estrella.



6. La cadena de atomos de Lennard-Jones vista bajo la teoria de Zwanzig 87

que supondremos que

(Fu) = F(Ru)euw,
TWlRP) & o [ {OF, D) 0 OF.(0)-€,0) (6.9)

donde F(R,,) = (F,, - euw), e, = (R, — R,)/R,.,, R, = |R, — R,|. De acuerdo con
esta aproximacién, podemos promediar sobre todos los pares y, v que se encuentran a una
distancia R,,. Por ejemplo, el coeficiente de friccién se calcula a través de la siguiente

sumas:

/

1 1
NMV ) kBT 0

+(By) T AH(F () ew)(OF,(0) - e))  (6.10)

/
donde de nuevo ZW es la suma sobre todos aquellos pares que se encuentran a una
distancia dada R, y N, es el niimero de pares a esa misma distancia. Se ha comprobado

que la fuerza media cumple que
(Fpar) = 0 Vk > 1. (6.11)

El médulo de la fuerza media se calcula promediando sobre todos los pares pu, p 4+ 1
que se encuentran a una misma distancia R,,,1. Para verificar la aproximacién a pares,
en la Fig. 6.1 se pinta, para distintos pares u, p + 1 de cimulos en el sistema, el valor
del promedio restringido (F',,11 - €,,4+1) frente a la distancia R,,;1 de los centros de
masas de esos mismos pares. Si la aproximacion a pares es adecuada, todos los puntos
deberian colapsar a una misma curva. En la Fig. 6.1 se observa que la aproximacion a pares
es razonablemente buena; se observa que los valores de los pares individuales colapsan,
dentro de un margen de error razonable para el estado termodinamico considerado, a una
unica curva. Nétese que existen determinados valores de la distancia R,,.1 para los que
la probabilidad de encontrar un par u, g+ 1 es muy pequena; la mayoria de los valores
del promedio restringido (F',,41 - €,,+1) de los diferentes pares se encuentra en el rango
que va desde R,,.1 ~ 110,50 hasta R,,;1 ~ 1140. Los cimulos, para la temperatura
T = 0,6 en unidades reducidas, oscilan, con pequena amplitud, alrededor de sus posiciones
de equilibrio —como corresponde al hecho de que las ecuaciones dindmicas en el nivel

mesoscopico coinciden con las ecuaciones para una cadena de osciladores acoplados de
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Figura 6.2: Funcién de distribucién de pares de los centros de masas de los ciimulos para una

temperatura T' = 0,6 en unidades reducidas —idénticas a las empleadas en el capitulo 3—.

masa nm, amortiguados y estocdsticamente forzados—. Esto se observa también en la
Fig. 6.2, donde se representa la funcion de distribucién de pares para los centros de masas
de los cimulos. También se muestra en la Fig. 6.1 el promedio sobre todos los pares,
esto es, el modulo de la fuerza media sobre todos los pares i, 1+ 1 que se encuentran a
una misma distancia 2, —se marca con cuadrados rellenos de mayor tamano—. Estos
puntos pueden ajustarse bastante bien por una recta de ecuacién®: 0,852(117,6 — R,.41).

Es decir que la fuerza entre blobs vecinos es de la forma F(R,,11) = Fo(Ry;, 1 — Ryuy)- El

€q

i difiere en un 5% del valor que se infiere de la funcién de

valor que obtenemos para R
distribucion de pares para los centros de masas de los blobs. La diferencia que obtenemos
para este valor se debe a la aproximacion a pares, de alguna manera esto nos da una
medida de la validez de la aproximacién a pares para este modelo. Antes de analizar
los resultados obtenidos para el coeficiente de fricciéon, vamos a analizar los resultados

obtenidos para la autocorrelacién de las fuerzas calculada con la dindmica restringida

(6.8). En la Fig. 6.3 se compara la autocorrelacion de la fuerza (0F, - 6F,(t)) con la

3El ajuste se ha realizado utilizando tinicamente los puntos correspondientes a distancias que se en-
cuentran entre los valores R,,4+1 ~ 110,50 y R,,4+1 =~ 1140.
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Figura 6.3: Comparacién entre (0F,-9F,(t) obtenida con la dindmica restringida —Zwanzig—
y Cup = (F) - F(t))eqg obtenida con la dindmica hamiltoniana original —Mori—. La flecha
senala el tiempo para el que ocurre el bump sonico. También se muestra la integral temporal de

ambas correlaciones.

correlacion de equilibrio C),,(t) que se obtuvo en el capitulo 3 con Dindmica Molecular.
Se observa que el comportamiento a tiempos cortos de (0 F,-0F',(t)) coincide exactamente
con el comportamiento de C,,,(t). Para tiempos alrededor del bump sonico tiene un valor
no nulo. Esto revela que el nicleo de memoria tiene una componente que evoluciona en
la escala temporal de las variables de grano grueso. También se muestra en la Fig. 6.3 la
integral temporal de la autocorrelacién de la fuerza sobre uno cualquiera de los cimulos.
El comportamiento de (§F, - 6F,(t)) para tiempos que coinciden con el tiempo sénico
hace que la integral de la autocorrelacién (0F, - 6F,(t)) no sea constante en el tiempo,
hasta pasado el tiempo sénico. Transcurrido este tiempo, la integral se hace constante,
coincidiendo dicha constante con el valor de plateau que obteniamos en el caso de Mori
(véase el capitulo 3). Esto se debe a que nos encontramos en una situacién préxima al

equilibrio, para la que los proyectores de Zwanzig y de Mori producen idénticos resultados.
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El calculo de las correlaciones entre diferentes pares p, ¥ muestra que

10
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Figura 6.4: Coeficiente de friccién obtenido a partir de la simulacién de las ecuaciones de la
dindmica restringida y calculado segun la Ec. (6.10). La linea discontinua corresponde al ajuste

v = 61,649 — 0,5149R,,,, que se utiliza en la simulacién de DPD.

(6F, - 6F, () ~ 0 Vk>1, (6.12)

de manera que el coeficiente de friccién en la Ec. (6.9) entre pares que no son vecinos es
despreciable. En la Fig. 6.4 se muestra el coeficiente de friccion v(R,,, ), calculado segin la
Ec. (6.10), junto con el ajuste que se ha utilizado para realizar las simulaciones de DPD.
Al igual que hicimos con la fuerza efectiva, el ajuste para el coeficiente de friccion se ha
obtenido teniendo en cuenta los puntos correspondientes a las distancias comprendidas
entre R,,+1 ~ 110,50 y R,,+1 ~ 1140. Se observa que aunque el coeficiente de friccion
depende de las posiciones de los centros de masas de los blobs, los valores que alcanza
estan muy proximos al valor que encontramos con el proyector de Mori. Por tltimo, la
Fig. 6.5 muestra la comparacién entre los resultados de la simulacién DPD* —prediccién

Markoviana— y los resultados obtenidos con Dindmica Molecular para la autocorrelacion

4En el capitulo 3 la prediccién Markoviana se obtuvo a través de la expresién analitica para la
correlacién de momentos de los cimulos (3.32). Aqui, sin embargo, hemos realizado una simulacién
de DPD, eligiendo la fuerza estocéstica FW = (QkBTW(Rm,))l/deWeW, donde dW,,, = dW,,, son
los incrementos independientes del proceso de Wiener, que satisfacen la regla de cdlculo mnemotécnica
AW AWy = (80000 + 8y ) dt.
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de las fuerzas sobre los cimulos. De nuevo se observa que una descripcion Markoviana

Normalized momentum autocorrelation

Figura 6.5: Funcién de autocorrelaciéon de los momentos de los cimulos normalizada calculada

con DPD y con MD. El tamano de blob es n = 100.

del sistema es capaz de reproducir correctamente las escalas temporales de las variables

de grano grueso.

6.4. Discusién

En este capitulo hemos generado la dindmica proyectada en el nivel mesoscopico de las
variables de centro de masas de blobs para una cadena de atomos de Lennard-Jones
idéntica a la que aparece en el capitulo 3. Los resultados que hemos obtenido no son muy
relevantes ya que coinciden con los que obtuvimos en el capitulo 3, en el que trabajamos
con el operador de Mori. Esto se debe a que cuando trabajamos con situaciones proximas
al equilibrio la teoria de Zwanzig produce los mismos resultados que la teoria de Mori,
a pesar de que la teoria de Zwanzig es no lineal. A diferencia, sin embargo, de lo que
sucede en el caso de la teoria de Mori, con la metodologia de Zwanzig y con la dindmica
restringida es mas sencillo percibir cuando la aproximaciéon Markoviana es una buena
aproximacién para un sistema concreto. Basta con que analicemos el comportamiento
de la autocorrelacion de las fuerzas de grano grueso calculada a través de la dinamica

restringida. En particular para este sistema, es suficiente observar los resultados que se
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muestran en la Fig. 6.3. Comparando estos resultados con los obtenidos en el caso de
los polimeros estrella se observa claramente que en este caso la matriz de memoria tiene
una contribucion cuya escala temporal coincide con la escala temporal de las variables de
grano grueso, de manera que una descripcién Markoviana no es, estrictamente hablando,

adecuada.



Capitulo 7

Conclusiones y lineas abiertas

Hemos analizado dos sistemas fisicos diferentes al nivel de descripcion de blobs: una cadena
lineal de osciladores y un sistema constituido por un conjunto de polimeros estrella. El
primero de estos sistemas se estudié con el objetivo de aclarar la metodologia necesaria
para realizar adecuadamente un proceso de coarse-grained.

Los principales resultados y aportaciones de esta tesis pueden resumirse en los siguientes

puntos:

= La cadena lineal de osciladores se ha abordado con los proyectores de Mori y Zwan-
zig, y en ambos casos se han obtenido resultados similares. En este sistema hay
efectos no Markovianos pequenos, pero perceptibles, debido a la propagacién de
ondas de sonido. Se observa, sin embargo, que estos efectos de memoria se reducen

significativamente a medida que la temperatura del sistema aumenta.

= El segundo sistema, constituido por una colecciéon de polimeros estrella, se ha ele-
gido porque se trata de moléculas isétropas, lo que hace adecuada una descripciéon
de grano grueso basada en un unico blob. El proceso de granulacion se ha llevado
a cabo a través de la metodologia de Zwanzig. El avance metodolégico que hemos
realizado con este estudio ha sido refinar el argumento que hay detras de la hipéte-
sis Markoviana. A través de la descripcién de grano grueso basada en blobs de este
sistema hemos demostrado que los centros de masas de las moléculas se mueven con

las ecuaciones de la DPD, lo que constituye una pieza de conocimiento muy valio-
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sa. Las ecuaciones de la DPD permiten modelar el comportamiento hidrodinamico
del sistema con fluctuaciones térmicas y en este caso, debido a que las fuerzas que
aparecen en el modelo se han obtenido a partir de la informacién microscépica, no
presentan los problemas que presentaban las ecuaciones en el modelo original. En
este caso conocemos con precision el rango de las escalas espacio temporales que
describen las particulas DPD y los coeficientes de transporte pueden determinarse a
partir de Dinamica Molecular. A través de esta descripcién hemos podido también
demostrar que la fuerza de friccion es esencial para explicar las propiedades dinami-
cas de estos sistemas. El mensaje importante es que los potenciales de grano grueso

son s6lo una parte de la historia del proceso de granulacion.

Algunas lineas abiertas que quedan en este trabajo son:

= Los coeficientes que aparecen en la ecuacién estocastica que hemos obtenido para las

variables de centro de masas de las macromoléculas, en el formalismo de Zwanzig,
dependen, en general, de todas las variables de manera no trivial. Esto obliga a
manejar funciones de muchas variables, lo cual no es en absoluto sencillo. La manera
en que hemos sorteado este problema en esta tesis es a través de la aproximacién
a pares. Sin embargo, es necesario realizar avances metodoldgicos para resolver este
problema de la multidimensionalidad de las funciones que aparecen en la teoria.
En este sentido seria interesante estudiar como podrian expresarse los objetos que
aparecen en las ecuaciones de evolucién de las variables de grano grueso (véase la
Eq. (5.13)) como funciones de la densidad local de moléculas de grano grueso, que
es funcién de las posiciones de los centro de masas de las moléculas. El potencial a
pares que hemos obtenido en el capitulo 5 depende del estado termodinamico del
sistema, pues los invariantes dinamicos fijan dicho estado. Si de alguna manera somos
capaces de capturar efectos de densidad local, el potencial efectivo no dependeria
tanto del estado termodinamico. En este sentido se habla de transferibilidad de los
potenciales [128]. En concreto en [129] se introduce una clase de potenciales suaves

dependientes de la densidad local para el modelado de fluidos simples y complejos
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que permiten entender las propiedades estructurales y termodinamicas del modelo.

= Una extension natural de este trabajo es explorar la Markovianidad de una descrip-
cién basada en blobs de un sistema de osciladores en dos dimensiones. Nos parece que
este sistema podria ser un buen candidato para estudiar determinados tipos de mem-
branas, como las membranas lipidicas polimerizadas. Recientemente [130, 131, 132]
se ha descubierto la membrana més delgada imaginable. Esta membrana consiste
en una unica capa de atomos de carbono densamente empaquetados en una red
cristalina en forma de panal de abeja. Esta membrana se denomina graphene. Nos
parece interesante estudiar cual seria el procedimiento de grano grueso adecuado

para describir algunas de las propiedades mecanicas de este material bidimensional.

s También en el sentido de explorar la Markovianidad de la cadena de osciladores en
mas dimensiones, nos parece que seria interesante estudiar un polimero lineal en
tres dimensiones. En este caso cabe la posibilidad de que fuera necesario introdu-
cir potenciales a tres cuerpos, dado que los angulos de torsiéon puede que tengan

importancia en la dinamica del polimero.
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Apéndice A

Coémo obtener el operador de la

dinamica restringida

Hemos dicho que un candidato natural a desempenar el papel de operador R es el operador
que se obtiene a partir de las ecuaciones de Hamilton originales (2.7) sin méas que anadir
la restriccién A(Z(t)) = a. Cuando esta restriccion es exacta y lineal en los momentos, la
dindmica restringida se obtiene a partir del principio de Hamilton, dando como resultado

las ecuaciones

. _ OH _, 04"

o= p; g Ip;

) 0H OAH

pi = _8—% _'_)\“6—%7 (Al)

donde la suma sobre el indice repetido p estd implicita. Aqui, los pardmetros A, repre-
sentan los multiplicadores de Lagrange adecuados que aseguran que A(Z(t)) = a. Por

construccién, A*(q, p) son invariantes dindmicos de la dindmica (A.1),

d

0 = S A a(t).p()

oA oAr OAM[OH | 0AY] OAY[OH 04T
- dq; @ Opi b= J0q; | Op; Vapz' Op; | 0g; Y dq; . .

Notese que esta ecuacion puede escribirse como sigue
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LAM = A\, (A.3)

donde L es el operador de Liouville, que genera la dindmica hamiltoniana original del
sistema, y se ha introducido la matriz de corchetes de Poisson {A*, A}, esto es,

O0AF QAY  QAM QAY
A, = - . A4
. 0q; Op; op; 0q; ( )

La Ec. (A.3) puede, en principio, resolverse para obtener los multiplicadores de Lagrange
_ Al
A=A, LA¥ (A.5)

Si multiplicamos la Ec. (A.3) por \,, y sumamos sobre el indice p, obtenemos la siguiente

relaciéon
04 OH _ 0Ar OH
: 0q; Op; Op; 0q;

Esta ecuacién sirve para demostrar que el Hamiltoniano es un invariante dindmico de la

= A LA = 0. (A.6)

dindmica restringida (A.1):

d OH . O0H .
%H(Q(t)ap(t)) = 8—%%‘ + 8—pipi
OH [0H 0A* OH [OH OAH

= {a—w%a—@] ~ [a—qf%—qi} =0 (A7)

Por supuesto, el procedimiento anterior para obtener los multiplicadores de Lagrange
requiere que la matriz A~ exista. Un caso particular donde, claramente, no existe esta
matriz es aquel en que las variables de grano grueso A(z) dependen tnicamente de las
posiciones o de los momentos. Nétese que en este caso —en que A(z) sélo depende de
las posiciones o de los momentos— se obtiene que LA(Z(t)) = 0, es decir, la funcién
del espacio de fases LA(z) evaluada en la solucién de la dindmica restringida se anula
idénticamente. En términos matematicos, tenemos que exp{Rt}LA(z) = 0. Pero esto
implica que la matriz de memoria dada en la Ec. (4.21) no estd bien definida. La conclusién
es que la presente dinamica restringida puede utilizarse inicamente en el caso en que las
variables de grano grueso dependan tanto de las posiciones como de los momentos, y la

matriz de Poisson A sea invertible.



Apéndice B

Las fuerzas estocasticas en el modelo

DPD

En este apéndice se muestra como formular las fuerzas estocésticas en el modelo DPD.
En lugar de calcular la raiz cuadrada, en sentido matricial, de la matriz de friccién v,
proponemos una fuerza estocéstica y demostramos que su varianza tiene la estructura de
la matriz de friccién en la Ec.(5.17). La fuerza estocéstica elegida es F, = 3 F,,,, donde

la fuerza estocdstica a pares es

~ __ 1 -~
F,dt = (QkBT)1/2 (A(rW)dWi, + §B(7’W)tr[dey]1) C € (B.1)

donde

T 1 oY « 1
dW " = 5[dvv;wﬁ + AW — gtr[dWW]éaﬁ (B.2)

Aqui, dWﬁf es una matriz de incrementos independientes del proceso de Wiener con las

simetrias
af af
dW = dWw; M (B.3)

Notese que FW = _me lo que asegura la conservacion del momento total. La matriz

dWﬁ‘f satisface la regla de Ito

dWiﬁ’deﬁ = (5#'1/5/»‘,1/ —'— 5“11/51/“/)5&[[35&/6/ dt
(B.4)
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De esta ecuacion se obtienen facilmente las siguientes identidades

tr[quul]tr[dW,/V/] = 3 (5NV5N/V/ + 5MVI5VN/) dt)
— S, ==Ss 1 1
A e AW, = (Bt + OBy 5 Gapdary + daprGarg) = Flacdpp | dt;
tr[dW, )dWa, = 0. (B.5)

Con la ayuda de las identidades anteriores se demuestra que la varianza de las fuerzas

estocésticas se escribe
FdtF,dt = 2kpT(A(ru)1 + B(ru,)eue,, )dt (B.6)
siempre y cuando se escoja

A(Tuu) = (QA(TW))l/z

B(Tw/) = (BB(TW)—A(TW))I/2
(B.7)

Vemos, por lo tanto, que la fuerzas estocasticas propuestas cumplen que su varianza tiene

la estructura de la matriz de friccién bajo la aproximacién a pares (véase la Ec. (5.17)).
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