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hasta aqúı, que no siempre ha sido fácil. Me siento afortunada de haber podido trabajar

con él y de haber hecho mı́os una parte de su entusiasmo y conocimiento de la F́ısica.

A Rafael Delgado, co-director de tesis, sin el que la última publicación no hubiera sido

posible. A todos los profesores y personal del departamento de F́ısica Fundamental de la

UNED quisiera agradecerles su trato y el apoyo recibido durante estos cuatro años.

He de agradecer a la UNED el haberme concedido una Beca Predoctoral que he podido

disfrutar durante cuatro años, y el haber podido realizar una estancia en el extranjero. A

los proyectos de investigación Programa Propio de Investigación de la UNED y FIS2007-

65869-C03-03 del MICINN por financiar parte de mi formación a través de la asistencia

a congresos y talleres.

Quiero agradecer a Marisol Ripoll que me diera la oportunidad de realizar una estancia
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Índice general

Agradecimientos. IV
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la Ec. (3.10), y que evolucionan en la escala de las variables de grano grueso. El

tamaño de blob es n = 100. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

xiv



3.9. Comparación entre la predicción Markoviana —ĺınea discontinua— y los resulta-
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definir ineqúıvocamente un valor del coeficiente de fricción. . . . . . . . . . . . 77

5.7. Comparación entre la predicción Markoviana —DPD— y el resultado de simu-

lación de Dinámica Molecular —MD— para la función de distribución radial de
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Caṕıtulo 1

Introducción.

El objetivo de esta tesis es el desarrollo de modelos de grano grueso para la simulación

de sistemas moleculares complejos. Entendemos que un modelo de grano grueso es aquel

que representa un sistema f́ısico con menor número de grados de libertad que los que hay

realmente en el sistema. Y por sistema molecular complejo entendemos aquel cuyos consti-

tuyentes son macromoléculas. Estas moléculas tienen la capacidad de auto-ensamblarse y

auto-organizarse dando lugar a estructuras mayores. Tomemos por ejemplo el caso de los

ĺıpidos, se trata de macromoléculas que tienen la capacidad de organizarse espontáneamen-

te en medio acuoso dando lugar a diferentes estructuras tales como micelas, membranas

bicapa y liposomas. En campos interdisciplinarios como la Biof́ısica y la Materia Conden-

sada Blanda los avances en la teoŕıa, experimentación y modelado computacional van de

la mano. En pocas palabras, las simulaciones por ordenador nos permiten hacer experi-

mentos teóricos bajo aproximaciones perfectamente controladas, proporcionando aśı un

puente entre la teoŕıa y los experimentos. Pensemos, por ejemplo, en el desarrollo de nue-

vos materiales con propiedades a la carta; el hecho de poder estimar estas propiedades

antes de su procesado y caracterización experimental ahorra numerosos costes y mucho

tiempo. Aunque aún queda mucho camino por recorrer, el progreso en la simulación de

materiales, enfocada al diseño de los mismos, ha sido constante.

El reto que plantea la simulación de los sistemas moleculares complejos es el desarrollo de

modelos capaces de describir los procesos relevantes que caracterizan a estos materiales,

que ocurren en la escala de su microestructura, y que ejercen influencia en los procesos
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que tienen lugar a nivel macroscópico. Por ejemplo, las distintas fases de comportamiento

de ĺıpidos y soluciones de surfactantes, entre las que se encuentran las fases de micela y

lamela, dependen en gran medida de la naturaleza fisicoqúımica de sus constituyentes. A

través de un proceso de granulación es posible desarrollar algoritmos que permiten, de

una manera jerárquica, estudiar las propiedades que resultan relevantes a una escala es-

pacio temporal —o lo que es lo mismo, en un determinado nivel de descripción— y poder

utilizarlas para llevar a cabo un estudio de propiedades a una escala superior —a un nivel

de descripción superior—. Cada nivel de descripción se caracteriza por un conjunto de

variables relevantes que especifican el estado del sistema en dicho nivel de descripción.

Los niveles menos detallados —más burdos— tienen un número menor de variables re-

levantes, y capturan menos información que los niveles más detallados. Para cada nivel

de descripción existe una ecuación dinámica para las variables relevantes. La evolución

de estas variables relevantes —o gruesas— ocurre en cierta escala temporal caracteŕıstica

del nivel de descripción. En general, se puede decir que a los niveles de descripción más

gruesos les corresponden escalas temporales más lentas. Un nivel de descripción dado per-

mite describir procesos dinámicos que ocurren a escalas temporales mayores que la escala

caracteŕıstica del nivel de descripción, pero no permite estudiar fenómenos que ocurren

en las escalas temporales más rápidas [1].

El desarrollo de métodos jerárquicos que permiten enlazar los diferentes niveles de des-

cripción que gobiernan la dinámica de la materia blanda ha recibido recientemente mucha

atención. Encontramos un gran número de publicaciones y libros en relación con sistemas

biológicos y materia blanda que centran su atención en la granulación [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

Se pretende en todos los casos encontrar un método general y sistemático que permita

realizar la unión entre los diferentes niveles de descripción existentes. Cada uno de los

niveles, por śı solo, se comprende en general con suficiente profundidad, pero la enorme

diferencia de escalas de tiempo y longitud existente entre los diferentes escalones hace muy

dif́ıcil dar este salto. A través del proceso de granulación se elimina progresivamente el

efecto de las variables microscópicas. La información de las variables que no son relevantes

en un determinado nivel de descripción se sustituye por ruido —en general se introduce

un ruido gaussiano—. De ese modo, se eliminan las fluctuaciones rápidas innecesarias. Se
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incorpora esa información de un modo promediado y aśı se puede acceder a un rango de

escalas de tiempo y longitud mayor, manteniendo un cierto nivel de información corres-

pondiente a los niveles inferiores.

En este caṕıtulo se hace un breve repaso de los conceptos y trabajos previos relacionados

con el tema de estudio de la tesis, para tener un marco dentro del cual poder evaluar

correctamente cuales son los avances de nuestro trabajo.

1.1. Los sistemas moleculares complejos

No hay duda del interés que despiertan las macromoléculas en la Ciencia y la Técnica

actuales, tanto por las numerosas aplicaciones farmacéuticas, médicas e industriales que

tienen como desde un punto de vista fundamental. Desde el punto de vista de sus enlaces

qúımicos las macromoléculas no son un campo aparte del resto de las moléculas más sen-

cillas. La estructura macromolecular se construye a partir de enlaces covalentes. Lo que

es propio de las macromoléculas y las distingue de las moléculas sencillas es su elevado

tamaño molecular. Este gran tamaño les confiere unas propiedades peculiares que hacen

necesario un estudio separado de estas especies qúımicas. Puede decirse que el carácter

macromolecular se manifiesta a partir de pesos moleculares del orden de 104. Los poĺıme-

ros con aplicaciones técnicas, tales como materiales plásticos, pinturas, geles, etc., son de

carácter macromolecular. Las moléculas biológicas que constituyen la base misma de los

seres vivos, tales como protéınas, ácidos nucleicos, etc., son también macromoléculas.

A pesar de su enorme tamaño, las estructuras qúımicas de las macromoléculas no son

muy complicadas. Su relativa simplicidad se debe a que están formadas por una estruc-

tura qúımica sencilla que se repite muchas veces, de ah́ı el nombre poĺımeros1.

Los grandes agregados de la materia no son necesariamente ŕıgidos, sino que poseen un

elevado número de grados de libertad internos. Esto hace que sus propiedades reológicas

estén directamente influenciadas por la microestructura, lo que conlleva la coexistencia

de un rango muy amplio de escalas tanto temporales como espaciales. Las escalas de

tiempo asociadas a las vibraciones de los enlaces son aproximadamente 10−15s, mientras

1La palabra poĺımero deriva del Griego, πoλυµερής, compuesto de varias partes.
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sistemas moleculares complejos

que las transiciones conformacionales asociadas a cada uno de estos enlaces se producen

generalmente en las escalas de tiempo de 10−11s. Sin embargo, por poner un ejemplo,

el importante problema del plegado de protéınas puede requerir entre 10−6s hasta 1000s

dependiendo del tamaño de la protéına. La enorme distancia existente entre estas es-

calas de tiempo se debe a que las protéınas presentan una jerarqúıa de ordenamiento

espacial —estructura primaria, secundaria, terciaria y cuaternaria— en diferentes escalas

interdependientes, relacionada con su función biológica. Las protéınas forman comple-

jos protéınicos que actúan como máquinas biológicas entre las que encontramos motores,

muelles, rotores, bisagras e interruptores de tamaño diminuto [9].

1.2. Los métodos tradicionales para describir el comportamien-

to de los sistemas moleculares complejos

El estudio del comportamiento de los sistemas moleculares complejos se ha realizado

tradicionalmente desde dos puntos de vista complementarios.

1.2.1. Nivel microscópico: Mecánica Clásica

En el nivel microscópico las variables relevantes son las coordenadas generalizadas y las

cantidades de movimiento conjugadas de todos los átomos que componen las macro-

moléculas. Las interacciones entre los átomos se modelan a través de potenciales efectivos

generalmente propuestos de manera fenomenológica, aunque en ocasiones éstos se extraen

a partir de la Mecánica Cuántica. Existen dos técnicas básicas de simulación en este nivel

de descripción: la Dinámica Molecular [10] y el Método de Monte Carlo [11].

Dinámica Molecular (Molecular Dynamics, MD)

En una simulación de Dinámica Molecular se resuelven numéricamente las ecuaciones de

Newton. A través de las simulaciones de MD es posible estudiar no sólo las propiedades

de equilibrio sino también las propiedades dinámicas y de transporte. Sin embargo, uno

está limitado a estudiar sistemas con un tamaño alrededor de una decena de nanómetros
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y a propiedades observables a una escala de tiempo de unas pocas centenas de nanose-

gundos.

Inicialmente la Dinámica Molecular se dedicó a estudiar la dinámica de fluidos simples a

través de potenciales de tipo Lennard-Jones. Con el tiempo ha tratado de ir más allá es-

tudiando sistemas más complejos con interacciones entre átomos más complicadas. Han

transcurrido 32 años desde que se publicaron los resultados de la primera simulación de

Dinámica Molecular de una macromolécula con interés biológico [12]. Usando la clásica

Dinámica Molecular ha sido posible estudiar la formación de micelas [13, 14, 15], aśı como

la bipartición de las mismas [16], para estructuras formadas por unos pocos centenares

de surfactantes. Sin embargo, es necesario realizar simplificaciones en la descripción para

poder acceder a propiedades que necesitan dimensiones y tiempos mayores. Por poner

un ejemplo, para el poĺımero sintético más simple (polietileno), equilibrar correctamente

un fundido a través de una simulación de Dinámica Molecular requeriŕıa tiempos compu-

tacionales de varios meses e incluso años [17].

Método de Monte Carlo (MC)

El método de Monte Carlo consiste en la producción de un camino aleatorio a través del es-

pacio de fases, lo que permite muestrear la colectividad de equilibrio del sistema. A través

de este método, únicamente es posible estudiar propiedades de equilibrio o estáticas. Sin

embargo, existen algoritmos muy eficientes para explorar el espacio de conformaciones de

un sistema polimérico. Por lo tanto, estos algoritmos son un excelente punto de partida

para el desarrollo de modelos de granulado. El modelo de Bond Fluctuation [18], que com-

bina las ventajas de las simulaciones en malla y en el espacio continuo, permite realizar,

por ejemplo, simulaciones de Monte Carlo de un fundido de poĺımeros estrella [19]. Otra

alternativa para equilibrar un fundido polimérico en un nivel atomı́stico detallado, es el

uso de simulaciones de Monte Carlo eficientes [20] que involucran movimientos no f́ısicos

pero permiten la exploración eficiente del espacio de fases.
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1.2.2. Nivel Macroscópico

En el nivel macroscópico las variables relevantes son los campos continuos de la mecánica

de fluidos. Se resuelven las ecuaciones de conservación de la masa, momento y enerǵıa en

un dominio macroscópico, que puede ir desde los miĺımetros hasta los metros. Sin embar-

go, estas ecuaciones de conservación no son suficientes para caracterizar la dinámica; es

necesario suministrar una ecuación constitutiva.

El conjunto de ecuaciones de conservación junto con la ecuación constitutiva constituyen

un sistema de ecuaciones en derivadas parciales —o en ocasiones de tipo integrodiferencial—

que pueden resolverse mediante un método numérico. Entre estos métodos se encuentran

el método de diferencias finitas, elementos finitos, volúmenes finitos y los métodos espec-

trales. Encontramos una revisión bibliográfica que abarca los últimos años sobre el método

de elementos finitos aplicado al análisis y simulación de poĺımeros en las Refs. [21, 22].

El origen de las expresiones diferenciales e integrales para las ecuaciones constitutivas es

esencialmente fenomenológico. Para el caso de sistemas moleculares complejos, el enfoque

macroscópico está limitado por el desconocimiento que se tiene de las ecuaciones constitu-

tivas propias de dicho sistema; el problema es la ausencia de información a nivel molecular.

Además, la mayoŕıa de estas técnicas no tienen en cuenta las fluctuaciones térmicas que

son esenciales en la dinámica difusiva que ocurre en las escalas mesoscópicas.

1.3. Técnicas Mesoscópicas de simulación

En esta sección se resumen, brevemente, algunas de las técnicas Mesoscópicas de simula-

ción más comunes, que se centran en el grano grueso, relatando los resultados obtenidos

en el contexto de los sistemas biológicos y de materia blanda. Entendemos aqúı por me-

soscópico esa región de ĺımites difusos donde no hay mucho detalle molecular pero todav́ıa

hay fluctuaciones térmicas.

Hay dos enfoques a la hora de desarrollar estas técnicas de simulación dependiendo del

tipo de interacción presente en el sistema que se quiere modelar.
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1.3.1. Interacciones ligadas — Nivel de descripción de blobs

Cuando los átomos que constituyen el sistema se encuentran enlazados se construyen su-

pra part́ıculas formadas por más de un átomo que se mueven de forma coherente con un

grado de libertad. Estas part́ıculas de grano grueso a menudo se denominan blobs. En este

nivel de descripción encontramos diferentes modelos que se centran en derivar potenciales

efectivos de interacción entre estas part́ıculas de grano grueso o blobs. En general se supo-

nen determinadas formas para estos potenciales y se parametrizan con objeto de obtener

propiedades estructurales como la función de distribución radial. Todos estos métodos

trabajan con la denominada Dinámica Molecular de grano grueso (CGMD). Como vere-

mos después, este tipo de Dinámica Molecular sólo puede acceder a los aspectos estáticos

de los sistemas. Entre estos modelos se encuentran Inverse Monte Carlo method, Force

matching y MARTINI force field.

Inverse Monte Carlo method (IMC)

Realizando una simulación de Dinámica Molecular en el nivel microscópico podemos ob-

tener la función de distribución radial a nivel mesoscópico, y este resultado puede utili-

zarse, posteriormente, para determinar los potenciales de interacción entre las part́ıculas

de grano grueso. Teóricamente, se puede demostrar, bajo condiciones débiles, que dos po-

tenciales a pares que dan lugar a la misma función de distribución radial no pueden diferir

en más de una constante. Esta constante por śı misma no es muy significativa y puede

fijarse por la condición V (r → ∞) → 0, donde r es la distancia entre part́ıculas [23].

No pretendemos aqúı realizar un estudio detallado del método desarrollado en las Refs. [24,

25], de manera que, por simplicidad, consideraremos un sistema monocomponente con in-

teracciones a pares V (r). El potencial de interacción V (r) se aproxima como V (r) = Vα,

(α − 0,5)h < r < (α + 0,5)h, donde α = 0, 1, . . . , y h es la anchura del bin. Se define Sα

como el número de pares de part́ıculas cuya distancia se encuentra dentro del bin α. El

potencial de interacción en el Hamiltoniano del sistema puede escribirse entonces como

un suma sobre los bines,
∑

α SαVα. El valor medio de Sα es un estimador de la función

de distribución radial en cada uno de los bines.
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El algoritmo, primero, inicializa las interacciones efectivas —la elección más habitual

es el potencial de fuerza medio, V
(0)
α = −kBT ln ρ(rα)—. A continuación, pasa a mejo-

rar la aproximación: durante cada iteración se calculan las derivadas de 〈Sα〉 respecto

de Vβ para cada par α, β, con ayuda de relaciones de la mecánica estad́ıstica [24, 25].

Estas permiten expresar los cambios en 〈Sα〉 en términos de Vβ hasta primer orden,

∆〈Sα〉 = −β (〈SαSβ〉 − 〈Sα〉〈Sβ〉) ∆Vβ. Cuando ∆〈Sα〉 es conocido puede invertirse es-

ta ecuación para calcular las interacciones efectivas para la siguiente iteración. Este

procedimiento se repite hasta alcanzar la convergencia deseada.

Este método se ha utilizado para estudiar el potencial efectivo entre los ĺıpidos que cons-

tituyen la membranas liṕıdicas [26] y poĺımeros fundidos [27].

Force matching

Es posible también calcular las fuerzas sobre las part́ıculas de grano grueso a partir de

Dinámica Molecular minimizando la diferencia entre la fuerza microscópica y la fuerza

de grano grueso. Esta es la base del procedimiento de ajuste de la fuerza [28, 29]. En el

contexto de los sistemas biológicos, el método ha sido aplicado para construir modelos

semiatomı́sticos para membranas de fosfoĺıpidos con y sin colesterol [30, 31], para mono-

sacáridos en disolución [32], para péptidos cortos en agua [33], e incluso para protéınas

atómicas dentro de una membrana de grano grueso [34].

Este método se basa en el concepto de modelo de grano grueso consistente [35]. Una con-

figuración atómica detallada rn puede describirse a través de una representación de grano

grueso compuesta por N < n part́ıculas de grano grueso carentes de estructura interna,

cada una de las cuales corresponde a uno o más átomos. Las coordenadas cartesianas RN

de cada una de las part́ıculas de grano grueso se determinan como combinación lineal

de las coordenadas cartesianas de los átomos que constituyen las citadas part́ıculas, a

través de los operadores lineales MRl
(rn) =

∑n
i=1 cliri, para l = 1, . . . , N . Por ejemplo, si

elegimos como variables de grano grueso las variables de centro de masas de grupos de

átomos se ve que estas variables son combinaciones lineales de las coordenadas cartesianas

de dichos átomos. En el modelo de grano grueso, estas part́ıculas interactúan de acuerdo

con un potencial de grano grueso, U(RN ). La función de distribución canónica de las
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coordenadas en el equilibrio para un volumen V y a una temperatura T , para el modelo

de grano grueso es

PR(RN) =
1

ZN

exp{−β U(RN)},

donde

ZN =

∫

dRN exp{−β U(RN )}

es la integral clásica de las configuraciones para el modelo de grano grueso [36]. Podemos

construir un modelo de grano grueso consistente con el modelo detallado si la enerǵıa

potencial de grano grueso puede determinarse —salvo constante multiplicativa— por el

potencial atómico, U(rn), y el conjunto de operadores lineales MN
R

(rn)

exp{−β U(RN)} =
ZN

zN

∫

drN exp{−β U(rN )} δ
(

RN − MN
R

(rn)
)

(1.1)

De esta ecuación se deduce que el potencial de interacción adecuado, U(RN), para un mo-

delo consistente no es un potencial convencional, sino que más bien se trata de una función

enerǵıa libre de las configuraciones a muchos cuerpos, que incorpora efectos energéticos y

entrópicos, y que depende del estado termodinámico del sistema [37, 35].

Cualquier magnitud que depende únicamente de las posiciones RN puede calcularse

exactamente a través del modelo de grano grueso, esto es, el resultado es el mismo que

el obtenido a partir del modelo detallado. En la Ref. [35] se estudian cuidadosamente las

propiedades que deben satisfacer los operadores MN
R

(rn) para que se cumpla la Ec. (1.1).

Cuando las variables de grano grueso son las variables de centro de masas de grupos de

átomos la fuerza sobre una de las part́ıculas de grano grueso para una configuración de

grano grueso dada, RN , se escribe como

Fl = − ∂

∂Rl

U(RN) =
1

Z(RN)
〈fl(rn)δ

(

MN
R

(rn) − RN
)

〉, (1.2)

donde Z(RN) = 〈δ
(

MN
R

(rn) − RN
)

〉, fl(r
n) es la fuerza neta sobre los átomos que consti-

tuyen las part́ıculas de grano grueso y 〈·〉 indica un promedio canónico evaluado de acuerdo

con la función de distribución de las coordenadas atómicas. El método desarrollado por

Izvekov y Voth [28, 29] determina un campo de fuerzas optimizado que describe las inter-

acciones entre las part́ıculas de grano grueso a partir de la información suministrada por

la fuerza microscópica: lo que se hace es realizar un ajuste por mı́nimos cuadrados para
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obtener las fuerzas de grano grueso.

MARTINI force field

Aunque este modelo también se desarrolló para que mantuviera relación con los modelos

atómicos [38, 39, 40], posee una filosof́ıa diferente a los modelos anteriores. En lugar de

centrarse en reproducir con precisión los detalles estructurales de un determinado sistema

en un estado termodinámico particular, trata de capturar el comportamiento de un deter-

minado sistema en un rango mayor de estados termodinámicos. En general, se supone una

determinada forma para el potencial a pares de grano grueso, por ejemplo se considera

un potencial del tipo Lennard-Jones. Los parámetros que caracterizan dicho potencial se

fijan de manera que se reproduzcan correctamente distintas propiedades termodinámicas.

En concreto, este modelo se desarrolló con objeto de estudiar membranas liṕıdicas y sis-

temas surfactantes, de manera que se intenta reproducir correctamente la enerǵıa libre

del sistema alcano/agua, que se emplea como sistema de referencia.

El modelo MARTINI ha sido utilizado satisfactoriamente para estudiar las transiciones de

fase de sistemas compuestos por ĺıpidos: se ha encontrado que reproduce correctamente

la transición de fase principal de un membrana liṕıdica [41].

1.3.2. Interacciones no ligadas — Nivel de descripción de la hidrodinámica

Cuando los átomos no están enlazados, sino que pueden ir muy lejos unos de otros, el

sistema puede describirse en el nivel de grano grueso de la hidrodinámica. Encontramos

diversos modelos dirigidos esencialmente a resolver la hidrodinámica de manera eficiente.

Entre estos modelos se encuentran Multiparticle Collision Dynamics, Dissipative Particle

Dynamics y Fluctuating Lattice Boltzmann Equation.

Multiparticle Collision Dynamics (MPC)

Esta técnica de simulación mesoscópica es una variante del método denominado Simulación

Directa de Monte Carlo (DSMC) [42, 43], en la que las colisiones binarias se reemplazan

por colisiones múltiples entre part́ıculas dentro de un determinado volumen de colisión.

Este método emplea una discretización temporal de la dinámica —con velocidades y po-
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siciones que son variables continuas— y las colisiones locales entre múltiples part́ıculas:

el algoritmo de MPC consta de dos pasos, uno de propagación —denominado paso de

streaming— y otro de colisión [44, 45]. En el paso de streaming las part́ıculas de fluido se

mueven baĺısticamente durante un periodo de tiempo h. En el paso de colisión, las part́ıcu-

las se reparten en las denominadas cajas de colisión —de modo que interactúan con todas

las part́ıculas que se encuentran en la misma caja de colisión— y sus velocidades relativas

a la velocidad de centro de masas de la caja de colisión se rotan un ángulo α alrededor

de un eje aleatorio. Por construcción, la masa, el momento y la enerǵıa son magnitudes

que se conservan localmente, y se ha demostrado que este método satisface las ecuaciones

de la hidrodinámica —ha sido posible derivar expresiones anaĺıticas de los coeficientes de

transporte correspondientes a un solvente MPC a partir de la Teoŕıa Cinética, generali-

zando las colisiones puntuales a volúmenes finitos de colisión [46, 47, 48, 49]—.

Para implementar estructuras complejas, tales como poĺımeros o coloides, lo que se hace

es definir un algoritmo h́ıbrido donde el solvente se modela con MPC y las part́ıculas de

soluto se describen a través de la Dinámica Molecular estándar. Por ejemplo, en el caso

de poĺımeros, en las Refs. [50, 51] encontramos Nm part́ıculas puntuales de masa M que

actúan como monómeros de la cadena polimérica, y que interactúan entre śı a través de

un determinado potencial de tipo muelle. Las posiciones y velocidades de estos monóme-

ros evolucionan según incrementos discretos del tiempo ∆t. Este proceso se interrumpe

cada h/∆t —siendo h el denominado tiempo de colisión— para establecer la interacción

con las part́ıculas de fluido, que se lleva a cabo incluyendo los monómeros en el paso de

colisión MPC —es el punto en que el soluto y el fluido intercambian momento—. Este

modelo h́ıbrido se ha empleado para estudiar la dinámica de cadenas poliméricas cortas

en disolución [52, 51], aśı como para investigar las propiedades estructurales y dinámicas

de poĺımeros estrella en un flujo de cizalla [53].

Dissipative Particle Dynamics (DPD)

Originalmente este método fue desarrollado de manera intuitiva para el estudio de fluidos

complejos —en concreto para estudiar los fenómenos hidrodinámicos caracteŕısticos de

estos sistemas— [54]. En realidad el modelo DPD fue introducido como un intento de
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liberar al método Lattice Gas Automata de los llamados efectos de red [55]. Posterior-

mente, el método fue modificado por Español y Warren [56, 57], con objeto de que éste

fuera termodinámicamente consistente: la ecuación de Fokker-Planck correspondiente al

modelo discreto original tiene como solución de equilibrio estacionaria la distribución de

Gibbs si se satisface una relación del tipo fluctuación-disipación que relaciona la tempe-

ratura del sistema con la amplitud del ruido.

El fluido se modela por un conjunto de part́ıculas, cada una de las cuales representa un

conjunto de moléculas del fluido que se mueven coherentemente. La interacción entre es-

tas part́ıculas se describe a través de fuerzas conservativas, de fricción y estocásticas. Las

fuerzas conservativas dan lugar a una presión efectiva. Por su parte, las fuerzas de fricción

dependientes de la velocidad relativa entre part́ıculas dan lugar a una viscosidad efectiva.

Finalmente las fuerzas estocásticas describen las fluctuaciones térmicas que aparecen en

escalas mesoscópicas. Todas estas fuerzas satisfacen la tercera ley de Newton, de manera

que el sistema conserva el momento localmente, lo que conlleva que el comportamiento

macroscópico de este modelo de part́ıculas sea hidrodinámico [57] —en este mismo art́ıcu-

lo se derivan expresiones para la presión y la viscosidad para un sistema gobernado por

las ecuaciones de movimiento de la DPD—.

La DPD ha demostrado ser capaz de capturar los efectos termodinámicos e hidrodinámi-

cos que ocurren en disoluciones y fundidos poliméricos [58, 59, 60, 61], lo que ha permitido

estudiar situaciones f́ısicas tales como el flujo de una suspensión de moléculas de ADN a

través de microcanales [62, 63]. Aśı mismo, ha sido posible estudiar un gran número de sis-

temas de materia blanda diferentes, entre los que encontramos soluciones de surfactantes

poliméricos [64], membranas bicapa [65], fluidos multicomponente [66] y veśıculas [67, 68].

A pesar del éxito de la DPD en la simulación de diferentes sistemas moleculares complejos,

la DPD presenta algunos problemas conceptuales:

Se desconoce con precisión el rango de escalas espacio temporales que describen las

part́ıculas DPD.

La contribución conservativa de la fuerza determina el comportamiento termo-

dinámico global del sistema y da lugar a una ecuación de estado que depende
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cuadráticamente de la densidad.

Los coeficientes de transporte no se pueden relacionar de manera directa con los

parámetros del modelo —en ausencia de fuerza conservativa ha sido posible relacio-

narlos a través de la Teoŕıa Cinética [69], aunque los resultados para los coeficientes

de transporte obtenidos mediante simulación DPD presentan desviaciones respecto

a las predicciones teóricas—.

Estos problemas se solucionan con el modelo denominado Smoothed Dissipative Particle

Dynamics (SDPD) [70] que se deriva con el formalismo GENERIC [71, 72]. En realidad

este modelo de part́ıculas fluidas no es más que la SPH (Smoothed Particle Hydrodyna-

mics) [73, 74] con fluctuaciones térmicas, y revela que la DPD no es más que un modelo

lagrangiano de mesopart́ıculas fluidas que representa de manera peculiar a las ecuaciones

de Navier-Stokes.

Fluctuating Lattice Boltzmann Equation (fluctuating LBE)

El modelo Lattice Boltzmann se desarrolló para evitar los inconvenientes de los modelos

Lattice Gas Automata (LGA), como la falta de invarianza galileana, de isotroṕıa y la

pobre relación señal-ruido. En esencia es una discretización sistemática de la ecuación

de Boltzmann que describe correctamente el comportamiento hidrodinámico a pequeños

números de Mach. El modelo prescribe una reglas dinámicas de evolución para la fun-

ción de distribución ni(~r, t), que representa la densidad de part́ıculas en el nodo ~r de la

red, en un tiempo discreto t y con una velocidad discreta ~ci [75, 76]. Esta evolución es

completamente determinista, de manera que para explicar el movimiento Browniano es

necesario introducir fluctuaciones térmicas. En el nivel hidrodinámico esto significa añadir

un término de ruido en el tensor de tensiones [77]. En las Ref. [78, 79, 80] Ladd introduce

el primer modelo LB con fluctuaciones térmicas que constituye el punto de partida para

las aplicaciones de LB a diferentes sistemas de materia blanda, tales como suspensiones

coloidales [81] y soluciones poliméricas [82, 83]. En este modelo la contribución estocástica

se impone sólo sobre el tensor de tensiones, de manera que la hidrodinámica fluctuante se

reproduce correctamente. Sin embargo, la derivación de un modelo LB con fluctuaciones



14 1.4. Modelos h́ıbridos

consistente con la mecánica estad́ıstica y la hidrodinámica se ha hecho recientemente [84].

Este nuevo formalismo introduce una colectividad de funciones de distribución ni en cada

nodo de la red, de manera que el primer modelo desarrollado por Ladd constituye una

única realización de esta colectividad. Surge aśı, de manera natural, una distribución de

probabilidad P ({ni}) para el conjunto de densidades ni. La distribución de equilibrio en

cada nodo se obtiene maximizando P sujeta a que las densidades de masa y momento

han de ser magnitudes conservadas.

1.4. Modelos h́ıbridos

Supongamos ahora que estamos interesados en el comportamiento a una determinada es-

cala espacio temporal de un sistema para el que el modelo correspondiente a dicha escala

se conoce parcialmente o es válido únicamente en una parte del dominio f́ısico. Por ejem-

plo, en el nivel macroscópico ocurre que carecemos de ecuaciones constitutivas detalladas

o bien que el modelo macroscópico no es válido debido a la presencia de defectos o sin-

gularidades localizadas. En este caso los modelos h́ıbridos tratan de conseguir los datos

necesarios para implementar el método numérico macroscópico seleccionado. En las regio-

nes donde el modelo macroscópico no es válido o donde las ecuaciones constitutivas no se

conocen, los datos macroscópicos se obtienen resolviendo localmente un modelo del siste-

ma a una escala espacio temporal inferior. Acoplando modelos que trabajan en diferentes

escalas espacio temporales se espera contar con las ventajas de las dos descripciones: la

simplicidad y eficiencia de trabajar en las escalas mayores, y el detalle que proporcionan

las escalas inferiores. Como ejemplos de este enfoque hablaremos de CONNFFESSIT y

Heterogeneous Multiscale Methods.

CONNFFESSIT (Calculation of Non-Newtonian Flows: Finite Elements and Stochastic

Simulation Technique) [85]

CONNFFESSIT es una técnica de simulación multiescala diseñada para el cálculo numéri-

co de flujos complejos de fluidos complejos con especial aplicación a sistemas poliméricos,

tales como fundidos y disoluciones poliméricas. Esta técnica combina los modelos mo-
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leculares mesoscópicos de la Teoŕıa Cinética y los cálculos de mecánica de fluidos en

dominios macroscópicos de geometŕıa compleja, sin necesidad de una expresión cerrada

para la ecuación constitutiva: se plantean las ecuaciones de conservación en un dominio

—discretizadas t́ıpicamente con el método de elementos finitos— y se distribuye, en el

dominio, una colectividad de moléculas que representan un determinado poĺımero, según

alguno de los modelos de la Teoŕıa Cinética. El tensor de esfuerzos necesario para de-

terminar la evolución temporal del fluido se obtiene de las configuraciones moleculares y

se introduce en las ecuaciones de conservación. El problema de CONNFFESSIT aparece

cuando es necesario refinar la malla de elementos finitos, ya sea por razones de compleji-

dad del dominio o porque se desea una precisión determinada en los resultados. En esos

casos es necesario incrementar el número de part́ıculas que se distribuyen en el fluido para

obtener un valor fiable del tensor de esfuerzos.

Heterogeneous Multiscale Methods (HMM)

HMM es una estrategia para diseñar algoritmos multiescala [86, 87, 88]. Su efectividad

radica en que permite usar al máximo el conocimiento que se tiene del problema particular

que se quiere resolver a todas las escalas, y a la vez utilizar las caracteŕısticas especiales

que pueda tener, tales como que exista una clara separación de escalas espacio temporales

entre determinados niveles de descripción. HMM también propone un enfoque unificado

del análisis de errores para una amplia gama de problemas multiescala. Ahora bien, HMM

es sólo el punto de partida, la aplicación de HMM a un problema particular puede ser

una tarea nada trivial.

Tomemos un conjunto de variables, que denotamos colectivamente por u, que describen un

sistema f́ısico en un determinado nivel de descripción detallado, junto con la escala t́ıpica

de dicho nivel de descripción, que puede escribirse de forma abstracta por la ecuación

f(u, b) = 0, donde b es el conjunto de condiciones auxiliares, tales como las condiciones

iniciales o de contorno del problema. El interés no radica en conocer los detalles de u sino

más bien en conocer el estado del sistema a un nivel de descripción superior, que nom-

bramos con la letra U . Dicho estado satisface cierta ecuación de la forma F (U, D) = 0,

donde D representa la colección de datos necesarios para que el modelo sea completo. Se
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definen los operadores de compresión Q y reconstrucción R como

Qu = U , RU = u

Estos operadores deben satisfacer la relación QR = I, donde I es el operador unidad. Por

ejemplo, si el proceso en el nivel detallado se describe por medio de la Teoŕıa Cinética y lo

que nos interesa es describir el proceso en el nivel macroscópico de la mecánica de fluidos,

entonces el operador de compresión transforma la función de distribución de una part́ıcula

en las magnitudes conservadas densidad de masa, densidad de momento y densidad de

enerǵıa. El operador reconstrucción realiza la transformación inversa que en general no es

única. El objetivo de HMM es calcular U utilizando la forma genérica de F y el modelo

detallado. El método consta de dos pasos:

Se selecciona el integrador del modelo en el nivel de descripción superior utilizando

toda la información disponible sobre la forma de F .

Se estiman los datos que faltan en el dominio D usando el modelo detallado: primero,

en cada punto que falta información, se realiza una serie de simulaciones restringidas

correspondientes al modelo detallado de manera que sean consistentes con el estado

local b = b(U). Y por último se utilizan los datos generados por esta dinámica

detallada para obtener los datos necesarios en el nivel de descripción superior elegido.

1.5. Objetivos y estructura de la tesis

La teoŕıa del granulado es en esencia la teoŕıa de la Mecánica Estad́ıstica de No Equilibrio.

Una de las maneras en que se fundamenta es a través de la metodoloǵıa de Mori-Zwanzig

de operadores de proyección. Esta técnica da una ecuación generalizada de Langevin que

describe la evolución de no equilibrio de las variables relevantes en un determinado nivel

mesoscópico. En principio, se podŕıa usar esta ecuación en forma de caja negra, es decir,

rellenando los distintos objetos que aparecen en ella a partir de la definición microscópica

de las variables relevantes. Sin embargo, aunque formalmente exacta, la ecuación genera-

lizada de Langevin es desafortunadamente dif́ıcil de utilizar como herramienta de cálculo
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por dos razones fundamentales. La primera de ellas es que los diferentes objetos que apa-

recen en esta ecuación incorporan la denominada dinámica proyectada, que difiere de la

dinámica real y que no puede ser calculada a través de simulaciones de Dinámica Mo-

lecular, y tampoco pueden darse expresiones expĺıcitas para la misma. Y la segunda es

que aun cuando la ecuación generalizada de Langevin fuera expĺıcita, se trata de una

ecuación diferencial estocástica con coeficientes estocásticos, cuya integración numérica

es muy compleja. El procedimiento más habitual para sortear estos obstáculos consiste

en suponer que la dinámica proyectada y la dinámica real son equivalentes, y que las

variables relevantes son tales que evolucionan en una escala de tiempo mucho mayor que

la correlación temporal que aparece en el núcleo de memoria. De esta forma la ecuación

generalizada de Langevin se hace Markoviana y por tanto se convierte en una ecuación

diferencial estocástica ordinaria. Sin embargo, no existe una justificación matemática cla-

ra para esta aproximación, y da lugar a problemas como el conocido problema del plateau,

que requiere la introducción de otra aproximación ad hoc en la que se truncan los ĺımites

de integración en las integrales que dan los coeficientes de transporte [89, 90, 91]. Por

esta razón, la ecuación generalizada de Langevin no es fácil de simular en la práctica.

Este hecho es desafortunado considerando el creciente interés que existe en desarrollar

modelos de grano grueso de sistemas moleculares complejos, en los que una macromolécu-

la se describe con un número mucho menor de grados de libertad [3]. Los potenciales de

grano grueso reproducen correctamente las propiedades de equilibrio y las propiedades

estructurales de estos sistemas, puesto que se diseñan con ese objetivo. Sin embargo, las

propiedades dinámicas, como la difusión, o más general, las correlaciones temporales, no

se reproducen necesariamente a través de una simulación de Dinámica Molecular utilizan-

do dichos potenciales de grano grueso. La razón principal por la que esto sucede es que

un procedimiento de grano grueso elimina grados de libertad que debeŕıan aparecer en la

dinámica gruesa en forma de disipación y ruido térmico, ambos conectados a través del

teorema de Fluctuación-Disipación. La construcción de los potenciales de grano grueso es

sólo una parte de la historia del granulado —como se ha reconocido recientemente [31]—.

Por lo tanto creemos que es necesario desarrollar un procedimiento operacional con ga-

rant́ıas que permita transferir información de un nivel de descripción a otro nivel superior.
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En el caṕıtulo 2 se hace una revisión de la teoŕıa de operadores de proyección: veremos

cómo esta teoŕıa permite obtener una ecuación generalizada de Langevin para las varia-

bles relevantes en un determinado nivel de descripción. A continuación, en el caṕıtulo 3,

se estudia el problema de la representación de grano grueso de un sistema unidimensional

de osciladores a través de los centros de masas de blobs constituidos por varias molécu-

las; este estudio se lleva a cabo realizando la aproximación Markoviana estándar. En el

caṕıtulo 4 se presenta un procedimiento operacional que permite calcular expĺıcitamen-

te los diferentes objetos que aparecen en la ecuación generalizada de Langevin para las

variables relevantes, obtenida a través del formalismo de Zwanzig, y que permite además

definir exactamente el comportamiento Markoviano de las variables relevantes. Este pro-

cedimiento es, seguidamente, aplicado al granulado de un sistema molecular complejo en

el caṕıtulo 5. Finalmente, en el caṕıtulo 6 se vuelve a estudiar la red molecular unidimen-

sional, pero ahora se analiza con el procedimiento descrito en el caṕıtulo 4.

La tesis se completa con unas conclusiones generales, donde también se exponen algunas

perspectivas de trabajo futuro en el campo.



Caṕıtulo 2

Aspectos matemáticos de la teoŕıa

de granulado

A fin de facilitar la lectura de los siguientes caṕıtulos mostraremos aqúı de manera concisa

cómo la técnica de operadores de proyección extrae ecuaciones exactas que describen la

evolución de no equilibrio de un conjunto de variables de grano grueso a partir de la

dinámica microscópica. En concreto nos centraremos en las teoŕıas de Zwanzig y Mori.

Un repaso completo de la técnica de operadores de proyección aparece en el libro de Grabert

[92].

2.1. Introducción

La primera pregunta que debemos formular a la hora de hacer un proceso de granulación

en un sistema es qué variables seleccionar. Este es uno de los aspectos más importantes

de la teoŕıa del granulado. El conocimiento previo acerca del comportamiento del siste-

ma, aśı como la intuición, son cruciales a la hora de seleccionar un conjunto adecuado

de variables relevantes. En principio, deben ser variables medibles, aunque puede haber

situaciones en las que deba incluirse otro tipo de variables, que tienen influencia sobre las

variables medibles —en general, veremos que la elección se confirma con posterioridad—.

La técnica de operadores de proyección es una técnica estándar desarrollada para encon-

trar ecuaciones de movimiento cerradas para un conjunto dado de funciones del espacio de

19
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las fases. De manera que a través de esta técnica es posible obtener ecuaciones exactas de

evolución para un conjunto de variables de grano grueso a partir de la ecuación de Liou-

ville. Estas ecuaciones de evolución para las variables mesoscópicas pueden expresarse en

forma de ecuaciones de transporte [93] caracterizadas por un potencial termodinámico y

una matriz de coeficientes de transporte. La parte irreversible de la ecuación de transporte

está relacionada con las correlaciones de los flujos moleculares a través de una fórmula de

Green-Kubo [93],[94], mientras que la parte reversible tiene una estructura de corchete

de Poisson. La técnica de operadores de proyección se desarrolló a través del trabajo de

numerosos autores [95, 96, 97, 98, 99, 100].

A un estado mesoscópico de no-equilibrio, descrito por los valores medios de las varia-

bles de grano grueso, se asigna una densidad de probabilidad relevante ρ(t). Para obtener

leyes macroscópicas manejables es fundamental que la densidad de probabilidad relevan-

te sea una buena aproximación a la colectividad real ρ(t) —solución de la ecuación de

Liouville—, de manera que tanto las variables de grano grueso como la densidad de proba-

bilidad relevante, asociada a sus valores medios, deben elegirse cuidadosamente, teniendo

en cuenta los procesos f́ısicos que queremos describir. La idea de Robertson [99] fue que

la forma expĺıcita de la colectividad relevante deb́ıa obtenerse maximizando el funcional

de entroṕıa,

S(t) = − kB

∫

Γ

dz ρ(t) ln ρ(t), (2.1)

sujeto a la condición de dar correctamente los promedios de las variables de grano grueso.

La colectividad relevante canónica tiene la forma genérica

ρ(t) =
1

Z(t)
exp{−β (H − µσ(t)Aσ)}, (2.2)

donde Aµ representa el conjunto de variables de grano grueso, Z(t) es la normalización,

y donde la suma está impĺıcita en el ı́ndice repetido. La colectividad relevante (2.2) se

obtiene maximizando el funcional de entroṕıa (2.1) sujeto a que ρ(t) reproduzca correcta-

mente los valores medios de la enerǵıa y de las variables de grano grueso. Los valores de los

parámetros µσ(t) se determinan imponiendo que los promedios calculados con la densidad

de probabilidad relevante sean iguales a los calculados con la densidad de probabilidad
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real,

tr [Aνρ(t)] = tr [Aνρ(t)] = aν(t), (2.3)

donde aν(t) son los valores medios de las variables de grano grueso y

tr [. . .] =

∫

Γ

dz . . . , (2.4)

es decir, indicamos la integral sobre el espacio de las fases con la traza. En concreto, la

relación entre los valores de los parámetros µσ(t) y los valores de los promedios aσ(t) es

aσ(t) = kBT
∂ ln Z(t)

∂µσ(t)
. (2.5)

Ahora ya se puede construir el operador de proyección, de acuerdo al conjunto de variables

de grano grueso seleccionado y a la definición de la densidad de probabilidad relevante

P (t)F ≡ tr [ρ(t)F ] + (Aµ − aµ(t))tr

[

∂ρ(t)

∂aµ(t)
F

]

, (2.6)

donde F es una función cualquiera del espacio de las fases. A través del operador de

proyección es posible descomponer el operador de evolución temporal exp{Lt}. Esta

descomposición es la que nos va a permitir derivar las ecuaciones de movimiento para

las variables de grano grueso. No vamos a revisar aqúı cómo se derivan estas ecuaciones,

sino que se revisará en los casos particulares de las teoŕıas de Zwanzig [97] y Mori [96].

La teoŕıa de Mori se obtiene al particularizar la densidad de probabilidad relevante (2.2)

y el operador de proyección (2.6) a estados próximos al equilibrio. La teoŕıa de Zwan-

zig se obtiene al seleccionar como conjunto de variables relevantes las funciones de fase

Ψα = δ(A − α) con ı́ndice continuo α. El promedio de estas funciones con respecto a la

solución ρ(t) de la ecuación de Liouville es por definición la densidad de probabilidad de

que las variables Aµ tomen valores α. La densidad de probabilidad relevante se obtiene al

maximizar la entroṕıa sujeta a dar los valores correctos de Ψα y la enerǵıa.

2.2. Proyector de Zwanzig

En esta sección revisamos la teoŕıa de Zwanzig trabajando directamente con la ecuación

de movimiento de las variables relevantes, en lugar de hacerlo con la ecuación para la fun-

ción densidad de probabilidad de dichas variables [92, 101, 102]. Esto equivale a trabajar
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con la ecuación estocástica en lugar de con la ecuación de Fokker-Planck equivalente.

Nos centraremos en sistemas cuyo estado microscópico esta caracterizado por las posicio-

nes y momentos instantáneos de los N átomos que constituyen el sistema, {qi(t), pi(t)}
con i = 1, . . . , N , denotadas colectivamente por Z(t) = (Z1(t), . . . , Z6N(t)), que es un

vector de 6N componentes. En términos de Z(t), la dinámica Hamiltoniana del sistema

se escribe

dZ(t)

dt
= J

∂H(Z(t))

∂z
Z(0) = z, (2.7)

donde z denota la condición inicial, H es el Hamiltoniano y J es la matriz simpléctica,

J =





0 1

−1 0



 . (2.8)

Supongamos que no estamos interesados en la evolución de Z(t) per se, sino en la evolu-

ción de A(Z(t)), donde A(z) = (A1(z), . . . , AM(z)) es un determinado observable, esto

es, cualquier conjunto de M funciones definidas en el espacio de fases. Para ser más es-

pećıficos, nuestro interés reside en calcular las propiedades estad́ısticas de A(Z(t)) para

t ≥ 0, para un conjunto de condiciones iniciales Z(0) = z, que satisfacen A(z) = α para

un valor fijo de α, y con z distribuido de acuerdo a una densidad de equilibrio ρeq(z),

sujeta a la condición A(z) = α. La propuesta de Zwanzig es un método para escribir una

ecuación integrodiferencial con coeficientes estocásticos, cuyas soluciones para diferentes

realizaciones generan el conjunto A(Z(t)) deseado.

Para ver cómo se deriva esta ecuación, primero haremos expĺıcita la dependencia de

A(Z(t)) de la condición inicial z con la notación A(Z(t)) ≡ a(t, z). Esta función puede

expresarse formalmente como

a(t, z) = exp{tL}A(z), (2.9)

donde el operador exponencial se define a través de su expansión en serie de Taylor y L

es el operador de Liouville

L = −∂H

∂z
J

∂

∂z
. (2.10)

La Ec. (2.9) muestra que a(t, z) verifica la siguiente ecuación

∂ta(t, z) = La(t, z) a(0, z) = A(z). (2.11)
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A continuación introducimos el proyector de Zwanzig Pα, cuya acción sobre una función

cualquiera del espacio de fases F (z) proporciona el valor esperado de equilibrio de F (z)

condicionado a A(z) = α fijo,

PαF =
1

Ω(α)

∫

F (z)ρeq(z)δ(A(z) − α)dz, (2.12)

donde ρeq(z) es la densidad de probabilidad de equilibrio y

Ω(α) =

∫

ρeq(z)δ(A(z) − α)dz. (2.13)

Ω(α) es la distribución de equilibrio de A(z), que podemos interpretar como una medida

de la región del espacio de fases que es compatible con cierto estado mesoscópico A(z) =

α. Si introducimos el proyector Qα = 1 − Pα la Ec. (2.11) se escribe

∂ta(t, z) = exp{tL}PA(z)LA + exp{tL}QA(z)LA. (2.14)

Podemos usar ahora la identidad de Duhamel-Dyson,

exp{tL} = exp{tQA(z)L} +

∫ t

0

ds exp{(t − s)L}PA(z)L exp{sQA(z)L}. (2.15)

Esta identidad puede demostrarse comprobando que los dos miembros tienen igual deriva-

da e igual valor en el tiempo t = 0. El segundo término en el lado derecho de la Ec. (2.14)

se escribe

∂ta(t, z) = exp{tL}PA(z)LA +

∫ t

0

ds exp{(t − s)L}PA(z)LR̃(s, ·) + R̃(t, z), (2.16)

donde se ha definido

R̃(t, z) = exp{tQA(z)L}QA(z)LA = QA(z) exp{tQA(z)L}LA, (2.17)

y se emplea un punto en lugar de una z como segundo argumento de R̃ en PA(z)LR̃(s, ·)
para recalcar que este término depende de z únicamente a través de A(z) —lo mismo es

válido para PA(z)LA pero no para R̃(t, z), que es una función genérica de z—. El segundo
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término en la Ec. (2.16) puede simplificarse por medio de la siguiente identidad

PαLR̃µ(s, ·)

=
1

Ω(α)

∫

dz ρeq(z)δ(A(z) − α)L exp{sQA(z)L}QA(z)LAµ

= − 1

Ω(α)

∫

dz ρeq(z)
[

exp{sQA(z)L}QA(z)LAµ

]

Lδ(A(z) − α)

=
1

Ω(α)

∫

dz ρeq(z)
[

exp{sQA(z)L}QA(z)LAµ

]

[LAν(z)]
∂

∂αν
δ(A(z) − α)

=
1

Ω(α)

∂

∂αν

∫

dz ρeq(z)δ(A(z) − α)
[

exp{sQA(z)L}QA(z)LAµ

]

[LAν(z)]

=
1

Ω(α)

∂

∂αν

(

Ω(α)Pα

(

[exp{sQAL}QALAµ][LAν ]
)

)

= Mµν(α, s)
∂S(α)

∂αν
+ kB

∂Mµν(α, s)

∂αν
, (2.18)

donde los ı́ndices µ, ν = 1, . . . , M denotan las componentes de A y α, y se utiliza la

notación de Einstein sobre ı́ndices repetidos. Aqúı, y en lo que sigue, los operadores que

se encuentran dentro de los paréntesis [ · ] sólo actúan sobre los términos que se encuentran

a su derecha. La función entroṕıa se define como

S(α) = kB ln Ω(α), (2.19)

y las componentes de la matriz de memoria M(α, t) = MT (α,−t) se escriben como

promedios restringidos

Mµν(α, t) =
1

kB
Pα

(

[LAν ][exp{tQAL}QALAµ]
)

=
1

kB
Pα

(

R̃µ(t, ·)R̃ν(0, ·)
)

. (2.20)
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Introduciendo la Ec. (2.18) en Ec. (2.16), y usando la propiedad por la que cualquier

función f(A(z)) cumple que exp{Lt}f(A(z)) = f(a(t, z)), en concreto

exp{tL}PA(z)LA(z) = Pa(t,z)LA(z),

exp{(t − s)L}M(A(z), s)
∂S(A(z))

∂α
= M(a(t − s, z), s)

∂S(a(t − s, z))

∂α
,

exp{(t − s)L}kB
∂M(A(z), s)

∂α
= kB

∂M(a(t − s, z), s)

∂α
,

se llega a la siguiente ecuación para a(t, z)

∂ta(t, z) = v(a(t, z)) +

∫ t

0

ds M(a(t − s, z), s)
∂S

∂α
(a(t − s, z))

+ kB

∫ t

0

ds
∂M

∂α
(a(t − s, z), s) + R̃(t, z), (2.21)

donde v(α) es un promedio restringido

v(α) = PαLA. (2.22)

La Ec. (2.21) es formalmente una nueva versión exacta de la Ec. (2.11). Puede que no quede

claro de manera inmediata qué hemos ganado reescribiendo de este modo la Ec. (2.11),

sin embargo, ha de recordarse que no estamos interesados en resolver esta ecuación para

una condición inicial determinada a(0, z) = A(z), sino más bien para un conjunto de

condiciones iniciales z, que satisfacen a(0, z) = A(z) = α(0) para un α(0) fijo, y con z

distribuida de acuerdo a la densidad de equilibrio ρeq(z) condicionada a A(z) = α(0). En

este caso, R̃(t, z), que es el único término en la Ec. (2.21) que no es función de a(s, z) para

0 ≤ s ≤ t, puede interpretarse como un término de ruido cuyas propiedades estad́ısticas

deben estar de acuerdo con (2.20). Con esto en mente, podemos introducir la notación

abreviada a(t, z) = α(t), y rescribir la Ec. (2.21) como una ecuación integrodiferencial

con un término estocástico, que habitualmente se denomina ecuación generalizada de
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Langevin (GLE):

dα(t)

dt
= v(α(t)) +

∫ t

0

ds M(α(t − s), s)
∂S

∂α
(α(t − s))

+ kB

∫ t

0

ds
∂M

∂α
(α(t − s), s) + R(t), (2.23)

donde R(t) se interpreta ahora como un proceso aleatorio de valor medio cero y cuyas

propiedades estad́ısticas están especificadas por la Ec. (2.17), en la que z es una variable

aleatoria distribuida según la densidad de equilibrio ρeq(z) condicionada a A(z) = α(0).

Resolviendo la Ec. (2.23) con la condición inicial α(0) para diferentes realizaciones de

R(t) es posible generar la estad́ıstica exacta de A(Z(t)) para t ≥ 0 a lo largo de un

conjunto de trayectorias compatibles con A(Z(0)) = α(0).

2.3. Proyector de Mori

La teoŕıa de Mori es menos general que la teoŕıa de Zwanzig. Ésta se puede entender como

una linearización de la teoŕıa de Zwanzig. A través de la teoŕıa de Mori es posible única-

mente estudiar sistemas cuyo estado se encuentre próximo al equilibrio y que presenten

pequeñas fluctuaciones respecto a dicho estado de equilibrio.

Supongamos que el estado inicial de no-equilibrio de nuestro sistema está próximo al

equilibrio, de tal manera que los parámetros µσ(t) sean pequeños para todo t ≥ 0 y nos

permitan desarrollar la densidad de probabilidad relevante en la Ec. (2.2) como sigue

ρ(t) = ρeq [1 + βµσ(t)Aσ] . (2.24)
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Asimismo el proyector (2.6) puede evaluarse para los promedios de equilibrio de las va-

riables de grano grueso, âµ

PG = tr[ρeqG] + (Aµ − âµ) tr

[

∂ρ(t)

∂âµ
G

]

= tr[ρeqG] + (Aµ − âµ) tr

[

∂µσ(t)

∂âµ

∂ρ(t)

∂µσ(t)
G

]

= tr[ρeqG] +
1

β
δAµ (δAµ, δAσ)−1 tr

[

∂ρ(t)

∂µσ(t)
G

]

= tr[ρeqG] + δAµ (δAµ, δAσ)−1 (δAσ, G) (2.25)

donde δAµ = Aµ − âµ, G es una función arbitraria del espacio de fases y (δAν , G) es el

producto escalar de Mori de δAν por G. En general, para dos funciones cualesquiera del

espacio de fases, φ, ϕ, se define el producto escalar de Mori de φ por ϕ como sigue

(φ, ϕ) = tr [ρeqφ ϕ] =

∫

dz ρeq(z)φ(z)ϕ(z), (2.26)

donde ρeq(z) es la colectividad canónica de equilibrio. Supongamos que las variables de

grano grueso se escogen de tal manera que sus valores medios de equilibrio sean nulos,

pues tal elección no conlleva la perdida de generalidad. El operador de proyección (2.25)

se escribe entonces

PG = Aµ(Aµ, Aν)
−1(Aν , G) + tr [ρeqG] . (2.27)

Nótese que el operador P es idempotente, y respecto al producto escalar definido en (2.26)

es simétrico, es decir, (φ, Pϕ) = (Pφ, ϕ); al contrario que el operador de Liouville, L, que

es antisimétrico, esto es, (φ, Lϕ) = − (Lφ, ϕ). Aplicando la identidad de Duhamel-Dyson

a Ȧµ(t) = exp{Lt}LAµ y usando la forma (2.27) del operador de proyección, se obtiene

una ecuación exacta de evolución para Aµ(t)

Ȧµ(t) = ΩµνAν(t) −
∫ t

0

du Kµν(t − u)Aν(u) + F̃µ(t), (2.28)
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donde el término reversible, Ω, el núcleo de memoria, K, y la fuerza estocástica, F , son

respectivamente

Ωµν = (Aν , Aσ)−1(Aσ, LAµ)

Kµν(t) = (Aν , Aσ)−1(F̃σ(0), F̃µ(t))

F̃µ(t) = Q exp{LQt}LAµ. (2.29)

El operador Q = 1 − P es el proyector complementario del proyector (2.27). Nótese que

la fuerza estocástica verifica las siguientes propiedades

〈F̃µ(t)〉 = 0

〈F̃σ(0)F̃µ(t)〉 = Kµν(t)(Aν , Aσ)

〈AσF̃µ(t)〉 = 0, (2.30)

donde 〈. . .〉 designa un promedio de equilibrio.

2.4. Discusión

Los procesos microscópicos tienen propiedades formales simples: la dinámica es reversible y

está completamente determinada por un Hamiltoniano y por una densidad de probabilidad

inicial, a partir de la que se pueden, en principio, calcular todas las propiedades del siste-

ma. Debido a la estructura común que poseen los procesos a nivel microscópico, las leyes

de evolución mesoscópicas de los sistemas de no equilibrio poseen rasgos comunes, uno de

los más destacados es el hecho de que las ecuaciones de evolución mesoscópicas pueden

expresarse en forma de ecuaciones generalizadas de transporte. La teoŕıa de operadores

de proyección es una herramienta muy poderosa para la obtención de ecuaciones de movi-

miento formalmente cerradas en el nivel mesoscópico a partir de la dinámica microscópica

del sistema.

En esta sección hemos revisado cómo se obtienen las ecuaciones de movimiento para un

conjunto cualquiera de variables mesoscópicas a partir de los proyectores de Mori y Zwan-

zig. El operador de Zwanzig da lugar a ecuaciones de movimiento que se caracterizan por

presentar un potencial termodinámico que es una función no lineal de las variables de
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estado y por dar lugar a leyes de transporte que son no lineales. Por otra parte, el pro-

yector de Mori da lugar a ecuaciones de movimiento lineales que predicen, por tanto, un

decaimiento exponencial hacia el estado de equilibrio. La teoŕıa de Mori puede entenderse

como una aproximación de la teoŕıa de Zwanzig cuando nos encontramos cerca del equi-

librio y la distribución de probabilidad de las variables mesoscópicas es una función muy

picada alrededor de los valores medios.

Nótese que las ecuaciones que hemos obtenido en este caṕıtulo son exactas y tienen me-

moria, es decir, el estado presente del sistema depende de estados anteriores a través de

una integral temporal. En los siguientes caṕıtulos estudiaremos cuándo y cómo se puede

eliminar la memoria de estas ecuaciones.
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Caṕıtulo 3

Descripción de grano grueso de una

cadena atómica unidimensional.

En este caṕıtulo abordamos la descripción de grano grueso de una cadena unidimensional

de osciladores. Nuestra intención es formalizar la idea de granulado en el sistema más

simple posible, y dilucidar sobre algunos aspectos controvertidos, tales como la validez de

la aproximación Markoviana [103, 104, 105, 106].

3.1. Introducción

Una cadena armónica puede considerarse como el modelo más simple de cadena polimérica

—los resortes describiŕıan las fuerzas entrópicas que actúan en los segmentos sustituidos de

la cadena polimérica—. Este modelo permite investigar la dinámica de la configuración de

una cadena polimérica obviando las dificultades numéricas asociadas con las restricciones

en las longitudes y ángulos de enlace existentes en los modelos más detallados. Las cadenas

de esferas y muelles permiten capturar algunas de las caracteŕısticas esenciales de las

moléculas reales de poĺımero, como la orientación, la extensión y el espectro de relajación

de los grados de libertad internos de las moléculas [107, 108, 109]. La idea de efectuar un

procedimiento de grano grueso sobre este sistema, en una dimensión, fue originalmente

planteada en la Ref. [103]. El proceso de granulación que se propońıa en este trabajo

consist́ıa en agrupar los átomos de la cadena original en blobs de un tamaño determinado;

31
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Figura 3.1: Proceso de granulación, denominado en inglés coarse-graining, mediante el cual los

átomos de la cadena original se agrupan en blobs de un tamaño determinado. Cada uno de estos

blobs es lo que denominamos part́ıcula de grano grueso.

se obteńıa aśı una cadena de un número de part́ıculas mucho menor que el número de

átomos inicial, tal y como se muestra en la Fig. 3.1. El estado del sistema, en el nivel

de descripción mesoscópico, estaba caracterizado por la posición Xµ y el momento Pµ

del centro de masas de cada una de las part́ıculas de grano grueso, que se indican con la

letra griega µ. A través de la teoŕıa de Mori de operadores de proyección se obteńıan las

siguientes ecuaciones exactas de evolución para las variables de grano grueso

Ẋµ(t) =
1

nm
Pµ(t),

Ṗµ(t) = −kBT (Xµ, Xν)
−1Xν(t) −

1

nmkBT

∫ t

0

du C̃µν(t − u)Pν(u) + F̃µ(t). (3.1)

En las que vemos aparece una fuerza estocástica, F̃µ(t) = Q exp{LQt}LPµ —que de-

nominamos también fuerza proyectada—, que da cuenta de los grados de libertad que

han sido eliminados de la descripción. Un núcleo de memoria, C̃(t), representado por la

correlación de las fuerzas proyectadas, C̃µν(t) = 〈F̃νF̃µ(t)〉; y un término reversible, en el

que aparece la inversa de la matriz (Xµ, Xν). Las ecuaciones dinámicas (3.1) son ecua-

ciones integrodiferenciales en las que la correlación de las fuerzas proyectadas encarna el

núcleo de memoria. Bajo la aproximación Markoviana estas ecuaciones se transforman en

ecuaciones diferenciales estocásticas que recuerdan a las ecuaciones que se obtienen en la

Dinámica de Part́ıculas Disipativas (DPD). En concreto, en [103] se considera que la des-

cripción del sistema en este nivel de descripción es Markoviana, y que el comportamiento

del sistema puede modelarse a través de las ecuaciones de la Dinámica de Part́ıculas Di-

sipativas, cuando lo que interesa son fenómenos que ocurren a escala mesoscópica. Sin

embargo, otros autores [104, 105, 110] sugieren que la aproximación Markoviana que se
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hace en los modelos de part́ıculas basados en las técnicas de granulación, tales como la

DPD, no es apropiada en los sistemas en los que el sonido juega un papel importante. Esto

es bastante alarmante, pues implicaŕıa que la DPD —un modelo Markoviano— no puede

aplicarse a la simulación de sólidos elásticos, y, quizás, incluso a fluidos. A fin de obtener

cierta comprensión de esta desconcertante situación, hemos estudiado las propiedades de

Markovianidad de dos sistemas atómicos unidimensionales, una cadena armónica y una

cadena de átomos de Lennard-Jones, cuando las variables de grano grueso escogidas son

las variables de centro de masas —posición y momento— de blobs.

3.2. La aproximación Markoviana en la teoŕıa de Mori

En esta sección discutimos los efectos de Markovianidad en el marco general de la teoŕıa

de operadores de proyección de Mori, enfatizando dos aspectos:

1. Dado que se trata de una teoŕıa lineal, el comportamiento Markoviano está estric-

tamente relacionado con una evolución exponencial —posiblemente compleja— de

las variables de grano grueso.

2. La aproximación habitual de reemplazar las fuerzas proyectadas, Q exp{LQt}LAµ,

por las fuerzas reales generalizadas, exp{Lt}LAµ, —donde Aµ representa el conjun-

to de variables de grano grueso— en las fórmulas de Green-Kubo está estrictamente

justificada sólo cuando el comportamiento es Markoviano —es decir, el decaimiento

de las variables relevantes es exponencial—, y la señal 〈LAµLAν(t)〉 posee una com-

ponente que decae rápidamente —en una escala t́ıpica de tiempo pequeña— más

una componente que evoluciona lentamente —en la escala de tiempo mesoscópica—.

Mientras que el primero de estos puntos es bien conocido, el segundo, sin embargo, parece

no ser lo suficientemente reconocido en la literatura y es de relevancia en la discusión que

sigue. Veamos más en detalle estos puntos.

A través de la teoŕıa de Mori de operadores de proyección, plasmada en las Ecs. (2.28),

(2.29) y (2.30), se puede obtener la siguiente ecuación lineal exacta para la matriz de
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correlaciones, Aµν(t) = 〈AµAν(t)〉, de las variables de grano grueso Aµ

Ȧ(t) = ΩA(t) −
∫ t

0

K(t − u)A(u) du, (3.2)

donde Ω = A−1(0)Ȧ(0) y K(t) = A−1(0)C̃(t), con C̃µν(t) = 〈F̃ µ(0)F̃ ν(t)〉. La fuerza

proyectada F̃ µ(t) = Q exp{LQt}LAµ satisface las propiedades (2.30). Si la escala temporal

de decaimiento del núcleo de memoria es mucho menor que la escala t́ıpica de evolución de

las variables de grano grueso, estamos autorizados a aproximar el núcleo de memoria por

K(t) = k δ(t), donde la matriz de coeficientes de transporte, k, se expresa en términos

de una fórmula de Green-Kubo,

k = A−1(0)

∫ ∞

0

C̃(t) dt. (3.3)

Si esta separación de escalas existe, entonces la ecuación integrodiferencial (3.2) se con-

vierte en una ecuación diferencial ordinaria,

Ȧ(t) = (Ω − k)A(t) t > τ, (3.4)

que predice un decaimiento exponencial de las correlaciones de las variables de grano grue-

so, A(t) = exp{(Ω−k)t}A(0), para tiempos mayores que un tiempo caracteŕıstico τ , que

es grande comparado con la escala de tiempo del núcleo de memoria, y pequeño compara-

do con la escala de tiempo mesoscópica. El decaimiento exponencial es una caracteŕıstica

esencial de la teoŕıa lineal de Mori.

Si la dinámica es Markoviana, es decir, la matriz de correlaciones de las variables de

grano grueso decae exponencialmente, y la matriz de correlaciones de las fuerzas reales

generalizadas Cµν(t) = 〈LAµLAν(t)〉 presenta un rápido decaimiento inicial más términos

que evolucionan en la escala mesoscópica, entonces es posible calcular el coeficiente de

transporte k a través de la expresión de Kirkwood [111]:

k = A−1(0)

∫ τ

0

C(t) dt, (3.5)

donde, al contrario que en la Ec. (3.3), aparecen las fuerzas reales generalizadas, F µ =

LAµ, y el ĺımite superior de integración no se extiende hasta infinito, sino que está dado

por un tiempo finito, τ , que es grande comparado con la escala de tiempo del núcleo de



3. Descripción de grano grueso de una cadena atómica unidimensional. 35

memoria, y pequeño comparado con la escala de tiempo mesoscópica [92, 112]. Este lema

puede probarse como sigue. La matriz de correlaciones de las fuerzas reales generalizadas,

C(t), se define como

Cµν = 〈LAµLAν(t)〉 = − Äµν(t), (3.6)

y puede obtenerse a través de una simulación de Dinámica Molecular, al contrario que la

matriz de correlaciones de las fuerzas proyectadas, C̃(t). Ambas matrices pueden relacio-

narse a través de la siguiente ecuación

C(t) = C̃(t) − ΩȦ(t) +

∫ t

0

K(t − u)Ȧ(u) du, (3.7)

que no es más que el resultado de derivar la Ec. (3.2). Nótese que C(t) y C̃(t) difieren en

los dos últimos términos que aparecen en el lado derecho de la Ec. (3.7). Estos términos

fueron despreciados erróneamente en la Ref. [106] (véase la Ref. [110]).

Supongamos que el rápido decaimiento inicial de la matriz C(t) puede modelarse a través

de una función delta de Dirac. Obviamente, C(t) debe tener otra contribución por dos

razones: primero, es necesario que se verifique

∫ ∞

0

C(t) dt = 0 (3.8)

(véanse las Refs. [90, 89]), y segundo, la Ec. (3.6) implica que la escala de evolución

de la matriz de correlaciones de las fuerzas reales generalizadas coincide con la escala de

evolución de la matriz de correlaciones de las variables de grano grueso. Podemos modelar

C(t) suponiendo que la matriz de correlaciones de las variables relevantes, A(t), tiene la

siguiente estructura

A(t) = a(t)θ(t) + a(−t)θ(−t) (3.9)

donde a(t) es una función matricial con la propiedad ȧ(0) 6= 0 y θ(t) es la función

paso de Heaviside. Nótese que con esta modelización estamos suponiendo que A(t) tiene

una cúspide en el origen. De la Ec. (3.6) la matriz de correlaciones de las fuerzas reales

generalizadas se obtiene a partir de la segunda derivada de A(t),

C(t) = − 2ȧ(0)δ(t) − (ä(t)θ(t) + ä(−t)θ(−t)) . (3.10)

De manera que C(t) tiene dos contribuciones, una primera contribución que es singu-
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Figura 3.2: Muestra, de izquierda a derecha, el comportamiento Markoviano de A(t), − Ȧ(t)

y − Ä(t). Se trata tan sólo de un esquema, puesto que lo que se representa como una función

exponencial, en realidad, es una función matricial exponencial compleja. Se ha señalado el tiempo

τ , que es ĺımite superior de la integral en la expresión de Kirkwood (véase la Ec.(3.31)).

lar en el origen, y una segunda contribución que evoluciona en la escala temporal de las

variables de grano grueso. Esta claro que en realidad A(t) nunca tendrá una cúspide

y, en consecuencia, C(t) nunca tendrá una función delta de Dirac; sino más bien A(t)

tendrá una diminuta cúspide redondeada en el origen y, por consiguiente, C(t) presen-

tará un decaimiento sumamente picado a tiempos cortos. Sin embargo, esta modelización

singular sirve para nuestros propósitos. En la Fig. (3.2) se representa un esquema que

muestra el comportamiento Markoviano de las magnitudes A(t), − Ȧ(t) y − Ä(t). Hemos

de recalcar que lo que se muestra en esta figura es sólo un esquema, puesto que A(t) y, en

consecuencia, − Ȧ(t) y − Ä(t) son funciones matriciales más complicadas que la función

exponencial ordinaria f(t) = f(0) exp{−bt} representada en la figura.

Si C(t) posee una contribución dada por una función delta de Dirac, de la Ec. (3.7) se

sigue que C̃(t) tiene la estructura siguiente

C̃(t) = − 2ȧ(0)δ(t) − δC̃(t), (3.11)

donde δC̃(t) es una contribución no singular a la correlación de las fuerzas proyectadas,

que es de esperar evolucione en una escala temporal comparable a la escala temporal

mesoscópica. La sustitución de la Ec. (3.11) en la Ec. (3.7) nos lleva a que la contribución

δC̃(t) cumple la siguiente ecuación

ä(t) − (Ω − k) ȧ(t) = δC̃(t) + A−1(0)

∫ t

0

du δC̃(t − u) ȧ(u). (3.12)
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Nótese que si el comportamiento de las variables de grano grueso es Markoviano, entonces

a(t) obedece la Ec. (3.4) y decae exponencialmente. Como consecuencia, la Ec. (3.12)

predice que δC̃(t) = 0.

Lo que acabamos de ver en las Ecs. (3.4), (3.11) y (3.12) nos permite afirmar que en el

ĺımite Markoviano C̃(t) = −2ȧ(0)δ(t). Cualquier contribución de memoria a la matriz de

las fuerzas proyectadas es consecuentemente eliminada, aun cuando esta contribución este

presente en la matriz de correlaciones de las fuerzas reales generalizadas, C(t). Aceptado

que C̃(t) = −2ȧ(0)δ(t), la relación de Green-Kubo en la Ec. (3.3) puede calcularse a

través de la Ec. (3.31).

Ahora ya estamos en disposición de discutir la validez de la aproximación Markoviana en

el problema de una cadena unidimensional de átomos interactuantes.

3.3. La cadena armónica unidimensional

En esta sección consideramos el problema de una red de osciladores armónicos, estudiando

la dinámica microscópica y mesoscópica de un conjunto de N átomos clásicos de masa m

unidos mediante muelles de constante elástica k, en una dimensión. El nivel microscópico

tiene como variables relevantes las desviaciones respecto a las posiciones de equilibrio de

los átomos en la red y los momentos de todos los átomos. El Hamiltoniano del sistema es

H =
ppT

2m
+

k

2
xT Ax. (3.13)

El vector x tiene como componente i-ésima la desviación respecto a la posición de equi-

librio xi = ia del átomo i-ésimo (a es la constante de red), y el vector p tiene como

componentes los momentos pi de cada uno de los átomos de la red. Suponemos que el

sistema está confinado entre dos paredes y que la interacción entre un átomo y la pared

es de la misma naturaleza que las interacciones entre los átomos de la red, de tal manera

que la matriz A en la Ec. (3.13) es la matriz de Rouse

Aij = 2δij − (δi,j+1 + δi,j−1). (3.14)
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La dinámica microscópica del sistema está dada por las ecuaciones de Hamilton

ẋi =
pi

m
,

ṗi = − kAijxj , (3.15)

y es resoluble anaĺıticamente. Para nuestros propósitos, la dinámica microscópica está com-

pletamente especificada por la correlación de las variables microscópicas. Por ejemplo, a

través de

〈ppT (t)〉 = ΛB(t)ΛT ,

〈xxT (t)〉 = ΛD(t)ΛT , (3.16)

donde la matriz ortonormal Λ diagonaliza la matriz de Rouse A, esto es, ΛAΛT = D. La

forma concreta de Λ es [113]

Λij =

√

2

N + 1
sin

[

πij

N + 1

]

. (3.17)

Las matrices B(t) y D(t) son ambas diagonales

Bij(t) = mkBT cos ωitδij ,

Dij(t) =
kBT

k
a−1

i cos ωitδij, (3.18)

donde ai son los autovalores de la matriz de Rouse

ai = 4 sin2

[

πi

2(N + 1)

]

, (3.19)

y ωi = ω0
√

ai es la frecuencia del modo i-ésimo —ω0 =
√

k/m es la frecuencia propia de

los osciladores—.

En el nivel mesoscópico, la cadena se describe a través de part́ıculas de grano grueso cada

una de las cuales contiene n átomos (véase la Fig.3.1). Las variables de grano grueso son

funciones del estado microscópico del sistema, esto es,

Xµ =
1

n

∑

iµ∈ℜµ

xiµ ,

Pµ =
∑

iµ∈ℜµ

piµ, (3.20)
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donde ℜµ es el conjunto formado por los ı́ndices de los átomos que constituyen la part́ıcula

µ, xiµ y piµ son la coordenada y el momento de un determinado átomo dentro de la

part́ıcula µ respectivamente. Construiremos un número N ′ = N
n

de part́ıculas de grano

grueso de tamaño n.

La fuerza que actúa sobre la part́ıcula de grano grueso µ se debe únicamente a los muelles

que conectan dicha part́ıcula con sus primeros vecinos, esto es,

Fµ = LPµ = k (−lµ + rµ), (3.21)

donde lµ es la elongación del muelle que se encuentra a la izquierda del part́ıcula µ y rµ

es la elongación del muelle que se encuentra a su derecha,

lµ = xiµ − xjµ−1
,

rµ = xiµ+1
− xjµ

. (3.22)

Los ı́ndices iµ,iµ+1 designan a los átomos localizados en el extremo izquierdo de la part́ıcula

µ y µ+1 respectivamente, mientras que los ı́ndices jµ,jµ−1 designan a los átomos localiza-

dos en el extremo derecho de la part́ıcula µ y µ−1 respectivamente. La fuerza proyectada

se escribe, en términos de la fuerza real, como

F̃µ(t) = k Q exp{LQt} [−lµ + rµ] = k [−δlµ(t) + δrµ(t)] (3.23)

donde δlµ(t) ≡ Q exp{QLt}δlµ y δlµ = Qlµ = lµ − (lµ, Xσ) (Xσ, Xν)
−1 Xν . La matriz

de correlación de las fuerzas proyectadas se escribe

C̃µν(t) = k2〈δlνδlµ(t)〉 − k2〈δlνδrµ(t)〉 − k2〈δrνδlµ(t)〉 + k2〈δrνδrµ(t)〉. (3.24)

Consideremos, por ejemplo, el primer término de la Ec. (3.24)

〈δlνδlµ(t)〉 = 〈δlνQ exp{LQt}δlµ〉. (3.25)
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Figura 3.3: La imagen superior muestra el comportamiento de la autocorrelación de las fuerzas

reales Cµµ(t) con µ = N/2n, es decir, sobre la part́ıcula de grano grueso que se encuentra en el

centro de la cadena. En la imagen central se muestra la versión suavizada de la autocorrelación de

las fuerzas, representada más arriba, en cuya estructura se aprecian dos picos correspondientes

a las ondas de sonido. La imagen inferior muestra el comportamiento de la autocorrelación de

los momentos para la misma part́ıcula de grano grueso que las curvas anteriores. Se observa que

el momento decae linealmente en lugar de hacerlo exponencialmente, lo cual es un reflejo de la

no Markovianidad de la descripción de grano grueso de la cadena armónica. Los picos que se

observan en la versión suavizada de la autocorrelación de las fuerzas son consecuencia de los

picos que aparecen en la autocorrelación de momentos, de acuerdo con la relación (3.6) (véase

la sección 3.2).
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Figura 3.4: La imagen superior muestra el comportamiento de la correlación de las fuerzas

reales entre part́ıculas vecinas Cµµ±1(t) con µ = N/2n. En la imagen central se muestra la versión

suavizada de la correlación de las fuerzas, representada más arriba, en cuya estructura se aprecian

tres picos correspondientes a la propagación de las ondas de sonido. La imagen inferior muestra

el comportamiento de la correlación de los momentos para las mismas part́ıculas de grano grueso

que las curvas anteriores. Se observa aqúı también que el momento decae linealmente en lugar

de hacerlo exponencialmente. Los picos que se observan en la versión suavizada de la correlación

de las fuerzas son consecuencia de los picos que aparecen en la correlación de momentos, de

acuerdo con la relación (3.6) (véase la sección 3.2).
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No resulta sencillo dar una expresión anaĺıtica al núcleo de memoria, debido principalmen-

te a la presencia del operador de evolución temporal de la dinámica proyectada, exp{LQt}.
La dinámica proyectada es, en general, diferente a la dinámica ordinaria del sistema, lo que

imposibilita la obtención del núcleo de memoria a partir de una simulación de Dinámica

Molecular.

En el caso del sistema ideal que nos ocupa, la matriz de correlación de las fuerzas reales

Cνµ(t) puede calcularse expĺıcitamente. De acuerdo con las ecuaciones (3.16)-(3.19) la

matriz de correlaciones de las fuerzas reales es

Cνµ(t) =
[[

Λiνi − Λ(iν−1)i

]

−
[

Λiν+1i − Λ(iν+1−1)i

]]

k2Dij(t)

×
[[

Λjiµ − Λj(iµ−1)

]

−
[

Λjiµ+1
− Λj(iµ+1−1)

]]

. (3.26)

Hemos evaluado numéricamente la función de correlación Cµν(t) a partir de la Ec. (3.26)

para una cadena compuesta por 105 átomos y 103 part́ıculas de grano grueso de tamaño

n = 100. La temperatura del sistema es 6 × 10−6 en unidades reducidas, las cuales se

obtuvieron al seleccionar a, ω−1
0 y mω2a2 como unidades fundamentales de longitud,

tiempo y enerǵıa, respectivamente. El comportamiento de la autocorrelación de las fuerzas

reales sobre la part́ıcula de grano grueso que se encuentra en el centro de la cadena (es

decir, Cµµ(t) con µ = N/2n ) se muestra en la imagen superior de la Fig. 3.3. Se observa

un comportamiento oscilatorio bastante periódico hasta un tiempo t = 100, a partir del

cual cambia el patrón de las oscilaciones. Para captar la estructura relevante de la matriz

de correlaciones de las fuerzas reales suavizamos esta función a través del producto de

convolución (Cµν(t))∆ = Cµν(t) ∗ h(t) , donde h(t) = 2
∆

(

1 − 2|t|
∆

)

θ
(

1 − 2|t|
∆

)

y θ(t) es la

función paso de Heaviside. De esta forma es posible estudiar su comportamiento a una

escala de tiempo mayor, ya que la versión suavizada de la matriz de correlaciones de las

fuerzas reales contiene los detalles de ésta a una escala de tiempo que comprende varias

oscilaciones caracteŕısticas. En la imagen central de la Fig. 3.3 se refleja la evolución

temporal de la versión suavizada de la autocorrelación de las fuerzas reales para un valor

del suavizado ∆ = 3(2π
ω0

). En su estructura se aprecian claramente dos picos pronunciados

para los tiempos t = 0 y t = 100. Nótese que el segundo pico aparece para un tiempo

que coincide con el tiempo que tarda el sonido en recorrer la longitud del blob. El origen
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de estos picos es claro. La fuerza total sobre un blob se expresa como la fuerza que hacen

los muelles situados en ambos extremos del blob (véase la Ec. (3.21)). Por lo tanto, la

autocorrelación tendrá dos tipos de contribuciones

Cνµ(t) = k2〈lνlµ(t)〉 + k2〈rνrµ(t)〉 − k2〈lνrµ(t)〉 − k2〈rνlµ(t)〉

= 2k2〈rµrµ(t)〉 − 2k2〈lµrµ(t)〉. (3.27)

El primer pico, en la gráfica central de la Fig. 3.3, se debe a la autocorrelación de la

elongación del muelle a la derecha (o izquierda) del blob µ, mientras que el segundo,

negativo, surge a causa de la contribución de los muelles que se encuentran en ambos

extremos del blob. Por último, en la gráfica inferior de la Fig. 3.3, mostramos la evolución

temporal de la función de autocorrelación de los momentos. Observamos que esta función

posee una estructura lineal, y decae a cero en un tiempo igual al que tarda el sonido en

recorrer la longitud de un blob. Luego, su comportamiento es no Markoviano, admitido

que el comportamiento Markoviano está ligado a un decaimiento exponencial de la matriz

de correlaciones de las variables de grano grueso.

Se obtienen resultados similares para la función de correlación cruzada de las fuerzas

reales sobre blobs vecinos. En la Fig. 3.4 representamos las mismas magnitudes que en la

Fig. 3.3, salvo que ahora se refieren a las correlaciones cruzadas entre blobs vecinos, en

lugar de hacerlo a la correlación de un único blob. Observamos que la versión suavizada

de la correlación cruzada posee tres picos pronunciados, que se corresponden con las tres

posibles correlaciones entre los tres muelles localizados en los extremos de cada uno de

los dos blobs. El segundo de estos picos aparece para un tiempo que, de nuevo, coincide

con el tiempo que tarda el sonido en recorrer la longitud de uno cualquiera de los blobs ;

mientras que el tercero ocurre para un tiempo que coincide con el tiempo empleado por

el sonido en recorrer los dos blobs que se correlacionan. Este último pico se debe a la

correlación del muelle situado en el extremo izquierdo del primer blob con el muelle del

extremo derecho del segundo blob.

Estos resultados para las fuerzas reales sugieren que la razón fundamental del carácter

no Markoviano del modelo de grano grueso propuesto se encuentra en el hecho de que

el sonido se propaga a lo largo de la cadena sin apenas disipación, transmitiendo, de
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manera muy eficiente, la información acerca del estado de un muelle a otro cualquiera de

la cadena, aun cuando estos se encuentren alejados grandes distancias.

3.4. La cadena anarmónica unidimensional

Lo que se observa en el caso de la cadena armónica es que las variables relevantes e irrele-

vantes evolucionan en escalas de tiempo similares. En términos generales, podemos decir

que estas variables evolucionan en las escalas de tiempo de los modos más lentos. Se nos

ocurrió entonces, que tal vez fuera la persistencia de estructuras dinámicas confinadas

en regiones del espacio de fases lo que indućıa efectos de memoria en el nivel mesoscópi-

co, por lo que un sistema no lineal, aun cuando fuera unidimensional, con un estado de

equilibrio bien definido —un sistema ergódico— no presentaŕıa estas estructuras; y por

consiguiente, la matriz de momentos decaeŕıa exponencialmente.

En esta sección exploramos cómo afecta a la aproximación Markoviana que los átomos

interactúen a través de un potencial no lineal. Consideramos una cadena unidimensional

compuesta por N átomos de igual masa m, confinados entre dos paredes fijas, que in-

teractúan a través de un potencial de Lennard-Jones de alcance rc = 2,5σ. Las unidades

fundamentales de longitud, tiempo y enerǵıa escogidas son σ, (mσ2ǫ−1)1/2 y ǫ, respecti-

vamente, siendo ésta la elección estándar para este potencial. Nótese que estas unidades

difieren de las escogidas en la sección anterior. Suponemos que la densidad del sistema es

0,89 en unidades reducidas, de tal manera que los átomos se encuentran separados una

distancia t́ıpica σ. Además para este valor de la densidad, la interacción entre los átomos

de la red se produce hasta segundos vecinos. Para temperaturas suficientemente bajas, el

sistema presenta, a escala microscópica, una estructura análoga a la de un cristal unidi-

mensional. A medida que la temperatura aumenta, la estructura cristalina se desdibuja,

tal y como se desprende de la función de distribución de pares mostrada en la Fig. 3.5.

El modelo de grano grueso propuesto para este sistema coincide con el propuesto para el

caso de la cadena armónica (véanse las Ecs. (3.20)). Nótese que el potencial de Lennard-

Jones unidimensional nos asegura que en todo momento los átomos están ordenados. En

caso de trabajar con dimensiones espaciales mayores, la estrategia de granulación es más
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Figura 3.5: Función de distribución de pares para el potencial de Lennard-Jones. El panel

superior de la figura muestra los resultados para una temperatura del sistema igual a 6 × 10−6;

mientras que el panel inferior muestra los resultados para una temperatura igual a 0,6 —en

unidades reducidas—.

sutil. Por ejemplo, en la Ref. [114] se realiza una descripción de grano grueso de un fluido

simple en dos dimensiones basada en part́ıculas mesoscópicas a través de la teselación de

Voronoi : la idea —que podŕıa aplicarse al caso de una red de osciladores en dos y tres

dimensiones— consiste en distribuir aleatoriamente un determinado número de puntos,

que se identifican con los centros de masas de las part́ıculas. Posteriormente, se asocia

a cada uno de estos centros el conjunto de aquellos átomos que están en su vecindad a

través de la teselación de Voronoi. De esta forma, el espacio se divide en celdas irregulares

que no solapan y cubren el espacio completamente.

Nótese además que las ecuaciones dinámicas (3.1) determinan correctamente la evolución

de las variables de grano grueso, aun cuando la dinámica microscópica que gobierna la

cadena de átomos de Lennard-Jones difiere de la dinámica de la cadena armónica. Se ha

comprobado que a temperaturas muy bajas, el sistema se comporta como una cadena

armónica, y las correlaciones de las fuerzas reales, y las correlaciones de los momentos
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Figura 3.6: Matriz de correlaciones. El panel superior muestra las correlaciones Cµµ(t) —trazo

discontinuo— y Cµµ±1(t) —trazo continuo—. El panel inferior muestra la correlación Cµµ±2(t).

El tamaño de las part́ıculas es n = 10

coinciden con los resultados obtenidos en la sección anterior. A temperaturas más eleva-

das —en este trabajo T = 0,6 en unidades reducidas— se observa un comportamiento

más interesante.

En el caso de la cadena de átomos de Lennard-Jones no es posible calcular expĺıcitamente

la matriz de correlaciones de las fuerzas reales C(t), de manera que ésta se calcula a

través de una simulación de Dinámica Molecular. En las Figs. 3.6 y 3.7 se comparan los

resultados de dos simulaciones de una cadena compuesta por 105 átomos, a temperatura

0,6 en unidades reducidas, con distinto nivel de grano grueso. Mientras que en la primera

simulación el tamaño de las part́ıculas de grano grueso es n = 10, en la segunda, el tamaño

de las part́ıculas es n = 100.

En la Fig. 3.6 se muestran tres elementos de matriz de la correlación de las fuerzas reales

para un tamaño de blob n = 10. El panel superior de la figura muestra la función de au-
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Figura 3.7: La imagen superior muestra las correlaciones Cµµ(t) —trazo discontinuo— y

Cµµ±1(t) —trazo continuo— para un tamaño de blob n = 100. La imagen inferior muestra

Cµµ(t) para n = 10 —trazo continuo— y n = 100 —trazo discontinuo—

tocorrelación Cµµ(t) (en trazo discontinuo) y la función de correlación cruzada Cµµ±1(t)

(en trazo continuo) de las fuerzas reales sobre la part́ıcula mesoscópcia que se encuentra

en el centro de la cadena. Observamos que estas curvas satisfacen la siguiente relación

Cµµ(t) ≈ − 2Cµµ±1(t). (3.28)

Obsérvese ahora la curva representada en el panel inferior de la Fig. 3.6, en particular,

su escala vertical comparada con la escala vertical de las curvas representadas en el panel

superior de esta figura. Se trata de la correlación de las fuerzas reales sobre part́ıculas

separadas entre śı por otra part́ıcula, Cµµ±2(t). Dada la diferencia que existe entre la escala

de esta correlación y la escala, por ejemplo, de la correlación de fuerzas sobre part́ıculas

vecinas —la escala de Cµµ±2(t) es mucho menor que la escala de las curvas en el panel

superior de la Fig. 3.6— es evidente que podemos despreciar la correlación de fuerzas

entre part́ıculas sin conexión directa entre śı. La conclusión que se desprende del análisis

de las curvas representadas en la Fig. 3.6 es que la matriz de correlaciones es proporcional
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a la matriz de Rouse Aνµ [103]

〈FνFµ(t)〉 ≈ 〈fµνfµν(t)〉Aνµ, (3.29)

donde fµν es la fuerza real sobre la part́ıcula µ debida a la part́ıcula ν.

A bajas temperaturas, cuando la cadena se comporta armónicamente, la correlación de

fuerzas presenta oscilaciones de alta frecuencia, tal y como se observa en la gráfica superior

de la Fig. 3.3. No encontramos estas oscilaciones cuando trabajamos a temperaturas más

altas, lo que indica que las fluctuaciones térmicas y la disipación eliminan los modos de

frecuencia mayor.

A continuación discutiremos el efecto del tamaño del las part́ıculas de grano grueso en

la estructura de la función de autocorrelación. En la imagen superior de la Fig. 3.7 se

muestran los elementos de matriz Cµµ(t) (en trazo discontinuo) y Cµµ±1(t) (en trazo

continuo), para un tamaño de blob n = 100. Se incluye también, en la imagen inferior

de la figura, la función de autocorrelación Cµµ(t) para dos tamaños diferentes de blob,

n = 10 (trazo continuo) y n = 100 (en trazo discontinuo). La función de autocorrelación

decae en un tiempo pequeño y presenta una contribución sónica, que se indica mediante

flechas, para un tiempo que coincide, precisamente, con el tiempo que tarda el sonido

en recorrer la longitud de la part́ıcula de grano grueso. Esta contribución sónica es una

reminiscencia del segundo pico que aparećıa en la versión suavizada de la función de

autocorrelación para la cadena armónica —panel central de la Fig. 3.3—. La estructura

de la función de autocorrelación para tiempos cortos no se ve afectada por el tamaño

del blob, como se desprende de la curva representada en el panel inferior de la Fig. 3.7.

El único cambio que se observa a medida que aumentamos el tamaño de las part́ıculas

de grano grueso es la localización y amplitud de la contribución sónica (que de nuevo

se indica mediante flechas). Conforme aumentamos el tamaño del blob, la contribución

sónica se desplaza hacia valores del tiempo mayores, y su amplitud disminuye. Estos

resultados muestran claramente que la matriz de correlaciones de las fuerzas reales posee

dos contribuciones, tal y como se vio en la sección 3.2, un decaimiento rápido a tiempos

cortos, más una contribución que escala con el tamaño de las part́ıculas de grano grueso —

es decir, que evoluciona en la escala mesoscópica—; y que la segunda contribución, lenta,
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Figura 3.8: Función de autocorrelación de las fuerzas reales —ĺınea continua— y su integral

temporal, que muestra un claro valor del plateau, después del cual decae a cero a tiempos largos.

El panel interior muestra el comportamiento de la autocorrelación de las fuerzas a tiempos cortos,

que modelamos, según la Ec. (3.10), por una función delta de Dirac. La flecha señala la presencia

de la contribución sónica, que corresponde a los términos no singulares que aparecen en la Ec.

(3.10), y que evolucionan en la escala de las variables de grano grueso. El tamaño de blob es

n = 100.

no corresponde a una exponencial, por lo que hemos de admitir que este sistema exhibe

efectos de memoria. En concreto, se puede demostrar que la estructura del término δC̃(t),

en C̃(t), es 1/n δC̃
∗
(t/n), donde δC̃

∗
(t) es independiente de n. Este término aparece

dentro de una integral y posee una escala temporal comparable a la escala temporal de las

variables de grano grueso, luego, rigurosamente, no puede ser despreciado, a pesar de que

su amplitud a medida que n aumenta es despreciable, tal y como se apunta en la Ref. [110].

Para averiguar cualitativamente la importancia del término δC̃(t), supondremos que la

descripción de grano grueso propuesta para la cadena de átomos de Lennard-Jones es

Markoviana. En el ĺımite Markoviano las Ecs. (3.1) se escriben

Ẋµ(t) =
1

nm
Pµ(t),

Ṗµ(t) = −kBT (Xµ, Xν)
−1Xν(t) −

γµν

nm
Pν(t) + F̃µ(t), (3.30)

donde la matriz de fricción γµν se obtiene a partir de la siguiente formula de Kirkwood

γµν =
1

kBT

∫ τ

0

〈FνFµ(t)〉 dt. (3.31)
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Tabla 3.1: Resultados de las simulaciones para diferentes tamaños de blobs. El valor de α

corresponde al valor que minimiza la función f(α) =
∑

µν((Xµ,Xν)−1 − αAµν)2.

α × σ−2 22,69 2,31 0,25

n 10 100 1000

Si multiplicamos ambos miembros de la Ec. (3.30) por Pσ, promediamos, y tomamos

la derivada temporal, se consigue una ecuación dinámica para las correlaciones de los

momentos C̄µν(t) = 〈PνPµ(t)〉,

¨̄Cµν(t) +
γ

nm
Aµν

˙̄Cµν(t) +
kLJ

mn2
AµνC̄µν(t) = 0. (3.32)

La solución anaĺıtica de la Ec. (3.32), que verifica las condiciones iniciales C̄µν(0) =

nmkBTδµν ,
˙̄Cµν(0) = 0, es

C̄µν(t) = nmkBTΛµσ exp

{

−γσt

2

} (

cos ω̃σt +
γσ

2ω̃σ
sin ω̃σt

)

Λσν , (3.33)

donde hemos introducido los parámetros

γσ ≡ γ

nm
aσ,

ω̃σ ≡ ωσ

(

1 − γ2
σ

4ω2
σ

)1/2

con ωσ ≡
(

kLJ

mn2
aσ

)1/2

. (3.34)

La matriz ortogonal Λ diagonaliza la matriz de Rouse y aσ son los autovalores de la

matriz de Rouse (véanse las Ecs. (3.17) y (3.19)). Los resultados, calculados a través de

las simulaciones de Dinámica Molecular, indican que la matriz de fricción puede apro-

ximarse por γµν ≈ γAµν , donde Aµν es la matriz de Rouse (véase la Ec.(3.14)) y γ es

la integral temporal de la función de autocorrelación de las fuerzas reales evaluada en el

plateau y dividida por kBT . En la Fig. 3.8 se muestra la función de autocorrelación de

las fuerzas reales junto con su integral temporal, que exhibe la región de plateau, y que

permite obtener el siguiente valor del coeficiente de fricción γ = 4,35(mǫ/σ2)1/2. La matriz

(Xµ, Xν) se ha calculado a través de una simulación de equilibrio de Dinámica Molecu-

lar y se ha invertido numéricamente. La matriz resultante tiene la siguiente estructura:

para un tamaño de blob suficientemente grande —n > 10— los elementos de la diagonal
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Figura 3.9: Comparación entre la predicción Markoviana —ĺınea discontinua— y los resultados

de simulación de Dinámica Molecular —ĺınea continua— para la correlación de los momentos

C̄µν(t) de part́ıculas formadas por n = 10 átomos. El panel superior corresponde a la función

de autocorrelación, mientras que el inferior corresponde a la correlación de los momentos de dos

part́ıculas de grano grueso consecutivas.

principal son esencialmente iguales; las diagonales superior e inferior tienen valores que

son aproximadamente la mitad de los valores que encontramos en la diagonal principal

y de signo opuesto; y por último, el resto de los elementos de la matriz (Xµ, Xν)
−1 tiene

valores que son, al menos, un orden de magnitud menores que los valores de los elementos

en las diagonales. Esto sugiere que la matriz (Xµ, Xν)
−1 puede aproximarse con bastante

acierto por la matriz de Rouse, esto es, (Xµ, Xν)
−1 = αAµν . Se han llevado a cabo di-

ferentes simulaciones de Dinámica Molecular variando el tamaño de las part́ıculas, n, y

se ha obtenido el valor de α que minimiza la función f(α) =
∑

µν((Xµ, Xν)
−1 − αAµν)

2.

Los resultados se detallan en la tabla 3.1, y muestran, sin ambigüedad, que la matriz

(Xµ, Xν)
−1 escala como 1/n. A través de un análisis dimensional se puede escribir

(Xµ, Xν)
−1 =

kLJ(T )

nkBT
Aµν , (3.35)
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donde kLJ(T ) es una constante elástica efectiva para el sistema de Lennard-Jones, que

depende ligeramente de la temperatura pero no del tamaño de las part́ıculas de grano

grueso. Para kBT = 0,6ǫ toma el valor kLJ = 142ǫ/σ2.

En la Fig. 3.9 la comparación de la predicción Markoviana dada por la Ec. (3.33) con

los resultados de las simulaciones para un tamaño de blob n = 10 muestra un acuerdo

razonable, más si tenemos en cuenta que no existen parámetros ajustables —tanto γ

como kLJ se han extráıdo de una simulación de Dinámica Molecular—; de manera que

una descripción Markoviana del sistema es capaz de reproducir correctamente las escalas

temporales de las variables de grano grueso.

3.5. Discusión

En la sección 3.2 hemos visto que la fórmula de Green-Kubo que emplea las fuerzas reales

generalizadas, en lugar de las fuerzas proyectadas, puede aplicarse únicamente en caso

de que la descripción de grano grueso del sistema sea Markoviana. Desde un punto de

vista práctico, esto limita severamente el uso de la teoŕıa de Mori a los casos en que

el comportamiento de las variables de grano grueso del sistema sea Markoviano, de lo

contrario no es posible obtener los coeficientes de transporte a partir de una simulación

de Dinámica Molecular. En principio, la única manera de evaluar si la aproximación

Markoviana es una buena aproximación es analizando las consecuencias que tiene realizar

dicha aproximación en un sistema concreto. Ello es debido a que el núcleo de memoria

no es accesible a través de simulaciones de Dinámica Molecular. Sin embargo, observando

conjuntamente la matriz de correlaciones de las variables relevantes —ĺınea continua en

la Fig. 3.9— y la matriz de correlaciones de las fuerzas generalizadas —Fig. 3.7— vemos

que el comportamiento no Markoviano se refleja en que las correlaciones de los momentos

decaen linealmente y las correlaciones de las fuerzas presentan lo que hemos denominado

contribución sónica. El hecho de que la matriz de correlación de los momentos decaiga

linealmente hace que su segunda derivada, es decir, la matriz de correlación de las fuerzas,

sea cero hasta la contribución sónica. La presencia de ondas sonoras es la responsable del

comportamiento no Markoviano del modelo de grano grueso basado en blobs para un



3. Descripción de grano grueso de una cadena atómica unidimensional. 53

sistema atómico unidimensional. En el caso de la cadena armónica, éstas transmiten de

manera muy eficiente la información a largas distancias. En el caso de una cadena no ideal,

a una temperatura finita, las ondas sonoras se amortiguan y, por consiguiente, transmiten

más ineficazmente la información a lo largo de la cadena; aunque este amortiguamiento no

es suficiente para evitar la aparición de efectos de memoria en la matriz de correlaciones

de las fuerzas proyectadas. Sin embargo, pese a que la escala de evolución de las variables

de grano grueso está gobernada por la propagación de las ondas sonoras, que provocan la

aparición de pequeños efectos de memoria, se comprueba que una descripción Markoviana

de una cadena no ideal, a temperatura finita, es capaz de reproducir correctamente las

escalas temporales de las variables de grano grueso.
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Caṕıtulo 4

El formalismo de Zwanzig en la

práctica.

En este caṕıtulo proponemos una formulación rigurosa de la hipótesis Markoviana como

un proceso de paso al ĺımite cuando la separación de escalas temporales es muy grande. La

idea consiste en representar el operador de Liouville en términos de un operador que deja

invariantes las variables de grano grueso más otras contribuciones, presumiblemente más

pequeñas [115]. En este proceso, la aproximación habitual de reemplazar la denominada

dinámica proyectada se transforma en una aproximación donde la dinámica proyectada

se reemplaza por una dinámica restringida. El resultado es un método práctico para cal-

cular, a través de simulaciones de Dinámica Molecular —restringidas a producir valores

constantes de las variables de grano grueso—, todos los objetos de la teoŕıa de operadores

de proyección.

4.1. Introducción

Recordemos que a través de la teoŕıa de Zwanzig de operadores de proyección se obtiene

un conjunto de ecuaciones generalizadas de Langevin (véase la sección 2.2)

dα(t)

dt
= v(α(t)) +

∫ t

0

ds M(α(t − s), s)
∂S

∂α
(α(t − s))

+ kB

∫ t

0

ds
∂M

∂α
(α(t − s), s) + R(t). (4.1)

55
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Aunque formalmente exacta, dentro de la interpretación estad́ıstica que expusimos en la

sección 2.2, la Ec. (4.1) es, desafortunadamente, poco útil en la práctica, puesto que en

general es muy dif́ıcil calcular expĺıcitamente los objetos que en ella aparecen. Concre-

tamente, aunque v(α) y el gradiente ∂S/∂α son promedios restringidos, que podŕıan en

principio calcularse a través de una dinámica molecular restringida, para calcular M(α, t)

y R(t) debeŕıamos ser capaces de generar la denominada dinámica proyectada asociada

con QA(z)L. Nótese además que el proceso estocástico R(t) es un proceso no gaussiano,

es decir, no está completamente especificado por su función de correlación Ec. (2.20)

[101]. A esto hay que sumarle que, aun cuando conociéramos la forma de calcular M(α, t)

aśı como la estad́ıstica completa de R(t), la Ec. (4.1) seguiŕıa siendo muy dif́ıcil de integrar

numéricamente, debido a su carácter no-Markoviano. A fin de que la Ec. (4.1) constituya

una herramienta práctica, se realiza un conjunto de aproximaciones, que colectivamente

se conocen bajo el nombre de aproximación Markoviana. Sin embargo la aproximación

Markoviana se desarrolla usualmente de forma incontrolada.

En este caṕıtulo proponemos un procedimiento que permite generar la dinámica proyec-

tada y formalizar la aproximación Markoviana, y que, por consiguiente, permite obtener

una ecuación manejable a partir de la Ec. (4.1). La idea fundamental es modificar la

dinámica microscópica subyacente incluyendo un parámetro artificial ǫ, que controla la

razón entre la escala de tiempo de las variables de grano grueso y la escala de tiempo

del resto de variables. En el ĺımite en que ǫ → 0 se puede demostrar, usando teoremas

de ĺımite de procesos de Markov singularmente perturbados, que la dinámica modificada

conduce a una descripción de grano grueso del sistema Markoviana exacta. De este modo,

introduciendo el parámetro de control ǫ es posible transformar el problema de aproxi-

mar un modelo de manera poco rigurosa, en un problema de evaluar la adecuación de

un modelo a la realidad. Encontramos una estrategia similar, aplicada en el contexto del

modelo truncado de Burgers-Hopf (THB), en la Ref [116]. El procedimiento consiste en

acelerar, de manera artificial, el movimiento de los modos más rápidos sin que esto tenga

un gran impacto sobre las propiedades estad́ısticas de los modos más lentos del sistema.

Es decir, la técnica permite establecer una clara separación de escalas temporales, y con

ello obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales estocásticas cerradas que describen
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la dinámica de los modos más lentos.

4.2. La aproximación Markoviana estándar y sus limitaciones.

Vamos a revisar en esta sección la manera en que usualmente se toma la aproximación

Markoviana, mostrando que ésta se realiza de forma poco sistemática.

Cuando el tiempo de evolución caracteŕıstico de las variables de grano grueso es mayor que

el tiempo caracteŕıstico de decaimiento de la matriz M(α, t) (definida en la Ec. (2.20)) se

efectúa la siguiente aproximación

M(α, t) ≈ MT (α)δ(t), (4.2)

donde la matriz de fricción dependiente del tiempo MT (α) se define como

MT (α) =

∫ T

0

dt M(α, t) =

∫ T

0

dt Pα

(

R̃(t, ·) ⊗ R̃(0, ·)
)

. (4.3)

Nótese que el ĺımite superior de la integral tiene un valor finito T , en lugar de extenderse

hasta infinito. Más adelante explicaremos sucintamente por qué es necesario hacer esto.

En concordancia con la aproximación hecha en la Ec. (4.2), el término estocástico R(t)

en (4.1) puede ser descrito por un ruido blanco, es decir, por un proceso Gaussiano con

valor medio cero y cuya correlación para α(t) = α fija viene dada por

〈RT (t) ⊗ RT (s)〉 = kBMT (α)δ(t − s). (4.4)

Finalmente, bajo estos supuestos la ecuación generalizada de Langevin (4.1) se convierte

en una ecuación diferencial estocástica

dα(t)

dt
= v(α(t)) + MT (α(t))

∂S

∂α
(α(t)) + kB

∂MT

∂α
(α(t)) + RT (t). (4.5)

Para caracterizar completamente la Ec. (4.5) sólo resta saber cómo calcular la matriz de

fricción definida en la Ec. (4.3). La estrategia usual en la técnica de operadores de pro-

yección consiste en despreciar los efectos del proyector QA(z), suponiendo que la dinámica

proyectada puede reemplazarse por la dinámica real, esto es,

R̃(t, z) ≈ exp{Lt}QA(z)LA = LA(Z(t)) − v(α(t)), (4.6)
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donde v(α) es el término reversible definido en la Ec. (2.22), Z(t) es la solución de las

ecuaciones de Hamilton originales (2.7) y, donde de nuevo, empleamos la notación abrevia-

da α(t) = a(t, z). El término a la derecha de (4.6) puede calcularse, en principio, a través

de una combinación de simulaciones usuales de Dinámica Molecular (para calcular Z(t)),

y de simulaciones restringidas de Dinámica Molecular (para calcular v(α)). La Ec. (4.6)

es válida a tiempos cortos, cuando las integrales que aparecen en la Ec. (2.21) pueden

ser despreciadas: en realidad, la Ec. (4.6) para R̃(t, z) puede obtenerse si se resuelve la

Ec. (2.21) haciendo cero las integrales y teniendo en cuenta que ∂ta(t, z) = LA(Z(t)).

Desafortunadamente, la Ec. (4.6) es dif́ıcilmente justificable a tiempos largos. En concreto,

la razón por la que se introduce un tiempo de corte T como ĺımite superior de la integral

en la Ec. (4.3) es la anterior aproximación: si extendiéramos el ĺımite de integración a

infinito, e hiciéramos uso de esta aproximación para R̃(t, z), la integral en (4.3) seŕıa

idénticamente cero. Este es el conocido como problema de la región de plateau, [89, 90],

que usualmente se resuelve eligiendo un tiempo de corte T que sea suficientemente largo

comparado con el tiempo caracteŕıstico de correlación de la indeterminada dinámica pro-

yectada, pero suficientemente corto comparado con el tiempo t́ıpico de evolución de las

variables de grano grueso [92, 112]. La teoŕıa no suministra ninguna información acerca

del valor que debe tomar esta escala de tiempo intermedia. Aunque cabe esperar que este

tiempo existe en aquellos casos en que hay una clara separación de escalas temporales, es

dif́ıcil pronosticar en que medida los resultados dependen del valor de tiempo T elegido.

Como consecuencia, ambas aproximaciones (4.2) y (4.6) son incontroladas y claramente

disminuyen la confianza en la Ec. (4.5).

4.3. La hipótesis Markoviana como un proceso de paso al ĺımite.

Con el fin de reemplazar las Ecs. (4.2) y (4.6) por unas aproximaciones más controladas,

considérense las integrales temporales que aparecen en la ecuación generalizada de Lange-

vin (4.1). Si se realiza el cambio de variable s = ǫ2τ , donde ǫ es un parámetro de control
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adimensional, la ecuación generalizada de Langevin se escribe

dα(t)

dt
= v(α(t)) + ǫ2

∫ t/ǫ2

0

dτ M(α(t − ǫ2τ), ǫ2τ)
∂S

∂α
(α(t − ǫ2τ))

+ ǫ2kB

∫ t/ǫ2

0

dτ
∂M

∂α
(α(t − ǫ2τ), ǫ2τ) + R(t). (4.7)

Ahora obsérvese que si el siguiente ĺımite existe

ĺım
ǫ→0

ǫ2M(α(t − ǫ2τ), ǫ2τ) ≡ m(α(t), τ), (4.8)

entonces, cuando ǫ → 0, la Ec. (4.7) se reduce a una ecuación diferencial estocástica

dα(t)

dt
= v(α(t)) + M̄(α(t))

∂S

∂α
(α(t)) + kB

∂M̄

∂α
(α(t)) + R̄(t). (4.9)

Aqúı la matriz de fricción se define como una fórmula de Green-Kubo

M̄(α) =

∫ ∞

0

m(α, τ)dτ (4.10)

y el término estocástico es un ruido blanco en la interpretación de Itô , esto es, un proceso

gaussiano de media cero, y cuya correlación para α(t) = α está dada por

〈R(t)R(s)〉 = kBM̄(α)δ(t − s). (4.11)

Vemos pues, que es de gran valor conocer bajo qué condiciones existe el ĺımite dado en la

Ec. (4.8). De la definición (2.20) se sigue que

ǫ2M(a(t − ǫ2τ, z), ǫ2τ) =
ǫ2

kB
Pa(t−ǫ2τ,z)

(

[exp{ǫ2τQAL}QALA] ⊗ [QALA]
)

. (4.12)

A partir de esta expresión, se puede comprobar, por medio del cálculo directo, que una

manera de asegurar que el ĺımite (4.8) existe es suponiendo que el operador de Liouville

tiene la forma siguiente

L = L0 +
1

ǫ
L1 +

1

ǫ2
L2, (4.13)

donde los operadores L1, L2 deben satisfacer

PA(z)L2 = 0,

PA(z)L1PA(z) = 0. (4.14)
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De esta forma la Ec. (4.12) se escribe

ǫ2M(a(t − ǫ2τ, z), ǫ2τ) =
1

kB
Pα(t) ([exp{τL2}L1A] ⊗ [L1A]) + O(ǫ), (4.15)

y la ecuación dinámica que se obtiene al tomar el ĺımite ǫ → 0 en la Ec. (4.1), es precisa-

mente la Ec. (4.9), donde ahora la matriz de fricción de Green-Kubo se escribe

M̄(α) =
1

kB

∫ ∞

0

dτ Pα ([exp{τL2}L1A] ⊗ [L1A]) , (4.16)

y el término reversible está dado por

v(α) = PαL0A. (4.17)

En tanto que la anterior deducción es heuŕıstica, las técnicas discutidas en las Refs.

[117, 118] (véase además el apéndice de la Ref. [119]) permiten hacerla de manera ma-

temáticamente rigurosa. En resumen, si el operador de Liouville se puede descomponer

como se muestra en la Ec. (4.13) con (4.14), entonces el ĺımite expresado en (4.8) existe,

y cuando ǫ → 0 la dinámica es Markoviana.

Sin embargo, dado un conjunto cualquiera de variables relevantes A(z), el operador de

Liouville no tendrá la forma dada en Ec. (4.13), de manera que no está claro, a priori

al menos, como llegar a la Ec. (4.9). Obsérvese, sin embargo, que siempre es posible

descomponer el operador de Liouville como L = L0 + L1 + L2, definiendo

L0 = PA(z)(L −R),

L1 = QA(z)(L −R),

L2 = R, (4.18)

siendo PA(z) el operador de proyección definido en (2.12) como el promedio restringido

sobre la subvariedad del espacio de las fases definida por A(Z(t)) = α. El operador R,

que especificaremos más en detalle después, ha de ser similar a L, excepto porque deja

invariante no sólo el Hamiltoniano sino también las variables relevantes, es decir,

Rf(H(z)) = 0

Rg(A(z)) = 0 (4.19)
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para cualesquiera funciones f y g. Por construcción, los operadores L0, L1, L2 en las

Ecs. (4.18) satisfacen las propiedades (4.14). Esto sugiere que podemos introducir un

operador dinámico modificado Lǫ como en la Ec. (4.13)

Lǫ ≡ L0 +
1

ǫ
L1 +

1

ǫ2
L2. (4.20)

La dinámica asociada con Lǫ coincide con la dinámica real cuando ǫ = 1, y produce una

dinámica para las variables relevantes gobernada por la ecuación diferencial estocásti-

ca (4.9) cuando ǫ → 0. Si introducimos los operadores (4.18) en (4.16) y (4.17) obtenemos

v(α) = Pα(LA),

M̄(α) =
1

kB

∫ ∞

0

dτ Pα ([exp{τR}δLA] ⊗ [δLA]) , (4.21)

donde δLA = QαLA. La ventaja que tiene el procedimiento anterior, que difiere de la

estrategia usual descrita en la sección 4.2 en que la dinámica proyectada exp{tQA(z)L}
se aproxima por exp{tL2} ≡ exp{tR}, es que ahora disponemos de un método expĺıcito

y práctico para calcular los promedios restringidos, una vez que se ha especificado el ope-

rador R. El operador R genera la dinámica que produce, en el estado estacionario, los

promedios restringidos que encontramos en (4.21). Un candidato natural a desempeñar

el papel de operador R es el operador que se obtiene a partir de las ecuaciones de Ha-

milton originales (2.7) sin más que añadir la restricción A(Z(t)) = α. En el apéndice

A detallamos, en términos generales, cómo obtener el operador R a través del principio

de Hamilton cuando la restricción A(Z(t)) = α es exacta y lineal en los momentos. El

caso en que A(Z(t)) = α son ligaduras no holónomas no lineales en los momentos es

más dif́ıcil de tratar y se dejará para trabajos futuros. Si suponemos que esta dinámica

restringida es ergódica, entonces el promedio restringido en (4.21) se escribe como un

promedio temporal

PαLA = ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

dt LA(ZR(t)), (4.22)

y

M̄(α) = ĺım
T ′→∞

1

kB

∫ T ′

0

dt′ ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

dt[δLA(ZR(t + t′))] ⊗ [δLA(ZR(t))], (4.23)
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donde ZR(t) = exp{tR}z es la trayectoria restringida con condición inicial ZR(0) = z,

con z tal que A(z) = α and H(z) = E. En la práctica, los ĺımites que aparecen en

estas expresiones han de ser aproximados, pero es importante recalcar que estos ĺımites

pueden aproximarse con precisión arbitraria haciendo que T y T ′ crezcan hasta valores

suficientemente grandes. Veremos que las Ecs. (4.22) y (4.23) no adolecen del problema

del plateau.

En resumen, si podemos aproximar el operador de Liouville L por el operador de Liouville

modificado Lǫ, entonces podemos calcular todos los objetos de la teoŕıa de Zwanzig como

promedios temporales a través de la dinámica restringida. Y esto es lo que hace que el

método que presentamos sea práctico.

4.4. Discusión

El objetivo principal de la teoŕıa de Zwanzig es obtener las ecuaciones dinámicas para

un conjunto reducido de variables relevantes. En principio, la ecuación de evolución de

estas variables es una ecuación generalizada de Langevin, que es una complicada ecuación

integrodiferencial con coeficientes aleatorios. La ecuación generalizada de Langevin no es

del todo expĺıcita y de ah́ı que sea muy dif́ıcil de utilizar en la práctica. Sin embargo,

si las variables de grano grueso son lentas, su dinámica podŕıa considerarse aproximada-

mente Markoviana y, por consiguiente, se supone que puede ser capturada fielmente por

una ecuación diferencial estocástica. Cómo derivar esta ecuación diferencial estocástica

sin embargo no es obvio.

En este caṕıtulo hemos revisado la aproximación Markoviana estándar que se encuentra

en la literatura, y hemos analizado sus limitaciones. En particular el conocido problema

del plateau aparece debido a que para calcular los coeficientes que aparecen en la ecua-

ción diferencial estocástica se emplea la dinámica original, en lugar de la —desconocida—

dinámica proyectada. A ráız de este análisis hemos construido un procedimiento operacio-

nal que permite paliar estas dificultades. Nuestro procedimiento, basado en la modificación

de la dinámica original, nos permite obtener, en el ĺımite adecuado, una ecuación dife-

rencial estocástica partiendo de una descripción microscópica, en lugar de aproximar una
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A(z) =  α
H(z) =  E

Z(t)

Figura 4.1: Esquema del espacio de las fases. La evolución del microestado Z(t) tiene lugar

en la subvariedad definida por H(z) = E. La dinámica restringida produce una trayectoria que

satisface exactamente A(z) = α. El efecto de restringir la dinámica Z(t) a la subvariedad defi-

nida por A(z) = α es pequeño si la dinámica original realmente está cerca de esta subvariedad

durante tiempos suficientemente largos.

ecuación generalizada de Langevin por una ecuación diferencial estocástica. Además este

procedimiento permite precisar el significado de la afirmación las variables relevantes son

lentas : al reemplazar L por Lǫ y tomar el ĺımite ǫ → 0, la dinámica de las variables rele-

vantes está gobernada exactamente por las ecuaciones (4.9), cuyos coeficientes se conocen

expĺıcitamente (Ecs. (4.22) y (4.23)). Al hacerlo, el precio a pagar es un error de modelado,

esto es, modelamos el sistema original a través de un sistema cuya dinámica está asociada

con Lǫ en el ĺımite en que ǫ → 0. Realmente, este método equivale a acelerar los grados

de libertad que no son variables relevantes. La validez de esta aproximación requiere que

la dinámica proyectada R sea análoga a la dinámica real L (véase la Fig. 4.4), es decir,

que el hecho de acelerar únicamente la dinámica ortogonal a la dinámica de las variables

A(z) ha de tener un efecto pequeño sobre la evolución de esas mismas variables; en otras

palabras, es necesario que las variables relevantes A(z) sean comparativamente lentas.
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Caṕıtulo 5

Descripción de grano grueso de

macromoléculas: poĺımeros estrella.

En este caṕıtulo mostraremos cómo la metodoloǵıa detallada en el caṕıtulo 4, puede apli-

carse al granulado de un sistema compuesto por una colección de moléculas complejas,

tomando sus centros de masas como variables de grano grueso [115]. Como ejemplo con-

creto, consideraremos el caso en que estas moléculas son poĺımeros estrella, aunque el

marco es en gran medida independiente del tipo de moléculas siempre y cuando éstas

estén constituidas por muchos átomos y sean isótropas.

5.1. La visión de grano grueso de un sistema molecular complejo

Consideremos un sistema compuesto por un conjunto de M moléculas, cada una de las

cuales está formada por Nm átomos, cuyas posiciones y momentos son riµ , piµ —el ı́ndice

iµ recorre los valores 1, · · · , Nm, mientras que el ı́ndice µ toma los valores 1, · · · , M , es

decir, las letras griegas designan a las moléculas—. El Hamiltoniano del sistema es

H(z) =
M

∑

µ=1

Nm
∑

iµ=1

p2
iµ

2miµ

+ φ, (5.1)

donde miµ es la masa del átomo iµ y φ es la enerǵıa potencial. El operador de Liouville es

L =
∑

µ

∑

iµ

piµ

miµ

∂

∂riµ

+
∑

µ

∑

iµ

F iµ

∂

∂piµ

, (5.2)

65
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donde F iµ = −∂φ/∂riµ es la fuerza sobre el átomo iµ.

El estado del sistema, en el nivel mesoscópico, está caracterizado por la posición Rµ y el

momento P µ del centro de masas de cada una de las moléculas. Estas variables de grano

grueso son funciones de las variables atómicas,

Rµ(z) =
1

Mµ

Nm
∑

iµ=1

miµriµ,

P µ(z) =

Nm
∑

iµ=1

piµ , (5.3)

donde Mµ =
∑Nm

iµ=1 miµ es la masa total de la molécula µ. En la Fig. 5.1 se esquematiza en

que consiste el procedimiento de grano grueso que proponemos. Hemos de particularizar

ahora la ecuación diferencial estocástica (4.9) al conjunto de variables de grano grue-

so (5.3). Nótese que se verifica que LRµ = P µ/Mµ, es decir, que al aplicar el operador de

Liouville a una variable de grano grueso se obtiene, a su vez, un variable de grano grueso,

y por tanto P(R,P)P µ = P µ y Q(R,P )P µ = 0. Esto implica que no hay términos disipati-

vos —tampoco términos estocásticos— en la ecuación de evolución de las posiciones, y la

Ec. (4.9) se reduce a

dRµ

dt
= P µ/Mµ,

dP µ

dt
= 〈F µ〉 + Tγµν

∂S

∂P ν

+ kBT
∂γµν

∂P ν

+ F̃ µ, (5.4)

donde recordemos, la suma está impĺıcita para ı́ndices repetidos. Nótese además que se

ha simplificado la notación, 〈·〉 representa el promedio restringido a (R, P ) fijos, donde

R = (R1, . . . , RM) y P = (P 1, . . . , P M). El tensor de fricción se define como

γµν(R, P ) =
1

kBT

∫ ∞

0

dt〈δF µ exp {tR}δF ν〉, (5.5)

donde δF µ = F µ − 〈F µ〉 y F µ es la fuerza total que actúa sobre la molécula µ:

F µ =
∑

ν

F µν ≡
∑

ν

∑

iµjν

F iµjν
. (5.6)

Aqúı, F iµjν
es la fuerza que el átomo jν ejerce sobre el átomo iν , y F µν es la fuerza total

que la molécula ν ejerce sobre la molécula µ. La entroṕıa se define como

S(R, P ) = kB ln

∫

dz
1

Z
exp{−βH(z)}

∏

µ

δ(Rµ(z) − Rµ)δ(P µ(z) − P µ). (5.7)



5. Descripción de grano grueso de macromoléculas: poĺımeros estrella. 67

Figura 5.1: Procedimiento de grano grueso efectuado en el fundido de poĺımeros estrella. Cada

poĺımero es sustituido por su centro de masas.

La integral sobre los momentos, que aparece en la función entroṕıa, puede calcularse

anaĺıticamente

S(R, P ) = S0 −
1

T
V (R) − 1

T

∑

µ

|P µ|2
2Mµ

, (5.8)

donde S0 es una constante y V (R) es el denominado potencial efectivo definido por

V (R) ≡ −kBT ln

∫

dz
1

Q exp{−βφ(z)}
∏

µ

δ(Rµ(z) − Rµ), (5.9)

y que satisface

− ∂V

∂Rµ
= 〈F µ〉 (5.10)

—lo que justifica su nombre—. Con ayuda de la Ec. (5.8) la Ec. (5.4) se escribe como

sigue

dRµ

dt
= P µ/Mµ,

dP µ

dt
= 〈F µ〉 − γµν

P ν

Mν

+ kBT
∂γµν

∂P ν

+ F̃ µ. (5.11)

Nótese que
∑

ν F ν = 0, debido a que las fuerzas satisfacen la tercera ley de Newton, y

por tanto, el coeficiente de fricción definido en la Ec. (5.5) verifica que
∑

µ γµν = 0. En

consecuencia, se obtiene que

γµµ = −
∑

ν 6=µ

γµν . (5.12)
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Si bien esperamos que γµµ sea una cantidad positiva —dado que se trata de la integral

de una función de autocorrelación—, esta ecuación muestra que γµν podŕıa ser negativa.

Con ayuda de la Ec. (5.12), la Ec. (5.11) se escribe finalmente

dRµ

dt
=

P µ

Mµ

,

dP µ

dt
= 〈F µ〉 +

∑

ν

γµν

(

P µ

Mµ
− P ν

Mν

)

+ kBT
∑

ν

∂γµν

∂P ν
+ F̃ µ. (5.13)

La fuerza estocástica F̃ µ puede expresarse en términos de una combinación lineal de

incrementos del proceso de Wiener, por ejemplo como F µ =
∑

α BµνdW ν(t)/dt, con

∑

α

BµαBνα = 2kBTγµν . (5.14)

La anterior expresión es el teorema de Fluctuación-Disipación en este nivel de descrip-

ción. Nótese que las Ecs. (5.13) tienen la estructura de la Dinámica de Part́ıculas Disipa-

tivas (DPD) [54, 56] —estas ecuaciones también han sido recientemente derivadas en la

Ref. [120], donde se rederiva el formalismo de Zwanzig—. Sin embargo, existe una impor-

tante diferencia con las ecuaciones usuales de la Dinámica de Part́ıculas Disipativas, y es

que la fuerza efectiva 〈F µν〉 y el tensor de fricción γµν(R, P ) dependen, en principio, de

las variables de centro de masas de todas las moléculas del sistema, y no sólo de Rµ−Rν ,

tal y como sucede en las ecuaciones usuales de la Dinámica de Part́ıculas Disipativas.

5.2. Poĺımeros estrella

La sección anterior es general para moléculas grandes e isótropas. Para moléculas no

isótropas seŕıa necesaria información adicional acerca de su orientación. En esta sección

vamos a considerar el ejemplo concreto de un sistema compuesto por poĺımeros estrella,

que son un caso particular de macromoléculas. En la Fig. 5.2 se muestra un poĺımero

estrella en una configuración t́ıpica. Los poĺımeros estrella presentan una arquitectura

especial, en la que diversos poĺımeros lineales, de idéntica longitud, se unen entre śı por

uno de sus extremos a un centro común. La funcionalidad o números de brazos que posee

uno de estos poĺımeros gobierna la capacidad de interpenetrabilidad de dos poĺımeros

estrella, de ah́ı que estos poĺımeros se consideren h́ıbridos entre moléculas poliméricas y
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Figura 5.2: (a) Muestra un poĺımero estrella del fundido en una conformación t́ıpica. Uno

de los brazos del poĺımero, incluyendo el monómero central, se ha suavizado. El poĺımero esta

formado por 12 brazos, que, a su vez, están constituidos por 6 monómeros cada uno. (b) Muestra

un esquema del modelo que utilizamos para simular uno cualquiera de los poĺımeros: todos los

monómeros interactúan a través de un potencial de Lennard-Jones puramente repulsivo, conocido

como potencial WCA, de alcance rc = 21/6, en unidades tales que ǫ = 1, m = 1 y σ = 2,415.

Los monómeros vecinos se unen a través de muelles de constante k = 20ǫ/σ2, lo que permite el

movimiento alrededor de sus posiciones de equilibrio req
ij , siendo estas posiciones: req

ij = 1,147σ

si i y j no son el monómero central y req
0j = 1,615σ si i(= 0) es el monómero central.

part́ıculas coloidales; por lo tanto, las propiedades de estos poĺımeros estrella depende en

gran medida de la funcionalidad —aśı como de la longitud que tengan sus brazos—. Las

propiedades de estos poĺımeros en y cerca del equilibrio se han estudiado intensamente,

tanto teórica [121, 122] como experimentalmente [123]. Tecnológicamente estos poĺımeros

son interesantes por sus diferentes aplicaciones, tales como el diseño de fármacos [124] o

como modificadores de la viscosidad en lubricantes [125].

Esta sección consta de cuatro apartados: en el primero, se resumen las caracteŕısticas

principales del sistema, aśı como los detalles de las simulaciones —parámetros de simu-

lación, tipo de interacciones que se emplean en las simulaciones, estado termodinámico

del sistema, . . . etc.—-, y se analizan las escalas temporales significativas del sistema. En

el siguiente apartado se calculan los objetos que aparecen en la Ec. (5.13) a través de la

dinámica restringida, de acuerdo con las expresiones del caṕıtulo anterior. En el tercero,

se vuelve a analizar el problema del plateau, pero ahora se hace a través de la comparación
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de los resultados obtenidos con la dinámica hamiltoniana original y los resultados de la

dinámica restringida. Y por último, en el apartado cuarto, se comparan los resultados

de las simulaciones de Dinámica Molecular con los resultados obtenidos a través de las

simulaciones de DPD, con el fin de comprobar si nuestro método es consistente, es decir,

la simulación de las ecuaciones de grano grueso (5.13) produce los mismos resultados que

una simulación detallada del sistema.

5.2.1. Dinámica Molecular

El fundido contiene una colección de M poĺımeros estrella cada uno de los cuales tiene

f = 12 brazos y m = 6 monómeros por brazo. Cada uno de estos brazos está conectado

con el monómero central, de tal manera que el número total de monómeros por poĺımero

es Nm = f ×m + 1. Las interacciones de volumen excluido entre monómeros se tienen en

cuenta a través de un potencial puramente repulsivo de Lennard-Jones, conocido como

potencial CWA. Las interacciones de enlace entre los eslabones de las cadenas se mo-

delan a través de muelles lineales, es decir, F ij(rij) = −kδr eij, donde rij = ri − rj ,

eij = rij/|rij| es el vector unitario en la dirección definida por rij , y δr ≡ rij − r
eq
ij ,

donde r
eq
ij es la distancia de equilibrio y k es la constante del muelle. Los valores concretos

de estos parámetros, usados en las simulaciones, se detallan en el pie de la Fig. 5.2. La

fracción de volumen es Φ = N(π/6)σ3/L3, donde L es la longitud de la caja de simula-

ción —que es cúbica—, y N = M × Nm es el número total de monómeros en el sistema.

Los resultados que presentamos en este caṕıtulo corresponden a un estado semidiluido

Φ = 0,1962, y están dados en unidades de Lennard-Jones: enerǵıa, masa, longitud y uni-

dades de tiempo son respectivamente ǫ = 1, m = 1, σ = 2,415, τ = σ(m/ǫ)1/2. Todas las

simulaciones se han realizado en una caja periódica de tamaño L = 76σ, de manera que

el número de monómeros por unidad de volumen es n = 0,314/σ3, y en la colectividad

microcanónica NV E. Hemos de destacar que se ha tenido especial cuidado en hacer que

todas las simulaciones tuvieran la misma enerǵıa. Y por último, la temperatura media es

kBT = 3,965ǫ.

La configuración equilibrada inicial se ha obtenido mediante una simulación de Monte

Carlo, haciendo uso del modelo de fluctuación de enlace (Bond Fluctuation model) [19].
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Figura 5.3: La función de autocorrelación de la velocidad del centro de masas de una molécula

y la función de autocorrelación de la fuerza sobre una molécula. Se observa que estas funciones

tienen tiempos de correlación caracteŕısticos bien separados, y por tanto, es de esperar que la

descripción de grano grueso del sistema sea Markoviana.

Para conseguir un conjunto de configuraciones iniciales independiente, ejecutamos una si-

mulación de Dinámica Molecular suficientemente larga, y salvamos una configuración por

cada tiempo difusivo transcurrido —t́ıpicamente en torno a un tiempo (R2
g/D)τ , donde

Rg = 7,64σ es el radio de giro y D ≃ 0,08σ2/τ es el coeficiente de difusión—. Hacien-

do esto, hemos extráıdo 35 configuraciones, cada una de las cuales conteńıa un conjunto

independiente de posiciones y momentos (R, P ) de centros de masas de las moléculas.

Partiendo de cada una de estas 35 configuraciones arrancó una simulación corta (1000τ)

para recabar los datos necesarios de la dinámica de los centros de masas de las moléculas.

Este conjunto de simulaciones cortas se ejecutó a través de la dinámica restringida discu-

tida en el caṕıtulo anterior (Sec. 4.3). En el siguiente apartado especificaremos cómo es

esta dinámica.

Lo primero que ha de comprobarse es si existe una separación clara de escalas tempora-

les. Para ello medimos la autocorrelación de la velocidad de los centros de masas de las

moléculas —que nos dará la escala temporal de evolución de la velocidad de los centros
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de masas, que es una variable relevante—, y la autocorrelación de la fuerza sobre una

molécula —que nos dará una estimación de la escala temporal t́ıpica en la que la función

de memoria, en la definición del coeficiente de fricción, decae—. Ambas correlaciones se

muestran en la Fig. 5.3. Observando esta figura se aprecia que hay una gran diferencia en

los tiempos de correlación, lo que nos hace creer que realmente las variables de centro de

masas son variables lentas y, por lo tanto, que la modificación de la dinámica propuesta

en el caṕıtulo anterior (Sec. 4.3) tendrá un efecto despreciable sobre la dinámica de las

variables relevantes. La razón por la que esto sucede es que las moléculas son muy masivas

—están formadas por 73 átomos—, y si bien la escala temporal de las velocidades escala

con la masa, no ocurre lo mismo con la escala temporal de la fuerza, que está determi-

nada por un tiempo de colisión atómico. Nótese, no obstante, que la autocorrelación de

la fuerza sobre una molécula, que es la derivada temporal del momento de la molécula,

presenta una parte negativa que decae muy lentamente, en la misma escala de tiempo que

la velocidad. Esta parte negativa de la autocorrelación de la fuerza es la responsable del

problema del plateau, y veremos cómo desaparece al trabajar con la dinámica restringida

(ver apartado 5.2.3 de esta sección).

5.2.2. Dinámica restringida

La dinámica restringida R que usamos para calcular la fuerza media 〈F µν〉 y el coeficiente

de fricción γµν(R, P ) es

driµ

dt
=

piµ

miµ

− P µ

Mµ

,

dpiµ

dt
= F iµ − miµ

Mµ

F µ, (5.15)

donde P µ es el momento del centro de masas de la molécula µ, F iµ es la fuerza total sobre

el monómero iµ y F µ es la fuerza total sobre la molécula µ. Dado que las restricciones que

hacen que las posiciones y momentos de los centros de masas permanezcan constantes son
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Figura 5.4: El módulo de la fuerza conservativa bajo la aproximación a pares, 〈F µν ·eµν〉, frente

a la distancia Rµν entre los centros de masas de dos moléculas. Las barras de error corresponden

al error estándar del promedio sobre todos los pares.

lineales, los correspondientes multiplicadores de Lagrange pueden identificarse fácilmente1,

y conducen a las Ecs. (5.15). Esta dinámica conserva la enerǵıa total, deja invariantes

las posiciones y momentos de los centros de masas y, además, conserva el volumen del

espacio de las fases. Por todo ello esta dinámica muestrea la colectividad restringida que

aparece en la definición de 〈F µν〉 y γµν(R, P ), y los valores medios pueden calcularse

como promedios temporales.

De acuerdo con la Ec. (4.22), simulando las Ecs. (5.15), se puede calcular 〈F µν〉 como

el promedio temporal de la fuerza F µν que la molécula ν ejerce sobre la molécula µ.

En principio, 〈F µν〉 depende de las posiciones de los centros de masas R de todas las

moléculas. No obstante, puede ocurrir, y aśı lo esperamos, que la fuerza que la molécula

ν ejerce sobre la molécula µ dependa únicamente de las posiciones Rµ y Rν de esas dos

1Según se muestra en el apéndice A, la dinámica restringida para las variables de centro de masas de
las moléculas es:

ṙiµ
=

∂H

∂piµ

−
∑

ν

λR
ν

∂Rν

∂piµ

−
∑

ν

λP
ν

∂Pν

∂piµ

ṗiµ
= − ∂H

∂riµ

+
∑

ν

λR
ν

∂Rν

∂riµ

+
∑

ν

λP
ν

∂Pν

∂riµ

,

donde los correspondientes multiplicadores de Lagrange son: λP
µ =

∑

ν ΛRR
µν λR

µν +
∑

ν ΛRP
µν λP

µν = LRµ y

λR
µ =

∑

ν ΛPR
µν λR

µν +
∑

ν ΛPP
µν λP

µν = −LPµ.
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moléculas, y no dependa excesivamente de dónde se encuentra el resto de las moléculas.

En ese caso, seŕıa adecuada una aproximación a pares. Por argumentos de simetŕıa —el

sistema es invariante bajo traslaciones y rotaciones— la fuerza media puede expresarse

como

〈F µν〉 ≈ F (Rµν)eµν , (5.16)

donde F (Rµν) = 〈F µν · eµν〉, eµν = (Rµ − Rν)/Rµν y Rµν = |Rµ − Rν |. De acuerdo

con esta aproximación, el módulo de la fuerza media F (Rµν) se calcula promediando

〈F µν ·eµν〉 sobre todos los pares µ, ν que se encuentran a una distancia determinada Rµν .

El resultado se muestra en la Fig. 5.4. Nótese que es altamente improbable encontrar un

par a distancias muy pequeñas. En realidad, para distancias Rµν menores que 1,1Rg —el

radio de giro es Rg = 7,64σ— no disponemos de ningún dato para el valor del módulo de

la fuerza. Se comprueba que la fuerza media transversal, 〈F µν ·e⊥
µν〉 —con e⊥

µν ·eµν = 0—,

promediada sobre pares, es despreciable dentro del error estad́ıstico. Además, se verifica

que la fuerza media 〈F µν · eµν〉 para un par a una distancia Rµν es la misma, dentro de

la precisión estad́ıstica con la que trabajamos, para cualquier par de moléculas que se

encuentre a la misma distancia. Para verificar esto, primero se midió el error estándar de

la fuerza media 〈F µν · eµν〉 para un par dado µ, ν, a una distancia Rµν , y posteriormente,

se promedió este error sobre todos los pares que se encontraban a esa misma distancia.

Si todos los pares tienen un comportamiento análogo —en términos estad́ısticos— la

desviación entre las estimaciones a pares de la fuerza media 〈F µν · eµν〉 de pares que

se encuentran a una distancia Rµν debeŕıa estar en el rango de la barra de error de un

único par. Intuitivamente, esto equivale a que todos los puntos correspondientes a pares

individuales colapsan a una única curva. Se observa que esto es, en general, lo que sucede,

salvo para determinados valores de la distancia, para los que se encontró que la desviación

estándar del promedio sobre pares era ligeramente superior que el error estándar de un

único par. Un estudio computacional previo [126] encontró que la contribución a la fuerza

de las interacciones a tres cuerpos —en un sistema de tres poĺımeros estrella en un buen

solvente— es sólo del 11 % respecto a la parte debida a las interacciones a pares, incluso

cuando los poĺımeros se encuentran muy próximos entre śı.
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10 15 20 25 30
R

0

5

10

15

20

25

30

F
ric

tio
n 

co
ef

fic
ie

nt
s 

γ⊥
γ||

Figura 5.5: Los coeficientes de fricción γ⊥ y γ|| —definidos en la Ec. (5.18)— obtenidos a partir

de la simulación de las ecuaciones de la dinámica restringida. La ĺınea continua corresponde a

los siguientes ajustes: γ⊥ = 44,67 − 4,68R + 0,12R2 para R < 16,05 y γ⊥ = 0 para R > 16,05,

mientras que γ|| = 49,38− 3,61R+0,11R2 − 3× 10−3 R3 +5× 10−5 R4 para R < 26,84 y γ|| = 0

para R > 26,84.

A continuación se analizan los coeficientes de fricción γµν(R, P ). Al igual que suced́ıa

con la fuerza efectiva, nos encontramos con el problema de calcular una función que

depende de muchas variables. La hipótesis fundamental ahora es que la correlación de

fuerzas sobre las moléculas µ y ν dependerá de la posición de esas dos moléculas, y no

dependerá excesivamente de las posiciones del resto de las moléculas. Con esta hipótesis

podemos escribir la siguiente expresión aproximada para los coeficientes de fricción

γµν(R, P ) ≈ −γ⊥(Rµν)(1 − eµνe
T
µν) − γ||(Rµν)eµνe

T
µν . (5.17)

El lado derecho de esta ecuación únicamente depende de Rµ y Rν y es la forma general

de escribir un tensor invariante ante la rotación en torno al eje que une las part́ıculas µ, ν.

En virtud de la Ec. (5.5) los coeficientes de fricción γ⊥ y γ|| se escriben

γ||(Rµν) = − 1

kBT

∫ ∞

0

dt〈(δF µ(t) · eµν)(δF ν(0) · eµν)〉,

γ⊥(Rµν) = − 1

kBT

∫ ∞

0

dt〈(δF µ(t) · e⊥
µν)(δF ν(0) · e⊥

µν)〉. (5.18)
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De acuerdo con la hipótesis a pares, podemos promediar sobre todos los pares que se

encuentran a una distancia Rµν :

γ||(Rµν) = − 1

Nµν

′
∑

µν

1

kBT

∫ ∞

0

dt〈(δF µ(t) · eµν)(δF ν(0) · eµν)〉,

γ⊥(Rµν) = − 1

Nµν

′
∑

µν

1

kBT

∫ ∞

0

dt〈(δF µ(t) · e⊥
µν)(δF ν(0) · e⊥

µν)〉, (5.19)

donde
∑′

µν es la suma sobre todos aquellos pares que se encuentran a una distancia dada

Rµν y Nµν es el número de pares a esa misma distancia. Ambas funciones, γ||(Rµν) y

γ⊥(Rµν), se muestran en la Fig. 5.5. Nótese que la fricción transversal γ⊥ se hace ligera-

mente negativa a partir de Rµν ≃ 2Rg = 15,28σ, antes de tender a un valor despreciable en

torno a una distancia Rµν ≃ 25σ. La explicación más plausible de este comportamiento es

la existencia de fuerzas de depleción, que tienden a unir dos moléculas próximas en cuanto

que éstas se separan una distancia mayor que la distancia molecular media, debido al efec-

to de enjaulado2. Nótese que el hecho de que γ⊥ presente una parte negativa —pequeña—

no compromete el hecho de que la matriz de fricción, que es una matriz 3M × 3M , sea

definida positiva —una matriz definida positiva puede en realidad tener alguno de sus

elementos negativos—. El cálculo de la desviación estándar de la correlación de fuerzas,

que aparece en el integrando de la Ec. (5.18), puede darnos una idea de la validez de la

aproximación a pares. De nuevo se compara la desviación estándar de un único par con

el error estándar promedio obtenido a través de las estimaciones de pares individuales.

Nuestra hipótesis requiere que estas dos cantidades sean similares, en caso contrario, el

comportamiento medio de distintos pares seŕıa diferente de manera significativa y me-

dible. Resultados preliminares indican que la hipótesis a pares funciona razonablemente

bien excepto a cortas distancias —R < 2Rg— y a tiempos cortos —t < 0,15τ—. Nótese

que las fuerzas intermoleculares se descorrelacionan transcurrido un tiempo t > 0,1τ . Es-

to sugiere una posible violación de la aproximación a pares, principalmente dentro de la

región del diagrama espacio-tiempo donde tienen lugar los eventos de colisión más fuertes.

En particular, los poĺımeros estrella considerados aqúı —f = 12, m = 6— pueden inter-

2Este efecto, denominado en inglés cage effect, aparece cuando los monómeros que constituyen una de
las moléculas restringe el movimiento del resto de moléculas del fundido
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Figura 5.6: La autocorrelación de la fuerza 〈δF µ ·δF µ(t)〉 comparada con la correlación de equi-

librio 〈δF µ · δF µ(t)〉eq —es decir, calculada con la Dinámica Molecular—. Además se muestran

sus integrales temporales. La Dinámica Molecular no tiene un valor de plateau bien definido,

mientras que la dinámica restringida permite definir ineqúıvocamente un valor del coeficiente de

fricción.

penetrarse —Rµν < 2Rg—, y dado el presente estado termodinámico Φ = 0,2, sus brazos

pueden alcanzar distancias relativamente alejadas de sus centros. Esto conlleva que una

molécula cuyo centro de masas se encuentre relativamente alejado de los centros de masas

de dos moléculas cualesquiera contribuye al valor que toma la fuerza entre dicho par de

moléculas.

5.2.3. Comparación entre dinámica molecular y dinámica restringida

En la Fig. 5.6 se compara la integral temporal de la autocorrelación de la fuerza calculada

a través de la dinámica restringida con la calculada a través de la dinámica hamiltoniana

original. Se observa que la dinámica restringida origina una función de correlación cuya

integral temporal tiene un valor de plateau bien definido, mientras que la dinámica mole-

cular no. Ambas dinámicas producen idénticos resultados a tiempos cortos. Sin embargo,

la justificación de un valor bien definido de la matriz de fricción —con una integral tem-

poral independiente del ĺımite superior de integración— sólo se consigue con la dinámica
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Figura 5.7: Comparación entre la predicción Markoviana —DPD— y el resultado de simulación

de Dinámica Molecular —MD— para la función de distribución radial de los centros de masas

de las moléculas.

restringida.

5.2.4. Comparación entre las simulaciones de Dinámica Molecular y las si-

mulaciones de DPD

El primer problema que hemos de resolver es que no disponemos de datos para el va-

lor de la fuerza efectiva a distancias pequeñas, como se puede ver en la Fig. 5.4. Hemos

extrapolado esta fuerza a una función acampanada en el rango Rµν < 8σ, y hemos com-

probado a través de las simulaciones de DPD que los resultados son bastante insensibles

al valor que toma esta función en el origen. Esto se debe a que las part́ıculas DPD apenas

visitan aquellas distancias cortas que apenas son exploradas por los centros de masas de

las moléculas en las simulaciones de Dinámica Molecular. Al igual que en el caso de la

fuerza efectiva, tampoco disponemos de datos para el valor de los coeficientes de fricción

a distancias pequeñas (véase Fig. 5.5). Y, de nuevo, hemos comprobado que los valores

espećıficos extrapolados de los coeficientes de fricción no afectan a los resultados.

Las fuerzas estocásticas usadas en las simulaciones de DPD se detallan en el apéndice B.

Nótese que para obtener la amplitud Bµα(R) de las fuerzas estocásticas seŕıa necesario
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Figura 5.8: La función de autocorrelación de la velocidad de los centros de masas de las moléculas

calculada con Dinámica Molecular —MD—, con Dinámica de Part́ıculas Disipativas —DPD—,

y con Dinámica Molecular de Grano Grueso —CGMD—.

calcular la ráız cuadrada —en sentido matricial— de la matriz de fricción 3M × 3M , de

acuerdo con el Teorema de Fluctuación-Disipación (Ec. (5.14)). En general, esta es una

tarea muy costosa desde un punto de vista computacional. Sin embargo, cuando las fuer-

zas son a pares, es posible encontrar una formulación sencilla de las fuerzas estocásticas,

que no es más que una generalización de las fuerzas utilizadas usualmente en la DPD.

No obstante, esta formulación requiere que los coeficientes γ⊥ y γ|| sean positivos. Es por

este motivo que hemos aproximado el coeficiente γ⊥(Rµν) por una función estrictamente

positiva —obtenida al anular los valores de γ⊥(Rµν) que son negativos— en el modelo

DPD.

Los observables seleccionados para comparar los resultados de las simulaciones de Dinámi-

ca Molecular con los resultados de las simulaciones de DPD son la función de distribución

radial y la función de autocorrelación de la velocidad de los centros de masas. El primero

de estos observables proporciona información sobre las propiedades estáticas del sistema,

mientras que el segundo proporciona información sobre sus propiedades dinámicas. En la

Fig. 5.7 la comparación entre la función de distribución de pares calculada a través de una

simulación de Dinámica Molecular, y calculada a través de una simulación de DPD —Ec.
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(5.13)— muestra un acuerdo moderado. Se observa que la fuerza efectiva, calculada bajo

la aproximación a pares, proporciona un acuerdo razonable, aunque no perfecto, entre

ambas simulaciones. El origen de estas discrepancias creemos se encuentra, tal y como

discutimos en el apartado anterior, en el hecho de que la hipótesis a pares no se satisface

a determinadas distancias.

Para las propiedades estáticas, como la función de distribución radial de los centros de

masas —que se muestra es la Fig. 5.7—, una simulación de DPD y una simulación mo-

lecular de grano grueso (CGMD) producen resultados idénticos. Una simulación CGMD

se define como el resultado de hacer cero la fricción —y, consecuentemente, la fuerza es-

tocástica— en las Ecs. (5.13). La Fig. 5.8 muestra la función de autocorrelación de la

velocidad de los centros de masas calculada a través de MD —ĺınea continua—, junto

con la calculada a través de DPD —ĺınea discontinua—, y con la calculada a través de

CGMD —ĺınea punteada—. El acuerdo entre los resultados de MD y DPD es bastante

bueno. Como se observa en la Fig. 5.8, la simulación CGMD —basada únicamente en

potenciales efectivos— produce resultados que no tienen sentido f́ısico. Es necesario in-

troducir también la disipación —que es inherente a cualquier proceso de granulación—

para obtener resultados realistas a partir de una simulación de grano grueso. Este es un

mensaje importante a recordar (véase la Ref. [127]).

5.3. Discusión

En este caṕıtulo hemos derivado la ecuación diferencial estocástica (4.9) para los centros de

masas de macromoléculas isótropas, tales como poĺımeros estrella fundidos, partiendo de la

dinámica microscópica —véase Ec. (5.13)—. Hemos identificado la dinámica restringida,

y hemos obtenido expresiones exactas —(5.5) y (5.10)— para los objetos que aparecen

en la Ec. (5.13). Ahora bien, estos objetos —a saber, la fuerza efectiva y los coeficientes

de fricción— dependen, en general, del conjunto global de variables relevantes de forma

no trivial. Desde un punto de vista teórico, el método basado en el cálculo previo de

estos objetos a través de dinámica restringida es muy robusto puesto que no se basa en

suposiciones adicionales acerca de la forma funcional de estos objetos. Desde un punto de
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vista computacional, sin embargo, esto puede ser un problema, pues es necesario muestrear

el espacio multidimensional de las variables relevantes. En el caso de los poĺımeros estrella,

para cada configuración de M moléculas tendŕıamos un conjunto diferente de fuerzas

efectivas y coeficientes de fricción, lo que hace que el método sea inviable en la práctica.

La forma en que sorteamos este problema en el presente trabajo es a través de la hipótesis

a pares: se supone que la forma funcional de los coeficientes que aparecen en la ecuación

diferencial estocástica es (5.16) y (5.17). Hemos llevado a cabo un análisis estad́ıstico en

el que comparamos la desviación estándar de la media sobre pares de las magnitudes

〈F µν〉 y γµν(R, P ) con el error estándar de un único par. Si todos los pares tienen un

comportamiento análogo, la desviación entre las estimaciones a pares debe estar en el

rango de la barra de error de un único par. Los resultados de dicho estudio muestran

que la hipótesis a pares funciona razonablemente bien, al menos para ciertos rangos de la

distancia y del tiempo.

Las discrepancias entre las simulaciones de DPD y las simulaciones de MD hemos de atri-

buirlas exclusivamente a la aproximación a pares, puesto que la aproximación Markoviana

se satisface adecuadamente —tal como vimos en el apartado 5.2.3.

Una forma de obtener los coeficientes (5.5) y (5.10) sin recurrir al método del cálcu-

lo previo, que no utiliza ninguna aproximación esencial, es calcular sobre la marcha

estos coeficientes. Este procedimiento se inscribe en el marco del método Multiescala

Heterogéneo, [86, 87, 88] y equivale a hacer lo siguiente: dado el estado actual de las

variables relevantes α(t), se efectúa una simulación corta de dinámica restringida para

calcular el valor de los coeficientes en la ecuación diferencial estocástica para α(t); estos

valores se utilizan a continuación para avanzar las variables relevantes un paso de tiempo

macroscópico, esto es, se calcula α(t+∆t), y se repite de nuevo el proceso. De esta forma

obtenemos un método que reduce el coste computacional, ya que las funciones multidi-

mensionales de la teoŕıa se calculan sólo para determinados valores de las variables de

grano grueso.
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Caṕıtulo 6

La cadena de átomos de

Lennard-Jones vista bajo la teoŕıa de

Zwanzig

Los resultados obtenidos para los poĺımeros estrella nos sugirieron analizar de nuevo la

cadena lineal de átomos de Lennard-Jones, pero ahora, bajo el prisma de la metodoloǵıa

expuesta en el caṕıtulo 4, que permite generar la dinámica proyectada y formalizar la

aproximación Markoviana. Sin embargo hemos comprobado que para situaciones próximas

al equilibrio el proyector de Zwanzig proporciona similares resultados a los obtenidos con

el proyector de Mori.

6.1. Introducción

La teoŕıa de Mori es lineal y por tanto se espera un decaimiento exponencial de las corre-

laciones de las variables de grano grueso. La teoŕıa de Zwanzig, sin embargo, es una teoŕıa

no lineal, en el sentido de que los coeficientes de transporte son funciones de las variables

de grano grueso. En la descripción de grano grueso de la cadena de osciladores el coefi-

ciente de fricción depende de las posiciones de las part́ıculas mesoscópicas. Podŕıa ocurrir

que esa dependencia tuviera un efecto en el comportamiento de las variables de grano

grueso. Recordemos que en la descripción de grano grueso de una cadena unidimensional

83
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de átomos de Lennard-Jones efectuada en el caṕıtulo 3 hab́ıa efectos no Markovianos, re-

presentados por un término de memoria δC̃(t) que aparece en la matriz de memoria C̃(t).

Estos efectos de memoria se originan por la persistencia de ondas sonoras en el sistema.

Pese a esto, una descripción Markoviana del sistema era capaz de reproducir las escalas

temporales de las variables de grano grueso. Veremos ahora qué se obtiene al trabajar con

la metodoloǵıa del caṕıtulo 4.

Consideraremos de nuevo una cadena unidimensional compuesta por N átomos de igual

masa m, que interactúan a través de un potencial de Lennard-Jones de alcance rc = 2, 5σ,

de densidad ρ = 0, 89mσ−3 y a una temperatura T = 0, 6ǫ/kB. Ahora, sin embargo, va-

mos a considerar condiciones de contorno periódicas, puesto que de esta forma el momento

total del sistema se conserva. En el caṕıtulo 3 trabajábamos con paredes debido a que

la matriz de varianzas (Xµ, Xν), tal y como se define en el formalismo de Mori, no es

invertible en caso de trabajar con condiciones de contorno periódicas. Hemos de decir que

los resultados presentados en el caṕıtulo 3 corresponden a blobs situados en el centro de

la cadena, suficientemente alejados de las paredes, y que por lo tanto los resultados de

ambas descripciones son comparables.

6.2. La dinámica de las variables de grano grueso

Las variables de grano grueso que describen el estado mesoscópico del sistema son

Rµ =
1

n

∑

iµ∈ℜµ

riµ,

P µ =
∑

iµ∈ℜµ

piµ , (6.1)

donde ℜµ es el conjunto formado por los ı́ndices de los átomos que constituyen el cúmulo

µ, riµ y piµ son la coordenada y el momento de un determinado átomo dentro del cúmulo

µ respectivamente. Nótese que la posición del centro de masas se define ahora en función

de las coordenadas de los átomos de la cadena, medidas desde el origen de coordenadas,

en lugar de hacerlo en función de las desviaciones respecto a las posiciones de equilibrio
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de los átomos en la red. Ambas variables, Rµ, Xµ se relacionan a través de la ecuación1

Xµ = Rµ − Req
µ . La ecuación general de Zwanzig (4.9) particularizada a las variables

relevantes (6.1) se reduce a

dRµ

dt
=

P µ

nm
,

dP µ

dt
= 〈F µ〉 − γµν

P ν

nm
+ kBT

∂γµν

∂P ν
+ F̃ µ. (6.2)

El coeficiente de fricción se define como

γµν(R, P ) =
1

kBT

∫ ∞

0

dt〈δF µ exp {tR}δF ν〉, (6.3)

donde δF µ = F µ−〈F µ〉 y F µ es la fuerza total que actúa sobre el cúmulo µ. Para obtener

esta ecuación se ha tenido en cuenta que la función entroṕıa para este sistema se escribe

S(R, P ) = S0 −
1

T
V (R) − 1

T

∑

µ

|P µ|2
2nm

, (6.4)

donde S0 es una constante y V (R) es el denominado potencial efectivo definido por

V (R) ≡ −kBT ln

∫

dz
1

Q exp{βφ(z)}
∏

µ

δ(Rµ(z) − Rµ), (6.5)

que satisface

− ∂V

∂Rµ
= 〈F µ〉. (6.6)

Si utilizamos condiciones de contorno periódicas, la matriz de fricción verifica que
∑

µ γµν =

0, y en consecuencia, la fuerza disipativa en la Ec. (6.2) se escribe

∑

ν

γµν

nm
(P µ − P ν). (6.7)

Nótese que la dinámica que se obtiene es idéntica a la que se obtuvo para los poĺımeros

estrella. Aunque estamos en una dimensión hemos utilizado notación vectorial, aśı pues

se trata de vectores que tienen una única componente.

1Xµ es la variable de posición de centro de masas que se escogió en el caṕıtulo 3 como una de las
variables de grano grueso para describir la cadena de átomos de Lennard-Jones a nivel mesoscópico, que
es función de las desviaciones respecto a las posiciones de equilibrio de los átomos en la cadena.
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Figura 6.1: Módulo de la fuerza media que el cúmulo µ ejerce sobre el cúmulo µ + 1, cuando

estos se encuentran separados una distancia Rµµ+1. También se muestra el promedio sobre todos

los pares separados por una misma distancia —cuadrados rellenos de mayor tamaño—. El ajuste

lineal se señala con la ĺınea discontinua.

6.3. Resultados de las simulaciones de dinámica restringida

La dinámica restringida R que permite calcular la fuerza media 〈F µν〉 y el tensor de

fricción γµν(R, P ) es2

driµ

dt
=

piµ

m
− P µ

nm
,

dpiµ

dt
= F iµ − F µ

n
, (6.8)

donde P µ es el momento del centro de masas del cúmulo µ, F iµ es la fuerza total sobre

el átomo iµ y F µ es la fuerza total sobre el cúmulo µ. De nuevo hemos de recurrir a la

aproximación a pares para calcular la fuerza media y el coeficiente de fricción, de modo

2Nótese que la dinámica definida en la Ec. (6.8) es análoga a la que utilizábamos en el caso de los
poĺımeros estrella.
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que supondremos que

〈F µν〉 ≈ F (Rµν)eµν ,

γµν(R, P ) ≈ 1

kBT

∫ ∞

0

dt〈(δF µ(t) · eµν)(δF ν(0) · eµν)〉 (6.9)

donde F (Rµν) = 〈F µν · eµν〉, eµν = (Rµ − Rν)/Rµν , Rµν = |Rµ − Rν |. De acuerdo con

esta aproximación, podemos promediar sobre todos los pares µ, ν que se encuentran a una

distancia Rµν . Por ejemplo, el coeficiente de fricción se calcula a través de la siguiente

suma:

γ(Rµν) =
1

Nµν

′
∑

µν

1

kBT

∫ ∞

0

dt〈(δF µ(t) · eµν)(δF ν(0) · eµν)〉, (6.10)

donde de nuevo
∑′

µν es la suma sobre todos aquellos pares que se encuentran a una

distancia dada Rµν y Nµν es el número de pares a esa misma distancia. Se ha comprobado

que la fuerza media cumple que

〈F µµ±k〉 = 0 ∀k > 1. (6.11)

El módulo de la fuerza media se calcula promediando sobre todos los pares µ, µ + 1

que se encuentran a una misma distancia Rµµ+1. Para verificar la aproximación a pares,

en la Fig. 6.1 se pinta, para distintos pares µ, µ + 1 de cúmulos en el sistema, el valor

del promedio restringido 〈F µµ+1 · eµµ+1〉 frente a la distancia Rµµ+1 de los centros de

masas de esos mismos pares. Si la aproximación a pares es adecuada, todos los puntos

debeŕıan colapsar a una misma curva. En la Fig. 6.1 se observa que la aproximación a pares

es razonablemente buena; se observa que los valores de los pares individuales colapsan,

dentro de un margen de error razonable para el estado termodinámico considerado, a una

única curva. Nótese que existen determinados valores de la distancia Rµµ+1 para los que

la probabilidad de encontrar un par µ, µ + 1 es muy pequeña; la mayoŕıa de los valores

del promedio restringido 〈F µµ+1 · eµµ+1〉 de los diferentes pares se encuentra en el rango

que va desde Rµµ+1 ≈ 110, 5σ hasta Rµµ+1 ≈ 114σ. Los cúmulos, para la temperatura

T = 0, 6 en unidades reducidas, oscilan, con pequeña amplitud, alrededor de sus posiciones

de equilibrio —como corresponde al hecho de que las ecuaciones dinámicas en el nivel

mesoscópico coinciden con las ecuaciones para una cadena de osciladores acoplados de
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Figura 6.2: Función de distribución de pares de los centros de masas de los cúmulos para una

temperatura T = 0,6 en unidades reducidas —idénticas a las empleadas en el caṕıtulo 3—.

masa nm, amortiguados y estocásticamente forzados—. Esto se observa también en la

Fig. 6.2, donde se representa la función de distribución de pares para los centros de masas

de los cúmulos. También se muestra en la Fig. 6.1 el promedio sobre todos los pares,

esto es, el módulo de la fuerza media sobre todos los pares µ, µ + 1 que se encuentran a

una misma distancia Rµν —se marca con cuadrados rellenos de mayor tamaño—. Estos

puntos pueden ajustarse bastante bien por una recta de ecuación3: 0,852(117,6−Rµµ+1).

Es decir que la fuerza entre blobs vecinos es de la forma F (Rµµ+1) = F0(R
eq
µµ+1−Rµµ+1). El

valor que obtenemos para Req
µµ+1 difiere en un 5 % del valor que se infiere de la función de

distribución de pares para los centros de masas de los blobs. La diferencia que obtenemos

para este valor se debe a la aproximación a pares, de alguna manera esto nos da una

medida de la validez de la aproximación a pares para este modelo. Antes de analizar

los resultados obtenidos para el coeficiente de fricción, vamos a analizar los resultados

obtenidos para la autocorrelación de las fuerzas calculada con la dinámica restringida

(6.8). En la Fig. 6.3 se compara la autocorrelación de la fuerza 〈δF µ · δF µ(t)〉 con la

3El ajuste se ha realizado utilizando únicamente los puntos correspondientes a distancias que se en-
cuentran entre los valores Rµµ+1 ≈ 110, 5σ y Rµµ+1 ≈ 114σ.
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Figura 6.3: Comparación entre 〈δF µ ·δF µ(t) obtenida con la dinámica restringida —Zwanzig—

y Cµµ = 〈F µ · F µ(t)〉eq obtenida con la dinámica hamiltoniana original —Mori—. La flecha

señala el tiempo para el que ocurre el bump sónico. También se muestra la integral temporal de

ambas correlaciones.

correlación de equilibrio Cµµ(t) que se obtuvo en el caṕıtulo 3 con Dinámica Molecular.

Se observa que el comportamiento a tiempos cortos de 〈δF µ ·δF µ(t)〉 coincide exactamente

con el comportamiento de Cµµ(t). Para tiempos alrededor del bump sónico tiene un valor

no nulo. Esto revela que el núcleo de memoria tiene una componente que evoluciona en

la escala temporal de las variables de grano grueso. También se muestra en la Fig. 6.3 la

integral temporal de la autocorrelación de la fuerza sobre uno cualquiera de los cúmulos.

El comportamiento de 〈δF µ · δF µ(t)〉 para tiempos que coinciden con el tiempo sónico

hace que la integral de la autocorrelación 〈δF µ · δF µ(t)〉 no sea constante en el tiempo,

hasta pasado el tiempo sónico. Transcurrido este tiempo, la integral se hace constante,

coincidiendo dicha constante con el valor de plateau que obteńıamos en el caso de Mori

(véase el caṕıtulo 3). Esto se debe a que nos encontramos en una situación próxima al

equilibrio, para la que los proyectores de Zwanzig y de Mori producen idénticos resultados.



90 6.3. Resultados de las simulaciones de dinámica restringida

El cálculo de las correlaciones entre diferentes pares µ, ν muestra que
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Figura 6.4: Coeficiente de fricción obtenido a partir de la simulación de las ecuaciones de la

dinámica restringida y calculado según la Ec. (6.10). La ĺınea discontinua corresponde al ajuste

γ = 61,649 − 0,5149Rµν que se utiliza en la simulación de DPD.

〈δF µ · δF µ+k(t)〉 ≈ 0 ∀k > 1, (6.12)

de manera que el coeficiente de fricción en la Ec. (6.9) entre pares que no son vecinos es

despreciable. En la Fig. 6.4 se muestra el coeficiente de fricción γ(Rµν), calculado según la

Ec. (6.10), junto con el ajuste que se ha utilizado para realizar las simulaciones de DPD.

Al igual que hicimos con la fuerza efectiva, el ajuste para el coeficiente de fricción se ha

obtenido teniendo en cuenta los puntos correspondientes a las distancias comprendidas

entre Rµµ+1 ≈ 110, 5σ y Rµµ+1 ≈ 114σ. Se observa que aunque el coeficiente de fricción

depende de las posiciones de los centros de masas de los blobs, los valores que alcanza

están muy próximos al valor que encontramos con el proyector de Mori. Por último, la

Fig. 6.5 muestra la comparación entre los resultados de la simulación DPD4 —predicción

Markoviana— y los resultados obtenidos con Dinámica Molecular para la autocorrelación

4En el caṕıtulo 3 la predicción Markoviana se obtuvo a través de la expresión anaĺıtica para la
correlación de momentos de los cúmulos (3.32). Aqúı, sin embargo, hemos realizado una simulación
de DPD, eligiendo la fuerza estocástica F̃µν = (2kBT γ(Rµν))1/2dWµνeµν , donde dWµν = dWνµ son
los incrementos independientes del proceso de Wiener, que satisfacen la regla de cálculo mnemotécnica
dWµµ′dWνν′ = (δµνδµ′ν′ + δµν′δνµ′) dt.
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de las fuerzas sobre los cúmulos. De nuevo se observa que una descripción Markoviana
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Figura 6.5: Función de autocorrelación de los momentos de los cúmulos normalizada calculada

con DPD y con MD. El tamaño de blob es n = 100.

del sistema es capaz de reproducir correctamente las escalas temporales de las variables

de grano grueso.

6.4. Discusión

En este caṕıtulo hemos generado la dinámica proyectada en el nivel mesoscópico de las

variables de centro de masas de blobs para una cadena de átomos de Lennard-Jones

idéntica a la que aparece en el caṕıtulo 3. Los resultados que hemos obtenido no son muy

relevantes ya que coinciden con los que obtuvimos en el caṕıtulo 3, en el que trabajamos

con el operador de Mori. Esto se debe a que cuando trabajamos con situaciones próximas

al equilibrio la teoŕıa de Zwanzig produce los mismos resultados que la teoŕıa de Mori,

a pesar de que la teoŕıa de Zwanzig es no lineal. A diferencia, sin embargo, de lo que

sucede en el caso de la teoŕıa de Mori, con la metodoloǵıa de Zwanzig y con la dinámica

restringida es más sencillo percibir cuando la aproximación Markoviana es una buena

aproximación para un sistema concreto. Basta con que analicemos el comportamiento

de la autocorrelación de las fuerzas de grano grueso calculada a través de la dinámica

restringida. En particular para este sistema, es suficiente observar los resultados que se
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muestran en la Fig. 6.3. Comparando estos resultados con los obtenidos en el caso de

los poĺımeros estrella se observa claramente que en este caso la matriz de memoria tiene

una contribución cuya escala temporal coincide con la escala temporal de las variables de

grano grueso, de manera que una descripción Markoviana no es, estrictamente hablando,

adecuada.



Caṕıtulo 7

Conclusiones y ĺıneas abiertas

Hemos analizado dos sistemas f́ısicos diferentes al nivel de descripción de blobs : una cadena

lineal de osciladores y un sistema constituido por un conjunto de poĺımeros estrella. El

primero de estos sistemas se estudió con el objetivo de aclarar la metodoloǵıa necesaria

para realizar adecuadamente un proceso de coarse-grained.

Los principales resultados y aportaciones de esta tesis pueden resumirse en los siguientes

puntos:

La cadena lineal de osciladores se ha abordado con los proyectores de Mori y Zwan-

zig, y en ambos casos se han obtenido resultados similares. En este sistema hay

efectos no Markovianos pequeños, pero perceptibles, debido a la propagación de

ondas de sonido. Se observa, sin embargo, que estos efectos de memoria se reducen

significativamente a medida que la temperatura del sistema aumenta.

El segundo sistema, constituido por una colección de poĺımeros estrella, se ha ele-

gido porque se trata de moléculas isótropas, lo que hace adecuada una descripción

de grano grueso basada en un único blob. El proceso de granulación se ha llevado

a cabo a través de la metodoloǵıa de Zwanzig. El avance metodológico que hemos

realizado con este estudio ha sido refinar el argumento que hay detrás de la hipóte-

sis Markoviana. A través de la descripción de grano grueso basada en blobs de este

sistema hemos demostrado que los centros de masas de las moléculas se mueven con

las ecuaciones de la DPD, lo que constituye una pieza de conocimiento muy valio-
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sa. Las ecuaciones de la DPD permiten modelar el comportamiento hidrodinámico

del sistema con fluctuaciones térmicas y en este caso, debido a que las fuerzas que

aparecen en el modelo se han obtenido a partir de la información microscópica, no

presentan los problemas que presentaban las ecuaciones en el modelo original. En

este caso conocemos con precisión el rango de las escalas espacio temporales que

describen las part́ıculas DPD y los coeficientes de transporte pueden determinarse a

partir de Dinámica Molecular. A través de esta descripción hemos podido también

demostrar que la fuerza de fricción es esencial para explicar las propiedades dinámi-

cas de estos sistemas. El mensaje importante es que los potenciales de grano grueso

son sólo una parte de la historia del proceso de granulación.

Algunas ĺıneas abiertas que quedan en este trabajo son:

Los coeficientes que aparecen en la ecuación estocástica que hemos obtenido para las

variables de centro de masas de las macromoléculas, en el formalismo de Zwanzig,

dependen, en general, de todas las variables de manera no trivial. Esto obliga a

manejar funciones de muchas variables, lo cual no es en absoluto sencillo. La manera

en que hemos sorteado este problema en esta tesis es a través de la aproximación

a pares. Sin embargo, es necesario realizar avances metodológicos para resolver este

problema de la multidimensionalidad de las funciones que aparecen en la teoŕıa.

En este sentido seŕıa interesante estudiar cómo podŕıan expresarse los objetos que

aparecen en las ecuaciones de evolución de las variables de grano grueso (véase la

Eq. (5.13)) como funciones de la densidad local de moléculas de grano grueso, que

es función de las posiciones de los centro de masas de las moléculas. El potencial a

pares que hemos obtenido en el caṕıtulo 5 depende del estado termodinámico del

sistema, pues los invariantes dinámicos fijan dicho estado. Si de alguna manera somos

capaces de capturar efectos de densidad local, el potencial efectivo no dependeŕıa

tanto del estado termodinámico. En este sentido se habla de transferibilidad de los

potenciales [128]. En concreto en [129] se introduce una clase de potenciales suaves

dependientes de la densidad local para el modelado de fluidos simples y complejos
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que permiten entender las propiedades estructurales y termodinámicas del modelo.

Una extensión natural de este trabajo es explorar la Markovianidad de una descrip-

ción basada en blobs de un sistema de osciladores en dos dimensiones. Nos parece que

este sistema podŕıa ser un buen candidato para estudiar determinados tipos de mem-

branas, como las membranas liṕıdicas polimerizadas. Recientemente [130, 131, 132]

se ha descubierto la membrana más delgada imaginable. Esta membrana consiste

en una única capa de átomos de carbono densamente empaquetados en una red

cristalina en forma de panal de abeja. Esta membrana se denomina graphene. Nos

parece interesante estudiar cuál seŕıa el procedimiento de grano grueso adecuado

para describir algunas de las propiedades mecánicas de este material bidimensional.

También en el sentido de explorar la Markovianidad de la cadena de osciladores en

más dimensiones, nos parece que seŕıa interesante estudiar un poĺımero lineal en

tres dimensiones. En este caso cabe la posibilidad de que fuera necesario introdu-

cir potenciales a tres cuerpos, dado que los ángulos de torsión puede que tengan

importancia en la dinámica del poĺımero.
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Apéndice A

Cómo obtener el operador de la

dinámica restringida

Hemos dicho que un candidato natural a desempeñar el papel de operador R es el operador

que se obtiene a partir de las ecuaciones de Hamilton originales (2.7) sin más que añadir

la restricción A(Z(t)) = α. Cuando esta restricción es exacta y lineal en los momentos, la

dinámica restringida se obtiene a partir del principio de Hamilton, dando como resultado

las ecuaciones

q̇i =
∂H

∂pi

− λµ
∂Aµ

∂pi

ṗi = −∂H

∂qi
+ λµ

∂Aµ

∂qi
, (A.1)

donde la suma sobre el ı́ndice repetido µ está impĺıcita. Aqúı, los parámetros λµ repre-

sentan los multiplicadores de Lagrange adecuados que aseguran que A(Z(t)) = α. Por

construcción, Aµ(q, p) son invariantes dinámicos de la dinámica (A.1),

0 =
d

dt
Aµ(q(t), p(t))

=
∂Aµ

∂qi

q̇i +
∂Aµ

∂pi

ṗi =
∂Aµ

∂qi

[

∂H

∂pi

− λν
∂Aν

∂pi

]

− ∂Aµ

∂pi

[

∂H

∂qi

− λν
∂Aν

∂qi

]

. (A.2)

Nótese que esta ecuación puede escribirse como sigue
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LAµ = Λµνλν , (A.3)

donde L es el operador de Liouville, que genera la dinámica hamiltoniana original del

sistema, y se ha introducido la matriz de corchetes de Poisson {Aµ, Aν}, esto es,

Λµν ≡
[

∂Aµ

∂qi

∂Aν

∂pi
− ∂Aµ

∂pi

∂Aν

∂qi

]

. (A.4)

La Ec. (A.3) puede, en principio, resolverse para obtener los multiplicadores de Lagrange

λν = Λ−1
µν LAµ (A.5)

Si multiplicamos la Ec. (A.3) por λµ, y sumamos sobre el ı́ndice µ, obtenemos la siguiente

relación

λµ

[

∂Aµ

∂qi

∂H

∂pi
− ∂Aµ

∂pi

∂H

∂qi

]

= λµLAµ = 0. (A.6)

Esta ecuación sirve para demostrar que el Hamiltoniano es un invariante dinámico de la

dinámica restringida (A.1):

d

dt
H(q(t), p(t)) =

∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi

=
∂H

∂qi

[

∂H

∂pi
− λµ

∂Aµ

∂pi

]

− ∂H

∂pi

[

∂H

∂qi
− λµ

∂Aµ

∂qi

]

= 0. (A.7)

Por supuesto, el procedimiento anterior para obtener los multiplicadores de Lagrange

requiere que la matriz Λ−1 exista. Un caso particular donde, claramente, no existe esta

matriz es aquel en que las variables de grano grueso A(z) dependen únicamente de las

posiciones o de los momentos. Nótese que en este caso —en que A(z) sólo depende de

las posiciones o de los momentos— se obtiene que LA(Z(t)) = 0, es decir, la función

del espacio de fases LA(z) evaluada en la solución de la dinámica restringida se anula

idénticamente. En términos matemáticos, tenemos que exp{Rt}LA(z) = 0. Pero esto

implica que la matriz de memoria dada en la Ec. (4.21) no está bien definida. La conclusión

es que la presente dinámica restringida puede utilizarse únicamente en el caso en que las

variables de grano grueso dependan tanto de las posiciones como de los momentos, y la

matriz de Poisson Λ sea invertible.



Apéndice B

Las fuerzas estocásticas en el modelo

DPD

En este apéndice se muestra cómo formular las fuerzas estocásticas en el modelo DPD.

En lugar de calcular la ráız cuadrada, en sentido matricial, de la matriz de fricción γµν ,

proponemos una fuerza estocástica y demostramos que su varianza tiene la estructura de

la matriz de fricción en la Ec.(5.17). La fuerza estocástica elegida es F̃ µ =
∑

ν F̃ µν , donde

la fuerza estocástica a pares es

F̃ µνdt = (2kBT )1/2

(

Ã(rµν)dW
S

µν +
1

3
B̃(rµν)tr[dW S

µν ]1

)

· eµν (B.1)

donde

dW
Sαβ

µν =
1

2
[dW αβ

µν + dW βα
µν ] − 1

3
tr[dWµν ]δαβ (B.2)

Aqúı, dW αβ
µν es una matriz de incrementos independientes del proceso de Wiener con las

simetŕıas

dW αβ
µν = dW αβ

νµ (B.3)

Nótese que F̃ µν = −F̃ νµ, lo que asegura la conservación del momento total. La matriz

dW αβ
µν satisface la regla de Ito

dW αα′

µµ′ dW ββ′

νν′ = (δµνδµ′ν′ + δµν′δνµ′)δαβδα′β′ dt

(B.4)
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De esta ecuación se obtienen fácilmente las siguientes identidades

tr[dWµµ′ ]tr[dWνν′] = 3 (δµνδµ′ν′ + δµν′δνµ′) dt,

dW
Sαα′

µµ′ dW
Sββ′

νν′ = (δµνδµ′ν′ + δµν′δνµ′)

[

1

2
(δαβδα′β′ + δαβ′δα′β) − 1

3
δαα′δββ′

]

dt,

tr[dWµµ′ ]dW
S

νν′ = 0. (B.5)

Con la ayuda de las identidades anteriores se demuestra que la varianza de las fuerzas

estocásticas se escribe

F̃ µdtF̃ νdt = 2kBT (A(rµν)1 + B(rµν)eµνeµν)dt (B.6)

siempre y cuando se escoja

Ã(rµν) = (2A(rµν))
1/2

B̃(rµν) = (3B(rµν) − A(rµν))
1/2

(B.7)

Vemos, por lo tanto, que la fuerzas estocásticas propuestas cumplen que su varianza tiene

la estructura de la matriz de fricción bajo la aproximación a pares (véase la Ec. (5.17)).
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[108] M. Kröger and S. Hess. Rheological evidence for a dynamical crossover in polymer

melts via nonequilibrium molecular dynamics. Phys. Rev. Lett., 85:1128, 2000.



BIBLIOGRAFÍA 113
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