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Lista de Simbolos

Variables escalares.

Constantes escalares.

Vectores.

Matrices.

Norma euclidea de un vector.

Funciones escalares de argumento escalar.

Funcion vectorial o matricial de argumento escalar.
Funcion vectorial o matricial de argumento vectorial o matricial.
Derivada de x respecto al tiempo.

Estimacion de x afectada por el ruido en la medida.
Vector X traspuesto.

O pequeia en la notacién de Landau.

Corchete de Lie de g;, con g;.

Clase de las funciones suaves (infinitamente derivable).
Funcion de saturacion.

Region en el espacio de estados.

Limite la izquierda de f'en ¢.

Funcion de clase KL.



a(x),(y) Funciones de clase K

<flx)> Promedio de la funcion f.

) Inversa de la funcion f.

Simbolos:

Ay Matriz A del sistema lineal equivalente.

A(Xp) Region accesible desde el estado Xy.

Au(Xo) Region U-accesible desde el estado Xy.

B Sistema de referencia ligado al vehiculo.

C,C, Matrices de controlabilidad y controlabilidad reducida.

d Vector de perturbacion del sistema equivalente.

D Medida de la distorsion en barril (pixeles).

de; Determinantes de las sub-matrices de controlabilidad.

djj Distancias de desalineacion (pixeles).

D, Coeficiente de friccion viscosa en la direccion de avance (Kg/s).
D, Coeficiente de friccion viscosa en la direccion de deriva lateral (Kg/s).
D,. Coeficiente de friccion viscosa rotacional (Kgm’s).

d, Coeficiente de friccién viscosa lineal normalizado (s™).

d, Coeficiente de friccion viscosa rotacional normalizado (s™).
oF, or Variaciones en la fuerza y el momento normalizados.

Aes Variacion en el calculo de e; debida al ruido en la medida.
AV, Variacion de la funcioén de Lyapunov discreta.

e Vector de error de seguimiento.

e; Variables auxiliares de error.

e Error de seguimiento longitudinal.

€ Error de posicion.
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e, €
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FryF.
Seus

Fnax

Fonin

Fy()

S

Fy, Fyr
h(X.), h(1)

J

Error de seguimiento transversal.

Errores de seguimiento.

Constante positiva pequefia.

Fuerza normalizada (m/s°).

Saturacion de la fuerza normalizada (m/s”).

Fuerzas de los motores de babor y estribor (V).

Fuerza inducida por las corrientes en la direccion de avance (N).
Maxima fuerza normalizada (m/sz).

Minima fuerza normalizada (m/s°).

Fuerza normalizada asociada a una trayectoria solucion (m/s).
Fuerza inducida por las corrientes en la direccion de deriva (N).
Fuerzas necesarias para seguir la trayectoria X,.

Histéresis dinamica.

Momento de inercia (Kg/mz).

Constantes positivas de control.

Distancia del eje de simetria al centro de fuerzas de un motor (m).
Autovalor de la matriz A.

Componentes de la matriz de distancias de verificaciéon morfologica.
Masa (Kg).

Matrices auxiliares de controlabilidad.

Vector de ruido en la medida [p,y, py, 1] T

Vector normal a la recta i-ésima.

Cota superior del ruido en la medida.

Origen sistema coordenadas.

Vector de perturbaciones [p,y, py, .



pi Vector de posicion del punto i-€simo.

Pmax Cota superior de las perturbaciones.
r Velocidad de guifiada (rad/s).
Ronax Tamaio de la semidiagonal del rectangulo imagen (pixeles).
P(Ay) Radio espectral de A,,.
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T Momento normalizado (rad/s”).
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Tonan Par normalizado maximo (rad/sz).
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Ount Orientacion previa en el sistema de referencia de la camara (rad).
To Tiempo que tarda el estado en penetrar en la region 2.
u Velocidad de avance (m/s).
u Vector de control.
U Sistema inercial
uj, Uy Senales de control.
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v Velocidad de deriva lateral (m/s).
(X) Funcion de Lyapunov.
Vnase Valor maximo de la funciéon de Lyapunov en una region.
Va Funcién de Lyapunov discreta.
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Vi, Vy Variables de velocidad (m/s).

w Velocidad angular en el sistema de referencia de la camara (rad/s).
w Vector auxiliar longitudinal.

WA(Xo) Region débilmente accesible desde X,.
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Xy Estado inicial.
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Xe» Ve Posiciones corregidas de distorsion.
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X Estado longitudinal [x,v,]” .
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X; Estado transversal [y,v,y, .

¥ Orientacion (rad).
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(graphical user interface) Interfaz grafica de usuario.
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Capitulo 1 Introduccién,

objetivos y estructura

1.1. Introduccion

La inmensa mayoria de los vehiculos empleados en el transporte, tanto terrestre como
maritimo o aéreo son vehiculos subactuados. La razén es que en general, estos
vehiculos son mas simples, eficientes y baratos que los vehiculos completamente
actuados. Solo en unos pocos casos, la necesidad de maniobrabilidad justifica el coste
de afiadir mas actuadores a dichos vehiculos.

Los vehiculos empleados mas frecuentemente en la industria naval son vehiculos de
superficie. Tipicamente estos vehiculos poseen un motor y timén que les permite
controlar su velocidad y su orientacién, haciendo que el control de vehiculos
subactuados de superficie sea un problema practico de gran interés (Fossen, 2002).

Desde el punto de vista del control, los vehiculos subactuados presentan restricciones no
holondmicas que limitan sus posibilidades de maniobra. Esto dificulta el disefio de leyes
de control para los mismos, haciendo que el disefio dichas leyes sea fuertemente
dependiente del problema de control deseado. Una clasificacion exhaustiva de dichos
problemas puede encontrarse en (Olfati-Saber, 2001).

Puesto que la dinamica de estos vehiculos es no lineal, el andlisis de los mismos es
complejo e involucra conceptos avanzados de controlabilidad (Hermann & Krener,
1977; Megretski, 2003) dando lugar a una linea de investigacion que ain permanece
activa y todavia hoy es fuente de nuevos resultados interesantes (Kai, Kimura & Hara,
2005).

Si bien es posible seguir ciertas trayectorias por medio de leyes de control suaves e
independientes del tiempo no ocurre lo mismo cuando el objetivo es estabilizar el
vehiculo en un punto y con una orientacion determinada. Este problema es conocido
frecuentemente como posicionamiento dinamico. De acuerdo con un famoso resultado
de inexistencia conocido como teorema de Brockett (Brockett, 1983) el posicionamiento
dindmico de estos vehiculos es un problema muy complejo.
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En general cada uno de los problemas asociados al control de dichos vehiculos suelen
tratarse por separado, dando solucidon independiente a una de las dificultades que se
presentan (Aguiar & Hespanha, 2003; Aguiar & Pascoal, 2002; Pettersen & Nijmeijer,
2001; Pettersen & Egeland, 1996; Sira-Ramirez & Ibafez, 2000). No obstante, existen
algunos autores que intentan unificar en una misma estrategia de control varios
problemas de forma simultanea como por ejemplo en (Aguiar & Hespanha, 2007) y en
(Encarnacao & Pascoal, 2001), donde se abordan conjuntamente los controles de
seguimiento de camino y de trayectoria, asi como en (Do, Jiang & Pang, 2002) donde se
disefia un control que ademas es capaz de resolver el problema de estabilizacién en un
punto.

La principal diferencia entre los vehiculos subactuados marinos y los vehiculos
subactuados terrestres es que los primeros tienen una velocidad de deriva no
despreciable, esto es lo que hace que la restriccion dinamica involucre las aceleraciones
y no las velocidades (hecho por el cual la restriccion no holonémica es de segundo
orden).

Puesto que el principal problema de estos vehiculos es el deslizamiento y este es
especialmente acusado en los aerodeslizadores, muchos autores eligen este sistema
como modelo de estudio (Aguiar, Cremean & Hespanha, 2003; Dumbar, Olfati-Saber &
Murray, 2003; Fantoni, Lozano, Mazenc & Pettersen, 2000; Seguchi & Ohtsuka, 2003;
Sira-Ramirez & Ibafiez, 2000), por citar algunos.

A nivel internacional existen varias plataformas dedicadas a la experimentacion con
aerodeslizadores entre las que cabe destacar el Multi-Vehicle Wireless Testbed (MVWT)
desarrollado en el Caltech, la plataforma experimental utilizada en (Seguchi & Ohtsuka,
2002) o la plataforma para multiples aerodeslizadores que se expone en (Vladimerou et
al., 2004). El objetivo de todas estas plataformas es disponer de un banco de pruebas
que permita validar las leyes de control desarrolladas para vehiculos auténomos
subactuados.

En esta Tesis se sigue la misma aproximacion que estos autores, para ello se desarrolla
una plataforma experimental que utiliza un aerodeslizador como modelo de vehiculo
subactuado no nolonémico y se estudian estrategias de control para este vehiculo.

1.2. Objetivos de la Tesis

Esta Tesis esta dedicada al control de los vehiculos subactuados de superficie. El
sistema propuesto como modelo a controlar es un aerodeslizador subactuado que se
describe en detalle en el Capitulo 3.

El proposito fundamental de este trabajo es disefiar leyes de control que sean capaces de
resolver los problemas de seguimiento de trayectoria y posicionamiento dinamico
considerando las limitaciones de los actuadores y del vehiculo en cuestion. Para ello se
definen los siguientes objetivos.

I Estudiar la controlabilidad del modelo, estableciendo el tipo de problemas que
pueden abordarse y las limitaciones fisicas del aerodeslizador.
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I Implementar una plataforma experimental que sea un banco de prueba para las
leyes de control que se desarrollan en la Tesis.

III  Obtener y validar un modelo de simulacion del aerodeslizador que permita disefiar
y analizar leyes de control para el mismo.

IV Resolver el problema de posicionamiento dinamico del aerodeslizador teniendo en
cuenta que las sefales de control disponibles son de tipo todo-nada-inversion.

V  Resolver el problema de seguimiento de trayectoria del aerodeslizador
considerando entradas de control continuas.

VI  Resolver el problema de seguimiento de trayectoria del aerodeslizador utilizando
solamente las sefiales de control disponibles en el sistema fisico real (todo-nada-
inversion).

VII Para cada una de las leyes de control disefiadas obtener demostraciones tedricas
de la estabilidad y analizar el efecto de las perturbaciones y el ruido en la medida
asi como la incertidumbre en los parametros.

VIII Validar las leyes de control disefiadas utilizando senales de control discretas (y
por tanto directamente aplicables el sistema fisico real) utilizando el sistema de
laboratorio desarrollado.

1.3. Estructura

La exposicion del desarrollo de este trabajo se organiza en siete capitulos. Si bien la
estructura de la Tesis es secuencial se ha intentado que en la medida de lo posible cada
uno de los capitulos sea autocontenido. Por este motivo los capitulos de desarrollo (2 a
6) contienen una pequeia introduccién sobre el problema tratado en el capitulo asi
como una pequefia discusion acerca de los resultados obtenidos en el mismo.

Capitulo 2:

Se presenta la estructura general del modelo del aerodeslizador que se utilizara en el
resto de la Tesis, ademas se realiza un estudio en profundidad de los problemas de
control presentes en el aerodeslizador, estudiando detalladamente la restriccion no
holonémica que limita su movimiento y como afecta al tipo de trayectorias que pueden
seguirse. Ademas se obtienen resultados acerca de la controlabilidad local y global del
estado, la controlabilidad del sistema en torno a trayectorias asi como las limitaciones
que el teorema de Brockett impone sobre las leyes de control desarrolladas.

Capitulo 3:

Se analiza la implementacion del sistema real de laboratorio. Se expone tanto la
realizacion fisica del laboratorio (estructura del hardware) como los programas que se
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desarrollan para el control del vehiculo (estructura del software). Se describe la
implementacion de la libreria de bloques en LabVIEW que compone la arquitectura
software del laboratorio, desglosando cada uno de los mddulos que contiene asi como
los problemas que resuelve (vision artificial, calculo de la ley de control, comunicacion
con el aerodeslizador y disefio de la interfaz grafica de usuario). Finalmente se utiliza la
plataforma implementada para obtener y validar un modelo del aerodeslizador.

Capitulo 4:

Se desarrolla una ley de control que permite resolver el problema de posicionamiento en
un punto del aerodeslizador. Dicha ley de control se desarrolla en dos partes, en primer
lugar se busca una ley de control que estabiliza la dindmica trasversal del vehiculo
(haciendo uso del par de fuerza diferencial de los motores). A continuacioén se disefna
una segunda ley de control, que empleando como accidn de control la fuerza total de los
motores, es capaz de mantener acotada la posicion longitudinal del vehiculo. Finalmente
se unifican ambas leyes de control de tal manera que las dindmicas longitudinal y
transversal se estabilicen al mismo tiempo. Se analiza la estabilidad desde el punto de
vista tedrico y practico mediante simulaciones y experimentos reales.

Capitulo 5:

Se resuelve el problema de seguimiento de trayectoria mediante una ley de control
continua. Para ello, en primer lugar, se hace un estudio del tipo de trayectorias que
pueden seguirse (trayectorias factibles) asi como de las trayectorias en las que puede
disefiarse una ley de control que utilice informacion local (trayectorias bien definidas).
A continuacidn se disefia una ley de control que es capaz de seguir cualquier trayectoria
bien definida utilizando fuerzas acotadas en cada uno de los actuadores sea cual sea la
condicion inicial de partida. Se demuestra la estabilidad del control obtenido de forma
teorica y se analiza el rendimiento de la ley de control por medio de simulaciones.

Capitulo 6:

Este capitulo esta dedicado a resolver el problema de seguimiento de trayectoria de un
aerodeslizador utilizando Uinicamente sefales de control todo-nada-inversion. Para ello
se define un subconjunto de las trayectorias del sistema en las cuales las acciones de
control disponibles pueden dominar sobre las acciones de control necesarias para seguir
la trayectoria. A estas trayectorias se las denomina trayectorias dominables. A
continuacion se disefia un control que es capaz de seguir cualquier trayectoria
dominable desde una condicion inicial acotada (estabilidad semiglobal). La estabilidad
se analiza tanto matematicamente como en simulaciéon y ademas la ley de control
desarrollada se pone a prueba en el sistema experimental.

Capitulo 7:
Finalmente se exponen las conclusiones de la presente Tesis haciendo hincapié en las

aportaciones originales de la misma. Ademas se plantean las posibles lineas de
investigacion futura a las que da pi¢€ este trabajo.



Capitulo 2 Problemas de control

de un aerodeslizador

El objetivo de este capitulo es presentar el sistema con el que se trabaja a lo largo de
esta tesis. Para ello, en primer lugar, se comenzara estudiando el modelo en tres grados
de libertad de un aerodeslizador subactuado y las hipotesis de modelado que lo
sustentan.

A continuacion se estudiaran las restricciones no holondémicas que actuan sobre el
vehiculo limitando su movimiento. En particular se dard una caracterizacion de las
trayectorias factibles, esto es, las trayectorias que pueden ser seguidas por el vehiculo
cuando sobre €l se aplica una cierta sefial de control acotada.

Ademas, en este capitulo se analizard en detalle el problema de controlabilidad del
aerodeslizador, haciendo hincapi¢ a dos problemas fundamentales. El primero es la
controlabilidad del estado, en donde se analiza bajo que condiciones es posible mover el
aerodeslizador entre dos estados diferentes. El segundo es la controlabilidad a lo largo
de una trayectoria, en el cual se determina cuando es posible manejar el estado del
sistema en el entorno de una trayectoria dada.

2.1. Modelo del sistema

Un aerodeslizador, también conocido por su nombre en inglés “hovercrafi”, es un
vehiculo que se sustenta al lanzar un chorro de aire contra una superficie que se
encuentra debajo de él. Esto genera un colchén de aire, que le permite, en principio,
moverse sobre cualquier superficie horizontal lo suficientemente regular, como llanuras,
sobre el agua, la nieve, arena o hielo, sin estar propiamente en contacto con ella, como
se ve en la Figura 2.1. Esto hace del aerodeslizador un vehiculo muy versatil.

Dado que el aerodeslizador es un vehiculo que se sostiene sobre un colchon de aire este
tipo de vehiculo se clasifica como una aeronave. Sin embargo, el funcionamiento del
vehiculo deslizando sobre fluidos y sobre superficies solidas puede modelarse
perfectamente como un vehiculo maritimo de superficie.

Este tipo de modelado es muy interesante ya que el aerodeslizador refleja
comportamientos dindmicos frecuentes en los vehiculos marinos subactuados que no se



6 Capitulo 2 Problemas de control de un aerodeslizador

dan en los vehiculos terrestres. El ejemplo mas claro de este comportamiento es la
existencia de una velocidad de deriva lateral no controlable. Ademas en este vehiculo
dichos efectos se ven amplificados ya que la velocidad de deriva no es en ningiin modo
despreciable.

Figﬁfa 2.1. aerodeslizador militar real.

Existen muchas publicaciones acerca del modelado y la identificacion de modelos de
vehiculos marinos, ver por ejemplo, (Fossen, 2002) para una vision general, (Aranda,
Cruz & Diaz, 2004) para la obtencion de modelos de vehiculos rapidos de superficie.
Un modelo cléasico de vehiculo marino subactuado se puede encontrar en (Pettersen &
Nijmeijer, 2001). En algunas publicaciones pueden encontrase modelos simplificados
de aerodeslizador, sirvan como ejemplo (Fantoni et al., 2000) o (Fantoni et al., 2000;
Seguchi & Ohtsuka, 2002). En esta Tesis se empleara el modelo presentado en (Aguiar
et al., 2003) y (Cremean et al., 2002) que es considerado como estandar para el control
de este tipo de vehiculos.

En este trabajo se utilizaran ampliamente varios sistemas de coordenadas. Esto permitira
destacar claramente las hipdtesis de modelado del sistema asi como introducir los
sistemas de referencia que seran de utilidad a lo largo de la Tesis.

2.1.1. Cinematica general de un vehiculo en 3GDL

La cinematica general de un vehiculo maritimo se describe utilizando la notacion
SNAME (1950). En esta notacion se definen entre otros los dos sistemas de
coordenadas que se usaran a lo largo del desarrollo.

Sistema NED (North-East-Down): En este sistema, los ejes de coordenadas son
tangentes a la superficie del suelo. El eje X, estd orientado en direccion norte, el eje
Y,.q orientado en direccion Este, y, al tratarse de un sistema de ejes dextrogiro el eje Z,cq
debe apuntar hacia abajo. La posicion de este sistema queda establecida por la longitud
y la latitud.



2.1 Modelo del sistema 7

Sistema Inercial {U}: Para propositos de control el sistema NED puede considerarse
como un sistema inercial local. De este modo en dicho sistema se cumplen las leyes de
Newton. Esto implica despreciar las fuerzas de Coriolis inducidas por la rotacion de la
tierra y considerar la tierra como un sistema localmente plano. Por tanto, fijando
arbitrariamente un punto fijo de la tierra proximo al vehiculo ‘o’ pueden definirse unos
ejes coordenados planos {X,Y}. Ver Figura 2.2

Sistema BODY {B}: Este sistema de coordenadas se encuentra anclado al vehiculo en

su movimiento. El eje X, del sistema apunta hacia proa y el eje Y, apunta hacia estribor.
El eje Z, que no se muestra en la Figura 2.2 apunta hacia abajo.

Xu,

{U}

0]

Figura 2.2. Ejes de coordenadas. La figura muestra el sistema de coordenadas inercial local {U}y el
sistema de coordenadas ligado al vehiculo {B} (ejes cuerpo).

Dado que solo se estd considerando el movimiento del vehiculo sobre la superficie
horizontal, se usard un modelo de 3 GDL (grados de libertad). En este modelo la
transformacion de coordenadas entre el sistema de ejes anclado al vehiculo y el eje
inercial vendra especificada por una traslacion y una rotacion de angulo ¥ (2.1).

Y.) \sin(y) cos(w) \»,) \»
Donde ¥ es la orientacion (Yaw) o angulo de guifiada del vehiculo, (x, y) es la posicion
del centro de masas del vehiculo que coincide con el origen de {B}.

Las ecuaciones cinematicas en el sistema inercial vienen dadas por (2.2), donde la
tercera de las ecuaciones es la definicion de la velocidad de guifiada 7, también conocida
por el término inglés “yaw rate”.
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X=v,
y=v, (2.2)
y=r

La velocidad del vehiculo en el sistema {B} puede expresarse mediante dos
componentes, la velocidad de avance u y la deriva lateral v. Teniendo en cuenta la
relacion (2.1) entre los sistemas de coordenadas pueden deducirse las ecuaciones
cinematicas respecto al sistema {B}:

X =ucos(y)—vsin(y)
y=usin(y)+vcos(y) (2.3)

y=r

2.1.2. Dinamica de un vehiculo naval

El sistema natural para deducir las ecuaciones dindmicas de un vehiculo es el sistema
inercial {U} donde son validas las leyes de Newton, en este sistema las ecuaciones
dindmicas adoptan la siguiente estructura:

mX:ﬂ(Vx,Vy,E,,F;:War)-i_f‘cx
my :fv(anvy’F;)aFeal//’r)-i_fcy (24)
S = M0, B Fy ) £ M,

Donde m es la masa del vehiculo, J su momento de inercia respecto al centro de masas,
fv fy son las fuerzas inducidas en el vehiculo en el sistema inercial y M, es el par de
fuerzas que acttia sobre el vehiculo que seran funcion de las fuerzas de los motores de
estribor y babor respectivamente F, y Fj. Por otro lado f.., fo, y M. son las fuerzas
inducidas por el agua y el viento. Estas fuerzas, en general, pueden depender de forma
compleja del estado del vehiculo, de las sefales de control e incluso de las derivadas de
los estados (derivadas hidrodindmicas) (Fossen, 2002).

El problema de este sistema es que, en general, resulta dificil deducir la forma que
adoptan f,, f, y M,. Afortunadamente estas fuerzas son facilmente expresables en el
sistema {B}. Esa es la razon por la cual dicho sistema se utiliza frecuentemente para el
modelado de la dindmica de estos vehiculos.

Sin embargo, el sistema {B} es un sistema no inercial, de este modo las leyes de
Newton no se aplican directamente. Por este motivo la transformacion del sistema de
coordenadas introduce los términos de Coriolis mrv y mru. Para ver esto basta con
derivar (2.3) y sustituir en (2.4). Obteniendo lo siguiente:

mi—mrv =cos(y)(f, + 1) +sin(y)(f, + 1,,)

my+mru = —sin(y )(f, + f,.)+cos(w)(f, + /.,) (2.5)
Jr=M +M,
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Llegados a este punto resulta facil escribir las fuerzas y momentos que actiian sobre el
aerodeslizador. Observando la Figura 2.2 es claro que la fuerza en la direccion del eje
X, es la suma de las fuerzas de los dos motores F, y Fp, mientras que el par de fuerzas es
el originado por el modo diferencial entre ambos motores.

Por otro lado, las fuerzas inducidas sobre el vehiculo por el suelo o el agua son fuerzas
disipativas o de rozamiento que se modelan como fuerzas de friccion viscosa. Los
coeficientes de rotacion viscosa asociados a las velocidades u, v y r son respectivamente
D,, D, y D,. Por otra parte no se consideraran fuerzas inducidas por la corriente de
modo que f.. y f,y seran nulas. De este modo las ecuaciones dinamicas del sistema
quedan como:

mu—mrv+Du=F, +F,
mv+mru+Dy=0 (2.6)
Jr+Dr=I(F,-F)

La segunda ecuacion del sistema (2.6) pone de manifiesto una de las caracteristicas
fundamentales del aerodeslizador, esto es, que el deslizamiento no es directamente
controlable.

Dado que en la segunda ecuacion dindmica no aparecen las acciones de control, el
deslizamiento lateral solo se podra controlar indirectamente usando . Esto significa que
para seguir una determinada trayectoria en la cual los valores de u y v quedan
especificados habra que adoptar una orientacion especifica.

Sobre el modelo (2.6) todavia caben por hacer un par de simplificaciones mas. En los
modelos méas ampliamente usados en la literatura sobre este tipo de vehiculos (Aguiar et
al., 2003) asi como en (Pettersen & Nijmeijer, 2001) es comin encontrar algunas de
estas hipotesis. Las dos principales hipdtesis de modelado que se consideran son:

Isotropia: Se supondra que los valores de D,y D, son idénticos.
Constancia de los pardmetros: Se considera que los valores de m, J, D,, D, y [ son
constantes y no dependen del estado o del tiempo.

Finalmente con todas estas condiciones el modelo del sistema quedara como:

mu—mrv+Du=F +F,
mv+mru+Dyv=0 (2.7)
Jr+Dr=I(F,-F)

A continuacion, por conveniencia para el disefio de la ley de control se expresan las
ecuaciones cinemadticas (2.3) y dindmicas (2.7) a través de la relacion (2.1) como un
conjunto de ecuaciones en el sistema inercial. Esto permite obtener las ecuaciones de
estado en la forma en la que seran usadas en el disefo de las leyes de control.
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X=v,

v. =Fcos(y)—d v

A )
v, =Fsin(y)—-d,v,

V=r

r=t—dr

r

En el modelo (2.8) F=(F»+F,/m es la fuerza normalizada y tiene unidades de
aceleracion (m/s®), =I(F-F,)/J es el momento normalizado y tiene unidades de
aceleracion angular (rad/s). Los coeficientes de rozamiento normalizados son d,=D,/m
y d,=D,/J y tienen unidades de (s'l).

Hay que destacar la sencillez que adoptan las ecuaciones de estado (2.8). Esta
simplicidad es debida fundamentalmente a la condicién de Isotropia. Podria pensarse
que este modelo es demasiado simple para representar la complejidad inherente a este
tipo de vehiculos, sin embargo, nada mas lejos de la realidad, el aparentemente simple
sistema (2.8) contiene las tres dificultades fundamentales de este tipo de sistemas:

I El sistema (2.8) es un sistema no lineal y la linealidad no es trivial.

I Elsistema es subactuado: hay tres grados de libertad x, y, i y solo dos acciones
de control F'y 7. Ademas las ligaduras del sistema son no-holondmicas.

III  El vehiculo tiene una velocidad de deslizamiento no nula que no es directamente
controlable. Esta es la diferencia fundamental entre los vehiculos subactuados
marinos y terrestres.

Por este motivo este sistema es representativo de una amplia clase de sistemas marinos
y por ello serd estudiado en profundidad en este capitulo. De hecho en muchos trabajos
se toma como referencia modelos incluso mas simples del vehiculo, véase por ejemplo
(Fantoni et al., 2000; Seguchi & Ohtsuka, 2002 ; Sira-Ramirez & Ibafiez, 2000) donde
no se consideran fuerzas de rozamiento.

2.1.3. Sistema real de laboratorio

En la Figura 2.3 se muestra el aerodeslizador real de laboratorio con el que se trabajara
a lo largo de la Tesis. Este vehiculo es un aerodeslizador de radio control de la marca
Graupner.

El sistema de radio control s6lo permite enviar comandos de tipo todo-nada-inversion
de tal manera que las acciones de control disponibles son Fp,.€ {-thmin,0,tlmar}. La
combinacion de estas sefiales de control determina los nueve valores posibles de las
sefiales de control F'y 7 como se ve en Figura 2.4. Sin embargo, para que el modelo sea
lo mas general posible, a lo largo del analisis de este capitulo se consideraran valores
continuos de la accidon de control, Fp,. € [-Umin,Umax]-
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Figura 2.3. aerodeslizador de radio control

Los valores de las constantes del modelo dependen fuertemente de las condiciones del
experimento, ya que al tratarse de un modelo a escala de dimensiones reducidas la
potencia de los motores depende del estado de la bateria. Ademas, los coeficientes de

rozamiento dependen de la capacidad de bombeo del motor central que alimenta el
colchén de aire y del estado de la superficie sobre la que desliza.

Parametro Valor

m 0.995 Kg

J 0.014 Kg/m®

I 0.075 m
Unax 0.545 N
Upin 0.347N
D, 0.357 Kg/s
D, 0.0243 Kgm"s
d, 0.3588 5™
d, 1.7357 s™!

Tabla 2.1. Constantes estandar del modelo de simulacion.

Para mantener la consistencia a lo largo de toda la Tesis en todas las simulaciones se

usara el conjunto de parametros que se muestra en la Tabla 2.1. En el Capitulo 3 se
justifica el valor de dichos parametros.
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Figura 2.4. Diagrama de fuerzas admisibles. Se marca con un asterisco las nueve combinaciones de
sefiales de control posibles y la fuerza y momento que producen.

2.2. Problemas de control del aerodeslizador

El disefio de controladores para vehiculos autonomos marinos es un tema de gran
interés que ha ido recibiendo una atencidon creciente en los ultimos afios. Estos
vehiculos son fuertemente no lineales y exhiben complejos efectos hidrodinamicos que
dificultan considerablemente el disefio de control.

Los problemas de control de movimiento de vehiculos autébnomos tratados mas
frecuentemente en la literatura se pueden clasificar en tres grandes grupos
fundamentales (Encarnacdo & Pascoal, 2001) que se muestran en la Figura 2.5:

I Posicionamiento dinamico (“point stabilization”) Este problema es también
conocido como estabilizacién en un punto, el objetivo es estabilizar el vehiculo en
un punto fijo y en una determinada orientacion.

I Seguimiento de trayectoria: (“tracking”) En este problema el vehiculo debe seguir
una trayectoria espacial que se encuentra parametrizada en el tiempo (x(¢),y(¢)).

Il Seguimiento de camino: (“Path following”) En este problema el vehiculo debe
converger hacia un camino preestablecido (x(s),y(s)). Donde s puede ser cualquier
parametrizacion de la trayectoria (normalmente la longitud de arco). Una vez se
haya alcanzado el camino debera seguirlo con una velocidad de crucero
especificada.

El grado de dificultad envuelto en resolver estros problemas es fuertemente dependiente
de la configuracion del vehiculo y representa un gran reto cuando los vehiculos son
subactuados.
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Tracking PF

x(t) x(s)
Figura 2.5. Los tres problemas de control de un vehiculo. Seguimiento de trayectoria a la izquierda,
posicionamiento dinamico en el centro y seguimiento de camino a la derecha.

La diferencia fundamental entre el seguimiento de trayectoria “tracking” y el de camino
“path following” es que en el seguimiento de camino no hay referencias temporales, por
tanto los controles disefiados para este problema se centran mas en mantenerse en el
camino y menos en el control de la velocidad hasta que alcanzan la el camino deseado.
Esto normalmente produce controles mas suaves en la aproximacion a la trayectoria.

Desde el punto de vista matematico el problema de “tracking” aumenta en una unidad el
orden del sistema a controlar ya que una vez que el vehiculo se encuentra sobre la
trayectoria los controladores disefiados para “tracking” hacen un control de posicion,
mientras que los de “path following” hacen solamente un control de velocidad.

Es importante destacar que una vez resuelto el problema de seguimiento de trayectoria

es facil adaptar la solucion obtenida para hacer seguimiento de camino. Por este motivo
en esta Tesis se estudia en detalle el problema de seguimiento de trayectoria.

2.3. Restricciones no holonomicas

El aerodeslizador es un sistema dinamico subactuado, ya que tiene tres GDL y solo dos
acciones de control. Esto impone una restriccion sobre el tipo de trayectorias que
pueden ser seguidas por el mismo. Para analizar en detalle el tipo de restricciones se
establecen las siguientes definiciones.

Sea un sistema dindmico general:

f(x, %,..x",u,1)=0 (2.9)
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Donde X es un vector de coordenadas del sistema de dimension n, f es un sistema de
ecuaciones diferenciales de orden k& en X, U es un vector de entradas de dimension m y ¢
es el tiempo.

Definicion 2.1: Se dice que un sistema de la forma (2.9) es subactuado cuando tiene un
mayor numero de grados de libertad que de acciones de control independientes (n>m).

Definicion 2.2: Se dice que un sistema dindmico subactuado es holonomico cuando es
posible expresar las restricciones del movimiento como una ecuacion entre las
coordenadas dada en la ecuacion (2.10).

h(x,,..x,,t)=0 (2.10)
Donde x; son las coordenadas de posicidn, en caso contrario es no nolonémico.

Definicion 2.3: Dado un sistema no holonémico, el grado de holonomia p de una
restriccion dindmica es el orden minimo de derivadas que se necesitan para expresar la
restriccion en la forma:

B (), oo (), 5, (£), 0o X () P (), . X (£), 1) = cte(ci) @2.11)

Donde, en general, la constante cte(ci) puede ser una funcion del estado o del tiempo
iniciales pero es independiente de la sefal de control u.

Segun la definicion anterior un sistema es no holonémico de segundo orden cuando
existe una funcién 4; tal que las soluciones (2.9) para cualquier valor de U cumplen la
ecuacion (2.12) y al mismo tiempo no existe una funcidn 4, tal que se cumpla (2.13).

B (5, (), o, (), 5, (D), . %, (£), 5, (D), ..&, (), £) = cte(ci) (2.12)
By (X, (£),..x, (£), %, (£), . %, (£), ) = cte(ci) (2.13)

Lo que caracteriza a los sistemas holondémicos es que existe una relacion algebraica
entre las variables del sistema. Un ejemplo de sistemas holonomicos es un péndulo,
donde la relacion entre las variables puede expresarse como x°+y°-r*=0. De este modo
la condicidon de holonomia es equivalente a poder eliminar algunas variables del sistema
o grados de libertad despejando de la ecuacion (2.10).

Por otro lado, en un sistema no nolondmico de primer orden no es posible despejar unas
variables independientes en funciéon de las demas, pero si que es posible encontrar
cantidades conservadas de la forma (2.13) que son constantes a lo largo del movimiento.
Por ejemplo en los sistemas conservativos /4, podria ser la energia del sistema.

En un sistema nolondmico el estado final del sistema no depende de la trayectoria
seguida para alcanzarlo ya que la restricciéon que opera sobre los estados del sistema es
integrable en la forma de forma exacta como en (2.10). Sin embargo en los sistemas no
holonoémicos el estado final si depende de la trayectoria que se haya usado para
alcanzarlo.
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Para ilustrar este concepto conviene considerar el ejemplo mostrado en la Figura 2.6
donde un aro rueda sin deslizar sobre un plano horizontal. La restriccion de no
deslizamiento limita el tipo de trayectoria a seguir, sin embargo, el estado final no esta
univocamente determinado ya que moviéndose a través de dos caminos distintos 4 y B
desde el mismo puto inicial p; es posible alcanzar el punto final p, con dos
orientaciones diferentes.

Figura 2.6. Trayectorias en un sistema no nolonémico.

El aerodeslizador representado por el sistema (2.8) es un caso claro de sistema no
nolondmico, para ver esto en primer lugar considérese las ecuaciones para la derivada
de la velocidad.

v.=Fcos(y)-d,v,

v, = Fsin(y)—d,v, @.14)
Si a partir de estas ecuaciones se elimina el valor de la fuerza se obtiene:
(v, +d,v,)sin(y) = (v, +d,v,)cos(y) (2.15)
Que expresado en funcion de las coordenadas de posicion:
(x+d x)sin(y)—(y+d,y)cos(y)=0 (2.16)

La ecuacion (2.16) establece una ligadura entre el angulo y y las dos primeras
derivadas de la posicion. Para comprobar que esta ligadura es no holondmica bastaria
probar que la ecuacion (2.15) no es integrable.

Teorema 2.1. El aerodeslizador definido por (2.8) es un sistema no nolonémico de
segundo orden.
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Demostracion: Es posible demostrar este resultado empleando la teoria general de los
sistemas robdticos no holondmicos con restricciones afines (Kai et al., 2005) o (Zhu &
Yu, 2002), para ello deberian calcularse los corchetes de Lie iterados y comprobar la
dimension del espacio vectorial generado.

Esto permitiria utilizar el teorema de Frobenius para demostrar la no integrabilidad de
(2.15) y puede usarse de forma general en muchos sistemas del estilo de (2.8). Sin
embargo aqui se presentard una demostracion mas elemental que se apoya en el hecho
de que la solucion libre del sistema (2.8) puede integrarse explicitamente posponiendo
el analisis del algebra de Lie para el andlisis de la controlabilidad.

En primer lugar es claro que (2.16) define una funcién del tipo (2.12), basta entonces
con probar que no se puede expresar esta restriccion del sistema en la forma (2.13).

Se procede por reduccion al absurdo. Para ello se supone que existe una funcion
ha(x,y,,vx, vy, 1,1)=0 capturando el efecto de la ligadura (2.16). Sea entonces la siguiente
solucidn libre del sistema (2.8):

x(t) = x(0) +%(1 _ efdut)

u

¥(t)=1(0) +Vyd_(°)(1 o)

r(0) wy 2.17
v =p(O)+==(1-e*) (2.17)

v, (0)=v,(0)e "
v, (1) =v,(0)e "
r(t) =r(0)e ™

Es claro por substitucion directa que (2.17) es una solucion del sistema (2.8) cuando la
fuerza F'y el momento r ambos nulos para cualquier valor arbitrario de las condiciones

iniciales x(0),1(0),v+(0),1,(0), y(0),7(0).

Dado que 4, debe de ser constante a lo largo de cualquier trayectoria solucion de (2.8):
dh,
(0. 20, (0.9, (O (0.7(0).0) = by (1) = ete = T2 =0 (2.18)

Tomando la derivada de /; a lo largo de la trayectoria (derivada de Lie) se obtiene:
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dah, _ Oy —2v (0)e ™ + %v (0)e™ " — %dﬂx (0)e™
dt ox y ov,
LY v, (0)e ™ + ooyt — L g poye e +
ov, oy or ot
oh,  oh, oh, , oh, 19)
=v (0)e ™| —=2—d, =2 [+v (0)e | =2 —d, —%
o ov, ) £l avy
+r(0)e % —d, % +% =0
Y% or ) ot

Puesto que las condiciones iniciales son arbitrarias la Unica forma de que (2.19) sea
idénticamente nulo para cualquier valor de v, v, y r es que todos los términos entre
paréntesis se anulen, y que ademas la derivada de 4, respecto al tiempo sea nula (y por
tanto /4, no dependa del tiempo) de modo que se tiene:

g o) (b o) (k) o o
ox ov, oy ov 81// or ot

y

Si ahora se vuelve a calcular la derivada de 4, en una trayectoria cualquiera y se utiliza
la condicidn (2.20) se tiene que:

dh, Oh, Oh, é’h Oh,
—==—=y +—=V —d v, +Fsin +—= —d,v, +F cos
dt ox ° 0oy a ov o ) ov ( (l//))

X y
L oh +8h(d ro)s Lo _
oy  or ot

o du% v+ ai—dai +(8h d,%jr+ (2.21)
o ov, a "oy, DT v or

hy Fsm(y/)+ Oh, Fcos(l//)+aiz'—

x ,V

:%Fsin(y/)+%Fcos(w) +%r =0
0 ov or

V. ;

Como (2.21) tiene que cumplirse para cualquier valor de las fuerzas y momentos, 4, no
puede depender de 7, y en virtud de (2.20) 4, tampoco puede depender de .

F %sin(t//)+%cos(1//) +%Z’EO VF,tr :%=O:>%=O (2.22)
0 ov or W

vx ¥ 87"

Pero entonces, para que (2.21) se cumpla, y dado que /4, no depende de i :
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Oy sin(y) + oy cos(y)
ov ov

* Y EO:%:%:O (2.23)
Oh, ov, 0v,
oy

Reuniendo todos los resultados se concluye que /4, no depende de ninguna variable
contradiciendo la hipétesis inicial.

oh, _Oh, _ Ok, _Ohy _Ohy _Ohy _ O
ox Oy oOv, ov, Oy oOr ot

y

=0 (2.24)

2.4. Nociones de controlabilidad no lineal

Es muy frecuente en los sistemas de transporte que los vehiculos sean subactuados y no
holondmicos, como de los coches, la mayoria de los barcos, aviones, etc. La razon por
la que existen tantos vehiculos de este tipo es un simple criterio de economia y
sencillez: dichos vehiculos son “controlables”. En otras palabras, es posible llevar a
estos vehiculos hacia el estado deseado o hacerlos recorrer ciertos tipos de trayectorias
usando solamente las acciones de control disponibles. Por este motivo, no tiene sentido
afladir mdas actuadores al vehiculo que los estrictamente necesarios para poder
controlarlo.

Por ejemplo, la Figura 2.7 muestra la complejidad de un coche completamente actuado.
Resulta evidente a primera vista que un coche normal es mucho mas simple, econdmico
y eficiente que su homologo completamente actuado y atn asi cubre ampliamente todas
las necesidades normales de conduccion. La unica ventaja del vehiculo totalmente
actuado modelo radica en que simplificaria drasticamente las maniobras (por ejemplo el
aparcamiento) o las condiciones de conduccion extremas.

Figura 2.7. Coche omnidireccional (Mitsubisi MMR25)
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El hecho de que el sistema sea no nolonémico significa que aunque existan ligaduras
como (2.16), que impiden cierto tipo de trayectorias no implica que no sea posible
llegar a cualquier estado. De hecho como se muestra en este capitulo es posible pasar
desde cualquier condicion inicial a cualquier estado final en un tiempo finito.

Para poder analizar posteriormente la controlabilidad del aerodeslizador es necesario en
primer lugar introducir los siguientes conceptos.

2.4.1. Controlabilidad en un punto

La teoria general de controlabilidad de sistemas no lineales estd basada en la geometria
de las variedades diferenciables (Hausdorf manifolds). A continuacién se exponen un
conjunto de definiciones de estabilidad para sistemas no lineales autobnomos basados en
la formulaciéon Hermann-Krener, véase (Hermann & Krener, 1977) asi como (James,
1987). Pueden encontrarse ejemplos de aplicacion de esta teoria al tipo de sistemas que
estamos tratando en (Sira-Ramirez, 2002) y en (Kai et al., 2005).

Antes de comenzar el andlisis conviene introducir un conjunto de herramientas
matematicas que permitan nuestro analisis. Para ello se considera el sistema no lineal:

x = f(x,u)

2.25

y=9(x) (229

Definicion 2.4: Sea un sistema no lineal de la forma (2.25) donde X pertenece a la

variedad diferenciable M y tanto f como g son funciones suaves (C”). Se dice que el

estado X; es accesible desde X, si existe una accion de control uU(?), definida en un

intervalo finito [#y,¢,] tal que la solucién de (2.25) bajo la accion de control U cumple

que X(tp)=Xp, y X(¢;)=X;. El conjunto de puntos accesibles desde X, se denotard como
A(Xp).

Una version mas débil del concepto de accesibilidad puede definirse de la siguiente
forma:

Definicion 2.5: X, es débilmente accesible desde X, si existe una secuencia finita de
puntos {X;,...X,} tales que para cualquier 0<i<n-I o bien X; es alcanzable desde X;:; o
bien X;:; es alcanzable desde X;. El conjunto de puntos débilmente controlables se
denomina WA(Xy).

La accesibilidad débil no exige que se pueda ir de un punto a otro del espacio de
estados, solamente exige que haya un conjunto de trayectorias que conecten ambos
puntos, como se muestra en la Figura 2.8.
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X

Xo X2

Figura 2.8. Accesibilidad débil. El punto X; es accesible desde X,, mientras que el punto X, es débilmente
accesible desde X, ya que hay un conjunto de trayectorias que los conectan. Sin embargo en general no es
posible ir de X, a Xrya que la trayectoria entre X; y X, podria no ser reversible.

Definicion 2.6: Sea un sistema no lineal de la forma (2.25) Se dice que X; es U-
accesible desde X, si existe una accion de control U(¢), definida en un intervalo finito
[Z0,t1] tal que la solucion de (2.25) bajo la accion de control U cumple que X(#p)=Xy,
X(t))=X; y X(t) €U para t €[ty,t;]. El conjunto de puntos U-accesibles desde Xy se
denotara como A y(Xp).

Del mismo modo el punto X, es déebilmente U-accesible desde X, si existe una secuencia
finita de puntos {X;...X,} tales que o bien X; es U-accesible desde X;:; 0 bien X;+; es U-
accesible desde X;. El conjunto de puntos débilmente U-accesibles se denomina
WAU(X()).

Una vez bien establecidos los conceptos de accesibilidad pueden introducirse las
definiciones de controlabilidad y controlabilidad débil.

Definicion 2.7: Se dice que un sistema es controlable en X, si es accesible desde
cualquier punto de M. Esto es, si A(Xg)=M. Se dice que el sistema es controlable si esto
se cumple para todo X.

La definicion anterior afirma que un sistema es controlable si es posible pasar de un
estado a otro en un tiempo finito, sin embargo para pasar de un punto a otro del espacio
de estados puede ser necesario recorrer una gran distancia o puede ser necesario mucho
tiempo. Existe una definicion mas estricta de controlabilidad conocida como
controlabilidad local.

Definicion 2.8: Un sistema es localmente controlable en Xge M si para todo entorno U
de Xy, Au(Xp) es también un entorno de X,. Si esto es cierto para todo X, el sistema es
localmente controlable.

La idea basica de la controlabilidad local es que es posible acceder a puntos
suficientemente proximos a Xy sin salirse de un entorno U que puede ser elegido
arbitrariamente pequeiio como se muestra en la Figura 2.9.
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Figura 2.9. Controlabilidad (izquierda) y controlabilidad local (derecha). Un sistema es controlable en X,
si es posible llegar desde X, a cualquier otro punto X.. Es localmente controlable en tiempo corto STLC en
Xo si es posible ir a puntos proximos X sin abandonar un pequefio entorno U de dicho punto.

Mas concretamente:

|X(6) = %,| <5 t <[ty,1,]

Ve 351|% — x| < &= Tu (/] L =% (2.26)
X(t1): X
%= f(Xu)

Esta condicién es mucho mads estricta que la controlabilidad ya que no es dificil
demostrar, usando la transitividad de la accesibilidad y la compacidad de M, que la
controlabilidad local implica la controlabilidad global (Hermann & Krener, 1977).
Habitualmente en la literatura se conoce a la controlabilidad local por el nombre STLC
(“Small time local cotrollable”) controlable localmente en tiempo corto.

De la misma forma que se ha definido la controlabilidad y la controlabilidad local se
define la controlabilidad débil y la controlabilidad local débil sin mas que sustituir 4(Xy)
por WA(Xp) y AU(Xp) por WA (Xy) en las definiciones anteriores.

Es importante destacar que un sistema lineal controlable lo es también en el sentido
Hermann-Krener. Por otro lado, la controlabilidad de la linealizacion del sistema en un
punto implica la controlabilidad local en dicho punto, (James, 1987).

2.4.2. Controlabilidad a lo largo de una trayectoria

Otro aspecto interesante de la controlabilidad de sistemas no lineales es la
controlabilidad a lo largo de una trayectoria. En este caso el interés se centra en saber si
es posible moverse en un entorno de una trayectoria solucion de (2.25) mediante la
aplicacion de una pequeiia variacion en la sefial de control.
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Figura 2.10. Controlabilidad a lo largo de una trayectoria. Dada una trayectoria X; si el sistema es
controlable entonces es posible moverse entre dos putos X, y X, suficientemente proximos a la trayectoria
sin abandonar un entorno & de la misma.

Definicion 2.9: Sea X (f) una trayectoria solucion del sistema (2.25) definida en el
intervalo [#p,ty+7T] con entrada de control uy(¢). Se dice que el sistema (2.25) es
controlable a lo largo de una trayectoria Xs(t) si para todo ¢ existe un o tal que para
todo Xy y Xr que satisfagan

X, =X, ()] <5,

X, — X, (t,+T)| <&
existe una funcion u(¢) definida en el mismo intervalo [#,75+ 7] tal que:
X(t) =Xy, X(ty +T)=Xp, |[X(O)=X0)|<e, |[u@)—u,(0)|<e Vielt,t,+T]

Segtin la definicion anterior la controlabilidad a lo largo de una trayectoria es muy
similar a las condiciones de controlabilidad local (2.26). Esencialmente un sistema es
controlable a lo largo de una trayectoria si es posible moverse entre estados préximos a
la trayectoria sin abandonar un entorno de la misma, como se muestra en la Figura 2.10.

Es importante destacar sin embargo que a diferencia de (2.26), en este caso las
condiciones son dependientes del tiempo a través de la trayectoria X (¢) por lo que sera
necesario analizar la controlabilidad de sistemas no auténomos. Es facil demostrar que
en este caso la condicion suficiente para la controlabilidad a lo largo de la trayectoria es
la controlabilidad de la linealizacion del sistema en torno a la misma (Megretski, 2003).

2.5. Controlabilidad del aerodeslizador a lo largo de
trayectorias

Asociado al problema de seguimiento de trayectoria es interesante saber cual es el
comportamiento del aerodeslizador cuando se mueve en el entorno de una determinada
trayectoria del sistema. De acuerdo con la definicion del apartado anterior, sea X(¢)
una trayectoria solucion de (2.8) con entradas Fy y z,. La idea es comprobar como
cambia el estado cuando sobre las sefales F; y 7; se afladen unas pequeias variaciones
oFy or.
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Para ello se definen variables de error como la desviacion del estado respecto a la
trayectoria nominal considerada X,(¢) como sigue:

e =X—x,

€,=ry=-J

evx :Vx _sz

G =5 T (2.27)
e, =y -y,

e =r-—r,

OF =F -F,

OT=7-T7,

Teniendo en cuenta que tanto X como X, son soluciones del sistema (2.8) y derivando
(2.27) pueden obtenerse las ecuaciones dinamicas para las variables de error:

X VX
€, =€y

e, =—de +Fcos(y)—F cos(y,)=

—d,e, +(F, +6F)cos(y, +e,)—F, cos(y,)

. . ‘ (2.28)
e, =—d,e, +Fsin(y)—F sin(y,)=

u-vy
—duevy +(F, +0F)sin(y, + ew) —F, sin(y,)
e, =e,
e =—de +0r
Una vez que el sistema dinamico (2.28) ha sido expresado en funcion de las variables de
error y de las funciones conocidas (), Fi(f) y z(f), es posible analizar la

controlabilidad a lo largo de la trayectoria.

Si se linealiza el sistema en torno al origen (el origen del error corresponde al
seguimiento exacto de la trayectoria) se obtiene la expresion siguiente:

& = A(t)e, + B()su

ex

e,

e SF (2.29)
Donde e, =| ™ |, Su=

e, ot

€,

e

N

Es importante darse cuenta de que las matrices A(¢) y B(#) son funciones del tiempo ya

que dependen de la trayectoria del sistema a través de y(¢) como evidencia la siguiente
ecuacion.
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00 1 O 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0 0
A) = 00-d, 0 —Fsin(y, () O B(1) = cos(y (¢)) O (2.30)
00 O —-d, F,cos(y, () O sen(y (1)) 0
00 0 O 0 1 0 0
00 0 O 0 —d 0 1

r

Para analizar el sistema (2.30) es necesario recordar la condicion suficiente de
controlabilidad de un sistema lineal dependiente del tiempo. Para ello sean A(?) y B(?)
continuamente diferenciables n-/ veces donde n es el nimero de estados. Definanse la
siguientes matrices M; de forma recursiva:

M, = B(t)

dM (2.31)

M, . =-AM + 2 m=0,1,....n—1
dt

m+1

La condicion suficiente para que el sistema lineal (2.29) sea controlable es que exista un
tiempo ¢; >ty para el cual la matriz de controlabilidad C cumple que:

C :[Mo(t1) M, () "'Mnfl(tl)]

(2.32)
rango(C)=n

Cuando las matrices son estacionarias esto se reduce a la bien conocida condicion de la

matriz de controlabilidad de los sistemas lineales e independientes del tiempo. Para una

explicacion en profundidad véase (Rugh, 1996).

Siguiendo la definicidn anterior es posible calcular M; para el aerodeslizador y con ellas
la matriz de controlabilidad C. La matriz de controlabilidad obtenida es demasiado larga
para mostrarla aqui. (Si el lector desea verificar por si mismo los calculos puede hacerlo
ejecutando la hoja de trabajo controlabilidad.mw que se adjunta en el CD).

Afortunadamente es posible reducir considerablemente dicha matriz mediante la
aplicacion de reducciones gausianas. Sea V; el i-ésimo vector columna de la matriz C,
entonces se define la matriz de controlabilidad reducida C, como la matriz cuyas
columnas Y; se obtienen mediante la transformacion gausiana triangular siguiente.
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Y=V,

Y, =V,

Y; =V, +duV1

Y=V, drv2

Ys =Vs+d, Y, _(duz _rsz) Yi
y() :V6 +dry4 _dr2y2

Y; =V, +(_duz+3rsz)y3 +(du3 _3dursz _37171)3/1

Ys = Vg +dr2y4 _dr3y2 +ErnYy,
Yo =—Vo+(=d,) +6d,1 +121.7. )y,
~(124

Mr'

s s

Vio =Vio+d,’Y, —2Fryy—d,*y, = (-2d,F,r, = Frd, -2 Fr, = F 1, ) y,

. 4 4 .2 .e 2.2
I",+d“ +7:3' _3’; _4Ks’;_6du rs )yl

Yo =Vy, —(1577 +2077 +10d, %77 ~d,* =57.* +30d, 17, )y, -

~(5d,r," +d,> =30d,r,7, ~20d,r, i ~15d,7” ) y,

u ss

+(107%, — 1077 = 57,7 =10d,* ) y,

y12 = _V12 _dr4 y4 +(3duF;rv + 2drErv +6F27"§ +3F27’;) y3 +dr5 y2 +

+(_dl‘2FvS‘rY _6duErv _3dMFL’;Y - Zdl‘F‘;‘ l/rv _dl‘F;};;' -

~3dFr,-3Fr,~3Fi - Fji-2ddFr,+Fr)y,

25

(2.33)

Tras aplicar dicha transformacion la matriz de controlabilidad reducida C, resulta ser:

s 0 —-rc 0 —gc Fc
00 0 1 O 0
01 0 0 O 0

00 ¢ 0 2rs O 3gs Fs 2gs hs 5gs hs
00 s 0 -2rc 0 =3gc —-Fc -2g,c —hc -5g,c —h,c
c0rs 0 gs —Fs gs hs gs hs gs hs

-g,c —hc -g,c —hc —-ge —hgc
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

(2.34)

Donde por conveniencia de notacién se ha substituido s=sin(y;) y c=cos(ys) y las

funciones 4; y g; se definen en como:
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g(t)=-dr -1,

g (1)=2d}r,+3d i +2r’ +F

&, (1) =241, ~3d,7, +21’ 27

g, (1)=7(t)+2d,r> + 61’ +3d’r, +6d ' +4d i

g, (1)=2d,i, — 677, ~2d,r} +2d %, +d,'r, +7

g (1)=-10d’7, —4d,'r,—5d 7 +4r’> =101 =104 °F,

. (2.35)

h (t):_dqu —d F —F,

h,(t)=d,F,+d F,+2F,

h(t)=-d}F,~ddF ~2dF ~d’F ~d F ~F ~Fr’

hy(t)=—d’F,~d d,F,=3d,F, —d’F,~2d F,~-3F +3Fr’
(1)

+2 dudrF; + drdlle; + drszF; + dl‘F;}/'Sz

Es importante destacar que las reducciones gausianas (2.33) simplifican
considerablemente la matriz de controlabilidad sin afectar al rango de misma, de este
modo una vez calculada dicha matriz es posible exponer el principal resultado de esta
seccion:

Teorema 2.2. Sean F(t) y X,(t) dos funciones de clase c’ y C° respectivamente
definidas en el intervalo [#),¢;]. Y sea X (f) la trayectoria definida por la
solucion de la ecuacion (2.8) para las entradas de control Fy(¢) y X«(¢), la
condicioén necesaria para que el sistema (2.8) sea controlable en torno a la
trayectoria X,(¢) es que exista un tiempo ¢ €[#,t,] tal que:

. 2 . 2 2 2 4 . . 2\2
(H0) +d, (1), ) +(90), +d, (), ) +(d,2r, (@) + 45,0 +2r,(0)F () =370),*) #0
Demostracion: Teniendo en cuenta la restriccion (2.14):

v.+d v, =F, cos(y,)

u- xs

v Y #0 (2.36)

u’ys

u - xs

_ , =S>F =0, +dv. )+, +d
v, td,v, :Fssm(l//s)} g

Por tanto la condicion de controlabilidad puede reescribirse como:
2 2 2 4 . . 2 2
F(0) +(d) 1) +4r,0)" +2r,0)F () -3/2),”) #0 (2.37)

Puesto que 7(7) es una funcién de clase C° y dado que ry(f) es solucion de (2.8) se
deduce que r(f) es una funcion con derivada tercera continua. Ademas ya que Fj
también es una funcion C° entonces las matrices C y C, estan bien definidas.

Teniendo en cuenta que la expresion (2.37) es suma de dos cantidades no negativas 'y es
distinta de cero para algin tiempo ¢ se deduce que las dos cantidades no pueden ser
nulas para todo tiempo ¢ €[#y,¢;]. En particular distinguiremos dos casos:
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I) Supongase que F; es distinto de cero en algln tiempo ¢:

Calculando el determinante de la matriz formada agrupando los vectores columna y;,, Y,
Y3 Y4 Y6 € Vs de la matriz de controlabilidad C, se obtiene lo siguiente:

00 ¢ 0 O Fs
00 s 0 O -Fc
c0 rs 0-Fs —(dqu +Fsdr+Fs)s
, =F’ (2.38)
s0-rc0 Fc (dF+Fd+F)c
00 0 1 O 0
01 0 0 O 0

Puesto que F; no es cero en el tiempo ¢ el determinante (2.38) no se anula y por tanto la
matriz de controlabilidad C, tiene rango seis. Por la condicion de controlabilidad de
sistemas dependientes del tiempo la linealizacion en torno a trayectorias (2.29) es
controlable y por lo tanto el sistema no lineal (2.8) es controlable en torno a la
trayectoria Xs, (Hermann & Krener, 1977) o (Brockett, 1976).

I1) Supongamos por el contrario que Fy(2)=0 para todo tiempo ¢ €[#,¢;]. En este caso Fj
y sus derivadas se anulan por lo que todas las funciones /; son cero. En estas
condiciones la matriz de controlabilidad se reduce a:

00 ¢ 0 2rs 0 3gs 0 2gs 0 5gs 0
00 s 0 -2rc 0 -3gc 0 -2g,c 0 =5g,c 0

cl .- c0rs 0 gs 0 g5 0 gs 0 gs O (2.39)
5= s 0~-rc0 -gc 0 -g,c 0 —gc 0 —gic O
600 0o 1 0o 0 0 0 O o0 0 O
61 o0 o 0 0 0 0 O o0 0 O

Para determinar el rango de la matriz de controlabilidad en principio seria necesario
calcular los determinantes de todas las combinaciones de vectores columna tomados de
seis en seis. Afortunadamente este calculo puede simplificarse considerablemente si se
hacen varias observaciones interesantes.

En primer lugar, por simple inspeccion, es inmediato comprobar que las columnas Y,
Ys, Y10 € Y2 de la matriz C se anulan cuando F; es idénticamente nulo. Por otra parte las
columnas Y, Y, € Y, son ortogonales entre si y también a las columnas Y3, Ys, Y7, Yo € V2.

Ademas, todos los vectores columna excepto el tercero son ortogonales al vector [s — 0
0 0 0]". Esto significa en particular que no es posible encontrar una base de vectores
linealmente independieres que no contenga al vector Ys;.

Por lo tanto de todos los determinantes posibles solo es necesario comprobar seis ya que
los determinantes que no contengan las columnas Y,, Y,, Y3, € Y4 0 que contengan las
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columnas Vg, Vs, Y0 € Y72 son automaticamente nulos, y el resto de determinantes serian
permutaciones ciclicas de los seis determinantes siguientes:

de, =det(Y,. Y, Y. Yo Vs ¥;) = 21,8, () = 3g, (1)’

de, =det(y,, Y,, Y5, Ys» Y5> Yo) = 21,8, (2)-2g,(2) g, (¢)

de; = det(y,, ¥,, Y55 Vao V5o Vi) = 21,86(1) - 58, (1) g5 (1)

de, = det(y,,Y,, Y5> Vs Y75 Yo) =38, (), (1) -2g,(1) g5(?)
de; =det(Y,, Y, Y5, Ya» Yo ¥ir) = 381(0)86(1) - 58, (1) g5 (1)
deg = det(Y,, Yy, Y5 Yas Yoo Y1) = 285() g6 (1) - 52, (1) g5 (?)

(2.40)

Calculando en particular en el primero (y mas simple) de los determinantes se tiene que:
de,(t)=d,*r, (1)} +4r, (1) + 27, (05 (6)=37,(1)} %0 (2.41)
Utilizando (2.37) y usando el hecho de que F=0 se obtiene finalmente:

0% +(de, (1))’

(d,2r,(0 +45,(0)" +21,(0)F () =37 () %0 (2.42)

u N

Esto significa la matriz de controlabilidad C, tiene rango seis y por tanto, como en el
caso anterior, el sistema es controlable en torno a la trayectoria X, ®

En principio podria pensarse que la condicion (2.37) no agota todas las posibilidades en
las cuales se cumple la condicion de controlabilidad ya que aunque el determinante de,
sea nulo el resto de los determinantes podrian, al menos en principio, ser distintos de
cero. De este modo el criterio de controlabilidad de sistemas lineales dependientes del
tiempo seguiria garantizando la controlabilidad.

Sin embargo, la ecuacion (2.37) da una caracterizacion exacta de todas las trayectorias
que no cumplen la condicién de controlabilidad. Para verlo se calcula la expresion
explicita de las trayectorias que no cumplen (2.37). Basta con resolver la siguiente
ODE:

d’r(t) + 45,0 +25,)F () =37,(t)" =0
rs(to):ro (2.43)

dr,(t,)
dt

0

t=t,
Es facil comprobar por inspeccion directa que las soluciones de (2.43) vienen dadas por:

2.3 —dt
4d 1re

si d #0
Fadn ) +4nt e (277 =8nt +2d,2 57 ) e + (i —d,r, ) +4r ‘
I"v(l‘)z (( u 0) 30 ) ( 0 0 u'0 ) (() u O) 0 (244)
i si d, =0

(4" +77) 0 —ange+4r’
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De esta forma inmediato aunque muy largo (véase controlabilidad.mw) comprobar por
substitucion directa que las soluciones de (2.37) hacen nulos los de; hasta des.

Por tanto, si la expresion (2.37) no se verifica, entonces el rango de la matriz de
controlabilidad es estrictamente menor que seis. En estas condiciones la linealizacion
del sistema es no controlable luego no es posible afirmar nada acerca de la
controlabilidad del aerodeslizador.

El Teorema 2.2 da un criterio algebraico simple que permite comprobar cuando el
aerodeslizador es controlable en torno a una trayectoria. Es muy conveniente hacer
ciertas observaciones acerca del tipo de trayectorias que pueden seguirse.

Corolario: Bajo las condiciones del Teorema 2.2 el aerodeslizador es controlable en
cualquier trayectoria tal que r(#)—r#0 cuando t—>co.

Demostracion: Para comprobarlo basta con ver que el limite de las trayectorias (2.44)
cuando r— es cero. Para ello cabria considerar dos casos. En primer lugar si 7y=0 el
resultado es trivial. Si por el contrario 7y es distinto de cero se tiene

0
(dro -rd, )2 +4 r04
41’03

(4 rt+dr’ )oo —4tr,dr, + 41

=0 si d,#0

lim 7 (£) = (2.45)

=0si d, =0

Este resultado completa un resultado parcial demostrado en (Fantoni et al., 2000) en el
cual se afirmaba que el aerodeslizador era controlable en las trayectorias en las que 7(?)
no se anule.

Para entender un poco mejor este resultado se desarrollan en serie de Taylor las
ecuaciones del error:

€. =€,
ey = evy

é, =—de, +OF cos(y,)—F,sin(y,)e, +o(e,”)+0(5F*)+o(5Fe,)
é, =—de, +5Fsin(y)+F, cos(y,)e, +o(e,’)+0o(6F*)+o(5Fe,)

e, =e,

(2.46)

é =—de +0r

Lo que hace la linealizacion es eliminar todos los términos de orden superior marcados
con la “0” pequena. Las ecuaciones del error (2.46) contienen un acoplamiento entre la
fuerza y la orientacion del vehiculo.
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Figura 2.11. Aceleraciones del aerodeslizador moviéndose sobre una trayectoria. El aerodeslizador es
controlable siempre que F no sea cero o bien el vector normal cambie adecuadamente en el tiempo.

Cuando F; es distinto de cero las aceleraciones que actiian sobre las variables de error
(2.46) tienen dos componentes. La primera componente depende de oF y apunta en la
direccion tangente a la trayectoria. La segunda componente multiplicada por Fie, es
normal a dicha trayectoria como se muestra en la Figura 2.11.

Intuitivamente, la accion OF sirve para acelerar o frenar a lo largo de la trayectoria
deseada mientras que el término con Fie, permite controlar el deslizamiento tangencial
a la trayectoria, usando para ello la orientacion (en particular ey).

4 =6 ) 01, (2.47)
—> rango =rango = .
& =—de +6t SO TS 1

Dado que el error en la orientacion es directamente controlable en virtud de (2.47) se
deduce que mientras F; no sea cero el sistema es controlable locamente en el origen.

Lo que ocurre cuando F es nulo es que desaparece el término con e, de modo que se
pierde la fuerza en la direccion normal a la trayectoria.

No obstante, puesto que el vector normal a la trayectoria en general no es un vector
constante, la direccion en la que la linealizacion del sistema no puede controlarse va
cambiando a lo largo del tiempo. Si este cambio es “adecuado” (lo cual se cumple en las
trayectorias que no verifican (2.43)) la direccion no controlable en # pasara a serlo en
un tiempo futuro ¢;.

Esto puede entenderse mas claramente con ayuda de la Figura 2.11. En esta figura la
trayectoria se marca en color verde mientras que las aceleraciones que experimentan las
variables de error estan en rojo. En la figura los vectores tangente y normal a la
trayectoria son t y N respectivamente.
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2.6. Controlabilidad del aerodeslizador en un punto de
equilibrio

Un problema interesante de control de los vehiculos subactuados es la estabilizacion en
un punto. Es importante destacar que un punto de equilibrio puede verse como una
trayectoria en la cual la condicion de controlabilidad del Teorema 2.2 no se cumple. Por
tanto dicho teorema no afirma nada acerca de la controlabilidad del sistema no lineal.

2.6.1. Controlabilidad del modelo linealizado en un
punto

Para analizar en detalle la controlabilidad en este caso se linealizan las ecuaciones del
aerodeslizador en un punto de equilibro. Para ello en primer lugar se buscan los puntos
de equilibrio del sistema.

Estos puntos corresponden a cualquier configuracion estatica del aerodeslizador en el
espacio X=[x,y,vy,v,, l//,V]T = [x0,)0,0,0, 1//(),O]T , como se comprueba en (2.48).

I
<

=

Il
\<<

Fcos(w)—d v

u x

. =>v. =v =r=F=1t=0 (2.48)
Fsin(y)—d,v, g

I
~

S O O o o O
Il

—-dr

”

I
N

A continuacion, se determina la linealizacion local del sistema (2.25) en cualquiera de
los puntos de equilibrio obteniendo:

X, = Ax, + By, (2.49)
Donde
X=X, 00 1 0 0 O 0 0
Y=Y 00 0 1 0 O 0 0
F 00-d 0 0 O cosS 0
x =| ,u,:[ J A = v B, =| W) 015 5
v, T 00 0 -4, 0 O sin(y,) 0
v -y, 00 0 0 0 1 0 0
r 00 0 0 0-d 0 1

r

Este sistema tiene la misma forma que el sistema (2.29) pero en el que se han eliminado
los términos dependientes de F,. Si se calcula la matriz de controlabilidad
C=[B,AB,A’B,A’B,A’B,A’B], donde ahora s=sin(yy) y c=cos(y), se tiene que:
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00 ¢ 0 -dc 0 d’c 0 -d’>c 0 d'c 0
00 s 0 —-ds 0 d’s 0 -d’s 0 d's 0
C, = c0-dc O duzc 0 —duzc 0 du:c 0 —duzc 0 2.51)
s0-ds 0 d°s 0 -d’s 0 d's 0 -d’s 0
00 0 1 0 -4 0 d° 0 -d° 0 d°
01 0 -d 0 d*> 0 -d’ 0 d' 0 -d’

Observando (2.51) es facil ver que las columnas 5%, 7%, 9* y 11? son proporcionales a la
tercera columna, mientras que las columnas 6% 8 10* y 12 lo son a la cuarta. Esto
significa que se han perdido dos columnas linealmente independientes respecto a la
ecuacion (2.34). Si se hace una reduccion gausiana se obtiene:

00 ¢ O 00cO
00 s O 00s0
c0-dc 0 c000
rango(C,) =rango 50 -ds 0 = rango 2000 =4 (2.52)
00 O 1 0001
01 0 -d 0100

r

Dado que existen seis estados y el rango de la matriz de controlabilidad es tan solo
cuatro el sistema linealizado es no controlable. Ademas el subespacio ortogonal al
espacio de vectores controlables de C, claramente corresponde a lin([s, —c, 0, 0, 0, O]T ,
[0) 07 s, —C, 09 O]T)

Para comprobar esto basta con ver que si se amplia la matriz de controlabilidad con
estos dos vectores queda un conjunto de seis vectores columna linealmente
independientes:

0cO s O
0s 00— O
000 O
¢ 000 0 _Sc = (A +5)+57 (P +57) =1 (2.53)
001 0 O
100 0 O

El resultado obtenido tiene una sencilla interpretacion fisica. Los estados no controlados
son los siguientes:

z, = —=sin(y, )(x — x,) + cos(y, )(y — ;)

. (2.54)
2, =V, = —sin(y, v, +cos(y,)v,
Lo que indica (2.54) es que no es posible controlar la velocidad de deriva lateral en el
sistema linealizado v; ni la posicion asociada a dicha velocidad. Esto era de esperar si se
tiene en cuenta que la linealizacién congela el estado del aerodeslizador en una
orientacion i dada.
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Puesto que los motores s6lo producen fuerza en dicha direccion, las coordenadas
perpendiculares a dicha fuerza no son controlables como se puede ver en la Figura 2.12.

Resulta interesante observar la dinamica del subsistema no controlable para ver si al
menos el sistema es estabilizable en los puntos de equilibrio, esto es, si la dinamica del
subsistema no controlable es al menos estable.

Esto es crucial ya que si dicho subsistema es estable el sistema no lineal seria
estabilizable mediante una ley de control lineal en un entorno del punto de equilibrio,
(Khalil, 2002). Si por el contrario el subsistema no controlable fuese inestable entonces
el sistema no lineal tampoco podria estabilizarse.

Figura 2.12. Estados no controlables de la linealizacion del aerodeslizador en un punto.

Para analizar dicha estabilidad se determina la dinamica de las variables no controladas,
descubriendo que la dinamica es marginalmente estable ya que los autovalores del
sistema son A=0,-d,. (2.55). Dado que el sistema es solo marginalmente estable, la
linealizacién del sistema en el punto de equilibrio no nos dice nada acerca de la
controlabilidad del sistema no lineal en dicho punto.

z,=-d,z 0 —d, -4 A =-d,

Z, =2, -A 1 A4 =0
- =Ad,+1)=0=> (2.55)
) _
Este sistema se encuentra en el limite de la controlabilidad, por este motivo no se podra
entender completamente su comportamiento sin utilizar el teorema de Brockett. Este
analisis se lleva a cabo en el apartado 2.8.
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2.7. Controlabilidad del estado

A continuacion se presenta un andlisis de la controlabilidad del estado del
aerodeslizador, para ello se comienza estudiando la controlabilidad mediante la
condicion LARC (“Lie algebra rank condition”). Posteriormente se obtendran
resultados mas fuertes de controlabilidad en los puntos de equilibrio del sistema.

2.7.1. Controlabilidad local débil

El primer método para analizar la controlabilidad en los puntos de equilibrio es la
linealizacién. Puesto que este método fracasa es posible utilizar condiciones de
controlabilidad no lineal basadas en LARC.

Se comienza haciendo una pequeia revision informal de la técnica. Supdngase un
sistema sin deriva expresable en la forma:

x=Y0.0xu, (2.56)

La condicion LARC consiste en ver el sistema como un campo vectorial, donde los
vectores g; son los generadores diferenciales de trayectorias.

La idea basica es que si en el sistema (2.56) se pone la entrada u; a 1 y el resto a cero la
trayectoria del sistema se mueve localmente en la direccion del vector g;:

£ )0y, :
X(t) = X, +tgi(xo)+(3ja—)(i(x0)+o(t ) (2.57)

Esto significa que a nivel local el sistema puede moverse en todas las direcciones
formadas por [/in{g;}. Supdéngase ahora que se aplica la siguiente secuencia de
movimientos durante un tiempo ¢ cada uno de ellos:

I Movimiento en la direccion g; (1 =1 y el resto nulos)
I Movimiento en la direccion gj (#; =1 y el resto nulos)
Il  Movimiento en la direccion —g; (u; =-1 y el resto nulos)
IV Movimiento en la direccion —g; (u; =-1 y el resto nulos)

El resultado de aplicar (2.57) reiteradamente a cada uno de los puntos intermedios
después de una serie de manipulaciones algebraicas elementales es el siguiente:

X(4t) = X, +£°[0,,9,1(X, ) +o(£') (2.58)
Donde [0;,g;] es el corchete de Lie de g;, con g, , definido en como:

[0,,9,1=2x g,

~-—Lyg, 2.59
YT Y (2.59)
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Si X, Y,y Zson vectores y a y b son escalares entonces es facil verificar las siguientes
propiedades:

[X,Y]=-]Y,X] (Antismeria)
[ax+by,z] = a[x,2]+b[y,z] (Linealidad) (2.60)
[X.[Y,2]]+[Y.[2. X]]+[z[X, y]]=0 (Identidad de Jacobi)

Lo que muestra (2.58) es que a nivel local es posible moverse no solo en la direccion
dada por g; y g; sino también en la nueva direccion [g;,0;]. La Figura 2.13 resume el
procedimiento de construccion de los corchetes de Lie.

g,
X1 X5

g

Xo
[g,,8,]

Figura 2.13. Significado de los corchetes de Lie. La aplicacion sucesiva de movimiento a través de dos
vectores ¢; y g, produce como resultado una nueva direccion de movimiento [g;,9>].

Repitiendo este razonamiento es facil ver que también es posible moverse en las
direcciones [0;,0;] etc....

La condicion del rango del algebra de Lie (LARC) simplemente afirma que si el algebra
de Lie generada por todos los corchetes de Lie iterados [g;,.[..[0;,04]]] tiene la dimension
del espacio de estados, entonces, es posible moverse en todas las direcciones del espacio
de estados.

La formalizacion de este resultado viene de la mano del teorema de Chow que afirma
que si se cumple la condicion LARC, entonces (2.56) es localmente controlable en X,
(Brockett, 1976)

El principal problema para aplicar este simple criterio de controlabilidad es que el
aerodeslizador no puede ponerse en la forma sin deriva que exige (2.56) mediante
ningin cambio de coordenadas aceptable, esto es, que sea un difeomorfismo (al menos
localmente).

Teorema 2.3. No existe ningun difeomorfismo X’=h;(X) ni ninguna redefinicion de las
sefiales de control U’ =h,(x,u) que transforme el sistema (2.8) en la forma
(2.56).
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En otras palabras, no existe ninglin cambio de variables invertible y suave al menos
localmente ni ninguna transformacion de las sefiales de control que convierta el
aerodeslizador en un sistema sin deriva:

w= Mg M g ) uxoun) = gu 2.61)
OX OX

Demostracion: Procediendo por reduccion al absurdo, supongase que existe dicha
transformacion. En el sistema (2.61) todos los puntos son puntos de equilibrio cuando
las senales de control se anulan. Esto implica que existen soluciones de (2.61) de la
forma X’(t)=C, con U’=0 para C arbitrario. En particular, existen soluciones de la forma
X’(t)=h,(xy) para cualquier X,.

Invirtiendo el difeomorfismo, deberian existir soluciones de la ecuacion (2.8) de la
forma x()=h;”(h;(x¢))= Xy para algun valor de u. Esto implica que cualquier estado Xo
seria un punto de equilibrio de (2.8) lo cual, como se vio en (2.48), es falso ya que los
unicos puntos de equilibrio se obtenian cuando las velocidades son nulas. =

Intuitivamente el resultado es facil de entender. Si el sistema puede ponerse en la forma
sin deriva todos los puntos serian puntos de equilibrio (para algun valor de u). Sin
embargo en el aerodeslizador los nicos puntos de equilibrio son las configuraciones
estaticas donde las velocidades son todas nulas (es claro que no se puede detener el
aerodeslizador en un punto del espacio con una velocidad no nula).

Aunque el modelo no puede ponerse en la forma lineal en U que exige (2.56) todavia es
posible ponerlo en la forma afin siguiente:

%= F(0+39,(xm (2.62)

Donde el campo de vectores viene descrito por

v, 0 0
v, 0 0
—d v, cos(y) 0
f = d l , gl = . , 92 = O (263)
~d,v, sin(y)
r 0 0
—d.r 0 1

Es claro que f representa el movimiento libre (deriva) del sistema mientras que g
representa la aceleracion angular y ¢, la aceleracion lineal.

Dado un modelo en la forma (2.62) la condicion LARC debe de ser extendida con la
nueva direccion de movimiento f. Esto implica calcular el rango del conjunto de
vectores de la forma [g;,[0s...[f,0«]]]. El problema basico consiste en que mientras la
accion de g puede invertirse facilmente (cambiando u; por —u;) la accion de f no es en
general reversible.
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De hecho invertir f es equivalente a retroceder a lo largo de la trayectoria (si se cambia
el signo de la parte derecha de (2.62) se esta resolviendo la ecuacion diferencial hacia
atras en el tiempo).

En el caso de sistemas con deriva (2.62) la condicion algebraica de Lie solo permite
deducir que el sistema es local débilmente controlable (Hermann & Krener, 1977)
Algunos autores se refieren a esto como alcanzabilidad local.

La razén por lo que esto es asi puede entenderse facilmente si se analiza la construccion
de [9,,02]. Dado que el sistema tiene deriva, cuando se aplica ;=1 manteniendo el resto
a cero el sistema no se mueve en la direccion g; sino en la direccion g; +f. Sin embargo
si se permite retroceder a lo largo de trayectorias (soluciones retrogradas) todavia es
posible moverse en la direccion [g;,92], para ello basta con moverse primero en la
direccion [f+g,,f+g,] para después moverse en la direccion [-f+g;,-f+g;]. El resultado a
nivel diferencial seria un movimiento en la direccién [g;,J2] como se muestra en la
Figura 2.14.

Figura 2.14. Corchetes de Lie en sistemas con deriva y flujo retrogrado. El esquema muestra como
existen trayectorias que conectan X, y X,mediante trayectorias (solido) y trayectorias recorridas a la
inversa (discontinuo).

Para comprobar esto algebraicamente basta con tener en cuenta la propiedad de
bilinealidad de los corchetes de Lie.

[f+g,f+0,]+[-f+g,-fT+0,]=
[f,f]1+[f,0,]1+[9,, fF1+[9,09,1+[f, fFI-[f,0,]1-[9,, F]1+[g,,0,]= (2.64)
2[f, f1+2(9,,9,1=2(9,,9,]

A partir de este criterio es facil comprobar la condicion LARC en el aerodeslizador.

Teorema 2.4. El sistema (2.8) es local débilmente controlable en todos sus puntos.

Demostracion: Para determinar el rango del espacio generado por el algebra de Lie se
procede a calcular corchetes de Lie iterados hasta que la dimension del sistema no
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aumente. En el caso particular del aerodeslizador, para cubrir todo el espacio se
necesitan los corchetes de Lie de primer orden

L3 :[gl[fvgz]]:

—d c+rs

—d s—rc

LZ:[f’gz]z

> L4:|:f[gl[fagz]ﬂ:

- o O O O

ds+rc

—d s+rs

(2.65)

(2.66)

Para comprobar la condicion LARC basta con calcular el rango de la siguiente matriz

formada por g,, 02, L, Lo, L3, y L. Para ello sea el siguiente determinante:

SO O v o o O

- o O O O O

c
s
—dc+rs
—d s—rc
0
0

0 0 —s

0 0 c

0 —-s ds+rc

0 ¢ —dc+rs

1 0 0
-d. 0 0

S O

o)

(=]

(=]

0cO0O
0s0O0
000 —s
000 ¢
001 0
1000

)

-1

S O O O 0

(2.67)

Puesto que el determinante es distinto de cero entonces rango{g;, g, L;, L, L3 Ls}=6y
LARC se verifica en todos los puntos. De este modo de acuerdo con el teorema de
Chew (Hermann & Krener, 1977) el sistema es local débilmente controlable en todos

sus puntos =

2.7.2. Resultados ampliados de controlabilidad

La controlabilidad débil aunque resulta simple de comprobar mediante la condicion
LARC, es una condicion poco satisfactoria desde el punto de vista de la teoria del

control.

Esta condicion afirma que existen trayectorias que conectan los puntos del espacio de
estados pero no demuestra que sea posible pasar de un punto a otro mediante una accion
de control adecuada.
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En este apartado se demostrard que el aerodeslizador es controlable y ademas es
localmente controlable en todos sus puntos de equilibrio. Para ello se emplea un
procedimiento constructivo.

2.7.2.A. El aerodeslizador es estabilizable en el origen

Para comprobar este resultado vuélvase a las ecuaciones del sistema (2.8). Centrando la
atencion en la orientacion del aerodeslizador se tiene que:

y=r
r=t—dr

(2.68)

Es claro a primera vista que el subsistema (2.68) es controlable, de hecho calculando la
siguiente matriz de controlabilidad se aprecia que es de rango completo.

C—01 2.69
=1 (2.69)

Puesto que el sistema es controlable esto implica que dadas unas condiciones iniciales
arbitrarias ypy ry existe una sefal de control #(¢)=h(¢-ty, wo.ro, W rr) definida en [z,
to+T] tal que la solucion de (2.68) cumple que wty)=w, r(to)=ro y wtotT).=y,
r(tp+T)=r;. Esto es, que existe una sefal de control que permite llevar la orientacion del
aerodeslizador en determinado intervalo de tiempo a cualquier estado deseado.

Una vez fijado el dngulo  mediante la ley de control anterior en, es posible aplicar el
difeomorfismo para trasladar dicho punto de equilibrio al origen de coordenadas.

Wy = cos(y)(x —x,) +sin(y )(y = ¥,)
w, =cosv, +sin(y,)v,

2y = =sin(y)(x = x,) +cos(y)(y = »,)
z, ==sin(y)v, +cos(y)v,

(2.70)

Las variables w representan la parte controlable del sistema (a través de F) mientras que
las variables z son la parte no controlable pero marginalmente estable. Esto significa que
existe una funcion F= hy(t-tg, wyi, wai, Wi, W) definida en [#y, #p+7] tal que la solucion
de (270) cumple que W](to):WIi, Wg(to):WQi, y W](t0+D:W1f, Wzﬂ‘0+D:W2f.

W =W,

W, =-d z, +F

) (2.71)
zZ, =2z,

z,=-d z,

También es claro por substitucion directa que las ecuaciones para z; y z, admiten
soluciones de la forma:
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(1 _ ed” (t-tp) )
d 2.72)

Z,(t)=—d,z,(t,)e "™

z,(t) = z,(t)) + 2, ()

En particular el andlisis considera dos posibles casos. Primero supongase que
=0, entonces substituyendo en (2.8) se obtiene.

X=v,
v.=F-dyv,
y=0= v (2.73)
y
v, ==d,v

Es claro del mismo modo que en (2.69) que x y v, son controlables mientras y, y v, son
no controlables pero si son marginalmente estables. Por tanto existe una ley de control
F= hy(t-tp,y, vy, yr,vyy) definida en #=[t), tp+7] tal que la solucion de (2.73) cumple que

A10)=, vy(t()): Vyo € Wto+T)=p, VltoTT)=vyy

Por otra parte si y=nr/2los papeles se invierten, ahora y, y v, son controlables mientras
que x y v, son marginalmente estables. Por tanto es posible usar la misma sefial de
control /= hy(t-ty, Xo, Vx0, Xy Vi) definida en =[#y,t;] de tal modo que la solucién de
(2.74) cumple que x(2p)=xo, vx(to)=vxo0, X(t1). =X, y vi(t1)=Vy

w=r/2= (2.74)

Es importante observar que durante la aplicacion de las acciones de control /; y &, las
soluciones de (2.8) para el conjunto de las variables no controladas obedece las
ecuaciones (2.17) por lo que todas las variables del sistema permanecen acotadas.

Lema 2.1. Para toda condicion inicial Xy existe una ley de control F(¢), 7(¢) definida en
un intervalo finito de tiempo tal que la solucion de (2.8) cumple que X(0)=Xy y X(T)= Xo.
En otras palabras, el origen es alcanzable desde cualquier estado inicial.

Demostracion: Para demostrarlo se construye una ley de control por etapas. Partiendo
del estado inicial X(0)=[x0,0,Vx0,Vy0 w(),rg]T:

[0, hl(t,l//o,ro,ﬂ/2,0)] O0<t<T
[ (t=T.3,.v,,,0,0), 0] T<t<2T
[0, hl(t—2T,t//0,7z/2,0,0,0)] 2T <t <3T
[hz(t—3T,x3,vx3,O,0), O] 3T <t<4T

s, =[F(t),7(0)] = (2.75)
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Donde x;, yi, vy, vy vienen dadas por la solucion libre del sistema (2.8) y por lo tanto
vienen dadas por:

v
— x0 _ 4T\, _ —d,T
X, =X, + (1 e ), v,=e v,

“ (2.76)

Es inmediato comprobar que la secuencia de estados por la que pasara el sistema es:

X(0) =[5y 0ovs0s o |

(T) = [xl,yl,vxl,vyl,ﬂ/lO]T
X(2T)=[x,,0,v,,,0,7/2,0] 2.77)
x(3T)=[x,,0,v,,0,0,0]"

X(4T) =[0,0,0,0,0,0]"

X

La idea detras de este lema es simple. Dado que la orientacion es controlable primero se
pone y=r/2 para poder a continuacion controlar y, y v,. Durante estas dos fases x y x,
van a la deriva segun(2.72). Finalmente se hace w=0 para poder controlar x y v,.
Mientras y, y v, permanecen a cero en virtud de (2.73). =

Teorema 2.5. El sistema (2.8) es controlable (globalmente).

Demostracion: Por el Lema 2.1 es posible ir en tiempo finito desde cualquier posicion
inicial hasta el origen mediante las entradas de control de S,. Lo que queda por
demostrar es que también es posible ir desde el origen a cualquier estado final.

Dado que las trayectorias del sistema no son reversibles no es posible usar las sefiales de
control anteriores a la inversa. No obstante se puede utilizar la siguiente secuencia de
control que parte de la condicion inicial x(0)=[0,0,0,0,0,0]"
[h3(t,0,0,x'3,v'x3), 0] 0<t<T
[0, 2, (t—-T,0,0,7/2, 0)] T<t<2T
[ h(t=2T,0,0,y",v',), 0] 2T <t<3T

[0, h(t=3T,7/2,0,y,.r,)| 3T<t<T

s, =[F(1),7(t)] = (2.78)
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Donde las variables primadas se definen de la siguiente forma:

1

T
v, =v,e

v!yl — Vyf€2d"T
V' 1 -3d,T
x'\=x,——(1-e7" (2.79)
1 ! du ( )
v ~
T dyl (1 Zd"T)

A continuacion se analiza el efecto sobre el estado de dicha secuencia S,, para ello
inicialmente se aplica /3 definida en el intervalo [0, 7], llevando el sistema hasta:

X(T) =[x, 0, v, 0,0, 0] (2.80)

Donde x;” y v,;” son dos constantes definidas en (2.79). A continuacién se aplica 4;
durante el intervalo [7, 27| de este modo se controla el angulo mientras la posicion
evoluciona libremente. Es facil ver con ayuda de (2.72) que después de aplicar dicha
accion del control el estado es:

T
x(2T) = {xl + :;1 (1—e*’uT), 0,v,e ", 0, /2, o} (2.81)

u

Si seguidamente se aplica la accion de control %, durante el periodo [27, 37| se obtiene:

T
x(3T) = [xl + 2“ (1—e*2duf), Vs V€M v, 2, o} (2.82)

u

Finalmente basta con aplicar 4#; nuevamente, durante el intervalo [37, 47] para terminar
la secuencia de posicionamiento.
El estado final del sistema es:

T
X(4T) = {xl +%(1—e‘3“), v+ ‘:;l (l—e_zd“r), v,e vyle_zd"r, Wi rf} (2.83)

u u

Si las variables x;, vy;, y; y v,; han sido escogidas de modo que se satisfaga la condicion
(2.79) entonces el estado final resulta ser:

X(T) =[x, Vs vy Wy 11 =%, (2.84)
Que es el estado final deseado como se queria demostrar®

El funcionamiento de estas secuencias de control queda resumido en la Figura 2.15.
Dicha figura muestra las trayectorias que sigue el aerodeslizador bajo la accion de las
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leyes de control S; y S;. En la trayectoria producida por s; el estado del sistema siempre
estd frenando mientras que en generada por S el sistema comienza acelerando para
después frenar.

ALY

Figura 2.15. Controlabilidad del aerodeslizador. El aerodeslizador es estabilizable en el origen (derecha) y
cualquier estado es alcanzable desde el origen (izquierda).

2.7.2.B. El aerodeslizador es localmente controlable en el origen

En el apartado anterior se demuestra que el estado del aerodeslizador es localmente
accesible (local débilmente controlable) en todos los puntos. A continuacidon se
comprobard como en los puntos de equilibrio el sistema es también localmente
controlable.

En primer lugar conviene notar que la controlabilidad local solo puede darse en puntos
de equilibrio del sistema. Esto es facil de ver a partir de la definicion ya que en puntos
de no equilibrio f(Xy,u) no vale cero y por tanto dado que f es continua, alguna de sus
componentes debe de ser no nula en un entorno U de X,.

Por tanto f(X,u)>0 o bien f(X,u)<0 para cualquier XeU. Supdngase primero que la
componente i-esima del vector f fuese positiva, entonces de acuerdo con (2.25), la
derivada de la componente x; seria siempre positiva y por lo tanto x; crece a lo largo de
las trayectorias pertenecientes al conjunto U. Esto implica que el conjunto de estados
tales que x;<x;p no seria alcanzable.

En el caso de que fi(X,u) fuese negativo el razonamiento seria el similar al del caso
anterior y los estados no alcanzables serian de la forma x>x;9 de tal modo que el sistema
solo puede ser localmente controlable en los puntos de equilibrio como se muestra en la
Figura 2.16
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xj xj
x, (1) < x,(0) x,(t) > x,(0) x,(t) < x,(0) [ 7 x,(t) > x,(0)

2 A Xo 7

S
VI Xo X. /,

AY L

e

f(x)>0 f,(x)<0
Figura 2.16. La controlabilidad local s6lo puede darse en puntos de equilibrio. En el entorno de un punto
en el que la deriva no es nula al menos la mitad del espacio de estados no es localmente accesible.

En segundo lugar es inmediato comprobar que (2.8) es invariante bajo el difeomorfismo
global (2.85) que convierte cualquier punto de equilibrio en el origen del sistema. Por
tanto, y sin pérdida de generalidad, se analiza la controlabilidad local del sistema en el

origen.

x = cos(y,)x —sin(y, )y — x,
sin(y, )x +cos(y,)y — ¥,
. = Ccos(y,)v, —sin(y,)v,

=sin(y, )v, +cos(y,)v,

>
Il

>

(2.85)

En el Teorema 2.5 se dio una secuencia de control que era capaz de llevar el sistema
desde el origen hacia cualquier estado final, el problema de S, es que para ir al estado
final del sistema hay que pasar necesariamente por un punto intermedio de la forma
X(T)Z[xj,O,vxl,O,zr/Z,O]T que claramente no se encuentra en un pequefio entorno del
origen.

Por otro lado en la verificaciéon de LARC se vio que existian corchetes de Lie no nulos
que aportaban movimiento en la direccion transversal, el problema es que al ser un
sistema sin deriva dichos corchetes no son “implementables” ya que involucran invertir
las trayectorias del sistema, lo cual en general no es posible.

A continuacion se vera como es posible obtener movimiento en la direccion y mediante
una secuencia de control que mantiene las variables del sistema en un entorno local del
origen. Ademas dicho entorno puede hacerse arbitrariamente pequeiio y la trayectoria
puede llevarse a cabo en un tiempo arbitrariamente corto.
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Lema 2.2. Sea el sistema

X=v (2.86)

v=—av+u

Entonces dado un tiempo 7'y para cualquier constante ¢ existe un 0 y una funcidén
u(ty=h{t-tp,xo,rgypvy) definida en [#y, tp+7T] tal que si |xg|,|x4,|vol,|vi<d, la solucion de
(2.68) cumple que x(tp)=x9, V(to)=vo y x(tp+T)=y,, v(ty+T)=v; y ademds en el intervalo
[£0,tp+T] se cumple que [x(?)],[v(?)|< €.

Demostracion: Dada la trayectoria polindmica

2
x(1) = x, +Tvo(t;t0j+(3xf —3x, _(2\/'0 +Vf)T)(t;t0] _(zxf‘ —-2x, —(Vf +v0)T)(t;t°

2
M= +%(3x«f' =3% (2 +"f)T)(t_Tt0j_%(2xf ~2x,~(v, +vo)T)(t_Tt0J

Es inmediato comprobar por substitucion directa que x(Zg)=xg, V(tp)=vo y x(to+1), xy,
V(to+T)=vy. Substituyendo (2.87) en (2.86) es facil comprobar que dicha trayectoria es la
solucion del sistema para la entrada de control:

2 2a

u(t):hs(t—tO’XO’vO’Xf"Vf'):avo+(3xf'_3x0_2V0T—VfT)(F+ T (t_Tto D+

6 3aft—t,
+(_2xf+2x°+va+v°T)[F+7( TOJJ

(2.88)

Ademas esta trayectoria es acotada. En particular las cotas para x y v en el intervalo
[20,tp+T] son:

3

- °J+(65+3T5)(Z_Tt°j +(45+2T5)(%) <(11+6T)5

t
T

|x(1)] < 5+T5(

2
v(o)| s5+3(65+3T5)(t_t°j+3(45+2T5)(t_t0j g(ﬁ+13j5
T T )T T T

(2.89)
Por tanto si se escoge el valor de J especificado por

1 T
11+67 13T +24

b

5<gmin(

j = |x(0)].|v(0)| < &,t €[ty 1, +T] (2.90)

Entonces se verifica la cota de la trayectoria.®

Una vez que se dispone de sefiales de control que mantienen el estado acotado es
posible construir el principal resultado de esta seccion.



46 Capitulo 2 Problemas de control de un aerodeslizador

Teorema 2.6. El sistema (2.8) es localmente controlable en todos sus puntos de
equilibrio.

Demostracion: Sea la siguiente secuencia de control:

[0: h]g(tsoaoaé‘so)] O0<t<T
[hzg(t—T,0,0,pl,pz), 0] T<t<2T
s, ={[0, h,(¢—2T,5,0,0,0)] 2T <t <37 (2.91)

[ A, (t=3T,c.,c,, 5, p,), 0] 3T <t<AT
[0, h (t=4T,0,0,y,.,r,)| 4T <t<5T

Donde p; son parametros libres tales que:

. y 2 Sll’l(é‘) 2d T
¢ = p,sin(o)+—————=(1—-e "™
= pysin(@)+ = ( )
¢, = p,sin(8)e " (2.92)
do
<—t—<0
Psa

u

A continuacidn se analiza en detalle el funcionamiento de la secuencia S; (para entender
su funcionamiento conviene inspeccionar la Figura 2.17). En la primera fase de la sefial
de control se llega desde el origen hasta el estado (2.93), ademas /. es tal que garantiza
que [y, || <e:

x(T)=[0, 0, 0, 0, 5, 0" (2.93)

La segunda parte de la secuencia de control controla la posicion a lo largo de la
direccion o' hasta llegar a

X(2T) = [p1 cos(0), p, sin(d), p, cos(d), p,sin(o), O, O]T (2.94)

Ademads puesto que |p;| y |p2/<o entonces todas las variables de estado permanecen

menores que & Después de aplicar la sefial del segundo periodo es facil ver que se llega
a:

. T
xX(37) = {pl cos(9) + %S(é‘)(l —e T ) , P, sin(d) + %n(é’) (1 —e ! ) , P, cos(d)e ", p, sin(S)e " ,0,0}

u u

Si seguidamente se aplica la accidon de control /4, durante el periodo [37, 47 se obtiene:

. T
X(4T) = {pa, prsin@)+ O (12420 p,sin@)e 7, o o}

u
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Finalmente solo resta aplicar #; nuevamente, durante el intervalo [47, 57 para terminar
la secuencia de posicionamiento. El estado final del sistema es:

) T
X(T) = |:p3 +%(l_eiduT)3p1 Sin(é‘)-‘r%n(é‘)(l_edﬁns)’ p4eid"Tap2 Sin(é‘)ed“ST’pS’péj|

u u

Es inmediato comprobar que la secuencia S; mantiene acotadas todas las variables de
estado. Para comprobarlo basta con darse cuenta de que las variables que evolucionan
libremente permanecen siempre acotadas por o en virtud de:

p; cos(9) ag pil_do o
p,;cos(9) +— d (1 € )S|pf|+ d, Sdu+1+d“+1_5
sin(o A
P sin(5)+%n()(1—ed~’) <|p|+ % <5 (2.95)
prcos@)e ™| <|p|<5
p,sin(8)e <|p1|<5

Y como ademas, si los parametros p; cumplan la condicion (2.92) entonces las funciones
h. garantizan que las variables controladas siempre estan acotadas también por & Por
otra parte el estado final X(5T)= k(p) es una funcion continua y derivable del vector de
parametros p. Si se calcula el determinante de la matriz hessiana de k:

1_ —-d,T
0 0 1 (—) 00
du
K sin(0) %@(l—e&“) 0 0 00
det (—j = u =—sin(5)’e ™" %0 (2.96)
op 0 0 0 e% 00
0 sin(8)e”" 0 0 00
0 0 0 0 10
0 0 0 0 01

Puesto que la matriz hessiana no es singular, el teorema de la funcidn inversa garantiza
que p=k”(x) esta definida en una bola de radio & centrada en el origen B(, 0). Por tanto
para todo & existe un J; tal que si [X/< J; entonces existe un vector de parametros p=k’
"(x)) tal que x(0)=0 y X(5T)=xy.

Por otro lado mediante la aplicacion de la secuencia S; se cumple que las variables son
acotadas por &, por tanto:

[ = 3 @) + 2(0) + 0,0 +v, (1) +y () +r(0)” <

(2.97)
\/512 reltelteltelve =No6g =5 1€[0,T]
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De donde se deduce que el origen el localmente controlable.

Puesto que el difeomorfismo (2.85) transforma cualquier punto de equilibrio en el
origen y que un difeomorfismo no afecta a la controlabilidad local, se tiene que el
aerodeslizador es STLC en todos sus puntos de equilibrio =

y

Figura 2.17. Accion de control local. Por medio de trayectorias locales es posible obtener movimiento en
todos las direcciones posibles en el espacio de estados sin abandonar un entorno del origen.

2.8. Teorema de Brockett

En las secciones anteriores se ha demostrado que el sistema es todo lo controlable que
cabria esperar teniendo en cuenta la restriccion no holonémica. Al fin y al cabo es
posible controlar el aerodeslizador localmente en torno a cualquier trayectoria en la que
F no sea cero, e incluso en caso de que F; se anule es posible controlar el sistema
siempre y cuando la orientacion no cumpla (2.43).

También se ha visto que es posible ir desde cualquier estado inicial hasta cualquier
estado final, de hecho, en los puntos de equilibrio esto puede hacerse localmente y en
tiempo corto (el sistema es STLC).

Sin embargo las secuencias de control en lazo abierto que se han usado en las
demostraciones de los teoremas anteriores tienen varios problemas cuando quieren
convertirse en leyes de control en lazo cerrado ya que se trata de sefales de control
definidas por intervalos.
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En particular cabria preguntarse si es posible obtener una ley de realimentacion suave
(o por lo menos continua) que permita controlar el aerodeslizador en un punto de
equilibrio.

En las trayectorias en las cuales F; no es nulo la respuesta es afirmativa ya que al ser
(2.28) controlable existe una ley de control por realimentacion de estados que estabiliza
las variables de error al menos localmente, véase (Khalil, 2002).

De hecho en el Capitulo 5 se disefia una ley leyes de realimentacion suaves que
permiten controlar el aerodeslizador globalmente haciendo que siga trayectorias con Fj
no nulo.

Sin embargo, cuando el objetivo del problema es detenerse en un punto el problema se
complica, ya que la controlabilidad de la linealizacion se pierde. Un conocido resultado
(Brockett, 1983) permite analizar lo que ocurre en esta situacion.

Teorema 2.7. Teorema de Brockett: Dado un sistema de la forma:
x=f(x,u) (2.98)

Y un punto de equilibrio Xy con sefial de control nula (f(X,,0)=0) admitiendo f derivadas
continuas en un entorno de X,. Las condiciones necesarias para que exista una ley de
control continua independiente del tiempo u=h(x) que haga al sistema en lazo cerrado

x = f(x,u)

=B }: X = £ (x,h(x)) = g(x) (2.99)

Sea asintdticamente estable en dicho punto son:

| El sistema linealizado no debe tener modos inestables no controlables.

I Existe un entorno de X, tal que para cada punto del mismo exista una ley de
control que lleve el sistema al origen. (Accesibilidad) VeFdtal que ||&|< O

III  Existe solucion de &f(x,u) con ||X|,||ul|<e.

Demostracion: ver (Brockett, 1983)=

La primera condicion del teorema es evidente a partir de los autovalores obtenidos en
(2.55), por otro lado la segunda condicion se cumple trivialmente ya que el sistema es

estabilizable en el origen se demuestra en el apartado anterior.

La tercera condicién es sin embargo mas complicada. Para poder controlar (2.98)
mediante una ley continua e independiente del tiempo la ecuacion &=f(X,u) tiene que
admitir soluciones locales en el punto de equilibrio para & pequeiio.

Teorema 2.8. No es posible hallar una ley de control suave e independiente del tiempo
que estabilice al aerodeslizador (2.8) en un punto de equilibrio.
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Demostracion: Sin perdida de generalidad se estudia la estabilizacion en el origen.
Como ya se vio en el apartado anterior las dos primeras condiciones del teorema de
Brockett se cumplen para el aerodeslizador. Los modos no controlables de la
linealizacion del estado en el origen son marginalmente estables (2.55) y el sistema es
estabilizable.

No obstante si se analiza la tercera condicion resulta que:

51 = Vx
52 =V,
=—dyv +F
§3 uvx COS(V/) (2 100)
&, =—d,v, +Fsin(y)
S =r
S=—dr+rt

El sistema (2.100) no admite soluciones locales en el origen, para verlo se resuelve el
sistema para y;= y,= y5= ys=0 mientras que y;=0

O=v,
=v =v =0

0=v Y

y
O0=—-d v +F-cos(y)
o=—dy, +F-sin(y)
O=r
O=—dr+t

}:cos(l//):O:N//:(n+%)7z;F:5 (2.101)
}:r:z':O

De este modo aunque ¢ sea arbitrariamente pequefio (y por lo tanto también ||&[<0) la
solucion (2.101) cumple que ||X||> 772 que no puede hacerse menor que un ¢ arbitrario ®

2.9. Conclusiones

En este capitulo se ha introducido un modelo del aerodeslizador como un vehiculo naval
de tres grados de libertad. E1 modelo es lo suficientemente simple para poder ser tratado
analiticamente y al mismo tiempo lo suficientemente complejo para capturar la no
linealidad esencial del sistema, que hace al mismo interesante desde el punto de vista
del control.

El vehiculo es subactuado ya que so6lo dispone de dos entradas de control y hay tres
variables independientes a ser controladas. Esto introduce una restriccion no
holénomica de segundo orden al movimiento.

La caracteristica fundamental de la restriccion no holénomica es que aunque limita las
trayectorias que puede seguir el aerodeslizador permite alcanzar todos los puntos del
espacio de estados desde cualquier configuracion inicial (el sistema es controlable).
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Ademas el aerodeslizador es todo lo controlable que puede ser ya que todos los estados
del sistema son localmente accesibles (cotrolabilidad débil en todos los puntos), y, en
particular todos los puntos de equilibrio el sistema es locamente controlable en tiempo
corto (STLC).

También se ha demostrado que el vehiculo es controlable en torno a cualquier
trayectoria en la cual el aerodeslizador no vaya a la deriva (Fs=0) o en torno a
trayectorias en las cuales la velocidad de guifiada no siga la ecuacion (2.37). Esto
significa que sera posible controlar el aerodeslizador en torno a todas las trayectorias
“buenas” al menos en un entorno local de la misma (como se vera en capitulos
posteriores también puede hacerse de forma global).

Finalmente cabe destacar que aunque el sistema es localmente controlable en todas sus
configuraciones de equilibrio no existe una ley de control por realimentacion suave e
independiente del tiempo que pueda posicionar al aerodeslizador en ninguno de sus
puntos de equilibrio. Por tanto para hacer estabilizaciéon en un punto serd necesario
emplear leyes de control discontinuas o dependientes del tiempo.






Capitulo 3 Sistema Experimental

En este capitulo se analiza en detalle la implementacion del sistema de laboratorio con
el cual se ha llevado a cabo la validacién experimental de las leyes de control del
Capitulo 4 y del Capitulo 6.

En primer lugar se da una vision general de la arquitectura del sistema de laboratorio,
describiendo cada uno de los componentes hardware que se utilizan. Seguidamente se
muestra una vision general de la arquitectura del software.

A continuacién se analiza la implementacion del sistema. Para ello se describen en
primer lugar los modulos constructivos que se encargan de las tareas de vision (de alto y
bajo nivel), el control, el registro de datos, la presentacion grafica de los mismos y la
interfaz de salida, entre otros. Finalmente se muestra el funcionamiento conjunto de los
elementos con un ejemplo concreto de aplicacion.

Para concluir el capitulo se hard un estudio del modelo experimental mostrando las
principales dificultades de modelado asi como las soluciones adoptadas. Se justifica la
estructura del modelo utilizado adoptado en el Capitulo 2 y se valida un modelo del
aerodeslizador para unas condiciones concretas.

3.1. Introduccion

Las simulaciones son una herramienta indispensable en el disefio de leyes de control ya
que permiten analizar el comportamiento esperado de un sistema de forma rapida y
segura. Ademas permiten obtener medidas directas del comportamiento de una ley de
control en condiciones que serian dificiles de reproducir en un sistema real.

Sin embargo, por muy elaborado y preciso que pueda ser un modelo de simulacion,
siempre existen detalles de los sistemas fisicos reales que resultan imposibles de
modelar. Por este motivo la utilizacién de prototipos de laboratorio para validar las
leyes de control disefiadas aportan un gran valor anadido al disefio del control. Estos
prototipos permiten comprobar el efecto de perturbaciones y dinamicas no modeladas,
retardos en el sistema, incertidumbre en los parametros etc.

El aerodeslizador es un sistema que sirve como prototipo de vehiculo auténomo
subactuado. Se trata de un vehiculo dificil de controlar, ya que presenta un gran
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deslizamiento lateral. Esto acentaa las dificultades que se presentan de forma natural en
el control de vehiculos marinos de superficie.

Ademas este sistema tiene la ventaja de que puede ser utilizado tanto en agua como en
tierra sin que haya cambios cualitativos en la dindmica del modelo. Este hecho
simplifica considerablemente los requerimientos del sistema experimental.

Por este motivo se han desarrollado varias plataformas a nivel internacional que utilizan
el aerodeslizador como modelo a controlar. Entre ellas cabe destacar la plataforma
MVWT (multi-vehicle wireless testbed) desarrollada en el Caltech, (MVWT). Esta
plataforma se describe en detalle en (Jin et al., 2004) y (Chung et al.,, 2002)
respectivamente. En ella se construye tanto el vehiculo como el sistema de vision y
control.

Esta plataforma ha sido utilizada con éxito para la validacion de varias estrategias de
control, véase por ejemplo el trabajo de (Aguiar et al., 2003) o (Cremean et al., 2002).

En otras plataformas se utilizan aerodeslizadores de radiocontrol disponibles
comercialmente, de este modo solo es necesario afiadir sensorizacion externa y disefiar
una interfaz para enviar comandos de control al vehiculo. Esta aproximacion es la que
se utiliza en el sistema experimental implementado en (Seguchi & Ohtsuka, 2002) y
(Seguchi & Ohtsuka, 2003). En esta Tesis se utilizard esta misma aproximacion.

El sistema experimental resultante es muy flexible, de hecho algunos autores
(Vladimerou et al., 2004) utilizan el aerodeslizador como modelo para control de
formaciones descentralizado.

El denominador comun de las aproximaciones anteriores es que utilizan un sistema de
vision externo para el posicionamiento del vehiculo. Esta aproximacion es
frecuentemente usada en vehiculos marinos de superficie que operan en el agua.
Ejemplos conocidos de este tipo de vehiculos son el Cybership que se utiliza en
(Pettersen & Fossen, 1998 ) asi como en (Lefeber, Pettersen & Nijmeijer, 2003) o el
vehiculo de prueba del MIT, que se utiliza en (Greytak & Hover, 2008).

Algunos autores, inspirados en la sensorizacion de los robots moviles autonomos
utilizan un sistema de vision interno para el posicionamiento, como es el caso de
(Okawa & Yuta, 2003). Este sistema no obstante dificulta el montaje experimental al
afadir peso y complejidad al aerodeslizador. Esta aproximacion ademds requiere de la
presencia de un entorno estructurado por lo que no seria aplicable fuera de un entorno
de laboratorio.

La ventaja fundamental del sistema de posicionamiento externo por vision es que imita
el funcionamiento de los sistemas de posicionamiento absoluto que se emplean en los
vehiculos reales (véase por ejemplo (Caccia, 2008)). De este modo las estrategias de
control validadas en estos vehiculos pueden aplicarse en un vehiculo real de superficie
dotado con un compas y un receptor GPS.
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3.2. Arquitectura general del sistema

El sistema experimental consta de un aerodeslizador de radiocontrol, una camara de
video que permite calcular la posicion y orientacion del vehiculo por medio de un
sistema de vision artificial, un ordenador dotado de una tarjeta de adquisicion de imagen
donde se implementan los algoritmos de vision y la ley de control y una interfaz de
comunicacion que permite enviar las sefiales de control al aerodeslizador por medio de
un mando de radiocontrol. La Figura 3.1 muestra una imagen esquematica del sistema
experimental.

Figura 3.1. Sistema experimental.

A continuacion se describen en detalle cada uno de los componentes software y
hardware del sistema.

3.2.1. Componentes hardware

En este punto se describen cada uno de los elementos fisicos que constituyen el sistema
de laboratorio.

3.2.1.A. aerodeslizador de radiocontrol

El vehiculo subactuado que se utiliza en el sistema experimental es un aerodeslizador de
radiocontrol de la marca Graupner (en particular se trata del Graupner 8607) que se
muestra en la Figura 3.2. El vehiculo posee dos hélices impulsoras en la popa y un
ventilador centrifugo en el centro que se utiliza para hinchar el colchén de aire que le
proporciona sustentacion.

Las dimensiones del vehiculo son 495mm de manga y 300mm de eslora. La masa
nominal del vehiculo es de 995g si bien esta puede variar en funcion del juego de
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baterias que se utilice asi como de ciertas modificaciones en su estructura que se
comentan a continuacion.

Figura 3.2. aerodeslizador de radiocontrol

El vehiculo se controla por medio del mando de radiocontrol Graupner TX 3000 que
trabaja en una frecuencia de 40Mhz. El mando posee tres canales de control, uno de
ellos para encender y apagar el ventilador central y los otros dos para controlar las
hélices impulsoras.

El sistema de sustentacion solo puede estar totalmente encendido o apagado y cada uno
de los impulsores solo admite tres modos de funcionamiento: todo, nada e inversion. La
fuerza proporcionada por los impulsores no es simétrica, siendo mayor en la direccion
de avance que en la direccion de retroceso.

Para poder detectar la posicion del vehiculo se han afiadido tres Leds de alto brillo
alimentados por una pila de 9V. Estos Leds actiian como balizas en el sistema de vision
artificial. Los Leds se encuentran formando un tridngulo isosceles (ver Figura 3.2) que
comparte el mismo eje de simetria que el aerodeslizador.

El lado mayor del tridngulo mide 25¢m y el lado menor 16cm de tal modo que la
relacion de aspecto es 25/16. El centro de gravedad del vehiculo se encuentra a 2cm por
detras del centro de la turbina de sustentacion, esto es, a 8cm por detras de la luz frontal.
La luz frontal estd montada en un soporte de tal modo que cuando el vehiculo se
encuentra en funcionamiento las tres luces se muevan sobre un mismo plano horizontal
a 21.5¢m del suelo.

3.2.1.B. Camara y 6ptica

Para la adquisicion de imagenes se utiliza la cdmara CCD en color de alta resolucion de
Basler A631fc. Aunque se trata de una camara en color se trabajara con ella en modo
monocromo para aprovechar al maximo la resolucion espacial y la velocidad de disparo.

En estas condiciones se obtienen imagenes con una resolucion de 1388x1038 pixeles a
una velocidad de 18.7fps. La cdmara se encuentra montada en un soporte anclado al
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techo del laboratorio de tal modo que se realiza observacion del suelo desde una
posicion cenital. La camara se conecta con el ordenador mediante un cable de enlace
Fire-wire (IEEE 1394a) de 10m de longitud que se encuentra anclado al techo.

Figura 3.3. Camara y optica.

Sobre esta camara se monta una 6Optica de gran apertura Pentax de 4.8mm de distancia
focal y 1:1.8 de apertura. Con este sistema es posible cubrir un area de observacion de
aproximadamente 3x4 m en el suelo desde una altura de observacion de 2.7m. (La forma
exacta de la region de visibilidad se muestra en la Figura 3.11).

No obstante, el disponer de un campo visual tan grande (aproximadamente 86°) tiene
como contrapartida una gran distorsion en la imagen que debera ser corregida por el
algoritmo de vision artificial.

3.2.1.C. Equipo informatico

El procesamiento de la imagen y la implementacion de la ley de control se llevan a cabo
en un PC y con un procesador Pentium 4 a 3GHz con 1GB de memoria principal y un
bus de 400Mhz.

Para la adquisicion de la imagen se utiliza una tarjeta PCI de adquisicion (frame
grabber) Matrox Meteor2-1394 controlada a través de unas librerias especiales de
procesamiento de imagen MIL (Matrox Image Library).

3.2.1.D. Interfaz de radiocontrol

La salida de comandos por parte del ordenador hacia el aerodeslizador se lleva a cabo a
través del puerto paralelo utilizando un circuito adaptador con el mando de radiocontrol.

El mando de radiocontrol que permite interactuar con el vehiculo es un sistema
relativamente simple. Su interfaz externa posee un pulsador para detener el vehiculo
(apagando el turboventilador de sustentacion) y dos palancas para el control de cada uno
de los motores tal como se muestra en la Figura 3.4.
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El funcionamiento interno del mando es muy simple. Puesto que todas las 6érdenes son
todo/nada el sistema tiene en su interior 5 interruptores (dos por cada motor para
implementar todo-nada-inversion y otro adicional para el pulsador de parada). Cada vez
que uno de los interruptores se pulsa la linea correspondiente se pone a tierra.

La salida de estas lineas es codificada modulando la amplitud de salida de un circuito
oscilante con un cristal de cuarzo resonante de SO0MHz. Esta sefial modulada es la que se
transmite al aerodeslizador.

Figura 3.4. Interfaz de radiocontrol.

De este modo la conexion con el PC se realiza utilizando las primeras 5 lineas de salida
del puerto paralelo por medio de un circuito adaptador implementado mediante el array
de siete Darlington uln2003a.

El objetivo de este circuito es adaptar la salida del puerto paralelo del ordenador a la
tension de funcionamiento del mando. Cuando una de las sefiales de salida se pone a
nivel alto (5V) el Darlington conduce poniendo la salida a tierra (lo que emula la
pulsacion de uno de los botones). Por otra parte cuando la salida est4 a nivel bajo (0V)
la linea de salida queda en estado de alta impedancia de tal modo que la entrada al
circuito modulador ser4 la tension de alimentacion del mando (9V).

Esta configuracion permite el control manual por medio del mando y también el control
a través del puerto paralelo del ordenador (aunque como es 16gico no deben usarse los
dos al mismo tiempo).

3.2.2. Componentes software

La arquitectura del sistema tiene la estructura mostrada en la Figura 3.5. La aplicacion
de control se ha desarrollado en el lenguaje de programacion LabVIEW de National
Instrumets.
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Las operaciones de vision de bajo nivel (captura, preprocesado, segmentacion y calculo
de centroides) son programadas utilizando visual C++ y hacen uso a su vez de las
librerias MIL que gestionan la tarjeta de adquisicion de imdgenes. De este modo el
software se descompone en tres partes:

I Libreria de vision de bajo nivel (en visual C++)
IT  Librerias MIL (Matrox Image Library)
IIT  Algoritmos de control (implementados en LabVIEW)

El subsistema de vision de bajo nivel se empaqueta en una libreria dindmica que posee
una interfaz con operaciones para inicializar el hardware del sistema de vision, obtener
los puntos detectados en la imagen y detener la cdmara en la finalizacion del programa.

Esta libreria intercambia estructuras de alto nivel con la interfaz de LabVIEW (vectores
de puntos detectados y pardmetros de configuracion del hardware).

LabVIEW
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Figura 3.5. Arquitectura del sistema. Las cajas rectangulares representan elementos de software mientras
que los contenedores elipticos son los elementos hardware.

Por otra parte las rutinas de vision de alto nivel (célculo de la posicion del vehiculo) asi
como el control y la gestion de las sefales de salida y la presentacion de los datos a
través de la interfaz grafica de usuario GUI se lleva a cabo dentro de LabVIEW.

Las razones por las que se elige este lenguaje son la simplicidad y rapidez en el
desarrollo de interfaces graficas, la integracion directa con el hardware y sobre todo la
simplicidad a la hora de crear hilos y tareas de control en Tiempo Real.
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3.3. Implementacion

En este apartado se describen todos los elementos de software desarrollados para el
control del aerodeslizador.

Puesto que LabVIEW es un lenguaje de programacion grafico, cada uno de los
componentes de software desarrollados tendrd una o varias interfaces compuestas por
un icono y varias lineas de entrada y salida. Cada uno de las interfaces se corresponde a
un bloque en LabVIEW vy se representa mediante un icono.

En la Figura 3.6 se muestran los iconos correspondientes a los principales elementos de
software empleados en la implementacion y que se describen en detalle en los apartados
siguientes.

Este conjunto de mdédulos compone una libreria de bloques funcionales que permiten la
implementacion de leyes de control en el laboratorio.
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Figura 3.6. Libreria en LabVIEW de los elementos software.

Para una mejor comprension de cada una de las partes que componen el sistema se
realiza un estudio del funcionamiento en orden légico de ejecucion de las mismas, esto
es captura de datos, calculo del control y generacion de la salida.

1.1.1. Vision de bajo nivel

El sistema de vision de bajo nivel se encarga de las siguientes tareas:
I Inicializar los dispositivos de vision.

II  Capturar, post-procesar las imagenes y obtener la posicion de las balizas de
posicionamiento del aerodeslizador.

Il Cierre de los dispositivos hardware.
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El sistema de vision de bajo nivel se ha desarrollado en C++ empleando las funciones
de las librerias MIL. El proyecto se compila en la libreria dindmica camaraDLL.dII.
Dicha libreria posee tres funciones principales, inicio, captura y cierre.

Para poder utilizar estas funciones se han implementado las siguientes interfaces en
LabVIEW que se muestran en la Tabla 3.1. A continuacion se describe lo que hace
cada una de ellas.

Inicio.vi T . .., .
Inicializa el sistema de vision de bajo

. g “ . nivel. Devuelve una estructura con los
Configuracion an Manejadores . . o
manejadores del dispositivo.

Toma una imagen y localiza los puntos
. o — Desbordamisnto | Juminosos. La sefial de desbordamiento se
Manejadores s

punkoss . . .
p— activa si se detectan demasiados puntos.
Cierre.vi
Finaliza todos los elementos de visién y
Manejadores === ¥0rr libera la memoria reservada.

Tabla 3.1. Elementos de vision de bajo nivel.

1.1.1.A. Inicializacion de la camara.

Para poder trabajar con la cadmara en primer lugar es necesario inicializarla y reservar
espacio en memoria para almacenar las imagenes. Para ello se emplea la funcion
Inicio.vi. Esta funcidn acepta como entrada una estructura con los siguientes parametros
de configuracion de la camara.

En primer lugar los pardmetros N y M definen el tamafio del buffer intermedio donde se
almacenara la imagen para su procesamiento. El parametro Shuter establece el tiempo
de exposicion de la camara. Por su parte la ganancia hardware se configura por medio
del parametro Gain.

Los pardmetros Radio, Umbral y NumPuntos configuran el algoritmo de deteccion de
puntos. Radio es una estimacion del radio maximo (en pixeles) que puede tener una
baliza luminosa, por otro lado Umbral determina el umbral de binarizacion de la imagen
y NumPuntos establece una cota maxima del nimero de puntos a detectar.

Por ultimo el pardmetro binario “Ver imagen” indica si se muestra o no la imagen del
buffer intermedio por pantalla (esta opcion resulta muy util durante la calibracion de la
camara).

En la invocacion de esta funcion se crea un hilo de ejecucion que se encarga de cargar
las imagenes registradas por la cdmara en el buffer de almacenamiento intermedio,
ademas configura los valores de radio, umbral y NumPuntos que utilizaré el algoritmo
de deteccion de puntos. Puesto que este buffer no tiene que tener necesariamente el
mismo tamafio que la imagen original se establece el mecanismo transformacién de
escala (postproceso de la imagen).
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La salida de dicho bloque es una estructura que contiene la estructura de datos de
entrada asi como todos los manejadores de los elementos software y hardware que se
han inicializado.

3.3.1.B. Captura de la imagen

El bloque Captura.vi es el encargado de obtener la posicion de los puntos luminosos del
aerodeslizador. Para ello admite como entrada la estructura de los manejadores y
parametros que se cred en el modulo de inicializacion.

Cuando es invocada la funcidn de libreria solicita la transferencia de una imagen desde
el buffer intermedio hacia una matriz MxN donde se realizard el procesamiento. Una vez
que la trasferencia se ha completado ejecuta el algoritmo de deteccion de puntos sobre
dicha matriz.

El algoritmo de detecciéon de puntos implementa la binarizacion y el célculo de
centroides en una sola pasada. La estructura del algoritmo se muestra en la Figura 3.7.

Deteccion de puntos
n=0
Desbordamiento=0

Procesar sub-imagen
Xc=0

Pixel(i,j)Sumbral

Yc=0

b Puntos=0

Fin de imagen Pixel(i,j)sumbral |

Y

Recorrer imagen

Pixel(i,j)>umbral Afade punto

al centroide

Recorre sub-imagen

Pixel(i,j)>umbral

Procesar sub-imagen|

Fin de sub-imagen

Calcula centroide

A
(Fin procesar sub-imagen)

Desbordamiento=1

Figura 3.7. Algoritmo de deteccion de puntos. A la derecha se encuentra la rutina principal que analiza
toda la imagen, a la izquierda la subrutina que calcula el centroide de cada sub-imagen.

El algoritmo funciona de la siguiente forma:

Primero se recorre la matriz de imagen por filas hasta encontrar un punto cuya
intensidad sea mayor a la del umbral o se termine con toda la imagen.

Si se encuentra un punto que supera el umbral se inicia el proceso de la sub-imagen de
vértices (i, j-Radio), (i, j+Radio), (i+2Radio, j-Radio) y (i+2radio, j+Radio). Puesto que
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Radio es una cota maxima del radio del punto luminoso entonces todos los pixeles que
conforman dicho punto deberian encontrarse dentro de esta sub-imagen. Si el punto se
encontrase cerca del borde de la imagen la sub-imagen se ajusta para no salirse de los
margenes de la misma.

En el proceso de la sub-imagen en primer lugar se inicializan las variables x, y, y puntos
a cero. Cada vez que se detecta un punto por encima del umbral en la sub-imagen
(punto de coordenadas (i,j)) se afiaden sus coordenadas a x e y (x=x+i, y=ytj)
incrementado ademas el contador puntos y poniendo el pixel correspondiente de la
imagen a cero (para evitar una doble deteccion del mismo punto).

Cuando se ha terminado de recorrer la sub-imagen se calcula el centroide del punto
X~=x/puntos Y. ~=y/puntos, se almacena en un array de puntos detectados puntosX[n]=X.,
puntosY[n]=Y. y se incrementa n. Si el nimero n de puntos almacenados es menor que
MumPuntos se vuelve al primer paso y se continia buscando mds puntos, en caso
contrario se termina y se activa el indicador de desbordamiento.

Al finalizar el algoritmo se devuelven dos vectores puntosX 'y puntosY que contienen las
coordenadas del centroide de todos los puntos detectados y un indicador de
desbordamiento que indica que se han detectado demasiados puntos tal como se muestra
en la interfaz de la Tabla 3.1.

3.3.1.C. Cierre de la aplicacion y liberacion de memoria

El cierre de los manejadores del hardware que han sido inicializados por el bloque de
inicio se lleva a cabo por medio de la funcion cierre.vi. Dicha funcion admite como
parametros la estructura de manejadores y no devuelve ninglin argumento.

Este moédulo también se encarga de liberar toda la memoria que ha sido reservada para
almacenar las estructuras de almacenamiento intermedio que emplea el sistema de
vision de bajo nivel.

Al cerrar los componentes software también se finalizan los hilos en ejecucion de la
DLL que se encargaban de tomar imdgenes del dispositivo, de este modo la camara
queda totalmente liberada y la aplicacion puede cerrarse de forma segura.

3.3.2. Vision de alto nivel

Una vez que se han detectado en la imagen los puntos de baliza que tiene el
aerodeslizador es necesario convertir la posicion en pixeles de dichos puntos a las
variables de estado del mismo, esto es, la posicion, la orientacion y sus respectivas
velocidades.

En primer lugar hay que tener en cuenta que la Optica del sistema introduce una
distorsion en la imagen con respecto a un modelo de camara perfecta “pinhole”. Por este
motivo el primer paso serd corregir la posicion de los puntos para eliminar la distorsion
de la optica.
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En segundo lugar, una vez que la distorsion ha sido eliminada es necesario obtener las
posiciones de los puntos en el plano objeto a partir de los puntos en el espacio imagen,
esto requiere conocer la transformacion de perspectiva entre ambos espacios de
coordenadas.

A partir de la posicion de los puntos en el sistema de referencia del suelo se calcula la
posicion del centro de masas del aerodeslizador asi como su orientaciéon teniendo en
cuenta la morfologia de los puntos obtenidos.

Finalmente, utilizando las posiciones y orientaciones del vehiculo en diferentes
instantes de tiempo se determinan las velocidades lineales y angulares del

aerodeslizador.
Distorsion.vi
Paramertos Error Corrige la distorsion de la camara.
¥ distoriosnado = =
v distorsionado — e
Perspectiva.vi
Ervor TN Ervor Calcula las posiciones objeto x e y a partir
P @ % de las posiciones imagen x. € y..
¥ y
Posicion.vi
Errar T Errar Calcula la posicion y orientacion del
e 0 = = Posicidn vehiculo.
y— L= Figura
Yelocidad.vi
Estima las velocidades del aerodeslizador a
Error IM Errar K .., R
Posicicn = ,3/“,( Ly partir de la posicion y el tiempo.
t— 7
XYZMED.¥i
W Transforma las coordenadas al sistema
+
Estado XY NED Estado MED NED.
Calibra.vi
e Obtiene los pardmetros de calibracion de
(o Parametros :
Wi perspectiva.

Tabla 3.2. Elementos de vision de alto nivel.

Los modulos encargados de realizar estas tareas se muestran en la Tabla 3.2. A
continuacion se procede a analizar pormenorizadamente el funcionamiento de cada uno
de ellos.
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3.3.2.A. Distorsion

La Figura 3.8 muestra una imagen del suelo tal como es capturada por la cdmara. En la
imagen se aprecia claramente la distorsion de tipo barril. De este modo las lineas rectas
paralelas en el espacio objeto (véase la union de las baldosas en el suelo del laboratorio)
se ven en la imagen como lineas curvas que se encuentran mas separadas en el centro y
mas juntas en las esquinas.

Este efecto se debe a que la Optica de la camara tiene una mayor potencia en los puntos
que se encuentran cerca del eje focal (por este motivo la imagen se ve mas grande en el
centro) y menor potencia cerca de los bordes (de tal modo que las esquinas se ven mas
cerca de lo que realmente estan).

Figura 3.8. Imagen del suelo con distorsion en barril.

Puesto que la distorsion en barril posee simetria de revolucion puede describirse

facilmente como sigue:
X, —X, X, —X
(d qzqm(c q
Ya=No Ye=No (3.1)

R=y(x. =% ) +(3.-»)

Donde x. e y. son las posiciones correctas en el espacio imagen, x; € y; son las
posiciones en la imagen distorsionada y xy e y, las posiciones del centro Optico de la
camara (véase Alvarez 2009). La funcion L(R) es la ganancia del sistema. Notese que si
L fuese constante no habria distorsion (solo transformacion de escala).
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La transformacion inversa de distorsion puede entonces escribirse del siguiente modo:

X, —X 1 X, —X

Ya=Y) LR)\Y.~ ¥y

El problema de dicha expresion es que R es desconocido, de este modo es conveniente
reescribir (3.2) en términos de R, que es directamente medible:

Xg =X | _ 1 Ye =X | _ R, 2\ |[ Xe %o
[yd—yoj_L(R+0(R2))[ys—yoj (L(O)+Rmax Fo(& )j[yc—yoj

R, = (%, - %) =R+o(R?) (3.3)

- l N? +M?
2

Finalmente y sin perdida de generalidad se puede asumir que L(0)=1 (en caso contrario
dividiendo por L(0) se obtendria una transformacién de escala que sera tratada en el
siguiente apartado). Por su parte R, es la mitad de la diagonal del rectdngulo imagen
(la distancia al centro del punto mas alejado) que se calula a partir del tamafio de la
imagen en pixeles. De este modo la correccion de perspectiva de primer orden resulta

Ser.
(””“HM : J(”J
Ya— o IR Ye=Wo (3_4)
1
\/ yo)

La razon por la cual no se aplica una correccion de distorsion de orden superior es que,
como se vera posteriormente, con esta correccion se alcanza un nivel de precision
suficiente y s6lo requiere sintonizar un Unico parametro k;. Ademas la division por R,y
se emplea para normalizar el valor de k; quedando como una contante adimensional.

Para la obtencion del parametro de correccion de distorsion k; es necesario un proceso
de calibracion empleando una imagen estructurada. En este caso se emplean las lineas
rectas paralelas del embaldosado del suelo del laboratorio como patron de calibracion.

Si no hubiese distorsion dichas lineas deberian ser lineas rectas y paralelas en la imagen.
No obstante como se muestra en la Figura 3.9 existe una separacion considerable entre
cada punto X; y la recta que pasa por los puntos extremos de la linea (linea roja).

T « .y, )

De esta forma sea p;=[x;,y;]" el vector de posicion del punto i-ésimo de la recta de
calibracion j-ésima. pPg; y pr son entonces las posiciones de los puntos extremos de la
recta de calibracion j-ésima.
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Figura 3.9. Medida del grado de distorsion. La distorsion puede medirse como la separacion de los puntos
de la imagen (azul) con respecto a las lineas rectas que unen los dos puntos extremos (rojo). Si no hubiese
distorsion los puntos deberian estar alineados.

El vector n; normal a dicha recta puede definirse como:

1 _yF‘+y0'
S 55

H ij - po,‘H X~ %o
Esto permite definir la siguiente medida de distorsion:

dij = an (p,,_ po;)

D= max(fd, oo

j=0..

Rl

§=

~.
Il
w

La interpretacion de esta medida es bastante simple: dj; es el producto escalar del vector
que va del punto py; hasta el punto p; con la direccion normal a la recta que pasa por Xy,
y X;. Con lo que dj; es la distancia orientada del punto a la recta de calibracion, tal como
se observa en la Figura 3.10.

Las distancias d;; asi definidas se corresponden a los segmentos verdes de la Figura 3.9.
De este modo D es la maxima desalineacion de un punto respecto a la recta en la que
deberia encontrarse.
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P

dy=n"(x,-x,)

y J

Py,
Figura 3.10. Medida del grado de desalineacién D.

El criterio que se utiliza para la calibracion de la cdmara consiste en tomar las cuatro
rectas mostradas en la Figura 3.9 y calcular el valor de k; que minimice la desalineacion
D tras aplicar la correccion de perspectiva, esto es:

k, =arg min(D( Pe; ( Pay» Ky ))) 3.7)

Aplicando este criterio al sistema camara-optica descrito anteriormente se obtiene el
valor k;=0.2015. El resultado de la correccion de distorsion empleando dicho modelo se
muestra en la Figura 3.11. Como puede apreciarse en la figura la desalineacion es
practicamente nula y la poca desalineacion que existe se debe al error de deteccion de
los puntos de calibracion. De este modo el orden de la correccidon que se estd empleando
es suficiente para el grado de precision necesario en el sistema experimental.

Aunque las rectas en el espacio objeto (el suelo) se corresponden con rectas en el
espacio imagen, el paralelismo entre ellas no se mantiene, ya que en la imagen las lineas
convergen hacia un cierto punto situado en el horizonte (que quedaria muy por debajo
de la Figura 3.11). Este efecto se debe a la transformacion de perspectiva que se
analizara en el siguiente apartado.

La correccion de distorsion es llevada a cabo por el modulo Distorsion.vi mostrado en la
Tabla 3.2. Dicho modulo admite como entrada el vector de puntos afectados por la
distorsion y los parametros de configuracion (que utiliza para calcular R,,y).

Mediante la expresion (3.4) y utilizando el valor de k; calibrado anteriormente corrige la
posicion de los puntos detectados por la camara y devuelve los puntos corregidos x. € ..

El sistema devuelve ademdas un manejador de codigos de error en el que se registra un
error en caso de que el nimero de puntos de entrada validos (no nulos) no sea el
correcto.
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Figura 3.11. Imagen corregida de la distorsion en barril.

3.3.2.B. Perspectiva

Una vez corregida la distorsion es necesario transformar las posiciones de los puntos de
la imagen expresados en pixeles a posiciones del plano del suelo expresado en metros.

Para ello hay que tener en cuenta tres factores. En primer lugar hay que considerar la
trasformacion de perspectiva que resulta de proyectar el punto objeto en el plano focal
de la cdmara. En segundo lugar hay que considerar la transformacion de escala de
pixeles a metros. Finalmente hay que tener en cuenta la rotacion y traslacion entre las
coordenadas en el sistema de referencia de la camara y el sistema de referencia paralelo
al suelo tal y como se muestra en la Figura 3.12.

Puesto que la imagen se encuentra corregida de distorsion, la transformacion entre los
puntos del espacio objeto (coordenadas del mundo real) y los puntos del espacio imagen
(coordenadas de la camara) puede modelarse mediante el uso de Optica paraxial.

En la Figura 3.13 se analiza la trasformacion de perspectiva vista desde el sistema de
coordenadas ligado a la camara. Para ello se utiliza un modelo proyectivo de camara
estenopéica (pinhole camera). Es importante destacar que ese modelo es similar al de
lente delgada en aproximacion paraxial y por tanto representa correctamente a un
sistema Optico sin distorsion.
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(xc’yc’_f)

47

’/—y> %;%Z)

Figura 3.12. Transformacion general de perspectiva.

En el sistema de referencia de la camara el punto (x, y, z) tendra las coordenadas x;, y;, y
z; tal como se muestra en la Figura 3.13. Entonces aplicando semejanza de tridngulos se
sabe que la posicion de la imagen de dicho punto en el plano focal de la camara viene
dada por:

Xe_ M
/oA (3.8)
e N
Sz

Estas relaciones pueden escribirse comodamente utilizando coordenadas homogéneas
xXp=x.zn € yi=y.zy del siguiente modo:

X
X, 000

wl=l0 ool (3.9)

Z
z 00101

Puesto que tanto las transformaciones de escala como las rotaciones y traslaciones
también pueden describirse como una trasformacion lineal en coordenadas homogéneas,
entonces es posible componer dichas transformaciones obteniendo la transformacion
general de perspectiva. Para una explicacion en detalle puede consultarse (Hartley &
Zisserman, 2003).
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(xlaypzl)

(xc’yc’_f)

Figura 3.13. Transformacion pinhole vista desde el sistema de referencia de la camara. El eje y.. de la
imagen se encuentra orientado hacia el espectador y por tanto no se muestra.

De este modo la relacion entre las coordenadas homogéneas de la camara y las
coordenadas homogéneas de la posicion espacial vienen dadas por una matriz de
perspectiva general que adopta la siguiente forma:

X
X Cii € €3 Cyy v
Y | = € € Cr3 Cyy . (3.10)
z C31 C3p C33 Cyy 1

El problema del sistema (3.10) es que la transformacion de coordenadas no es
invertible. Esto es légico ya que se trata de una transformacion de un espacio
tridimensional a otro bidimensional.

Para poder obtener las coordenadas de los puntos en el sistema tridimensional es
necesario establecer alguna ligadura adicional entre los puntos en el espacio objeto. En
el caso que nos ocupa las balizas luminosas se encuentran todas a la misma altura 4
respecto del suelo, esta es la condicion adicional necesaria para calcular las posiciones.

Entonces sin perdida de generalidad es posible establecer un sistema de coordenadas de
tal manera que el origen de coordenadas se encuentre en el plano en el que se
encuentran los tres puntos luminosos mientras que los ejes X e Y sean paralelos al suelo
tal y como se muestra en la Figura 3.12.

Esto significa que en este sistema de coordenadas la tercera componente de la posicion
siempre sera cero y por tanto la ecuacion (3.10) puede reducirse a:

xh

Y | T € Cop Coq ||V (3.11)
Z Cy €y Gy )\ 1

Cii Cpp Gy | X
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Calculando las coordenadas x. e y. se tiene:

Xy _ CuXtCpytoy

z c31x+c32y+c34

y _Vn _EnX Tyt ey
C oz extce,yte,

(3.12)

Si la configuracion de la camara no es singular, (esto es, si la transformacion de
coordenadas es invertible) entonces c;, sera distinto de cero y por tanto dividiendo
numerador y denominador por c;, puede escribirse:

. _ X, _ Xt ayte
c
z c.x+c,y+1
7 8
(3.13)
_ VG X T YT
Ye=—= =

z c,x+cgy+1

Por lo que la transformacion general de perspectiva puede parametrizarse por medio de
ocho parametros c;..cs.

De forma andloga si la transformacion no es singular se verifica que cscr-c;c5#0 (en
caso contrario x. € ). no serian independientes y no podria invertirse la perspectiva) de
tal modo que la transformacién inversa de perspectiva esta bien definida y tiene la
siguiente forma:

! ! !
25Xt Gyt

c

1 !
z cx, +cgy, +1
e R (3.14)
yh=c4xc+C5yc+c6

Ye = ; ’
z cix, +cgy, +1

Donde los parametros de la transformacion inversa pueden calcularse a partir de la
transformacion directa utilizando las siguientes expresiones:

CeCs — 5 )/ (40, —,C5)

¢y =(c, — ;65 (ehe, —cics)

& =(cye5—c,¢6) (4, —1C5)

¢, —i66)/ (cie, —cic5)
¢, —¢ )/ (ey0, —ccy)

'

e =(ccs—csey )/ (ehe, —cics)

(3.15)

!

¢y =(c05—c5ey )/ (ehe, —cics)

e — 6,00 )/ (ee, —cy)
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Todos estos célculos son llevados a cabo en el bloque Perspectiva.vi de la Tabla 3.2.
Dicho bloque admite las posiciones en coordenadas de la cdmara x. e y. y devuelve las
posiciones en coordenadas del suelo x e y utilizando para ello los pardmetros c;..cs y las
relaciones (3.14) y (3.15). Ademas se encarga de propagar la estructura de control de
errores a los bloque siguientes.

Los pardmetros c;..cs se cargan desde un fichero de texto en el inicio del programa.
Dicho fichero ha sido creado mediante el procedimiento de calibracion que se describe
en la siguiente seccion.

3.3.2.C. Procedimiento de calibracion

El procedimiento utilizado para corregir la distorsion solo tiene que realizarse una Uinica
vez, ya que el parametro k; sélo depende del sistema camara-optica que permanece fijo.
Por este motivo no es necesario automatizar dicho proceso.

De hecho, la seleccion de los puntos para calibrar la distorsion se realiza sobre una
imagen tomada a partir del software genérico de la camara. Ademads, las rutinas
necesarias para obtener el parametro 6ptimo k; involucran el marcado manual de puntos
de referencia y los calculos se realizan utilizando funciones escritas en lenguaje M de
Matlab.

No obstante, los parametros de perspectiva de la cédmara si que pueden variar
substancialmente ente dos experimentos. Esto es debido a que dichos parametros
dependen de la colocacion de la camara respecto del suelo.

Debido a la holgura presente en el soporte de la camara y a otros efectos tales como
peso del cable asi como otras perturbaciones que se producen durante la limpieza del
sistema Optico o el ajuste de la apertura del obturador, es imposible obtener exactamente
la misma alineacion de camara en dos montajes sucesivos del sistema. Esto obliga a
recalibrar c,..cs con relativa frecuencia.

Por este motivo se ha disefiado una rutina de calibracion en LabVIEW que permite
obtener los pardmetros c;..cs de forma simple y rapida.

Para calcular los parametros de calibracion dicha rutina utiliza un sistema de cuatro
puntos. Para ello se coloca manualmente la baliza en los puntos p;=[0,0]", p= [0,1]",
ps=[1,0]" y p/=[1,1]" y se determinan sus posiciones en el espacio imagen P/, Pe2, Pe3

Y Pes-

De este modo si se substituyen las coordenadas de cada uno de los puntos anteriores en
las ecuaciones (3.13), operando se obtiene el siguiente sistema lineal de ocho
ecuaciones con ocho incognitas
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C3 =Xy
Co = Vo
G+ —X,0 =X,

CyHCo =Vl = Ve
Cy TC = X536 = X3
Cs TCo = Ve3Cs = Vi3
€ Gy +C3 =X 40 =X 4Cy = Xy

CyptCs+Co =Yyl = VesCs = Veu

(3.16)

La solucion del sistema de ecuaciones (3.16) permite calcular de forma directa los
valores de los parametros c;..cs.

El procedimiento de calibracion de perspectiva es llevado a cabo mediante el programa
Calibracion.vi en LabVIEW. El codigo de dicho programa se muestra en la Figura 3.14
y su funcionamiento es el siguiente:

En primer lugar se inicializa el hardware haciendo uso del bloque /lnicio.vi, a
continuacion se entra en un bucle for que captura los cuatro puntos necesarios para la
calibracion.

.—4 N
] Caputura los punkos —
tifica el Funcionamento
i e K
— [Inicio. wi i

(TE M
e B g ' k
i *

o3 W
7\
#=P=if
pcarr == EI EI . [ ===

[s<cam] = iGuarda los
pose] Lxcam] Ly = @
3 frcam ¥ _

3 pkom
el :

100
Poca) [0, Defaul ~] ]
[i] 1 -

[
Figura 3.14. Rutina de calibracion en LabVIEW.

En cada iteracion del bucle se muestran instrucciones en la interfaz grafica indicando las
coordenadas del punto donde debe de colocarse la baliza de calibracion. Al mismo
tiempo se entra en un bucle while que captura imagenes y corrige la distorsion de forma
continua, comprobando en cada caso que la deteccion del punto sea correcta (en
particular se comprueba que se ha detectado uno y solamente un punto).

El proceso continua hasta que el usuario presiona el botdon capturar punto. El punto
capturado se almacena en un array indexado hasta que se han detectado los cuatro
puntos de calibracion.
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Hecho esto, se invoca la subrutina calibra.vi que se encarga de calcular los parametros
resolviendo el sistema (3.16). El resultado se muestra en la interfaz grafica y se guarda
en un fichero de texto.

Finalmente se entra en un bucle while que verifica el correcto funcionamiento de la
calibracion.

Este bucle toma imagenes de la camara, aplica la correccion de distorsion y la
transformacion de perspectiva, obtiene las coordenadas (x,y) de dicho punto y las
muestra por pantalla. Esto permite al operario humano comprobar la calibracion
realizada colocando la baliza en posiciones conocidas.

Terminado este proceso el operario oprime el boton verificar para finalizar el
procedimiento.

3.3.2.D. Calculo de la posicion del vehiculo

La posicion y orientacion del aerodeslizador se determina mediante un analisis
morfoldgico de las posiciones de las balizas detectadas mediante el algoritmo de vision.

Como se comenta en el apartado 3.2.1.A, la posicion de las balizas luminosas forma un
triangulo isoésceles similar al de la Figura 3.15 cuyos lados son conocidos. Dados tres
puntos imagen p;, P> y P; El procedimiento de célculo de la posicion y orientacion
consta de los siguientes pasos:

I. Localizar el punto p..
Calcular el punto auxiliar X;,
Determinar la posicion del centro de masas X, y la orientacion 6.

Para determinar cual de los puntos es p. se calculan las tres distancias entre los puntos
que definen los lados del tridngulo L;», L;3 y L donde la distancia L;=||p-pj||. A
continuacion se busca el minimo de las tres distancias, L;, que corresponde al lado
opuesto a p,, de este modo el punto p.=p; con k#i,j.

P,

nt

16cm

o,

Figura 3.15. Calculo de la posicion y orientacion.
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A continuacién se comprueba que las distancias obtenidas se ajustan dentro de un grado
de tolerancia a un tridngulo isosceles cuyos lados son conocidos (el grado de tolerancia
es ajustable y normalmente se usa un 20%). Si el resultado es correcto la deteccion es
valida y se continua con el proceso. En caso contrario la deteccion es incorrecta.
Entonces se activa el indicador de error punto falso y se devuelve la ultima posicion
capturada correctamente.

Con los dos puntos restantes p; y p; que se corresponden con los puntos p, y Ps se
calcula la posicion del punto auxiliar X;,~=(p;+p;)/2 que se encuentra en el centro del lado
opuesto a p..

Dado que el centro de masas se encuentra en el eje de simetria del triangulo (ver Figura
3.15) es posible calcular su posicion mediante una media ponderada de los puntos p. y
X PoOT oOtra parte, la orientacion 0 puede calcularse facilmente a partir del vector que
une X;,; con p. como sigue:

xcm = (1 - a) xc + a'xint

yc/?zz(l_a)yc+ayint (317)
0 = atan 2(xc _x,'m,yc _yint)

De acuerdo con los datos del triangulo y sabiendo que la distancia del centro de masas
al punto p. es de 8cm es facil calcular el parametro &, ya que ah=8, de donde:

8 3
J(16/2)" +25* 689

o= ~0.3048 (3.18)

3
h

Todos estos calculos son llevados a cabo por el bloque Posicion.vi que devuelve un
vector de posicion cuyo contenido es [x.,y.,0]". Ademés el bloque se encarga de detectar
los errores de deteccion de puntos y devuelve como salida un objeto grafico figura que
permite dibujar la posicion del aerodeslizador por pantalla.

3.3.2.E. Calculo de las velocidades

Una vez calculada la posicion del vehiculo es necesario estimar las velocidades del
mismo, para ello se utiliza el bloque Velocidad.vi que se muestra en la Tabla 3.2. Este
bloque admite como entradas la posicion del punto y el tiempo ¢ en el cual fue tomada la
imagen. El bloque devuelve como salidas la estimacion de la velocidad por diferencias
finitas asi como el periodo de muestreo real 7.

En cuanto a la implementacion de este bloque hay que destacar dos aspectos
importantes, en primer lugar la gestion de errores, en segundo lugar la regularizacion de
la orientacion.

El bloque que calcula la velocidad admite como entradas los indicadores de error
generados en los bloques anteriores, si se ha producido cualquier error en la captura de



3.3 Implementacion 77

la imagen o el procesamiento posterior entonces la posicion recibida se descarta y el
bloque mantiene como salida la velocidad calculada en el instante anterior.

En caso contrario, si la imagen se ha tomado correctamente y la posicion es valida, las
velocidades se calculan mediante

T_t tant
X=Xt
v =
* T
vyzy_yant (319)
T
atan2(sin(¢9—Han,),COS(H—Ham))
a):
T

Donde t,,, es el instante de captura de la ultima imagen valida, X, Yanr Y Oane 1as
posiciones estimadas en el ultimo célculo correcto de la posicion:

El calculo de las velocidades lineales se lleva a cabo mediante una diferencia finita, sin
embargo el célculo de la velocidad angular requiere una pequefia explicacion.

La orientacion 6 se encuentra definida salvo por un nimero de vueltas indeterminado,
de este modo cuando el aerodeslizador da una vuelta completa se produce
necesariamente una discontinuidad de +2 7 radianes.

Si se emplease directamente la diferencia 6 - 6,,, se produciria un error en el calculo de
la velocidad angular w. Para evitarlo en la ecuacion (3.19) la diferencia se regulariza al
intervalo [-7,7] por medio de la funcion atan2(sin(x),cos(x)) de este modo se eliminan
los saltos de moédulo 27z.

3.3.2.F. Sistemas de coordenadas

En el desarrollo del sistema de vision se ha utilizado el sistema de ejes coordenados
segun el criterio de ejes estandar en tres dimensiones (x crece hacia la derecha, y hacia
el frente y z hacia arriba) de tal forma que el estado medido del aerodeslizador es
[x,y,@,vx,vy,w]T.

Sin embargo, en las aplicaciones de control se emplea habitualmente el sistema de
coordenadas NED (North-East-Down) en el cual x crece hacia el Norte, y hacia el Este
y z hacia abajo. Por lo que el estado suele tener la forma [X,eq,VNED, Wi VaNED VINEDST ] T

En el sistema de laboratorio resulta irrelevante cual sea la direccidn real del Norte, lo
verdaderamente importante es mantener la consistencia entre los sistemas de
coordenadas. De este modo, si se asume que el eje X apunta en la direccion Norte,
entonces la relacion entre coordenadas estdndar X-Y y las coordenadas NED viene dado
por la ecuacion siguiente tal como se puede apreciar en la Figura 3.16.
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Xnep =V
Yyep =X
=n—-0
‘v” . (3.20)
xXNED — Yy
Vonep = Vs
r=—w

De este modo es posible usar las ecuaciones (3.20) para realizar el cambio de
coordenadas XY—NED.

Y = XnED

X = VYneD

Figura 3.16. Sistemas de coordenadas.

Para ello se ha creado un bloque xy2NED.vi que implementa la transformacion de
coordenadas anterior y devolviendo el estado del sistema en el sistema de coordenadas
NED que resulta conveniente para la implementacion de las leyes de control.

Notese que no se ha implementado un bloque para realizar la conversion contraria, esto
se debe a que la transformacion (3.20) es igual a su inversa. Por tanto el modulo
xy2NED.vi puede utilizarse en la conversion en ambos sentidos.

3.3.3. Implementacion del control

Con el fin de implementar el control se desarrolla una interfaz de control especifica para
cada ley de control del aerodeslizador. Las tres implementaciones concretas de dicha
interfaz del control que se utilizan en la tesis se muestran en la Tabla 3.3.

El bloque de control trackingS M.vi implementa la ley de control de seguimiento de
trayectoria con entradas discretas que se disefia en el Capitulo 6. Admite como entrada
el estado del sistema, el tiempo y una estructura que define el problema (en particular el
radio y velocidad del circulo a seguir). Las salidas son el vector de salidas de control
discretas Uy=[u;,u Z]T asi como la sefial de freno del vehiculo.
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P5_controller.vi

Implementa el control de Posicionamiento
Estads Dop"téol e | Idi5 Dinamico.

Control_tracking_SM.vi

Estado — Referencias Implementa el control de seguimiento de
Problema == TR [ = Lidis trayectoria.
k - Freno

Permite controlar el aerodeslizador
& U manualmente.

Tabla 3.3. Implementaciones del control.

Por su parte el bloque PS controller.vi implementa la ley de control de Posicionamiento
Dindmico con entradas discretas del Capitulo 4. El bloque admite como entrada el
estado del sistema y produce como salida la sefial del control y la sefial de freno. Este
bloque no produce referencias a la salida puesto que la referencia para el
posicionamiento es siempre el origen de coordenadas.

Finalmente el bloque control manual.vi permite que el wusuario controle el
aerodeslizador enviando comandos por teclado.

3.3.4. Interfaz de salida

El envio de comandos al aerodeslizador se lleva a cabo través del puerto paralelo del
PC. La interfaz de salida que se encarga de gestionar la comunicacioén con el mando de
radiocontrol se implementa mediante el siguiente bloque en LabVIEW:

Salida.vi
ul
-

Figura 3.17. Interfaz de salida en LabVIEW

El bloque anterior admite dos parametros de entrada enteros u; y u, que pueden tomar
los valores 1, 0 y -1. Estas sefiales codifican los comandos de control todo-nada-
inversion que se enviaran a los motores de babor y estribor respectivamente.

Ademas el bloque posee una entrada adicional freno de tipo binario, esta entrada cuando
esta activa detiene el aerodeslizador apagando el ventilador centrifugo que hincha el
colchon de aire y mantiene la sustentacion. De este modo se consigue que el vehiculo se
detenga rapidamente. Esta entrada se activa como medida de seguridad cada vez que se
detiene la ejecucion del programa principal
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3.3.5. Registro de datos

Para mantener un registro estructurado de los datos, el estado del aerodeslizador asi
como las referencias a seguir, el tiempo, los comandos de control y las sefiales de error
se almacenan de forma automatica después de cada experimento.

Los datos se almacenan en un fichero de texto formateado por columnas utilizando
puntos para indicar la coma flotante y tabulaciones como separacion entre campos. El
formato para almacenar los datos estd disefiado de tal modo que puedan ser
directamente accedidos desde Matlab mediante el comando /oad lo que permite un facil
analisis posterior.

En la cabecera del fichero se incluye informacion acerca de su contenido con el formato
de comentarios de Matlab, de tal forma que no afecte al proceso de lectura de los datos.
Ademas se ha desarrollado la rutina carga.m para mostrar y cargar en el espacio de
trabajo los resultados del experimento.

Guarda.vi

nombre
20 data ; fichero de salida
I

Zabecera

Figura 3.18. Bloque de almacenamiento de datos.

En la Figura 3.18 se muestra la interfaz en LabVIEW de la funcidon de almacenamiento
de datos, dicha funcién admite como entradas el nombre que se desea dar al fichero de
salida asi como la matriz con el registro de datos a guardar y la cabecera del
fichero.Dicha funcion devuelve como salida la ruta del fichero creado. El nombre del
fichero se obtiene concatenando la cadena de entrada nombre con la hora actual. Por
otra parte la ruta donde se guarda el archivo es un directorio creado a partir de la fecha
dentro del directorio datos. Por tanto el fichero de salida tiene la forma: .\datos\DD-
MM-AA\nombreHH-MM-SS.txt, donde “.” es la ruta raiz donde se encuentra el
programa.

3.3.6. Otras caracteristicas implementadas

Ademés de los bloques funcionales que se han explicado anteriormente se han
desarrollado bloques para tareas tales como la presentacion grafica de los datos asi
como bloques de simulacion del aerodeslizador. Los principales bloques se muestran en
la Tabla 3.4.

Los experimentos con el sistema fisico real son inherentemente rapidos (por la corta
duracion de las baterias) y se encuentran sometidos a muchas limitaciones practicas. Por
este motivo se ha desarrollado el bloque Modelo.vi.

La utilidad fundamental de este bloque es simular el aerodeslizador real dentro del
entorno de ejecucion del controlador. De ese modo es posible depurar la
implementacion del algoritmo en LabVIEW mediante el modelo de simulacion antes de
comenzar con las pruebas reales.
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Yista.vi
kab )
Estado Posiciones Agrupa la representacion grafica de
Referencias — — =eloridades los elementos de la vista.
Control — E Dibujo
Conkral
Modelo.vi
b : Simula el comportamiento del
L J—J Q‘? estado aerodeslizador de laboratorio.
P
Fesal

Tabla 3.4. Otros bloques implementados.

El bloque Vista.vi por su parte se encarga de generar los graficos de presentacion que se
utilizaran en la GUIL De este modo los elementos de presentacion pueden agruparse de
forma simple y compacta en un unico modulo de presentacion.

El codigo de todas estas implementaciones se encuentra en el CD adjunto. Ademas
dentro del CD pueden también encontrarse algunas implementaciones alternativas que
no se describen en detalle en esta Tesis.

Algunas de las caracteristicas adicionales desarrolladas son por ejemplo las
implementaciones distribuidas en las cuales los distintos elementos que integran el
sistema (visidn control y actuaciéon) pueden encontrarse en computadores distintos
comunicandose entre ellas por medio de streams TCP.

3.3.7. Vision general del conjunto

En este apartado se ilustra el funcionamiento de los elementos descritos anteriormente
mediante el analisis de una implementacion de control concreta.

El modelo que se analiza en este apartado se corresponde al control discreto de
seguimiento de trayectoria del Capitulo 6. El c6digo que implementa la ley de control se
muestra en la Figura 3.19. El funcionamiento completo del programa de control es el
siguiente.

En primer lugar se inicializa la cdmara y obtiene el instante de inicio. A continuacion, se
entra en el bucle de control y se permanece en ¢l hasta que el usuario active el boton de
parada (stop 2).

Dentro del bucle de control primero se realiza la secuencia de vision. En esta secuencia
se invoca en primer lugar la rutina de captura de bajo nivel que obtiene los puntos
luminosos de la imagen, a continuacion se registra el tiempo de obtencion de la imagen
referido al inicio del programa.



Capitulo 3 Sistema Experimental

82

EUCLE DE COMTROL

COMTROL

SALIDA COMANDOS
W GEMERACTION

CE LA VISTA

1Too0ooooon

APAGADT

Tracking]
guarda. vi

Enn]

=

skop 2

| s1ar

TF

=

%odatos =
guardados =
ek (1) =

1oo0ogoooon

.19. Control de seguimiento de trayectoria discreto.

Figura 3



3.3 Implementacién 83

Una vez obtenidas las coordenadas de los puntos luminosos se aplican las rutinas de
vision de alto nivel que corrigen la distorsion, se aplica la transformacion de perspectiva
y se calculan la posicion y las velocidades. El estado se forma concatenando las
posiciones y las velocidades, finalmente se transforma al sistema de coordenadas NED.

El siguiente paso consiste en el calculo de la ley de control, para ello existe una
estructura case que permite elegir entre el control manual y el control automatico (que
es el que se muestra en la Figura 3.19). Una vez obtenida la sefial de control se envia
dicha sefial al radiocontrol, se guardan todos los datos en una matriz indexada y se
muestran los datos en las vistas de la GUI.

Finalmente cuando el usuario activa el boton stop 2 el bucle de control finaliza y se
entra en la secuencia de apagado. En dicha secuencia se procede a detener el
aerodeslizador (parando todos los motores), se guardan todos los datos en disco y se
cierran los manejadores de la camara. Hecho esto el programa finaliza.

i Traza
PGBl Posiciin | elacidad ‘ antrel |

Tracking - 1,2

sToP

Tracking FS )
" x 1
0 o Freno 09
— | i
0,5 o

Tarc Th o7
5 0,1 T s 0,6

Manualiautomatico 0,5

Configuracién ) 04
" W ‘ Automatico 03

643 519 — 0,z

shutter gain ol @

400 100 - -
MumPuntos radio
10 10

unbral  Wer imagen D’I D’I -
1 1

Exceso 0,1
a

Pérdida 0,1

100 CD P Falsa 53

0,4
0,5

Puntos

0,6
0,7
0,6
0,9

-1
1,1

-1z, i i ' ' I | | | 0 ' ! ' ' ! 1 ! ' ' ! !
2z L, 16 14 L2 1 98 06 04 02 0 02 04 05 08 1 Lz L4 16 13 2

Figura 3.20. Interfaz grafica del control.

En la Figura 3.20 se muestra la interfaz grafica del sistema, en la parte izquierda de la
misma se encuentran todos los controles que permiten definir el problema y los
parametros de configuracion del sistema de vision asi como conmutar entre los modos
automatico y manual. También se encuentran los indicadores que muestran la senal de
control que se aplica a los motores, el periodo de muestreo de la camara y los
indicadores de error.

En el panel con pestafias de la derecha se organizan todas las variables de estado y las
referencias. En la pestafia posicion hay tres graficos que muestran x, y, y 6 frente a sus
respectivas referencias. En la pestafia velocidad se hace lo mismo con v,, v,, w y sus
correspondientes consignas.
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En la pestafia traza (que se encuentra seleccionada en la Figura 3.20) se muestra un
dibujo esquematico del vehiculo asi como la posicion de la referencia (punto rojo). Por
ultimo en la pestafia control se muestran la evolucion temporal de las variables de
control u; y u,.

3.4. Modelo y validacion experimental

Puesto que el sistema experimental es un modelo de tamafio reducido alimentado por
baterias los valores de las constantes del modelo dependen fuertemente de las
condiciones del experimento. Ademas la poca masa del sistema hace que este sea muy
sensible ante los cambios en la distribucion del peso.

De hecho el nivel de carga de las baterias resulta critico en la dindmica del sistema ya
que no solo modifica el valor de las fuerzas de los motores sino también la sustentacion
del vehiculo (y por tanto los valores del rozamiento).

De este modo no es posible hablar de los parametros del sistema como un concepto
estatico ya que estos cambian segun las condiciones del experimento, dependiendo de
factores tan diversos como el nivel de carga de las baterias, la temperatura (que afecta al
rendimiento de las mismas), el grado de suciedad del suelo, etc...

Por lo que el objetivo de este apartado es obtener un modelo del aerodeslizador en unas
condiciones de funcionamiento concretas asi como comprobar mediante una validacion
de los mismos que la estructura del modelo descrita en el Capitulo 2 es correcta.

De acuerdo con el modelo expuesto en el apartado 2.1.2 la dinamica del aerodeslizador
viene dada por el sistema (2.7) que se vuelve a escribir a continuacion.

mu—mrv+Du=F, +F,
mv+mru+Dy=0 (3.21)
Jr+Dr=I(F,-F)

Donde m, J, D,, D, y [ son los parametros fisicos del modelo (masa, momento de
inercia, rozamientos lineal y rotacional y brazo de palanca del motor respecto al centro
de masas respectivamente). Ademas las fuerzas so6lo pueden tomar tres valores posibles
Foop€ {ttmin,0,umax} . El estado del vehiculo viene entonces dado por:

X=v,

‘)./ = V_y
v.=Fcos(y)—dyv, (3.22)
v, =Fsin(y)—-d,v, '

y=r
r=r—dr

Donde F=(F,+F.,)/m es la fuerza normalizada que tiene unidades de aceleracion (m/s°),
=I(F-F.)/J es el momento normalizado que tiene unidades de aceleracion angular
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(rad/sz) y d,=D,/m asi como d,=D,/J son los coeficientes de rozamiento normalizados y
tienen unidades de (s™).

Las medidas disponibles en el sistema de vision son la posicion y el tiempo, de este
modo las variables normalizadas son medibles mediante observaciones ya que tienen
unidades de aceleracion o inversas del tiempo. Sin embargo la masa, el momento de
inercia, la fuerza de los motores, el brazo de palanca y las fuerzas de rozamiento no son
directamente medibles a partir de experimentos que solo empleen la vision artificial.

De los siete parametros del modelo m, J, D,, D, , I, uminy Umax las medidas de vision sélo
permiten estimar cinco, ya que so6lo pueden medirse los dos pardmetros normalizados d,
y d, asi como las fuerzas y momentos normalizados independientes uyqa/m, Upmi/m 'y
umaxl/J. El resto de las fuerzas y momentos pueden obtenerse a partir de los anteriores.

Puesto que los parametros mas faciles de medir por otros medios son la masa y el par de
palanca del motor, en la identificacion se tomara m=0.995kg y /=0.075m como
constantes y se estimaran el resto de los parametros a partir de estos.

3.4.1. Dinamica de traslacion

Para estimar la dindmica de traslacion se realiza un experimento simple que consiste en
acelerar y después frenar el aerodeslizador partiendo de condiciones iniciales nulas. En
todo instante de tiempo se envia la misma sefal de control a los dos motores.

Puesto que los dos motores actian a la vez y las fuerzas son iguales, el modelo (3.21)
predice que r=v=0y por tanto:

mii—Du=F, +F,=2F, (3.23)

En realidad, puesto que los motores del aerodeslizador tienen cierta dinamica la fuerza
de control F, no se hace igual a la referencia instantdineamente. Para tener en cuenta este
efecto se modela la dindmica de los motores por medio de un retardo.

2u si u(t)=u,(t)=1

mi—Du=F,(t+5)=40 si u(t)=u,(t)=0 (3.24)
2Mmin si U (t) =u, (t) =-1

En la Figura 3.21 se muestra la velocidad de avance u frente al tiempo, es claro
visualmente que existe un retardo entre el envio de los comandos u; y u; y la
aceleracion del vehiculo.

En la misma figura se muestra el resultado de un ajuste por minimos cuadrados de los
parametros del sistema. Los parametros que mejor ajustan la dindmica del sistema real
en el experimento son: u,,;,=0.545N, u,,;,,=-0.347N, D,=0.357kg/s y 6=0.341s.
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Figura 3.21. Ajuste de los parametros de traslacion. Los datos experimentales se representan mediante

puntos rojos mientras que el ajuste se muestra en azul.
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Figura 3.22. Validacion de los parametros de traslacion. Los datos experimentales se representan

mediante puntos rojos mientras que el ajuste se muestra en azul.
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Con el fin de validar el resultado obtenido a continuacion se realiza una segunda prueba
y se compara el resultado del ajuste con los valores experimentales. El resultado se
muestra en la Figura 3.22. En este experimento se aplica un par de giro al final de la
trayectoria (a partir de los 3.25s u;#u;). Como puede apreciarse, el modelo ajusta
razonablemente bien las medidas del segundo experimento.

3.4.2. Dinamica de rotacion

Con el fin de identificar los dos parametros restantes se hace una prueba de la dindmica
de rotacion. Para ello se envian comandos de control opuestos a ambos motores. De este
modo el aerodeslizador estard sometido a un par de fuerzas maximo.

Durante el experimento la orientacion del aerodeslizador se acelera con un par maximo
durante un cierto tiempo en una direccion y después en la otra hasta que se invierte el
sentido de rotacion.

La dindmica de los motores se modela mediante el mismo retardo que en el caso
anterior, de forma que el modelo de ajuste queda como sigue:

lu si u(t)=1u,(t)=0

Jr+Dr=40 si u(t)=u,(t)=0 (3.25)
—lu_.si u(t)=0,u,(t)=1

max

El resultado del ajuste se muestra en la Figura 3.23. Como puede verse el ajuste es
razonablemente bueno. Los valores obtenidos mediante el ajuste por minimos cuadrados
de la dinamica (3.25) son: J=0.014Kg/m’y D,= 0.0243Kgm’s.

De nuevo como en el caso anterior se realiza una validacion de los pardmetros del
modelo obtenidos mediante una segunda prueba experimental. El resultado de dicha
validacion se muestra en la Figura 3.24.

Llegados a este punto conviene destacar dos aspectos fundamentales. En primer lugar,
los parametros obtenidos ajustan bien la dinamica del aerodeslizador en un experimento
concreto y para una distribucion de peso y nivel de carga de las baterias. Los datos de
ajuste y validacion han sido tomados con una diferencia de tiempo corta (inferior a 30
segundos).

Los datos obtenidos en este ajuste son los datos del modelo que se resumen en la Tabla
2.1 que se utiliza como estandar en las simulaciones para mantener la coherencia a lo
largo de la tesis.

También es interesante destacar la presencia del retardo J en la dindmica del sistema
que se debe fundamentalmente al tiempo que requieren los motores para acelerar debido
a su dindmica interna. Este retardo es grande y supone una dura prueba para los
algoritmos de control que se desarrollan a lo largo de esta tesis.
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Figura 3.23. Ajuste de los parametros de rotacion.
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3.5. Conclusiones

En este capitulo se ha analizado la implementacion del sistema experimental de
laboratorio para el control de un aerodeslizador.

Se ha desarrollado una libreria de modulos en LabVIEW que permiten la
implementacion de las tareas de vision artificial, calculo de la ley de control, formateo
de datos, calibracion del sistema y presentacion de resultados entre otras.

Ademas se ha analizado el caso practico de aplicacion al problema de seguimiento de
trayectoria.

El sistema experimental cuenta ademas con herramientas para la simulacion del
aerodeslizador dentro de la propia plataforma de control lo que permite la depuracion de
prototipos, previa a las pruebas reales de laboratorio.

Se han obtenido los parametros del aerodeslizador bajo unas condiciones concretas de
carga y distribucion de pesos. Se comprueba que la estructura del modelo es correcta ya
que permite ajustar con bastante precision la dindmica del mismo. El modelo obtenido
determina los pardmetros que se usaran en las simulaciones de la tesis.






Capitulo 4 Posicionamiento
dinamico de un aerodeslizador con

entradas discretas

El objetivo de este capitulo es construir una ley de control que resuelva el problema de
posicionamiento dindmico de un aerodeslizador subactuado. Tal como se expuso en el
Capitulo 2este problema es especialmente dificil debido al teorema de Brockett que
impide la existencia de leyes de control por realimentacion continuas e invariantes en el
tiempo que estabilicen el aerodeslizador.

Ademas de esta dificultad inherente al sistema, existe una complicacion adicional ya
que el vehiculo posee actuadores todo-nada lo que hace que las posibles entradas de
control pertenezcan a un conjunto discreto de valores.

El capitulo se estructura de la siguiente forma: primero se realiza un breve andlisis del
problema, seguidamente se resuelven los problemas de control de la dindamica
longitudinal y transversal para finalmente ensamblar ambas en una ley de control que
estabilice ambas dindmicas al mismo tiempo. El capitulo concluird con la validacion
experimental del control desarrollado y las conclusiones.

4.1. Introduccion al problema

El problema de la estabilizacién en un punto, también conocido como posicionamiento
dindmico (point stabilization) de vehiculos subactuados es un tema de investigacion
muy activo durante los ultimos afos (Aguiar & Hespanha, 2007; Pettersen & Fossen,
1998 ; Seguchi & Ohtsuka, 2002) y (Greytak & Hover, 2008) por citar algunos
ejemplos.

Dado un vehiculo de superficie en 3GDL cuyo modelo general se presenta en el
Capitulo 2, el problema del posicionamiento dindmico consiste en hallar una ley de
control que sea capaz de llevar el vehiculo desde cualquier estado inicial [xg, yo, Vxo, V)0,
wo, 9]” hacia un punto de equilibrio manteniendo una orientacién determinada v
Ademas dicha ley de control deberia ser capaz, en presencia de perturbaciones acotadas
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e incertidumbre en los parametros del modelo, de mantener el vehiculo en un entorno de
dicho punto de equilibrio.

Sin perdida de generalidad, se toma como punto de equilibrio el origen de coordenadas,
en cuanto a la orientacion final corresponde al vehiculo orientado segin el eje x de
coordenadas (yy= 0). Esta configuracién se muestra en la Figura 4.1

X

Figura 4.1. Posicionamiento dinamico del aerodeslizador.

Como se mostrd en el Capitulo 2 existe una dificultad inherente al control de este tipo
de sistemas debida al teorema de Brockett. Dicho teorema implica que no es posible
hallar una ley de control suave e independiente del tiempo que estabilice al
aerodeslizador en ningtin punto de equilibrio.

En esencia, el problema radica en que una vez que la orientacion estd fijada se pierde la
accion de control en la direccion del eje y.

4.1.1. Soluciones de control existentes

Para resolver el problema del posicionamiento dindmico existe una gran variedad de
soluciones posibles. Una posible clasificacion de las mismas de acuerdo a como se
eluden las condiciones de Brockett podria ser la siguiente:

I Leyes de control continuas dependientes del tiempo.

IT  Leyes de control discontinuas independientes del tiempo.
III  Leyes de control basadas en planificacion.

IV Leyes de control conmutadas.

A continuacion se analizaran las principales caracteristicas de estas estrategias.

4.1.1.A. Leyes de control continuas dependientes del tiempo

Una de las soluciones usadas para lidiar con la condicion de Brocket consiste en incluir
términos dependientes del tiempo en una ley de realimentacion continua. Esta es la
aproximacion usada en (Pettersen & Egeland, 1996), (Pettersen & Fossen, 1998 ) y
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(Mazenc, Pettersen & Nijmeijer, 2008) entre otros. Los términos afiadidos suelen ser
funciones periddicas que afectan a la orientacion del vehiculo. Estas leyes de control
evitan que el sistema pierda la controlabilidad ya que la orientacion se mantiene
oscilando mientras el sistema se aproxima al origen de coordenadas.

Estas leyes de control permiten alcanzar convergencia exponencial, esto las hace
robustas frente a perturbaciones acotadas e incertidumbre como se demuestra en
(Pettersen & Fossen, 1998 ). Estos controles ademds tienen una tendencia natural a
producir soluciones oscilantes en torno al punto de equilibrio.

4.1.1.B. Leyes de control discontinuas independientes del tiempo

Las leyes de control discontinuas e independientes del tiempo han sido un campo muy
importante de estudio y actualmente engloban gran parte de las soluciones de control
existentes en la literatura.

La aproximacion seguida en este esquema de control es atacar al problema mediante
funciones de control que al ser discontinuas no se encuentran sometidas a las
limitaciones impuestas por el teorema de Brockett. Un problema frecuente en esta
aproximacion es que las entradas de control necesarias para estabilizar el sistema
pueden llegar a ser muy grandes.

Un ejemplo lo constituye el trabajo de Fantoni et al. (2000). En este estudio las
aproximaciones al problema de control, si bien son capaces de estabilizar al sistema en
simulacion, generan sefiales de control discontinuas y de muy alta frecuencia para r.
Puesto que la dindmica de la velocidad angular » se genera mediante la aplicacion de un
par de fuerzas 7 y el aerodeslizador real es un sistema paso-bajo (ver ecuacion (2.8))
resulta imposible reproducir los resultados de simulacion en un sistema fisico real.

Otras aproximaciones basadas en leyes de control discontinuas invariantes en el tiempo
producen sefiales de control mucho mas razonables que si podrian aplicarse en un
sistema fisico real. Véase por ejemplo el trabajo de (Reyhanoglu, 1997) y también el de
(Aguiar & Pascoal, 2001). En ambos casos se consigue una convergencia exponencial a
la configuracion de equilibrio mediante un cambio de variables que implica un cociente
entre algunos de los estados.

La discontinuidad en la ley de control aparece al dividir por una variable que se hace
cero en el estado de equilibrio. En ausencia de ruido y perturbaciones dicha variable
nunca llega a anularse, puesto que la convergencia es exponencial. De este modo existe
un delicado equilibro entre el numerador y el denominador que mantiene acotada la
sefial de control. Sin embargo, cuando el sistema se encuentra cerca del origen, la
adicion de una pequena cantidad de ruido o perturbaciones puede desestabilizar
temporalmente el sistema haciendo que se aleje substancialmente del punto de
equilibrio.

4.1.1.C. Controles basados en planificacion
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Las leyes de control basadas en planificacion intentan solucionar el problema de
posicionamiento dindmico mediante una planificacion de la trayectoria a priori. Esta
estrategia imita el modo en que un operario humano planificaria mentalmente la
maniobra antes de realizarla.

Dentro de esta estrategia se encuentran una gran variedad de aproximaciones. En
(Seguchi & Ohtsuka, 2002), por ejemplo, se utiliza un controlador predictivos de
horizonte deslizante. En el trabajo de (Kim & Basar, 2003) se plantea un planificador
logico en el cual se realiza una planificacion por etapas fuertemente inspirada en las
estrategias de planificacion de los controles cinematicos usados en robots moviles.

Por ultimo (Greytak & Hover, 2008) muestra una estrategia de posicionamiento en dos
etapas: primero se lleva el modelo hacia una variedad diferenciable en el espacio de
estados desde la cual es establizable mediante una ley de control de bajo nivel. A
continuacion se activa dicha ley de bajo nivel que lleva el vehiculo de forma exacta
hacia el origen. La planificacion en esta aproximacion consiste en el calculo mediante
un modelo del sistema, del conjunto de estados desde los cuales el control de bajo nivel
alcanza el punto de equilibrio deseado.

4.1.1.D. Leyes de control conmutadas

Las leyes de control conmutadas son una linea actual de soluciones al problema de
posicionamiento dindmico de vehiculos subactuados de superficie. Ejemplos de esta
metodologia pueden verse en el trabajo de (Aguiar & Pascoal, 2002) y (Aguiar,
Hespanha & Pascoal, 2007).

Puesto que no es posible disefar un control suave, invariante e independiente del tiempo
que estabilice al mismo tiempo todos los estados la idea basica de estas técnicas es
dividir los estados del sistema en subconjuntos de estados que si puedan ser controlados
simultdneamente. A continuacion se disefiaba un conjunto de controladores, uno para
cada subconjunto de los estados.

Bajo ciertas condiciones de conmutacion es posible combinar ambos controladores de
tal modo que se estabilicen todos los estados.

La mayor dificultad a la hora de poner en practica estas técnicas de control es que, en
general, no existe un algoritmo adecuado para sintonizar el conjunto de controladores ni
para calcular los tiempos en los que el sistema debe conmutar entre ellos.

Los resultados en este campo se limitan a condiciones de existencia de dichas
soluciones dejando abierto el problema de sintonia y el de los tiempos de conmutacion
para unas condiciones iniciales dadas.

4.1.2. Entradas de control discretas

El vehiculo de laboratorio usado para las pruebas experimentales tiene una dificultad
afadida en su funcionamiento. Debido a que las entradas de control son las fuerzas
aplicadas por los propulsores de babor y estribor, F, y F, respectivamente, y que estos
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propulsores solo funcionan en modo todo-nada-inversion, las entradas de control
aplicables son F, o€ {-tin,0,Umay } -

Recordando el modelo propuesto en el Capitulo 2:

X=v,
y=v,
v, =Fcos(y)—d,yv,

4.1
v, =Fsin(y)-d,v, 1)

y=r
r=t—dr

Las fuerzas y momentos normalizados se relacionan con las fuerzas disponibles
mediante las relaciones siguientes:

F=(F,+F,)/m
t=I(F,—F)/J (4.2)
F;J,e € {_umin’o’umax}

De este modo el conjunto de entradas disponibles (F,7), i=1,2..9 contiene todas las
combinaciones de las tres posibles entradas de control para el motor de babor con las
tres posibles entradas del motor de estribor. Las nueve senales de control resultantes se
muestran de forma grafica en la Figura 4.2 y su signo se analiza en la Tabla 4.1.

Fb= Umax sz 0 sz'umin
Fo= Umax F>0 ;=0 F>>0 <0 F3>0* 3<0
F=0 F~0 70 Fs=0 7:=0 Fs<0 74<0
Fe=tpin F>0% >0 F<0 750 F¢<0 75=0

Tabla 4.1. Fuerzas y momentos disponibles. *Estos resultados dependen del hecho de que u,,,,,>u i,

La Figura 4.2 muestra graficamente como siempre es posible encontrar acciones de
control que vayan en la direccidon correcta, esto es, fijado el signo deseado para F'y 7
siempre existe una combinacion adecuada de Fj, y F. que los produzca. Un posible
esquema de eleccion se muestra en la Tabla 4.2.

7>0 7<0
Fi>0 Fb: Umax Fe:‘umin Fb:‘umin Fe: Umax
Fi<0 Fb: OFe:'umin Fb: ~Umin Fezo

Tabla 4.2. Tabla de seleccion de las sefiales de control.

Algunos estudios previos que se han llevado a cabo con vehiculos similares a nuestro
modelo, como puede ser (Seguchi & Ohtsuka, 2002), enfrentan este problema
asumiendo entradas de control saturadas en el disefio del controlador. Estas entradas de
control se substituyen posteriormente por el valor mas proximo disponible. Puesto que
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el control predictivo empleado produce sefiales de control bang-bang, esta estrategia
ofrece resultados relativamente satisfactorios.

[0,u

(¥ 3 ]

‘max

[umax >l ]
[0;0]

[0, —t4,,]

[t > i ]

Figura 4.2. Entradas de control disponibles en el aerodeslizador.

Sin embargo, el objetivo de este capitulo es disefiar una ley de control que tenga en
cuenta las restricciones del sistema. Por lo tanto, en vez de aproximar las entradas de
control discretas por entradas continuas durante la fase de disefo, se disefnara teniendo
en consideracion las entradas discretas.

4.1.3. Formulacion del problema

Llegados a este punto ya se esta en condiciones de plantear rigurosamente los objetivos

de este capitulo.

Sea el sistema dinamico

X=v,

y=v,

v =Fcos(w)—d v +
-X . (l//) u x pvx (4.3)
v, =Fsin(y)—-d,v,+p,

y=r
r=r—dr+p,
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que representa al aerodeslizador subactuado (4.1) en presencia de un vector de
perturbaciones acotadas p=[p,, p.y, p]" que representa las perturbaciones del sistema y
la dindmica no modelada.

Sea X=[x, y, Vv, V), ¥, r]T el vector de estados del sistema e y la salida del mismo
incluyendo un ruido acotado en la medida n.

y=X+n (4.4)

Y sean pumax Y Mmax las cotas de la perturbacion y el error de medida respectivamente.
Esto es, pumax Y nmax sOn dos constantes positivas tales que:

Sup > p S pmax

[Pl (4.5)
SuptZO n” < nmax

El objetivo de este capitulo es hallar una ley de realimentacion robusta que:

| Partiendo desde cualquier condicion inicial Xo=[xo, o, Vxo, V10, W0, ro]T, estabilice

el vector de estados X=[x,y,vy, vy, ¥, #]” en un entorno del origen |[X||<&(FmaxPmax)
Sometida a las restricciones (4.2) y a las perturbaciones y ruido p y n siempre y
cuando estas sean suficientemente pequenas.

I Ademas, si el ruido y las perturbaciones se anulan, la ley de control deberia
estabilizar el sistema en un entorno del origen |[X||<g, que podria escogerse
arbitrariamente pequeno.

En términos simples, se trata de encontrar una estrategia de control que consiga
“aparcar” el aerodeslizador cerca del origen como se muestra en la Figura 4.1 y
mantenerlo ahi siempre y cuando el ruido y las perturbaciones no sean demasiado
grandes, haciendo uso de las acciones de control disponibles, véase la Figura 4.2.

4.2. Preliminares

Con el fin de estudiar la estabilidad del sistema se introduce una serie de definiciones
que resultaran de utilidad a lo largo del capitulo.

Definicion 4.1: Una funcién continua «:[0,a) — [0,0) pertenece a la clase K si es
estrictamente creciente, y (0)=0. Si ademés a=c0 y a(x) — o cuando x— oo, la funciéon
es de clase K.

Definicion 4.2: Una funcion continua £:[0,a)x[0,0) — [0,00) Pertenece a la clase KL si
para un y fijo A(x,y) es una funcion de clase K respecto a x y, ademds, para x fijo fes
una funcién decreciente en y tal que A(x,y) — 0 cuando y — o

Definicion 4.3: Dado un sistema dindmico de la forma siguiente:

x = f(X,0) (4.6)
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Se dice que el sistema es global, final y uniformemente acotado si existe una funciéon S
de clase KL y una constante c¢ tales que para cualquier condicién inicial:

|x(1)] < B(|x(t,)].t=1,) +¢ 4.7

Definicion 4.4: Dado un sistema dindmico de la forma siguiente:
x=f(Xx,t,u) (4.8)

Dicho sistema es estable entrada-salida (ISS) si existen funciones fy yde clase KL y K
respectivamente tales que para cualquier estado inicial X(#y) y cualquier entrada acotada
u, la solucién de (4.8) estd bien definida para <t) y ademds cumple que:

x| < B(|x(1,)

u(r)”j (4.9)

,t—to)-i-}/(sup
17

4.3. Estrategia de control

La estrategia de control aplicada a la estabilizacion del aerodeslizador consiste en
dividir el estado del sistema X en dos subestados X=[x,v.]" y X=[y,vy, ¥, 1" que
representan la dindmica longitudinal y transversal respectivamente.

Para controlar la dindmica longitudinal se hace uso de la fuerza F' mientras que la
dindmica transversal se controla por medio del momento 7. Los controladores de la
dindmica longitudinal y transversal se coordinan indicandose el signo de la fuerza y el
valor de una variable de histéresis # como puede verse en la Figura 4.3.

X
‘) antrql sign ( F)
Longitudinal > F
F h F
A 4 - o s b
X, Control . > Selector Aerodeslizador
sign (’Z')
Transversal

Figura 4.3. Esquema general del algoritmo de control.

Las leyes de control de la dindmica longitudinal y transversal no decidiran el valor de la
fuerza y el momento aplicados sino solo sus signos. La eleccion de las fuerzas F y F.
que se aplican al vehiculo se lleva a cabo mediante una tabla de seleccion.
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En los siguientes apartados se analizan por separado las estrategias de control de la
dinamica longitudinal y transversal.

4.4. Control de la dinamica transversal

En primer lugar se centrard la atencion en este subproblema, para ello se disefia un
control que estabilice la dindmica del estado transversal X=[ y,v,, l//,r]T. Para el control
de dichas variables se mantiene F constante (positiva o negativa) y se hace uso del par 7
como variable de control.

El objetivo del control es llevar el sistema hacia el eje x en la orientacion adecuada y=0,
como se muestra en la Figura 4.4.

Y

Figura 4.4. Estabilizacion de la dinamica transversal. El objetivo de la ley de control es llevar el
aerodeslizador hacia el eje X

Se parte de la observacion de que dado que las entradas de control y las perturbaciones
son acotadas, las velocidades del sistema (4.3) son finalmente acotadas para cualquier
ley de control.

Lema 4.1. Para cualquier sefal de control F(¢), F(f) que cumpla la restriccion (4.2) las
soluciones del sistema (4.3) mantienen vy, v, y r global y finalmente acotadas.

Demostracion: En primer lugar, a partir de (4.2) la fuerza F' y el momento 7 estdn
acotados, basta con ver que:

] = T P [Nty ) 00Xy gy )| 20X Uy ) _
om |7 m n m T o
FIESp o

J | J | J e
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Se definen entonces las siguientes funciones:

;o Wy =—— Wy =— 4.11)

Tomando la derivada de dichas funciones a lo largo de la trayectoria (derivadas de Lie)
y teniendo en cuenta (4.10) y que ||p||<Pmax, S€ tiene:

1%

X

F
W =—v.(d,v,—F-cos(@)+p,)<—-dyv’ [1 — Lo ¥ P ]

u

M 1 FInax + max
o, = —v,(d,v, — F -sin(0) + p,,) <~d,»,’ 1—?;" (4.12)
ul|’y

W, =—r(dr—t+p)<-dr’ 1 — Do F P
d, r|

Las funciones w; pueden ser vistas como funciones de Lyapunov para la dindmica de
cada una de las velocidades. Fijandose por ejemplo en w;:

La ecuacién (4.12) muestra que la derivada temporal de w; es estrictamente negativa
siempre que d,v,>(1+&)(FatpPmax), 1a funcion w; toma el valor maximo en la frontera
de dicha region w,=(( 1+g)(Fmax+pmax)/du)2/2. Puesto que la funcién w; es estrictamente
decreciente para w;>w,,, se deduce que transcurrido un tiempo finito 7, w;(T)=w,,
esto implica que si £>7 entonces d,v,<(1+&)(FuaxtPmax)-

Repitiendo este razonamiento con las funciones w, y w; se llega a la conclusion de que
las velocidades son finalmente acotadas y que transcurrido un tiempo suficientemente
grande el estado del sistema (4.3) pertenece al conjunto £2;.

VX

F_+ +
le{(xayavxavy,l//ar): ’vy‘grmx—prmx’ |r|SM} (413)

d d

u r

Proposicion: La estabilidad del sistema (4.3) puede estudiarse restringiéndose al
conjunto Xc(2;

Demostracion: Puesto que el sistema es uniformemente Lipschitz en el estado X, el
estado del sistema no puede escapar a infinito en el tiempo finito. De este modo durante

el tiempo 7 del Lema 4.1 el estado del sistema permanecera acotado.

Puesto que para £~T el estado cumple que X(¢)cf2;, de este modo la estabilidad del
sistema solo depende del comportamiento de X(7) restringido a dicho conjunto =

4.4.1. Diseno del control.
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Eliminando la componente longitudinal del sistema (4.3) se obtiene:

p =Fsin(y)—d v +
v‘y (l//) uvy pvy (4'14)

y=r
r=t—dr+p,

Sabiendo que se puede restringir el estudio al caso de que las velocidades lineales y
angulares sean acotadas, se puede disefiar la ley de control para estabilizar la dindmica
transversal. Para ello se define la siguiente variable de error:

e, =y + ksign(F)tanh(y) (4.15)

Donde k; es una constante positiva menor que 7/2. La introduccion de dicha variable de
error merece una pequefia justificacion intuitiva. Para ello supongase en primer lugar
que e;=0.

Si F>0, la ecuacién (4.15) implica que w = -k;tanh(y), esto significa que la orientacion
es tal que el vehiculo apunta al eje X. Ademads, puesto que la orientacion estd saturada
por medio de la tangente hiperbolica, el aerodeslizador siempre se encuentra orientado
con la proa hacia la direccion positiva del eje X. De este modo, la trayectoria converge
hacia el eje X moviéndose hacia delante, como se muestra en la Figura 4.5.

1;

F>0

F<0

Figura 4.5. Trayectorias con e;=0. Cuando la fuerza es positiva i tiene el mismo signo que y, cuando la
fuerza es negativa w tiene el signo opuesto a y.
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Por el contrario, si la fuerza es negativa, entonces i =k;tanh(y), lo que implica que el
aerodeslizador converge hacia el eje x moviéndose hacia atras.

En cualquiera de los dos casos la ecuacion (4.15) implica que si y tiende a cero,
entonces i también tiende a cero. Este es el objetivo de nuestra ley de control.

Calculando la dindmica de la variable de error se obtiene lo siguiente:
é =71+ ksign(F)(1-tanh(y)’ )v, (4.16)
Para estabilizar entonces e; se introduce una segunda variable de error ey:

e, = k,e +¢ (4.17)

Donde k; es otra constante positiva de control. De este modo la dinamica de e, resulta
ser:

é, =loé +& =k, (r+lsign(F)(1-tanh(y)* v, ) +
;o klsign(F)(—Z tanh(y) (1- tanh(y)* )v? + (1 tanh( y)z)\)y) (4.18)

:T+(k2 _dr)r-"_pr +k1g(k25y5vy9pvyﬁlr//)

Siendo g la siguiente funcion:
g = sign(F)(1-tanh(y)*)((k, -d, )v, - 2tanh(y)v; + Fsin(y)+ p,,) ~ (4.19)

Puesto que, de acuerdo con (4.2), la entrada de control 7 solo puede tomar un conjunto
de valores discretos, se plantea una ley de control en modo deslizante. Para ello en
primer lugar es importante darse cuenta de que la funcion g es acotada en el conjunto
£2;, de hecho, teniendo en cuenta que |1- tanh(x)’|<1 y que | 2tanh(x)(1-tanh(x)’)|<4/5:

|g|£(k2+du) vy‘+iv§ —i—|F|-|—pmax <

(4.20)

k d max max 4 F max
% + d +p )‘+5[i] |F |+ o = Zom

u u

De la ecuacion anterior se deduce que fijado el valor de la constante de disefo &, g es
una funcidn acotada y por tanto el producto k;g puede hacerse arbitrariamente pequefio
eligiendo adecuadamente k;.

En la ecuacion (4.18) aparece la variable de control 7 después de haber derivado la
posicidn y tres veces respecto del tiempo, esto se debe a que y tiene grado relativo 3
respecto a 7 (Khalil 2002).
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Esto sugiere que 7 puede utilizarse para llevar a cero e,. Para ello se plantea una ley de
control en modo deslizante tomando como superficie de deslizamiento e,=0. De este
modo se plantea la siguiente funcién de Lyapunov:

2
V=2 (4.21)
2

Tomando la derivada a lo largo de la trayectoria se tiene que:
Vi=e,(t+(k,—d )r+p, +kg) (4.22)

Entonces se plantea la siguiente ley de control en modo deslizante:

—sign(e,) si le,|>¢
sign(r) = ? ]2 4 (4.23)
sign(t™) si |e2|<¢91

La ley de control definida en (4.23) no establece el valor de la sefial de control, sino
solo el signo. Para determinar el valor de la sefial de control se utiliza la Tabla 4.2.

Supongamos que |e;|<g;, entonces de acuerdo con la tabla anterior, fijado el signo de la

fuerza y del momento el momento total aplicado resulta ser =-|z|sign(F) donde 7; es
una constante positiva que depende del signo de la fuerza, de modo que:

Vl =6 (_|Ti|5ign(ez)+(k2 _dr)r+pr +k1g) =

—|z'l,||e2| 1_(k2—d,,)‘7”+p,,+k1g < (424)
7,sign(e,)
ele |[1_|(k2—d,,)r+p,, +k1g|j
i 2
Tmin

Si |p,|<zuin €n principio parece posible escoger k; y k, de tal modo que:

|(k, —d,)r+p, +kg]|

<l-q (4.25)
Tmin
De este modo se tendria que:
v S—|Ti||e2|05=—|rl.|05\/2_V1 (4.26)

La ecuacion (4.26) implica que e, tenderia a cero en tiempo finito, para ver esto ultimo
se resuelve el siguiente problema del valor inicial:

w=—|e|ayzw

w(0) =w,

(4.27)

Es facil comprobar por inspeccion directa que la solucion de (4.27) es:
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w() :%(\/M ~Je|at) (4.28)

De este modo por el principio de comparacion (Khalil 2002) resulta que:

V(1) S%(|e2(0)|—|ri|at)2 —le, (1) <e,(0)|~|r|at t<T, :M (4.29)

7|
Esto solo es cierto en el caso de que |es|>¢;. Puesto que en la frontera |e,J=¢; la funcion

de Lyapunov V; es negativa, las trayectorias que entren en dicha region no podran
abandonarla en el futuro, de modo que se puede concluir que en general:

|e2 (t)| < max(gl,

e,(0)| -z ) (430)
Lo que implica en particular que |e;| se hara menor que & en un tiempo maximo 77.

a0

=g (4.31)

4.4.2. Efecto del ruido de la medida

En el disefio de la ley de control se asume el conocimiento perfecto de los estados del
sistema. Esto permite calcular e; y e, y generar correctamente la sefial de control de
acuerdo con (4.23). Sin embargo, en un sistema fisico real es necesario ademas
considerar el efecto del ruido en la medida (4.4).

Puesto que el sistema se encuentra afectado por el ruido n en la medida, lo que
realmente se calcula es un estimador de las variables de error é; y é; a partir de la
medicion del estado y=[X,u, Vi, Vim, Vyms Win, rm]T . De acuerdo a (4.15) se tiene:
é =y, +k -sign(F)tanh(y,)
—y+(w, —w)+k -sign(F) (tanh( »)+(tanh(y )~ tanh( y))) (4.32)

=e¢ +n,+k -Sign(F)(tanh(y +n,)— tanh(y))

Donde n, y n, son las componentes del vector de error de la medida n. Procediendo de
igual forma con el resto de las variables se obtiene:

é =6 +n +k -sign(F)- ((1 —tanh(y,)’)-v,, —(1-tanh(y)’)- Vy)

A

(4.33)

e, =ke +e =ez+k2(é] —el)+( l—e']):e2+Ae2

Donde
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Ae, =kyn,, +n, +kk,sign(F)(tanh(y +n ) — tanh(y)) +

434
+klsign(F)((1—tanh(y+ny)2)-(vy +nv},)—(1—tanh(y)2)-vy) (39

La expresion de Ae, es bastante compleja, por fortuna es posible obtener una cota
simple de la misma. Para ello aplicando el teorema del valor medio la siguiente
expresion se cumple

tanh(y +n,) - tanh(y) = (1-tanh(y + £)’ ) n, (4.35)
Para algun valor de &, de este modo, teniendo en cuenta que |1- tanh(x)’|<1:
[tanh(y +,) — tanh(y)| < |n, (4.36)
Lo mismo puede hacerse con el resto de los términos:

(1 —tanh(y + ny)2 )(vy +n, ) —(1— tanh(y)z) v,
=(1-tanh(y +n,)*)n,, —(tanh(y+n,)’ - tanh(y)* ), (4.37)

=(1-tanh(y+n,)’)n, —2tanh(y + &)(1—tanh(y + &)’ )n,v,
Si ahora se aplica el hecho de que [2tanh(x)(1-tanh(x)’)|<4/5, entonces:

<

n,

‘(l—tanh(erny)z)-(vy +nvy)—(1—tanh(y)2)‘vy

+%‘nyvy‘ (4.38)

Finalmente combinando todos los resultados junto con la cota de la velocidad (4.13) se
obtiene:

4
|Aez|£k2 ‘nw‘+|nr|+k1k2‘ny‘+k1 n, +§k1‘nyvy‘
4F +
<ky|n, [+ k[, |+ K [kz +§mxd—”pmj\ny\ (4.39)
S Cnmax
Donde:
= max(kl,kz,kl (kz +%@D (4.40)

De este modo es facil ver que el efecto del ruido de la medida simplemente afiade una
perturbacion acotada a la estimacién é;. Por lo que la ley de control que se aplica
realmente sera:

—sign(e,) si |e,|>¢
Sign(r)z{ ? | 2| 1 (4.41)

sign(t™) si |é2|<<91
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4.4.3. Estabilidad de la dinamica transversal.

El estudio de la estabilidad procedera del siguiente modo: primero se muestra que es
posible llevar la variable de error e; a un entorno del origen. A continuacién se vera
como esto permite calcular una cota final para e;. Entonces se ve como y y v, son
finalmente acotadas. Se concluye el estudio analizando el comportamiento de las cotas
obtenidas en ausencia de ruido y perturbaciones.

Lema 4.2. Dado el sistema (4.14) en presencia de perturbaciones acotadas tales que
|P/|<Tmin y el ruido en la medida |n|<n,.., siempre es posible encontrar dos constantes
positivas k; y k, tales que la solucion del sistema (4.14) sometido a una fuerza F;
constante y un momento 7 ; seleccionados de entre los valores de Tabla 4.2, de acuerdo
con la ley de control (4.41), cumple que e,(?) es global, final y uniformemente acotado.

Demostracion: En primer lugar notar que por el Lema 4.1 la trayectoria alcanza
finalmente el conjunto £2; (véase (4.13)) desde cualquier condicidn inicial mientras que
los estados del sistema permanezcan acotados. Por tanto, y sin perdida de generalidad,
se puede asumir que el sistema se encuentra en £2; en el instante inicial.

Para analizar lo que ocurre con e, basta con tener en cuenta que (4.41) y (4.23) son
iguales siempre y cuando e, sea suficientemente grande ya que:

2| > [Ae,| > sign(e,) = sign(e, + Ae,) (4.42)
le,| > |Ae,| +& —16,|> ¢ |

Puesto que se cumple que |p,|<7z.n, €ntonces el cociente |p,|/ 7,;» €s menor que la unidad
por lo cual existe una constante positiva « tal que:

|pmax
T

<1-3a (4.43)

min

Es posible entonces elegir k> de modo que se cumpla la siguiente desigualdad (esto es
siempre posible puesto que se puede tomar k,=d,):

dr a Tmin

Ik, —d | < —ZZTmin
(rmax + pmax)

<

(4.44)

Una vez fijado &, también lo estaria el valor de g, de acuerdo con (4.20), de modo que
es posible escoger una constante k; de tal modo que:

a Tmin

|k, | < (4.45)

max

Utilizando las desigualdades anteriores es facil ver que esta eleccion de las constantes
hace que se verifique la ecuacion (4.25):
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\(kz—d,)r+p,,+k1g\S|k2—d, r|+ . +|k]g|

T_. T . T . T

min min min min

S|k2_d" Tmax+pmax+|p"|+|klg S
T . d T T

min r min min

(4.46)
<a+(1-3a)+a=1-a

Suponiendo en primer lugar que |e;|>max(cimqy, £1), entonces (4.42) implica que (4.41)
es exactamente igual a (4.23) y como ademas se cumple (4.41) entonces:

0
le, ()| <|e, (0)| = 7|t t<T; = % (4.47)

De este modo trascurrido un tiempo no superior a 7; la trayectoria del sistema cruza la
frontera |esJ=cnuq.. De nuevo la derivada de la funcion de Lyapunov es negativa en el
borde de dicha region, lo que significa que las trayectorias que entren en ella no podran
abandonarla en ningtn tiempo futuro < 7;. De este modo se concluye:

|e2 (t)| < max (cnmax NCARIEA (O)| - z'lat) (4.48)

Por lo que ex(?) es global, final y uniformemente acotado =

Una vez que se ha establecido una cota para el valor de e, se puede ver que le ocurre a
ej.

Lema 4.3. Bajo las condiciones del Lema 4.2, ¢,(¢) es global, final y uniformemente
acotado. Mds atin, si el ruido en la medida es suficientemente pequefio, existe un tiempo
T, para el cual |e,(?)|< O/|F] si £T>, siendo O una constantes positiva arbitraria.
Demostracion: Partiendo de la definicion de e; (4.17) se tiene que:

e =—k,e +e, (4.49)

Esta ecuacidn lineal es facilmente resoluble obteniendo:

e,(t) = ¢,(0)e ) 4 j e e, (5)ds (4.50)
1}

Esta ecuacion en general es dificil de integrar, aunque es facil de acotar usando (4.48):
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le, ()| < |e, (0)] e ™ +|[ e e, (s)ds

o
[

<le,@fe ™ + [ e, (s)ds
£|e1(0)|e J'e ko (t-s) max(clnmax,gl, e2(0)|—rl.,3s)ds

(T)l f 4.51)
<l (0)] e + jeikZ(H) (le,(0)|—7,Bs) ds +max (cn,,,. & )J-eka(H)ds '

0 L

< |el (0)| e 4 I e hl=) e 1) g

0

e,(0)|ds +max (cn,,, )

o t—

kyle; (0)

ol _ 1-e™®
<|e(0)]e +|e2(0)|—1e"‘2’ +max(cnmax,el)(,f—)
2 2

Todos los términos en la expresion anterior tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito a
excepcion del ultimo, de este modo se puede escribir de forma reducida:

, max (- €))

le,(0) < (e @) + 7 (e (O] )™ i

(4.52)
Donde y es una funcién de clase K, esto demuestra que e, es global uniforme y
finalmente acotado.

Si el ruido es suficientemente pequefio, entonces se satisface la siguiente relacion para

algin 5>0:
n max| L5 g [ 142 Bt P || O (4.53)
k2 3 d k, |F|

Puesto que la desigualdad es estricta, entonces, el miembro derecho de la ecuacion
anterior es igual a (0 -¢)/|F| para algln &.

Entonces, eligiendo &<(0 — ¢)/|F| en virtud de (4.52) existe un 7, tal que el término
exponencial en (4.52) se hace menor que &2|F| (7, en principio depende de las
condiciones iniciales), de este modo si £>7>:
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e max(cm,,&)

le, (1)) < 20 + k2 _
=t max| M | 1 E Fe P | 06 (4.54)
2|F| k, 5 dk, F|
__ & +max[5_g 5—3]2 & +5—g=i_i<i
2|F| [F| " |E] ) 20F] [F] O [F] 2F] IR

Que era exactamente lo que se queria demostrar =

Una vez establecidos los resultados anteriores es posible estudiar la estabilidad de la
dindmica transversal.

Teorema 4.1. Dado el sistema (4.14) sometido a una fuerza F; constante y un momento
7 ; seleccionados de entre los valores de Tabla 4.2 de acuerdo con la ley de
control (4.41), si la perturbacion p y el error en la medida n son
suficientemente pequenos, siempre es posible encontrar tres constantes
positivas k;, k, y & de tal modo que:

I. Las soluciones de (4.14) bajo (4.41) son global finalmente acotadas para
cualquier condicion inicial.

En ausencia de ruido en la medida y perturbaciones, la cota final del estado puede
hacerse arbitrariamente pequena.

Demostracion: Puesto que el ruido y la perturbacién son suficientemente pequefias
siempre es posible hacer que se verifique (4.53), Ademads supdngase que la perturbacion
es suficientemente pequefia como para que se verifique la siguiente relacion:

A, |Flsin(k) o (4.55)
V2 max2,d,) ™

P < min(

Puesto que el ruido y las perturbaciones cumplen (4.53) y (4.55), se verifican las
condiciones del Lema 4.2 y del Lema 4.3, de este modo las variables e; y e> son global
final y uniformemente acotadas.

I) Para analizar lo que ocurre con las variables y y v, se reescribe la ecuacion (4.14) en
términos de e,

! . (4.56)
v, =—d,v, —|F|sin(k, tanh(y) - sign(F)e,)+ p,,

Puesto que la velocidad es acotada, la solucidon del sistema (4.56) permanece acotada
para todo <T5. De este modo se puede analizar la estabilidad restringiéndola al caso en
el que |e;|<d/|F|. Para ello se define la siguiente funcion:
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y 2
v, :%J} .|.2|F|jsin(k1 tanh(s))ds+(vy +%) (4.57)
0

Es evidente que esta funcion es una funcidén continua y su derivada también lo es, para
verificar que se trata de una funcion de Lyapunov, es necesario comprobar que la
funcion es definida positiva. El primer y ltimo término son claramente definidos
positivos, el término integral requiere sin embargo un poco mas de atencion.

Teniendo en cuenta que tanh(s) es una funcién impar y acotada. Puesto que k;<7/2,
entonces sin(k;tanh(s)) tiene el mismo signo que s. De este modo si y>0 entonces el
integrando es positivo y por tanto la integral también lo es. Si por el contrario y es
negativo el integrando es negativo, de tal modo que:

.
[[sin (&, tanh(s))ds >0 si y>0

¥ 0

j sin (k, tanh(s) Jds = 0 si y=0 (4.58)
0 0

'[ ‘sin(k1 tanh(s))‘ds >0 si y<0

-l

Esto demuestra que V, es una funcion definida positiva. Por otro lado se tiene que:

¥
limsin (k, tanh(s)) =sin (&, ) # 0= lim Isin (k, tanh(s) Jds = oo (4.59)
0 yo®o
0

s>

De tal modo que la funcion V, es radialmente no acotada. Tomando entonces la
derivada de dicha funcion a lo largo de la trayectoria se obtiene:

. dr?
v, = "Tyvu_2|F|sin(/’c1 tanh(y))v, +

(4.60)

. . duvy
+(2vy+duy) —|F|s1n(k1 tanh(y)—szgn(F)el)— 5 +p,

Esta expresion es continua y derivable con respecto a e; y p,y, t por el teorema del valor
medio se tiene que existen dos constantes &; y & tales que:

v,

€

ov,
=4 apvy =4

Py=5 Py=%

I/.Z(y’vy’pvx’el)ZI)Z(y’vy’O7O)+ pvy (4'61)

Calculando la derivada de la funciéon de Lyapunov en ausencia de ruido y
perturbaciones y acotando las derivadas parciales que aparecen en (4.61) se tiene:
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Vz(yavyaoa 0)= _duv)zz _du

F|ysin(, tanh(y))

v,

Eab [2v, +d,||Fl[ecos ( tanh(r)e, )| <[2v, +d,y]|F] (4.62)
v,

617; :‘2Vy td,y

De este modo, substituyendo en (4.61) resulta que:

V, <=d,v; —d,|F|ysin(k tanh(y))+ 2, +d,y

(17l +

P.) (4.63)

La expresion (4.63) justifica la eleccion de V5. En ausencia de perturbaciones y ruido la
funcién V), es definida negativa. Si se define entonces la variable radial R:

R=\y"+v (4.64)

Puesto que y2+vy2=R2 es claro que o bien y*>R’/2 0 bien vy22R2/2 de este modo:

V, =—=d, |F|ysin(k tanh(y))=d,v* +(2v, +d,7)(|F|le| +|p,|)
<—£() - £0,)+2max(2,d)R(|Fle|+|p,|) (4.65)
R
<—f (f) +2max(2,d,)R(|F|le|+|p,|)
Donde f; es la siguiente funcion:
f,(R)=min(d, |F|Rsin (k, tanh(R)),d,R") (4.66)

Para analizar el signo de (4.65) deben estudiarse dos casos. Supdngase en primer lugar
que el minimo de (4.66) fuese el primer operando entonces:

V,<-d,

F|%sin(k1 tanh(%j +max(2,du)R(|F||e1|+‘pw‘)=
F|%£sin(k1 tanh(% j—ﬁn;Lg’d“)

R R V2max(2,d,)
F|\/§(sm(l{1 tanh(\/i J i F|

Donde se ha tenido en cuenta que |e/|<d/|F. De este modo la funcion V> seria
decreciente si:

=—d,

(1Flle]+

pvy

)] < (4.67)

<-d,

(91
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R>R =~/2tanh™ (kl arcsin [w(5+ Do )n (4.68)

1 d,|F|

La expresion (4.68) estd bien definida ya que de acuerdo con (4.55):

J2 max(2,d,)
d,|F|

Supdngase por el contrario que el minimo correspondiera al segundo término de (4.66)
Entonces:

—arcsin
1

(6 + P )] < kiarcsin(sin(k1 ))=1 (4.69)

1

Vzg_duR72+max(2,du)(|F||el|+‘pW‘):

2max(2,d)) (4.70)

u

= —ZdHR(R—

(¢ +pmax)]

Que es negativo siempre que

R>R, = maX[Z,di](§+ Proax) (4.71)

u

De modo que sea cual sea el caso si R>max(R;,R,) entonces V', sera decreciente, de tal
forma que la region de crecimiento de V> puede acotarse por la region:

Q, = {(J’,vy) :y® +v] <max(R,R, )2} 4.72)

Puesto que la region (2 es acotada, V), alcanza en ella su valor maximo V,(e;), de este
modo se sabe que si V>> V,,(e;) entonces V), es decreciente a lo largo de la trayectoria.
Entonces la superficie de nivel V>=V,(e;) delimita una regioén de atraccion del sistema
R.

Rz{(y,vy):Vz(y,vy)SVZm} 4.73)

Como la funcion V¥, es radialmente no acotada, las curvas de nivel de V> son siempre
conjuntos acotados como se muestra en la Figura 4.6. Esto significa que la region de
atraccion es acotada y por lo tanto y y v, son global, final y uniformemente acotadas.

Ya que e, ez, y, y v, son global, finalmente acotadas y usando las definiciones de e; y e
se obtiene lo siguiente:

| = e, — k, - sign(F)- tanh(y)| <|e,| + &, tanh (|])
|”'| = ‘32 —kzel _kl Slgl’l(F) (1 _ tanh(y)z ) 'Vy

(4.74)

S|e2|+k2|el|—kl‘vy‘
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V,<0

v

%
V, =max {V,}

Q,

Figura 4.6. Region de decrecimiento de la funcion V5. La funcion de Lyapunov decrece en todo el area
sombreada. La region donde la funcion de Lyapunov ¥, puede crecer esta acotada por una bola de radio
max(R;,R,) que a su vez se encuentra acotada por una curva de nivel de la funcion de Lyapunov. Dicha
curva es una region de atraccion del sistema.

Con lo que se concluye que X, es global final y uniformemente acotado.

I1) Supdngase que pna=hm.=0, entonces las condiciones (4.53) y (4.55) se cumplen
trivialmente para cualquier 6. De este modo por la continuidad de (4.68) y (4.71) R; y
R, pueden hacerse ambos menores que un ¢ arbitrario. Luego, tomando &
suficientemente pequefio el conjunto (2 quedara contenido en una bola de radio ¢
centrada en el origen:

QS Vv <& (4.75)

Puesto que V> es continua se tiene que.

lim¥, =0 (4.76)

0—0

Por tanto queda la cota final del estado puede hacerse arbitrariamente pequefia tomando
o suficientemente pequeno *

4.4.4. Consideraciones sobre el diseno

En el apartado anterior se ha realizado un andlisis riguroso de la estabilidad de la
dindmica transversal del aerodeslizador bajo la ley de control (4.41). Sin embargo,
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debido a la complejidad de las demostraciones es facil perder la nocion de lo que se
estaba demostrando.

Esta seccion hard una interpretacion intuitiva del significado del Teorema 4.1, que
permitira entender lo que se ha demostrado y ademas aclarara el significado de (4.53) y
(4.55).

Informalmente hablando, el Teorema 4.1 dice que si el ruido y las perturbaciones no son
demasiado grandes, entonces se pueden ajustar las constantes del controlador (4.41) de
tal manera que “funcione” correctamente.

Recordando que el objetivo del controlador (4.41) es intentar que el aerodeslizador se
mueva por la linea y=0, por lo que realmente se ha disefiado un control de seguimiento
de camino, donde el camino es el eje coordenado X. Este camino se intentara recorrer en
el sentido creciente de x si /' >0 y en sentido contrario si <0 como muestra la Figura
44.

Dado que X, es global final y uniformemente acotado, entonces para un cierto nivel de
ruido y perturbaciones el aerodeslizador se aproximara al eje x. Transcurrido un cierto
transitorio el aerodeslizador se mantendra cerca de dicho eje y la distancia al mismo sera
mas pequefia cuanto menores sean el ruido y la perturbacion.

El Teorema 4.1 y los lemas sobre los que se apoya son constructivos ya que dicen como
se puede sintonizar el controlador para que funcione, en particular hay que utilizar las
relaciones (4.43), (4.44) y (4.45).

Es importante darse cuenta de un punto esencial: el teorema garantiza que si se eligen
las constantes del controlador de acuerdo con una serie de relaciones conservativas el
sistema es practicamente estable. Esto, sin embargo, no significa que una violacion de
las relaciones (4.43), (4.44) y (4.45) produzca un control inestable.

De hecho, (4.45) sugiere que k; debe de ser pequefio, sin embargo esto puede no ser
conveniente ya que las cotas de error en y decrecen al aumentar dicha constante. De
hecho, la eleccion de las constantes que se hace en el teorema no es la mejor posible en
cuanto a rendimiento ya que esta basada en calculos muy conservativos.

Las relaciones (4.53) y (4.55) cuantifican la robustez del controlador. Esto es, dan una
estimacion conservativa del nivel de ruido o perturbaciones que el control tolera antes
de desestabilizarse. Un andlisis directo de estas relaciones permite obtener algunas
conclusiones simples:

I El sistema solo se podra controlar si las perturbaciones son menores que |F| y Ty
Esto resulta bastante obvio, si la perturbacion es mayor que las entradas de control
disponibles no sera posible controlarlo.

IT  Si se quiere que el sistema sea muy tolerante al ruido hay que tomar valores de
o grandes, no obstante el valor de odesta limitado ya que pu. no puede ser
negativo, de este modo si se quiere una gran tolerancia al ruido se esta
disminuyendo la tolerancia a las perturbaciones y viceversa.
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Il  Para ser robusto ante perturbaciones conviene tomar un valor de k; elevado
(aunque nunca mayor que 77/2).

Para ilustrar estas conclusiones es conveniente mostrar un ejemplo numérico.
Supongase que se quiere sintonizar el controlador teniendo en cuenta los valores
nominales de los parametros del aerodeslizador sin considerar el ruido ni
perturbaciones. Si la sintonia se lleva a cabo usando (4.43), (4.44) y (4.45), el calculo
seria como sigue.

Puesto que no hay perturbaciones se puede usar a=1/3. De este modo puede elegirse
ky=d,=0.3588, verificandose asi inmediatamente (4.44).

Entonces, fijado el valor &, también lo estd g,,,,=10.78, De este modo tomando el valor
maximo que permite (4.45), k£;=0.058. Adicionalmente se puede tomar £=0.001.

Este sistema resulta ser excesivamente lento y muy poco tolerante a cualquier
perturbacion ya que, en el mejor de los casos (6=0) se tendria:

M,TmJ _JFlsinR) 4 014 (4.77)
max(2,d,)

. (a'u
pmax < mln

y (m)
o

& e 4 - - -

vy (m/s)

v (Rad)

r (Rad/s)

Figura 4.7. En ausencia de perturbaciones el control sintonizado de forma no conservativa es estable.
Sin embargo, es posible hacer otra eleccion de las constantes. Por ejemplo tomando
k=1, k;=0.5 y £=0.001 el resultado es mucho mas razonable y ademas el sistema
continua siendo estable como muestra la Figura 4.7.
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Para verificar que el sistema es robusto ante ruido y perturbaciones se introduce una
perturbacion constante p,,=0.05 y un ruido aleatorio de media nula y amplitud 0.1 en
todas las variables. El sistema contintia siendo estable como se puede apreciar en la
Figura 4.8.

De este modo se ve que la eleccion de las constantes segun las relaciones del Lema 4.2
puede resultar excesivamente conservativa. Es por tanto posible (y en general deseable)
elegir los valores de k; y k» para obtener una respuesta temporal idonea aunque no
cumpla las condiciones (4.44) y (4.45).

y (m)
o

vy (m/s)

v (Rad)

r (Rad/s)

Figura 4.8. La ley de control es robusta a cierto grado de ruido y perturbacion. En este caso p,=0.05 y el
ruido es de media nula y amplitud 0.1.

4.5. Control de la dinamica longitudinal

El objetivo de esta seccion es disefiar una ley de control por realimentacion tal que la
dinamica longitudinal x=[x,1,]” permanezca acotada. Para ello se comienza planteando
la dindmica longitudinal del aerodeslizador:

XxX=v
o0 (4.78)
v.=Fcos(w)-dyv +p,

Para controlar la variable de posicion x se hace uso de la fuerza F. De acuerdo con la
Tabla 4.2 es posible escoger valores de F positivos y negativos para cualquier valor de
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7. Al valor escogido de acuerdo con la Tabla 4.2 se denomina F; y a los valores
maximos y minimos que F; puede tomar de acuerdo con dicha tabla F.y y Fipin.

El objetivo de esta seccion es desarrollar una ley de control que mantenga los estados x
y v, dentro de una cierta banda. El control se disefiard de tal modo que se cambie el
valor de F' el minimo numero de veces posible. Esto se muestra en la Figura 4.9.

F(h(t))

Figura 4.9. Objetivo del control longitudinal. El control longitudinal trata de mantener el aerodeslizador
moviéndose en una banda de amplitud / en torno al eje y.

4.5.1. Diseno del control

Para mantener las variables x y v, dentro de una banda del origen se define la siguiente
variable de error:
e, =x+kyv, (4.79)

La interpretacion de esta variable es muy simple: si e; fuese igual a cero, entonces la
derivada de x seria igual a — x/k3 lo que implica que x tenderia exponencialmente a cero.
De este modo, calculando la dinamica de la variable e;:

é3 :x+k3vr :vx +k3 (Fcos(lr//)_duvx +pvx)

(4.80)
=(1-kyd, ) v, + k,F cos(y) +k;p,,

Para mantener acotada esta variable de error se puede definir la siguiente funcion de
Lyapunov:

v, :%3 (4.81)
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Calculando la derivada de V5 a lo largo de la trayectoria se obtiene:
V, =e (kF cos(w)+(1-kd, v, +k;p,.) (4.82)

El principal problema de la ecuacién anterior es que la acciéon de control aparece
multiplicada por el coseno de y, lo cual dificulta ligeramente el analisis ya que si
w=m/2+2n7x entonces la accidon de control sobre V; se pierde. Para facilitar el analisis
supongase inicialmente que -7/2<y(f)<z de modo que cos(y)#0, y definiendo ¢, como
sigue:

, t>0 (4.83)

c, = min|cos(l,//(t)))

Entonces se puede reescribir (4.82) de la siguiente forma:

. 1-kd k
V, =k cos(y)eF| 1+ ( u )Vx KD (4.84)
Fk, cos(y)

Con el fin de que V3 sea decreciente si e3 es grande se plantea la siguiente ley de control:

—sign(e;) si |e3|>h(t)

ign(F) = 4.85
sign(F) {sign(F) si |e3|<h(t) (359

Esta ley es parecida a (4.23), solo que ahora en vez de usar un & pequefio se usa una
funcion del tiempo 4(f) que introduce una histéresis dindmica en la ley de control. Esto
puede comprenderse con mas claridad analizando la Figura 4.10:

AF

F

min

Figura 4.10. Histéresis dinamica (). La figura muestra el recorrido de F a lo largo del tiempo para un
valor fijo de 4.

Puesto que el signo de la fuerza queda establecido por la ley de control (4.85) la sefal
de control aplicada sera el resultado de seleccionar F' de entre los valores disponibles de
la Tabla 4.2 por tanto se tiene que F=-|F|sign(e;). De este modo para |e;|>/ resulta que:
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(1-kd, v, +k;p,,
ky cos(y)
_ (1 - k3du )vx + k3pvx
|| kysign(e;) cos(y)

Siguiendo los pasos del control de X, si |pw|<Fuin Y ¥ €s pequefio, es posible escoger k3
de tal modo que:

V3 = k; cos(y e, (—|E|Sign(e3) +
(4.86)

=—k, COS(‘//)|63||E‘|(1

(l —k,d, )vx +kp,, <
|| kysign(e;) cos(y)

—a, (4.87)

Para una cierta constante «; positiva de tal manera que:

V, < —kya, cos(y)|F||es] = ~ks, | | cos(y) |2V, < —ksane, |F,

min

W, (4.88)

Aplicando de nuevo el principio de comparacidn se obtiene finalmente que:

¢ 1<T, = _le @] (4.89)
kya,c, F,

min

|e3 (t)| < |e3 (O)| —kya,c, |me

Con lo cual, puesto que / es positivo, se ve que e; se haria menor o igual que A(¢) en
tiempo finito.

4.5.2. Efecto del ruido de la medida

Como ocurria en el caso anterior, el disefio del control se ha hecho asumiendo que las
variables de estado pueden medirse con total precision, de tal modo que es posible
calcular e; exactamente para aplicar la ley de control (4.85).

Puesto que hay error en la medida de x y v,, solo se puede construir la ley de control
utilizando una estimacion de los mismos. Entonces la estimacion de la variable e; sera:

& =X+ky, =x+kyv, +(X-x)+k (v, -v,)

(4.90)
=e,+n +kyn =e +Ae
Donde Ae; es un error acotado, en particular:
|Ae,| <|n|+k|n, | < (14K )n,, (4.91)
De este modo la ley de control quedara como sigue:
—sign(é,) si |e,|> h(t)
sign(F) = ’ |f| (4.92)
sign(F~) si |e3|<h(t)
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4.5.3. Estabilidad de la dinamica transversal

El andlisis de la convergencia de e; es ligeramente mas complicado que el andlisis
realizado en el Lema 4.2 ya que en este caso la ley de control depende explicitamente
del tiempo a través de la histéresis A(%).

Siguiendo los pasos del Lema 4.2 es facil comprobar que si |e3|>(1+k;)npath(f),
entonces (4.85) y (4.92) coinciden, de tal forma que las conclusiones de la fase de
disefio son validas y por tanto e; disminuye a un ritmo constante, alcanzando la regién

les|<(1+ k; ) m,, +h(#) en un tiempo finito.

max

No obstante, puesto que 4 es una funcidon del tiempo, no es posible deducir que e;
permanezca en dicha region para siempre, ya que A(f) podria disminuir arbitrariamente
rapido mientras que en general e3(#) disminuye con una velocidad acotada como se
ilustra en la Figura 4.11.

A

|es

|e3 (t)|

h(t)

t

Figura 4.11. La variable e; persigue perezosamente a h.

Lema 4.4. Sea e; la variable definida por el sistema dindmico (4.80) sometido a una
fuerza F elegida segin la Tabla 4.2 y la ley de control (4.92) y sea yA(7) una funcion
acotada tal que |y(7)|<m/2.

Supéngase ademas que la perturbacion p es tal que |p.<Fuin|cos(yA(7))| para t>t.
Entonces, siempre es posible escoger una constante k3 tal que la ley de control (4.92)
hace que e; sea ISS respecto a A(?) y al ruido en la medida n.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad el estudio de la estabilidad entrada estado
puede restringirse a la region (2;.

Puesto que |y(7)|<m/2 existe una constante positiva ¢, tal que |cos(¥A7))| = ¢, para 7>1.
Puesto que la perturbacion es tal que |py.|< Fuin |cos(yA7))| entonces existe una constante
a; tal que:
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S S T Y (4.93)
cos(y)]

De este modo eligiendo k3 de forma que se cumpla la siguiente desigualdad:

(1 B k3du ) < me (494)
k3du Fmax + p max

Lo que siempre es posible puesto que se puede tomar k3=1/d,. Entonces:

| (1=kd, v, +ksp,, | _|(1-kd,)
HF|k sign(e;)cos(y) ‘ ‘Fk COS(l//)‘

AN
| F; cos(y)|

(4.95)
| 1 deu Fmax +pmax

kyc, d ‘ F cos(y) -

u

‘ min

Por lo que se verifica (4.87). Ahora bien, (4.85) es exactamente igual a (4.92) siempre y
cuando e; sea suficientemente grande ya que:

|e3| > |Ae3| — sign(e,) = sign(e, + Ae,)

4.96
les| > h(r) (420

les| >|Aes|+ h(r) > |

Si & es una funcidén acotada, entonces tendra un valor maximo en el intervalo [#).f],
denominado:

h,, = sup {h(7)} (4.97)

ty<t<t

De este modo si |es>(1+ks)nmaxthm, (4.85) y (4.92) coinciden. Por tanto las
conclusiones de la fase de disefio son validas y por tanto usando V; como funcion de
Lyapunov del sistema. Aplicando el principio de comparacion en el intervalo [#,¢]:

e (0] <es (0)] = kyensc, |,

t—t) 0<t—t, < (4.98)

min

Esto implica que en un tiempo finito se alcanza |es|=(1+k;)nmathm, y puesto que Vs
decrece en la frontera de dicha region, entonces se cumple que:

le; ()] < max ((1+ky ) 1, + Bl (1) = kyane, | B | (11, (4.99)
De este modo se tiene que:
es(1) < B(|es(t,)].t =1, )+ sup | ()| +(1+k,) sup [n(z)| (4.100)

ty<t<t ty<t<t

Por tanto, de acuerdo con la definicion (4.9) resulta que e; es ISS respectoa iy n =
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Una vez que se sabe que e; es ISS respecto a h y al ruido se puede cer que le ocurre a x.
Para ello teniendo en cuenta la definicidon de e; (4.79) y la dindmica de x (4.101) se tiene
que:
jc:vx:L%(t) (4.102)
k3
Lema 4.5. La solucion x(7) del sistema (4.102), es estable entrada-estado (ISS) respecto
a e;s.

Demostracion: Se define la siguiente funcion de Lyapunov para el sistema (4.102):

2
X

V, = Y (4.103)
Calculando la derivada de dicha funcion a través de la trayectoria x(¢) se tiene que:
.=y’ e (1)
V,=—/|1-=2-2 (4.104)
k, X

Es claro que la funcion de Lyapunov decrece siempre y cuando |x|>e;. Si e; es acotado
entonces ez, esta bien definido:

e, = sup {e,(7)} (4.105)

ty<t<t
De este modo es claro que si |[x[>e3,,|/(1-€)|, entonces se cumple que:

|x| > €] —>V4§—ix2:—2—‘9V (4.106)

(1-¢) k, k, *

Puesto que la solucion de (4.106) en caso de igualdad es una exponencial decreciente y
aplicando el principio de comparacion se tiene que:

—E(t—to) —i(t—to)
x> (1+¢&)le, | > V,0) <V (t)e & —|x(@)| <|x(t,)]e © (4.107)
3m 0 0

Ademas, cuando |x|=(1+¢)|esn|, entonces la funcion de Lyapunov es decreciente, lo que
implica que |x| no aumenta, de esto se deduce que:

&

[x(0)| < max@x(to e 2 (14 6)les, |] <lxiple ® " (14 6)e,|  (@.108)

Y puesto que & puede hacerse arbitrariamente pequefio se concluye que x es ISS
respecto de e;, con Aes3)=e; ®

Una vez que se sabe que e; es ISS respecto del ruido y de /# y que a su vez x es ISS
respecto de e;, se estd en condiciones de estudiar la estabilidad de X;. Para ello se
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mostrara que la conexion encadenada de dos sistemas ISS con funciones 7;(x) y 7(x) es
un sistema ISS con funcidn y2(yi(x)).

Teorema 4.2. Sea el sistema dindmico (4.78) sometido a perturbaciones p y ruido de la
medida n, acotados y y(7) una funcidn acotada |yA 7)|<#/2. Si la cota de las
perturbaciones y el ruido son suficientemente pequeias, entonces es posible
escoger k3 de tal modo que el estado del sistema X; sea ISS respectoa 2y n,
esto es:

[ @< B(Ix )

at_t0)+71 (tsggt‘h(r)‘j""yz[sup

ty<t<t

n(f)Hj (4.109)

Donde £ es una funcion de clase KL 'y 7; y j» son funciones de clase K.

Demostracion: Si el ruido y las perturbaciones son lo suficientemente pequefios, las
condiciones del Lema 4.4 se cumplen, de tal modo que es posible escoger k3 de forma
que e;3 sea ISS respecto a /4 y n. Por otro lado, por el Lema 4.5, x es ISS respecto a e;.
Esto significa que:

()] < B, (Jx(z,)
<, (Je(to)

,t—t0)+ sup |e3(z')|s

ty<t<t

(4.110)
’t_t0)+ﬂl (|€3(t0)

0)+ sup o)+ sup (o)

0TS 0TS
Donde se ha tenido en cuenta que una funcién de clase KL toma su valor maximo en el

instante inicial. Aplicando la misma expresion para un tiempo inicial 7y+7 se tiene que
para t>t)+1:

|x(0)]| < B, (|x(t,)

Jt=ty)+ B (|es () ,T)+t sup_ ||n(r)||+t s;1<p<t||h(z')|| (4.111)

La funcion f; es decreciente en 7'y puede hacerse tan pequefia como se quiera cuando
T— oo, ademas puesto que |x|,|e2|<||X/|| existira una funcion f; de clase KL tal que para
todo tiempo 1<ty:

()] < B (%, )] =1, ) + sup [n(e)]+(1+ k) sup [[(2)] (4.112)

Teniendo en cuenta la definicion (4.79) se tiene:

|e3—x|g |e3|+|x| < B+ B +isup‘h(r)‘+2(l+k3) sup

| k| K k, Kk ky  neest

<r<t

v n(z)| (4.113)

X

)

Puesto que la suma de f; y f; es una funcidn de clase KL y usando (4.113) y (4.111) se
obtiene:
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1%, (]| <[x (@) +

v, (1)<

,t—to)+max(l,k£J(sup ‘h(f)‘+(1+k3) sup

3 0 ST<t 1h<t<t

< B(||x, ()

“(T)Hj (4.114)

Que se ajusta perfectamente a la estructura (4.109) =

Corolario: En ausencia de ruido en la medida y si ademas, h(f)—0 cuando t—oo,
entonces x(1)—0 y v(f) > 0 cuando t—oo0.

4.5.4. Consideraciones sobre el diseno

De nuevo, llegados a este punto conviene dar una interpretacion intuitiva de lo que
acaba de demostrarse en la seccion anterior.

El resultado principal de la seccidon anterior es que si las perturbaciones no son muy
grandes y el angulo y es también pequefio, se puede hacer que la dindmica longitudinal
del vehiculo sea ISS respecto al ruido en la medida y la histéresis # mediante una
correcta eleccion de la constante k3.

Ademas el Lema 4.4 es constructivo, ya que establece las relaciones (4.93) y (4.94) que
permiten calcular de forma explicita un valor de k3 que cumple las premisas del
teorema. Aunque como ocurria en el caso anterior, dicho valor esta basado en cotas
superiores muy conservativas por lo que sintonizando la constante k; de acuerdo con
(4.115) la respuesta en el transitorio puede ser muy lenta.

El significado de la estabilidad entrada-estado puede entenderse de forma simple
teniendo en cuenta su definicion (4.9). La idea fundamental es que si un sistema es ISS
respecto a una entrada entonces para entradas acotadas, independientemente del estado
inicial del sistema, el estado siempre permanece acotado (el sistema es BIBO estable si
se considera el estado como una salida).

La funcion S representa el transitorio del sistema, esto es, nos indica como las variables
de estado disminuyen a lo largo del tiempo para una condicién inicial dada. Por otra
parte la funcion ymide la sensibilidad del sistema a la entrada.

De este modo, el control disefiado permite mantener el aerodeslizador en una cierta
region en torno al eje y que puede variarse mediante /(¢). La Figura 4.12 muestra la
trayectoria del sistema y la accién de control en ausencia de perturbaciones y ruido.
Mientras la sefial de control conmuta entre dos valores, la velocidad oscila en forma de

diente de sierra mientras la posicion describe una curva suave y finalmente acotada por
h.
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v, (m/s)
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t(s)
Figura 4.12. Oscilacion periodica de x en una banda para A=1. La banda de radio / se muestra en linea
discontinua.

Por otra parte en la Figura 4.13 se puede apreciar la trayectoria resultante en el espacio
de estados. La trayectoria resultante para un valor de / constante es un ciclo limite
estable que se encuentra contenido en una banda cuyo tamafio puede controlarse
variando 4.

6

X

v, (m/s)
2
/
/

-4 N .

Figura 4.13. Diagrama de fases de la dinamica transversal. La trayectoria (en azul s6lido) converge hacia
un ciclo limite que se encuentra dentro de la banda |e;|=/ (en negro discontinuo)
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El aerodeslizador consigue mantenerse en un entorno del eje y conmutando entre >0 y
F<0. El tiempo que transcurre entre dos conmutaciones sucesivas puede estimarse
facilmente teniendo en cuenta que para que se produzca tal transicion é€; debe de
cambiar desde -/ hasta +4 de acuerdo con (4.92), esto determina un tiempo entre dos
conmutaciones sucesivas:

<é >: (h(t,)+Aey(1,))—(—h(t) + Aey (1))
! tz _t1
(h(t,)+h(1,))—(Aes(t,) + Aey(1,))

e3Max

(4.116)

min

La ecuacion anterior clarifica la utilidad de 4. Puesto que la derivada de e; es acotada si
h es grande, entonces el tiempo minimo de conmutacion también lo es. Esto significa
que la fuerza se mantiene constante durante largos periodos de tiempo lo que a su vez
hace que el sistema oscile en una banda ancha alrededor del eje y.

Por otra parte al reducir 4 aumenta la frecuencia con la que conmuta el sistema
disminuyendo asi 7. Esto significa que para disminuir el tamafio de la banda es
necesario aumentar la frecuencia de conmutacion. Esta situacion tiene un limite ya que
la banda no puede estrecharse por debajo de (1+k3)n... Si /i se reduce por debajo del
nivel de ruido (|4|<|Ae;)), el sistema comenzard a tener “chattering” (Ti=0).

4.6. Control del sistema completo

En el apartado 4.4 se mostro que es posible disefar una ley de control que manteniendo
la fuerza F’ constante permitiera llevar y, y w a cero. Por otra parte, en el apartado 4.5 se
ha disefiado un control que permite mantener x en una banda que puede controlarse por
medio de una sefial externa /4(¢).

El objetivo de esta seccidon es ver como es posible hacer funcionar ambas acciones de
control al mismo tiempo mediante una eleccion adecuada de 4.

Supdéngase en primer lugar que no existen ruido ni perturbaciones, el Teorema 4.1
afirma que si F' permanece constante entonces la ley de control transversal hace que el
sistema converja hacia el origen, de tal modo que, tomando un tiempo 7(X(t)))
suficientemente grande seria posible hacer que:

Siendo o una constante positiva menor que la unidad. Ahora bien, si se toma un valor
de / suficientemente grande, entonces, de acuerdo con (4.116), el tiempo entre dos
cambios sucesivos de la fuerza puede hacerse mayor que 7(X(¢y)), de este modo, como
se muestra en la Figura 4.14 X,—0 cuando #—o0, mientras que X; permanece acotado.

x,(t)|<«a|

X, (t,)| Vt>1,+T(x,(t,)) (4.117)
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Figura 4.14. Convergencia transversal para / grande. Si se toma / suficientemente grande y en ausencia
de ruido y perturbaciones, es posible hacer que ||X/|| sea & veces mas pequefio en cada instante de
conmutacion. De este modo la trayectoria puede acotarse por una funcion decreciente /.

Este resultado se extiende de forma inmediata al caso en el cual existe ruido y
perturbaciones:

Lema 4.6. Sea el sistema dinamico (4.3) sometido a las leyes de control (4.41) y (4.92),
siendo el ruido y las perturbaciones suficientemente pequefios. Entonces existen
constantes positivas k;, k, k3 y & asi como ciertas funciones acotadas /iy Y fmay tales
que Si Ayim(X(8:)<h(t;)<hma(X(t;)), entonces X; es acotado y ademas X, cumple que:

[ () < (1 ()

Siendo S una funcién de clase KL, y una funcién de clase K una constante
arbitrariamente pequeia.

’t_t0)+7/1(max(nmax’pmax’gl)) (4118)

Demostracion: Sean el ruido y la perturbacion lo suficientemente pequefios para
verificar las condiciones del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2. Entonces el Teorema 4.1
implica que X, es global, final y uniférmente acotado, esto significa que existe una
funcion f; de clase KL y una constante ¢ que entre dos instantes de conmutacion se
verifica:

=)+ (4.119)

[ (0} < £ (1. ()

Sea t;<t,<... t; la secuencia de instantes en el que la fuerza conmuta, entonces, puesto
que fi(x.¢) tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito, existe un 7(X(t,)) tal que

Siendo o una constante positiva menor que la unidad. Puesto que el tiempo de
conmutacion esta acotado inferiormente por la relacion (4.116), es claro que existe una
funcion A,,,(XA;)) tal que si hi>h,,;, entonces ¢+ ;-t>T(X(t;)) y por tanto:

X, (t)|<a|

X (t)+5 si t+T(x(1))<t<t, (4.120)
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|%, ()| < |, (1)) +5 (4.121)

Resolviendo la ecuacion para la igualdad y aplicando el principio de comparacion se
tiene que:

n

o
X, (1,)] + 1_0; 5 (4.122)

<a

[ (1.)

Puesto que ademas X, es acotado entre instantes de conmutacion, de acuerdo con (4.119)
entonces:

1-a"
1_

(0=

X, (1, )|+

5,t—tl}+cte t,<t<t,, (4.123)
a

Como el primer argumento de la funcién f; es acotado y de hecho disminuye en el
tiempo existe una funcion fy una constante o, tal que (véase la Figura 4.14):

[ ()< B (%)
= /B(H X, (to)

,z—zo)+ﬁl[1_—“5,o]+5
-« (4.124)

L=ty )+,

En ausencia de ruido y perturbaciones ¢ se hace arbitrariamente pequeila y ademas J;
es continua respecto de ¢, entonces:

[ (0} < (I ()

Por otra parte, el valor de 4,,, esta acotado por una cierta funcion del estado, de modo
que es posible escoger una segunda funcion /4> hy,. Por lo que si se cumple que A<
hmax, €ntonces por (4.114) se tiene que:

b=ty )+ 7 (MaX (7 P -61)) (4.125)

% ()< A.(

X, (1)

2
,t—t0)+max(l,k—](hmax +(14k; ) 1y ) (4.126)

3
Lo que completa la demostracion =

La limitacién principal del resultado anterior es que X; solo se estabiliza en el caso de
que h sea suficientemente grande (4, puede estar acotado inferiormente), esto en
general implica que x debe oscilar en un rango muy amplio para permitir la
convergencia de y.

La pregunta logica que cabria plantearse es si es posible disminuir el valor de 4 cuando
X; sea suficientemente pequefio sin perder la convergencia. De este modo seria posible
reducir X; y X, al mismo tiempo. El siguiente apartado investigara esta cuestion.
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4.6.1. Sistema equivalente

Para analizar lo que le ocurre al aerodeslizador cuando la ley de control transversal
opera cerca del origen se comenzard por expresar las ecuaciones dindmicas en torno al
origen.

Puesto que la ley de control (4.41) es discontinua, no admite linealizacion en torno a
X~0, no obstante es posible considerar e; como un término de perturbacion y determinar
la dindmica que resulta. Utilizando (4.14) y la definicién de e; se tiene que:

v =—k,sign(F,)(1—tanh(y)* )v, +¢ (4.127)

Si en (4.14) se substituye la ecuacion anterior y la derivada de e; por (4.17), teniendo
en cuenta (4.15), y tras un poco de algebra se obtiene:

y=v,
v, ==d,v, +Fsin(y)+p, (4.128)
Y =—kysign(F,)(1—tanh(y)* )v, -k — kk, - sign(F)-tanh(y) +e,

Este conjunto de ecuaciones es suave y por lo tanto expandiendo en serie de Taylor en
torno al origen:

p=v,
v,==d,yv,—Fy+p,+ o(y?) (4.129)
yr = —kysign(F)v, =k —k,ksign(F)y +e, +o(y*v,) +o(y")

De este modo definiendo el estado transversal reducido X,=[y,vy,u]" (donde se ha
eliminado r de (4.14)) y para un X, pequefio la dindmica del sistema puede expresarse
como:

X, = AX, +Be, +Cp, +o(|x )

0 1

0 0 0 (4.130)
A = 0 —d F |,B=|0|,Cc=|1
1 0

u

—k k,sign(F,) —ksign(F;) —k,

La estabilidad del sistema estaria entonces definida por el comportamiento de A«(¢). En
general, puesto que el sistema conmuta entre A; (F<0) y A, (F >0), no es facil deducir la
estabilidad del sistema completo cuando la secuencia de conmutacion es arbitraria.

Existen estudios de este conjunto de sistemas conmutados que se basan en la existencia
de una funcién de Lyapunov comun (Johansson & Rantzer, 1998; Mason & Shorten,
2004; Narendra & Balakrishnan, 1994). Esto garantiza estabilidad sujeta a cualquier
secuencia de conmutacion. Sin embargo en este caso no se puede hacer uso de estas
técnicas, ya que no existe una funcion de Lyapunov comun para A; y A,. Como se vera
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posteriormente, una conmutacion arbitraria entre dichas matrices puede producir un
sistema inestable.

Por otro lado otra estrategia que establece regiones de conmutacion para garantizar la
estabilidad en caso de conmutacion estructurada se presenta en (Hespanha 2004). No
obstante la estructura de control adoptada no permite controlar los instantes de
conmutacion ya que dependen de una variable exdgena e;.

Para estudiar entonces el comportamiento del sistema hay que ver qué ocurre con la
solucion de (4.130) en los instantes de transicion cuando se aplica A; durante un tiempo
T, seguida de A, durante un tiempo 7>:

t+T,
X .(t.+T)=eMNx () + J' oAT=5) (Be2 (s)+Cp,.(s)+o (|
1,

i

3
Xr

))dsz 4.131)

=eMx (t)+d, (e, p, &, X,)

Puesto que A; es Hurwitz la integral que aparece en la ecuacion anterior es acotada.
Teniendo en cuenta que ||exp(A;f)||<cond(A;)e™ donde a=|max(Re(4))>0, y A son los
autovalores de A;, se ve que la integral que involucra p,, €s menor que apy..1;.. Por otra
parte es facil acotar la integral que involucra e», ya que:

t+T,
I N Be, (5)ds| < I HeA‘(t’*T‘*S) ||B|||e2(s)|dsé
4 4
. ‘ez(ti)‘
" ge t+T
<a I le,(1,)|ds +a I max (cn,, & )ds = (4.132)
£ i,
2
A

De este modo existen ciertas constantes c; tales que para 7., Y Pmax suficientemente
pequeios:

Hdl (ti )H < (Clnmax F €y Prnax T 63 | X, (ti)||3 )]I +c, ”ez (ti)”2 (4.133)

Repitiendo el mismo razonamiento en el siguiente periodo de tiempo se tiene que:

X (t;+T+T))= ™M X, (t,) +eA2T2d1 1)+
t+L+T,
+ j- AT Tis) (Be2 (s)+vax(s)+0(||Xr ||3))ds =
o (4.134)

= PEeMTIX (1) +0, (1)

X, () ) (T +T;) + ¢ e ()]

||d2(t1)|| < (CSnmax + Cépmax + C7 |
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El inconveniente de esta expresion es que la cota de la perturbacion d, depende de una
variable exogena e;. No obstante, de acuerdo con el Lema 4.2, si 7; y T, son
suficientemente grandes e; alcanza su cota final proporcional a cn,,, en cada intervalo
de tiempo.

Puesto que en cada transicion el valor de e, cambia de forma discontinua en una
cantidad Ae, (ver Figura 4.15) que puede calcularse facilmente de acuerdo con su
definicion (4.17) y (4.16), se tiene:

e, = kyy + kk,sign(F) tanh(y) + r + k;sign(F) (1— tanh(y)* ) v,

e,(t,)=e,(t7)+Ae(t,)

(4.135)
Ae,(t) =+ (2ka2 tanh(y) + 2k, (1-tanh()? )v, )

|A82 (ti)| <6 ||Xr||

De este modo si se cumple que 77> a||X,(#))|| para una constante ¢; suficientemente
grande, entonces el Lema 4.2 implica que transcurrido un tiempo inicial suficientemente
grande:

X, ()] + cn ) (4136)

||d2(tz)|| = (CSnmax + Co Pmax + & ”Xl‘ (ti)||3 )(TI + T2 ) + (Cg |

N}

Figura 4.15. Comportamiento de la variable e,. Si T es suficientemente grande entonces e, se puede
acotar finalmente por max(|[X,{|,c#,4)-

Para analizar el comportamiento asintotico de 7; y 7> cuando 4 es pequefio se puede
utilizar la ecuacion (4.116), de este modo:

T—f —f= (h(tz)+h(tl))_(Aes(tz)+Ae3(t1)) (4.137)

l " l (1+k3du)<vx>+k3 |E|<COS((//)>+k3 <pvx>

Si se cumplen las condiciones del Teorema 4.2, entonces el denominador no se anula (el
término que acompafa a F; es mayor que el término con v, y el término con p,,). Esto
significa que 7; es una funcién analitica de sus argumentos y por tanto es posible
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desarrollarla en serie de Taylor. Para ello en primer lugar hay que tener en cuenta que
para X, pequeiio <cos(y)>=I+o(||x||°) y como la cota para la derivada de e; (4.91)
entonces:

h(t,)+ h(t, 2
7;:%(1+0(<‘&>)+0(me)+0(||Xr|| ))+0(nmax) (4.138)

Observando ahora la dinamica de v,:

X=v
f 4.139
\;'x=E(xavx7hi)_duvx+0(pmax)+0(| ( )

XV

)

Supdngase en primer lugar que 4 es constante, X, es cero, y no hay perturbaciones ni
ruido, entonces la ecuacion anterior no tiene ningin punto de equilibrio (F nunca se
anula).

Ademas por el Teorema 4.2 las trayectorias del sistema son acotadas, de modo que por
el criterio de Poincaré-Bendixon, el sistema (4.139) posee una orbita periddica. Esta
orbita perioddica es ademads un ciclo limite estable como se ilustra en la Figura 4.13.

Para evidenciar esto basta con ver que v, es lineal respecto a F;, ademas F; varia entre
dos valores constantes en los tiempos 7; de tal manera que:

V. (tn+1) =, (tn )eid“Tl + d_l(l _ e*duTl )
” F F (4.140)
= ~d,(1+1) L L1 (1 dB md D S (1 dT
Hll) Tv e +d (1 ¢ )e +d (1 ¢ )

u u

De este modo la orbita serda periddica si vi(z,+2)=vi(t,)=vo. Puesto que T; es continuo
respecto de <v,>, si se definen 79 y 729 como los tiempos en la érbita periddica, y la
diferencia 0,= vi(t,)-vy, se tiene:

— _ — 7du(Tl+T2) ﬂ _ 7dnTl 7dnT2 i _ 7duT2 _ —
0,,=v.(t)—v,=V.I()e +a’ (1 e )e +d (1 e ) Vo =

u u

=(0, +v0)e_d”(T‘+T2) -V, +§(1—e"”“rl )e"”“T2 +%(1—e"”2 ) =

u u

=5 e—du(Tl0+Tzo)+0(h<"x>) + (e_dx4(ﬂ0+7}0)+0(h<vx>) _1)

—%n

Vo +
(4.141)
+£(1 _e—duTl0+o(h<vX>) )e—d“TZJro(h<vX>) +£(1 _e—duT20+o(h<vX>)) _
d d
=5’1e—du(Tm+Tzo)+0(h<vx>) +0(5’1h<VX>)+O(h<VX>)+
=d,(Tio+Ty) F o ) o1 F, ~dyd
+(e T *T: —1)v0+d—1(1—e 44 )e 4 +d—2(1—e W )

u u

Puesto que en la 6rbita periddica vi(¢,+1 9+ T20)=vi(t,)=vo entonces segin (4.140):
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_ (T +Ty) F —d,dyo ) o742 E ~dy a0
v, = ¢ Wl v0+d—;(1—edf )e“+d—z(l—e“ ) (4.142)
Que substituido en (4.141) da:
R 5ne_d“(T‘°+T2°) +0(5Hh<vx>)+0(h<vx>) (4.143)

Esto significa que al menos para 4 suficientemente pequefio o tiende a cero y por tanto
el ciclo limite es estable. Entonces transcurrido un tiempo suficientemente grande y
teniendo en cuenta la continuidad de las soluciones respecto del ruido y las
perturbaciones se puede concluir que para un ruido y wunas perturbaciones
suficientemente pequefias <v,> es, una funcién suave en h. Este hecho permite
reescribir (4.138) como sigue:

2h
ks |F|

1

Tlf:

XV

(1+f(hl.,F;)+o(Ah)+0(pmax)+0(| 2))+o(nm) (4.144)

Donde f es una funcioén de clase K en 4. En particular esto significa que cuando 4, el
ruido y las perturbaciones son pequefios, entonces los tiempos 7; y 7, son
aproximadamente proporcionales a /. Si ademas /4 varia lentamente entonces 7; y 7>
son aproximadamente constantes (oscilacion cuasi periodica). Si se sustituye el
resultado anterior en (4.134) y teniendo en cuenta que la exponencial de matrices es
analitica respecto a 7; y 7> se obtiene finalmente:

2 2
(1 f (B F) (I (. F)
2t 8 >]6Al[k3 L) |

X,(t,+T,+T,) =e |

+0(8h%, [} +0( Py ) +0 () +o[xI)

X, (6)+ (4.145)

La ecuacion anterior sugiere que para analizar la estabilidad del sistema hay que
estudiar la dindmica del siguiente sistema “equivalente”:

Ai[th;l (1+f(h,-,Fz))] Al[ﬂ(lJrf(h"’Fi ))]
. Ty e k|

n+l

X, +d, =A, (h)X, +d, (4.146)

El siguiente lema expresa de forma rigurosa el contenido del andlisis anterior:

Lema 4.7. Bajo las condiciones del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2 si se cumple que
hmax>hy>c||X,|| para una constante ¢ suficientemente grande, existe un entorno del origen
IX,{|<R tal que si las perturbaciones y el ruido son suficientemente pequefias el valor de
X, en los instantes de conmutacidn pares X,=X,(f2,) viene dado por:

X, = A, (h)X, +d, (4.147)

Donde la perturbacion d puede acotarse de la siguiente forma:

d X

2
X |Ahn X,

Scl|

+y,max(n,, , D)) (4.148)

n
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Siendo y; una funcion de clase Ky c; y ¢, constantes.

Demostracion: Puesto que / es mayor que c||X,|| y teniendo en cuenta (4.116) se tiene
que:

2¢|x,|-2(1+k)n

T> mx (4.149)

€3 Max

En esta ecuacion cabria destacar dos casos. Supongase primeramente que ||X|[>7max,
entonces eligiendo ¢>3(1+k3)/2 se tiene que T>c/ésnuy|X|, que puede hacerse mayor
que a||x,|| tomando c¢ suficientemente grande. Esto implica que la ecuacion (4.136)
seria valida.

Si entonces R se elige de tal modo que sea menor que el menor radio de convergencia
de las series de Taylor utilizadas en (4.129) y (4.137), entonces la relacion (4.145)
también es valida y de este modo la relacion (4.148) se verifica automaticamente en el
entorno ||X,||<R.

Por otra parte si ||X||<#imax, considerando la definicion de A, se tiene que para todo

h<hn, ||Acl| es acotada con cota M. De este modo teniendo en cuenta que (4.128) es
Lipschitz respecto al estado con cota de Lipschitz L:

I A, )|

. 21 )
<n ax(e "+M)Snmax e
2) <

+ 7/1 (max(nmax > pmax ))

+1 Aeq (hn ) Xn

<

Xn+1

[+]

Xn

<%, [le"" + M|

Xn

+M +0(Ah||xr||)+
(4.150)

+o(pmax)+0(nmax)+0(|

<al|x,| +b|an,

XV

XV

Con lo que la relacion (4.148) también se verifica, lo que completa la demostracion®

A continuacion se vera de que manera la estabilidad del sistema equivalente esta
relacionada con la estabilidad del sistema completo en un entorno del origen.

Teorema 4.3. Si el sistema equivalente discreto (4.147) es asintdticamente estable para
cualquier 2<h,,, siendo 0<p(h)<1 el radio espectral de A.,, y ademas existe
una funcion /(x) de clase K que cumple las siguientes relaciones:

dh

x —|
dx

a 2\2
SZ(I—p(hB))

hzc(1-phi3)*) (4.151)

||x|| < min(a(x)(l — p(h(x))2 ) ,bh)

Para unas constantes a y b pequefias, una constante arbitraria ¢, y una funcién « de clase
K.
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Entonces existe una constante R; y unas funciones Sy y de clase KL y K
respectivamente, tales que si ||X/(0)|[<R; el sistema (4.128), sometido a la secuencia de
conmutacion definida por (4.137) siendo A(¢)=h(||X.(?)||), y para p y n suficientemente
pequefios, cumple:

x| < B(

x,(0)

(= 1y)+ y(Max(&,, 1, s Do) (4.152)

Demostracion: Primero se analiza lo que ocurre con X, en los instantes de
conmutacion pares, para ello puesto que A,, es estable, entonces ||A.,"[|[<Cp", donde C
es una cota del numero de condicion de la matriz A,, (que esta bien definido puesto que
A, no es singular para h<h,,). Se define entonces la siguiente funcion:

V(X,h)= i x" (AL (h))Tqu (h)X (4.153)

V esta bien definida ya que ||A'X|[’<C’X,’p”" de tal forma que el sumatorio puede

acotarse por una serie geométrica convergente de razon p':

CZ

)=V (x,)< 1—p* ((|x ))|

[ =¥ (x,)<e ]

2

V(xn,h(|

X?‘l

< Cza(|

X

n

)

X

n

n

)

V es claramente definido positivo al ser mayor que |[x,||° por lo que puede usarse como
funcién de Lyapunov discreta para X,=X,(¢2,). Antes de poder utilizar dicha funcion se
necesitan unos calculos previos. En primer lugar calculando la derivada de A., respecto
de & se obtiene:

n

X

n

2h

dA P2 f (hE) A2 £,y )
eq _ 2A2 (l+fv(h’F'2))e Iy F, e ks Fy +
dh  kF,
2h 2h
A () DA AR (1S ()
+e U7 —(+ f'(h,F))e ™" =
ksFl( S'(h,F))
(4.155)
2 2
=22 (14 DA, + A, 21+ )
372 371
dA 2C(|A]+[A.)
— ] <s '(h, F, A ll=c (A
H dh hg}:{f( 1)} k3Fmin ‘ eq 03‘ eq

Donde se ha usado el hecho de que una matriz conmuta con su exponencial, asi como la
cota para la norma de una matriz, y que f° es acotado. Generalizando para la potencia
enésima se tiene que:
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/| dA,
e =%(Aququeq...Aeq) i AA A
A,— aA A, (4.156)
+ + .
dh “ dh
dA,,
+o+AAA, - dh
Y por tanto:
dA " dA A dA
eq Ae k-1 “+‘ Ae eq Ae k-2 Ae k—lH eq <
dh dh ! ! ! ! dh
dA k-1 2 k-3 k-1
<= L(Cp* +CpCp* +Cp°Cp 7 +.. 4+ CpM ) < (4.157)
dA,, dA,,
<C2k k-1 <C2 kk1< C3k
P “h G dh P GLKp

De este modo el efecto de la variacién de 4 entre instantes de conmutacion puede
cuantificarse utilizando el teorema del valor medio como sigue:

V() =V Oeh)| _for(en)| |
‘ Ahn ‘ ‘ 8h ‘h =&y ]
<| i((A"(h))r A"(h)j <
~lan\\"* )
A
<P 2| L ] A |s s

h=¢

<X Yot Cpt =it X[ X ko
k=0 k=0

<o —2E <ot ————,
-p(&)) (1= p(h~|A]?)

Puesto que p es una funcidn no creciente en 4, entonces la cota minima se obtiene en el
caso de que / sea minimo lo que justifica el ultimo paso de la secuencia anterior.

Para analizar la estabilidad es conveniente analizar dos casos.

Caso A) Supongase que min(A,||X,{|)>max(pmax.nmax), €ntonces de la relacion (4.151) se
puede deducir una cota para A#,,
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Ahn:dh(xr)d %y,
d|X, dt
(4.159)
dh 2\\ At
Ah | < (Al X +0(pmax)+0 X, ) .
| ax ], Al (I%I°) h,,

Puesto que /~>n,,,, entonces At/h, es acotado como se deduce de la siguiente relacion:
h., n
414+ 2(1+ &y )
h ( 3) h

ntl ~ tn < n n <M 4.160
h, < (1+kyd, ) (v, )+ k&, F, (cos(w)) + &, { p,.) = (10

De este modo eligiendo a suficientemente pequeio y puesto ||X||>pmax S€ tiene:

AR, | < aM, (1- p(£13)*) [” All+ C4i?max ve,

n

Xn

]_ (4.161)
h
<acM,h, (||A||+c4 +cSR) S?”

De este modo finalmente si la constante a del es suficientemente pequefio tal como se
exige en las condiciones el teorema se obtiene:

V(% h,, )=V (%)<

(1-p/%) |
(1= p(h—n/2y

< ald e, C* (|AJIX +e.ppu x|+ []')

)2
fc[h,h+h/2]

(4.162)

)(1—p(h/2)2)2 _
(1=p(h/2y)

<aMc,C* (||A.||||x||2 ¢, Rp, + s X[

<aM,e,C* | AIXI +€,Rp + e X[)

<acg ||X||2 +ac,p,.. +ac ||X||3

Luego:
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AVV(xh)( )=

n+12""n+l

( ( n+ld n+l ( X,u1> B, )) (V( n+1ahn)_V(Xn’hn)):

0

<S(x/A+4)(AS) A (A +d,) -2 % (A)) AL/, +

n=1 n=l

3
+ac6| n+1| +ac7pmax+acs|xn+1” =
0 T 00 T
_ T T I I T 141 !
=—x,"x +d (Z(Aeq) Aeqjdn+2xn (Z(Aeq ) Aeq]dn+ (4.163)
n=1 n=1
2
+ac4HAean+dn‘ +ac4pmax+ac5‘Aeqxn+d S
< 2
__”Xn” +ac6‘ eq *n 7pmax+a08

C2|d2 ZC‘

+ A
l_pZ n 1_,02

eq

+ d

[x.

n

En primer lugar notese que por la segunda condicion de (4.151) ||x,||<b|h|, para b
suficientemente grande se verifican las condiciones del Lema 4.7. Utilizando
V(X h(||X{)=V(X,) como funcidon de Lyapunov discreta del sistema junto con la relacion
anterior se llega al resultado (4.163).

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion (4.138), puesto que />b||X,|| para ¢
suficientemente grande se verifica que 7>a;|[X,||, de este modo la cota (4.145) para d
es valida y es posible expandir la expresion (4.163) en términos de las potencias de X,

Por simple inspeccion de la expresion (4.163) es claro que los términos del desarrollo
contendran potencias de la forma |[X,|| , [[Xal|” [|dall, [Xall]|dull’ ¥ ||d,]|> multiplicadas por a
y otras constantes, asi como términos de la forma |[X,||°, [[Xal|* l|dall, [[Xl[|d]|* divididos
por 1-p°. Puesto que 1/(1-p°) es mayor que la unidad, los primeros términos seran
menores que los segundos a excepcion de ||d,|]’ de tal manera que finalmente existen
ciertas constantes c; tales que:

2 1_ 69 ||Xn || 20102 n Cl + CZC9 |Ahn| cZ C9 |Ahn|

AV, <-|
1-p’ lp lp 1-p’ 1-p’

X

n

_l_

2

C
'|'2C9 W(]/(ma)((}’l )) + 201 || )(’7 ||2 +C,

Xn ||) y(max(nmax > pmax ))

max ? p max

+ac7 7/(max(nmax 2 pmax ))3
(4.164)

Teniendo en cuenta las condiciones del teorema, los términos del primer paréntesis que
involucran |4h| pueden acotarse del mismo modo que se hizo en (4.162), ademas los
términos de la forma |jx,||/(1-p”) también pueden acotarse por la funcién a(||x,||). De

este modo puesto que « es continua existe un J tal que si ||X,||[<0, entonces los términos
entre paréntesis son menores que 1/2.
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Por otra parte los términos que involucran el ruido y la perturbacion se encuentran
multiplicados por términos de la forma 1/(1-p°) que pueden acotarse por od||Xa|[)/||Xxl,
por lo que si |X,||[<R;,<min(R, 6) y ademas el ruido y las perturbaciones son
suficientemente pequefios existe una funcién y; de clase K de modo que finalmente:

X

n

AV S_| ’ +72 (max(nmax9pmax))

n

<0 57 ||%, | = 327, (Max(#, Pry)) (4.165)

El miembro derecho de la ecuacion (4.165) es negativo cuando |X,|| es mayor que una
cierta funcion de clase K de las perturbaciones y el ruido.

Caso B) Supongase por el contrario que min(/,|[X,||)<Smax(pmax,Mimax), €5to implica que o
bien ||X,||<Max(Pmaxsimar) © bien ||X|<h™ (MaX(Pmaxsimar)) que es una funcién de clase K.
En cualquiera de los dos casos existe una funciéon j; de clase K tal que si
73(Max(PmaxsMmax)))<||Xu||[<min(R, o) entonces V disminuye.

La ecuacion (4.154) implica que las curvas de nivel de V estan atrapadas entre dos
bolas. En particular la curva de nivel min(R, ) estd dentro de la bola de radio min(R, o)
ya que si V<min(R, &) entonces ||X,||[<V<min(R, ). De este modo si R;/=c,"(min(R, 3))
se tiene que si ||X,||[<R; entonces V<min(R, o) (la bola de radio R; estd dentro de la curva
de nivel V=min(R, 0)) véase la Figura 4.16.

Esto implica que la trayectoria que comienza en la bola de radio R; no podra abandonar
dicha region sin entrar antes en la bola ||X,||[<y3 ya que en caso contrario se atravesaria la
curva de nivel V= min(R, d) lo que implica que V" aumentaria contradiciendo (4.165).

[l = 0 (max (21, o) || = min(r, 5)

V' =min(R, 5)

[XI= 7 (max (&1, s P )

Figura 4.16. Regiones de interés. Las trayectorias en tiempo discreto X, que comiencen en la bola marrén
acabaran metiéndose en la bola roja y permaneceran dentro para siempre (Puntos rojos). La trayectoria en
tiempo continuo (linea azul) que pasa por los puntos X, es global finalmente acotada por la bola verde.
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Por lo que si V,>a;"(33), entonces |[X,||>73 y por lo tanto ¥, disminuye. Esto implica que
las trayectorias del sistema se introducen en la bola de radio a;”(73) ya que dicha bola
contiene a la curva de nivel V,=a(7) (si |[%|> ' (75) entonces V=>|x.||> a2 (7).

Una vez que X, ha entrado en la bola de radio a;’(y), V puede aumentar, lo que
significa que las trayectorias pueden salirse de dicha bola, no obstante las trayectorias
que parten de ||X,||[<c(75) no pueden llegar muy lejos de acuerdo con (4.166).

La funcién y es de clase K, de este modo si el ruido y las perturbaciones son

suficientemente pequeiias, las trayectorias del sistema entran en la bola de radio o (1)
y una vez alli pueden saltar hacia cualquier posicion de la bola ||x,||<y

A, (h)x, +d, —>|x

n+l

(cm j”x [+a|x,

h B ~ 2
S(C+02?j0{2](]/3)+cl (0521(}/3)) +7

(4.166)

=Y, (maX(nmax > Prax ))

Si el ruido y la perturbacion son suficientemente pequefios la bola de radio y4 esta dentro
de la bola de radio R; y puesto que en el exterior de dicha bola V" disminuye, repitiendo
el razonamiento que se hizo para R; es claro que las trayectorias no abandonaran la bola

de radio a”'( V4).

De este modo si el ruido y la perturbacion son pequeiios existen funciones Sy yde clase
KL y K tales que:

(

La ecuacion anterior solo predice el comportamiento de la solucion en los instantes de
conmutacion, afortunadamente es facil ver que ocurre en los instantes de tiempo
intermedios. Para ello basta con observar que (4.128) es Lipschitz respecto de X, de
modo que para t;<t<t;:,:

to)+ 7(Max(&,, 1, Po)) (4.167)

t t S

) < M| <
tO ) + My(max(nmax’ pmax))

(4.168)

SMﬂ(

Lo que completa la demostracion®

4.6.2. Estabilidad del sistema equivalente



4.6 Control del sistema completo 141

El Teorema 4.3 reduce el estudio de la estabilidad cerca del origen al estudio de los
autovalores de A.,. A continuacion se ve que valor toman cuando / es suficientemente
pequeio.

Para ello y con el fin de simplificar el analisis se hacen las siguientes definiciones:

B2
k3Fmax
A=A
kyF (4.169)
r=(1+ f(h,F,))h
1+ f(h,F.)

S Fy)+ S (B Fy)

Con lo que la matriz equivalente puede expresarse como:

%) AL‘(M)

2h
o ———(1+/>
_ ksl Fd k3| Frin _ _Bar A(l-a)r
Aeq(h)—e e =e e (4.170)

En general, el valor de los autovalores de A,, dependen del valor de o'y de 7. De hecho
la Figura 4.17 muestra el radio espectral de A., cuando F=k/=k;=ks=1'y Fi,~=-1/2
para un valor de =0.1. La figura demuestra que en el rango 0.502<a<0.660, A, es
inestable.

Por este motivo no existe en general una funcion de Lyapunov comun para Ay B (en
caso de existir el sistema seria estable independientemente del valor de ).

1.05

0.95

pla)

0.9

0.85

0.8

Figura 4.17. El sistema equivalente no es estable para todas las combinaciones de tiempos de
conmutacion.
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Por lo tanto, para analizar la estabilidad del sistema equivalente es imprescindible
conocer el valor de a. Afortunadamente este valor puede calcularse facilmente
utilizando el balance de fuerzas. Para ello en primer lugar obsérvese que en ausencia de
ruido y perturbaciones y suponiendo que X,=0 los tiempos en los que el sistema esta en
Finax ¥ Fnin vienen dados por:

2h
= 1 h,F
: k3Enax ( +f( , maX))
o (4.171)
T, = 1 hF
’ k3 |Fmin ( ' f( ’ ”””))

Puesto que la posicion x es acotada, entonces la fuerza promedio a lo largo de un
periodo debe de ser cero

(F)=0=TiFy + Ty =222 (14 £ )+

3% max

2hF
w1+ f(h,F,,))
k|

min

ﬁj

i—h(uf(h,Fmax))—i—h(l+f(h,F,,,,-,,>)=0 (4.172)

3 3

f(h9Fmax) = f(h9 F:m'n)
Substituyendo esto en la definicion de « se tiene que:

o L+ f(hy ) _ I+ f(Fy) 1 (4.173)
2+ f(h,Fy)+ f(hF

) 242f(hE,) 2
Expandiendo A, en serie de Taylor respecto a
A, =e® e =(1+aBr+o(r”))(1+(1-a)Ar+o(z%)) =

= 1+(0{A+(1—a)B)r+0(z'2) =~——2r+0(r’)=1+Cr+0(r%)

En primer orden de aproximacion en 7 los autovalores de A, estarian definidos por los
autovalores de la siguiente matriz C;:

0 (|Fmin +FW1X) 0
C] - ﬁ 0 _du ( Fmin +mef) 0 (4175)
C ks (B =) =k (P = Foil) =Ko (|Fia+ Frc)

Por desgracia la matriz C; es singular lo que implica que uno de los autovalores es nulo.
De los autovalores de C; se deduce que:
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=1- k2 (|E71ir7 | + Enax )

t+o(t’)=1-cr+o(r’)

k3 Fmax |Fmin

A, =1- % (P + ) r+0(r’) =1-c,r+0(7?) (4.176)
k3 Fmax F:m'n

A =1+0(r%)

Donde c¢; y ¢, son constantes positivas. Los dos primeros autovalores son claramente
estables (caen dentro del circulo unitario) en la aproximacién de orden 7. Sin embargo
el tercero se encuentra justo en el limite de la estabilidad. De este modo es necesaria una
aproximacion de orden superior para poder decidir la estabilidad.

Para obtener una mejor aproximacion del tercer autovalor se utiliza el método de la
potencia (Watkins 2002) aplicado a la matriz (1- Aeq)‘l . A continuacién se muestra el
procedimiento de calculo asi como el resultado final. Para consultar los resultados
intermedios véase el contenido de la hoja de calculo simbolico Autovalores.ws que se
encuentra en el CD adjunto.

El método de la potencia es un algoritmo para calcular el mayor autovalor de una matriz
y su autovector asociado, en esencia la iteracion del método consiste en partir de una
aproximacion del autovector Vy y aplicar el siguiente algoritmo iterativo:

Mv
V,, = 4.177
Sy o
La aproximacion del autovalor puede entonces obtenerse como:
v, Av
mak = (4.178)
Vk Vk

La convergencia del método es geométrica de razon, max(A,./A;) y puesto que el
mayor autovalor de M=(1- Aeq)'l es A3, entonces la razon de convergencia es:

1—(1—0(r2)) 1—(1—0(2’2))
1-(-¢z—0(z%)) 1-(-c,z —0(z%)

max ) = max (o(r), o(z')) =o(r) (4.179)

Esto significa que puesto que la razén es de orden z, entonces cada iteracion del método
de la potencia devuelve un orden mas en el desarrollo en serie de Taylor del autovalor
3.

Para llevar a cabo los calculos es necesario utilizar una aproximacion de orden superior
de A, en este caso el minimo orden necesario para obtener términos no nulos es de
orden 7’. De este modo los calculos se realizan con la siguiente aproximacion de Ay
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2 3 2 3
A =1+BL+B* L+ B vo(t!) | 1+ Ar+ A+ A 102" | =
‘ 2 8 48 g 48

A+B A’+B*+2AB , A’+3A°B+3AB*+B’
+ T+ T+
4 8 48
=1+Cr+C,c* +C,2° +o(r?)

=1

2 +o(r*) = (4.180)

Realizando los célculos anteriores con precision o(z’) se obtiene que:
A =1-c,0’ +o(r?) (4.181)

Donde c; es la siguiente constante positiva:
Fol=Fo) +2(Eul+F )k;)k1

(kl( min max min max
O TTTRE K, (Fl+ Fo) (4182)

max max

La Figura 4.18 muestra la bondad de la aproximacion de la serie de Taylor del autovalor
maximo de A.,, como puede apreciarse en la figura, para 7<0.3 la aproximacion de la
serie de Taylor es muy exacta, ademas (4.181) tiene un comportamiento
cualitativamente correcto hasta 4=1.8.

=

=

Figura 4.18. Radio espectral de A,, para las constantes nominales del problema y k,=0.5 k;=k;=1. El
valor exacto se muestra en azul sélido, la estimacion de Taylor en rojo discontinuo.

Lema 4.8. Sea la matriz equivalente A, definida en (4.170) , entonces:

| Existe un ¢tal que A, es estable para 0<i<e.
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I Si A es estable para 0<h<h,, entonces existe una constante positiva c¢ tal que
para cualquier valor se cumple que:

0<h<h,= p(4,(h))<1-ch’ (4.183)

Demostracion: El término f(h,F,..) es o(h), de este modo, para /& suficientemente
pequetio segun la definicidon de 7, los autovalores del sistema equivalente son:

A =1=c,(1+ f(h Fop)) h+o(h*) =

:l—cl(l+0(h))h+0(h2) =1-ch+o(h*)
A, =1—c,h+o(h®) (4.184)
Ay =1=c;(1+0(h)) I’ +o((1+0(h))h*) =

=1-¢,(1+o(h))l’ +o(h*)=1-c;n* +o(h")

I) De acuerdo con el radio espectral de A, si /4 es suficientemente pequefio entonces:

= max (|1 — clh| +o(h*),

1—c,h|+o(h?),

P(h) =2
<l—c,i* +o(h*)

1—c3h3\+o(h4)) @155)

Por lo que existe un etal que si A<eel término 4’ domina sobre el término o(h*) y por
tanto A, es estable.

I1) Supéngase A, es estable para 0<h<h,,, entonces definiendo la siguiente funcion:

(4, (1)1

f(h)= P 3 (4.186)

Es facil ver que fes una funcion negativa en el intervalo semiabierto (0,%,,]. Calculando
el limite cuando / tiende a cero se tiene:

. (1=l +o(n*))-1
lim £ (h) =lim e =lim —¢; +o(h) = —, (4.187)

Con lo que resulta que f'es continua en el origen, y por tanto en todo el intervalo [0,/4,],
de este modo f toma su valor maximo —c en dicho intervalo siendo ¢ una constante
positiva de modo que:

0<h<h,= f<-c= p(4,(h)-1<-ch’ = p(4,(h))<1-ch’ (4.188)

Lo que completa la demostracion =
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4.6.3. Estabilidad del sistema completo

Llegados a este punto, ya se estd en condiciones de establecer la estabilidad del sistema
completo. Para ello solo queda comprobar que existe una funcion # que cumple con las
condiciones del Teorema 4.3 asi como del Lema 4.6.

Lema 4.9. Existe una funcién 4(x) y una constante R tal que para |[x|[<R la funcion A
verifica (4.151) y ademas si |x|[<R entonces se cumple que /,in(x)<h<h.(x) siendo Ky,
Y hmin las funciones del Lema 4.6. Si ademas A, es estable para #<h,,,(0), entonces la
funcion 4 puede escogerse de clase K.

Demostracion:

En primer lugar se ve que existe una funcion 4 de clase K que cumple las condiciones
(4.151) en un entorno local del origen. Para ello sea la siguiente funcion:

hR
41—cln(xj
R

Es claro que /4 es de clase K y que A(R)=hg. Substituyendo en la primera condicion de
(4.151) se tiene:

h(x) = (4.189)

~5/4
x I hex 1—c1n(ij R_ CR4 3 (4.190)
dx 4 R x 4h,

De acuerdo a la cota del radio espectral del A., que ofrece el Lema 4.8 para h<h,,:

, 1—{1—03 (hf +0(h4)]
(1= p(h/3)) 3

h h

1- (l -2c, (2) + 0(h4)JJ

_ : (4.191)

2 2
(33 c,h’ +0(h4)j 52
- p = 3—3c32h5 +o(h®)=c,i’ si h<h,

Por lo tanto para h<h,, y tomando c suficientemente pequefio se tiene que:

dh
x —|
dx

R
< C
4
R

B <eh’ < %(1 —p(h/3)°) (4.192)
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Por otra parte la segunda condicion puede comprobarse directamente ya que existe
algun c tal que:

(1= p(h /3y )2 <ac,h® +o(h)<ch si h<h, (4.193)

De este modo si hg< h,, entonces para |x|<R se verifican las dos primeras condiciones de
(4.151).

Para comprobar la ultima relacién hay que analizar dos casos, en primer lugar se ve que
|x|<bh, en un entorno del origen, para ello sea f{x)=x/h(x):

1/4
(x4 —cex'ln [;D
=lim =0 (4.194)

—0 h

X
li =1l
i )=l

R

Puesto que el limite es cero, existe un entorno del origen tal que |x|<bh para cualquier
constante positiva b. Ademas puesto que f es una funcidén creciente y fIR)=R/hg,
entonces tomando un valor de R tal que R/hg=b, se tiene que f(x)<b para |x|<R.

Por otra parte sea el siguiente limite:

3/2
x(l—cln(xj]
lim —lim———=lim R _o @195
= (1_ p(h(x)) ) 0 2¢h® +o(h) 0 Iy

Puesto que el limite es cero, el cociente es acotado y ademas tiende a cero cuando x
tiende a cero, por lo que finalmente existe una funcion « de clase K tal que b para |x|<R
que verifica:

|x|Smin(a(x)(l—p(h(x))z),bh) (4.196)

Lo que completa la comprobacién de las condiciones (4.151).

Si |x|>R es siempre posible encontrar una funcion de clase K tal que /,,in(X)<h<huu(X)
para las funciones del Lema 4.6. Si ademas, A, es estable para A< £,,,(0), entonces
existe un 7 tal que A, =h,(r), de tal manera que si x=r se cumple que h=h,, y de este
modo la funcion /4 es continua.

Esto significa que la funcion /4 asi elegida es de clase K para cualquier valor de x=
En estas condiciones ya es posible demostrar el resultado final del capitulo:

Teorema 4.4. Dado el sistema (4.14) sometido a una fuerza Fi(t) y un momento 7(t)
seleccionados de entre los valores de Tabla 4.2 de acuerdo con las leyes de
control (4.41) y (4.92). Si la perturbacion p y el error en la medida n son
suficientemente pequeios, existen cuatro constantes positivas k;, ko, k3 y &
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asi como una funcidn A(||X,||), tales que la solucion de (4.14) cumple (4.197)
para ciertas funciones de y; y j» de clase K'y fde clase KL.

x| < B(||x )]t =1,)+ ¥ (max (&, 705 P )) (4.197)
Demostracion:
Sea h(]|x,]|) la funcion cuya existencia garantiza el Lema 4.9, supongase en primer lugar

que ||X/{|[>R. Entonces el Lema 4.6 garantiza que existen ciertas funciones f; y y; tales
que:

X,(t)”<ﬂ1( X, (%) ,t—to)+}/1(max(nmax,pmax,gl)) (4.198)

Al mismo tiempo se cumple que X; es global finalmente acotada por A(||x,||) de tal
manera que teniendo en cuenta que ||X,{|<||X[:

[ (0} < (| (x)

Por tanto dado que / siempre puede acotarse por una funcion de clase K se cumple
finalmente que:

(el =Vl +x I < (1 (5)

Por otro lado suponiendo que ||X,|<R, entonces de acuerdo con el Teorema 4.3

,t—to)+h(7/1(max(nmax,pmax,gl))) (4.199)

=1y )+ 75 (MX (R, Prer1))  (4:200)

x, ()< B (

x,(0)

Jt=ty)+ 7, (max (&, 7, P ) (4.201)

Ahora bien, por la condicion (4.151) ||X/|<bA(||X,||) lo que a su vez implica que ||es||<|[X,|
y por consiguiente:

[, Ol <%, O+ es ] < 28, (| %, O£ =15 ) + 2, (max (&, 7> P )) <
<28, (%, ).t =1,)+ 27, (max (&, 2, Py ) (4.202)
[x@)] < Bs (x|t =1,) + 75 (Max (&, 7 P )

De este modo en cualquier caso se tiene que:

||X(t)||£max(,83 + ;) +max (y, + ;)=

(4.203)
= ﬂ(”x(to) ,t—t0)+ y(max(sl,nmax,pmax ))

Como se queria demostrar.=

4.7. Resultados experimentales
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En este apartado se comprobara la validez de la estrategia de control disefiada mediante
dos procedimientos distintos. En primer lugar se comprobard mediante simulacion que
el funcionamiento en condiciones ideales sin perturbaciones externas ni ruido es
correcto. En segundo lugar se validara el control experimentalmente utilizando el
sistema de laboratorio.

La dificultad matematica de las demostraciones de estabilidad puede sugerir
erroneamente que la técnica de control es compleja o dificil de aplicar en la practica.
Con el fin de aclarar completamente este aspecto y mostrar la simplicidad del
controlador disefiado el siguiente apartado muestra la ley de control al completo.

4.7.1. Algoritmo de control

En primer lugar es necesario calibrar las constantes k;, k> y & que controlan la dindmica
transversal. Para ello pueden usarse las condiciones restrictivas dadas en el Teorema 4.1
0 como se vio en el ejemplo numérico es posible establecer F=cte y sintonizar k;, k> y &
libremente para obtener una respuesta temporal idonea.

A continuacidn es necesario calibrar el control de la dinamica longitudinal. De nuevo el
procedimiento puede llevarse a cabo mediante las relaciones del Teorema 4.2 o
simplemente es posible sintonizar k3 mediante simulacion para obtener la respuesta
temporal adecuada.

Una vez establecido el valor de estas constantes hay que elegir una funcién 4. Puede
parecer una tarea delicada debido a las restricciones impuestas en el Lema 4.6 y el
Teorema 4.3. En principio siempre es posible elegir una funcién de la forma establecida
en el Lema 4.9.

Sin embargo los experimentos numéricos muestran que es fécil elegir una funcion
simplemente por el método de prueba y error. La tnica condicion necesaria en la
practica es que dicha funcidon decrezca con la suficiente rapidez cuando X, tienda a cero
y que sea razonablemente grande cuando X, también lo sea.

Sintonizado el controlador, el algoritmo de control queda como sigue:
1) Medir el estado del sistema X cada periodo de muestreo.
2) Calcular el valor e; y /& para a continuacion determinar el signo de F*

e, =x+kyv, (4.204)
—sign(e;) si |eS| > h(t)

sign(F) = sign(F~) si |e3|<h(t)

(4.205)

3) Conocido el signo de F' calcular el valor de la variable de error e; de acuerdo con
(4.15), (4.16) y (4.17) para a continuacion determinar el signo de =

e, =k, (v + kysign(F) tanh(y)) + r + k;sign(F) (1— tanh(y)* ) v, (4.206)
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—sign(e,) si |e,|=¢
sign(t) = 2) s feaf2 4 (4.207)
sign(z™) si |ez|<g1

4) Una vez conocido el signo de F'y de 7 basta con escoger dos valores de F, y F}
coherentes con dichos signos de acuerdo con la Tabla 4.1. La forma mas evidente de
hacerlo es utilizar la Tabla 4.2.

Como se aprecia en el andlisis anterior la implementacion del algoritmo es
relativamente simple ya que sélo requiere la evaluacion de unas pocas ecuaciones
algébricas, asi como la busqueda en una tabla.

4.7.2. Resultados de simulacion

En este apartado se lleva a cabo una simulacion del modelo nominal del aerodeslizador
con las siguientes constantes del controlador k,=k,=k;=1, £=0.001. La funcion de

histéresis dinamica empleada en la simulacion es / =, /||xr || . Las simulaciones parten de

un estado inicial X=[-1.5 -1.5 0 0 0 0]" y no se aplicara ruido ni perturbaciones.

El periodo de muestreo en el sistema fisico real es de 0.059s ya que se encuentra
limitado por tasa de adquisicion de imagenes de la cdmara que se usa en el
posicionamiento (17 imagenes por segundo). Para que la simulacion sea realista se usa
también el mismo periodo de muestreo en el célculo de la sefial de control.

2

1.5

Figura 4.19. Trayectoria espacial del aerodeslizador.
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La Figura 4.19 muestra la trayectoria espacial del aerodeslizador, como puede
apreciarse la trayectoria converge hacia el origen de coordenadas. Para observar la
evolucion temporal de dichas variables conviene analizar detenidamente la Figura 4.20.

Figura 4.20. Evolucion temporal de las coordenadas espaciales

La simulaciéon muestra que la coordenada y converge mientras la coordenada x es
oscilante. Esta oscilacion decrece en amplitud a medida que el estado X; se reduce.

Por su parte la orientacion del vehiculo comienza siendo paralela a la orientacion final
deseada para el vehiculo. La accion de control hace que la orientacion del vehiculo tome
valores positivos con el fin de aproximar el vehiculo al eje X, a continuacion, la
orientacion tiene un comportamiento oscilatorio para finalmente acabar estabilizdndose
en el origen.

La Figura 4.21 muestra la evolucion de las variables de error e, e, y e3. Si se observa
detenidamente la variable de error e, es facil ver como dicha variable presenta saltos de
amplitud decreciente cada vez que cambia el signo de la fuerza. Este es el
comportamiento predicho en la Figura 4.15.

La eleccion de la histéresis 4 es correcta ya que como se muestra en la figura, existe
tiempo suficiente para que la variable de error converja hacia un entorno del origen

entre dos cambios consecutivos del valor de la fuerza, lo que justifica la validez de
(4.135).

Es importante destacar que la variable de error e, no converge al origen sino s6lo a un
entorno del mismo, la estrategia de control presenta un cierto “chattering”. Esto se debe
a que el control estd muestreado en el tiempo, de este modo, entre instantes de muestreo
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la variable e, se separa ligeramente del origen. (Para mantener e, exactamente en el
origen se necesitan oscilaciones de frecuencia infinita en el signo de 7).

[ i i if

Figura 4.21. Evolucion de las variables de error.

La variable de error e¢; por su parte también presenta saltos con cada cambio en el valor
de la fuerza. La principal diferencia con e, es que mientras e, converge en tiempo finito
(bajada lineal con el tiempo) la convergencia de e; es exponencial.

Finalmente la variable de error e; oscila entre valores positivos y negativos, la amplitud
de la oscilacion viene controlada por la histéresis dindmica /4 y su valor disminuye en el
tiempo de tal modo que la oscilacidn es finalmente acotada por un valor pequenio.

La dinamica de las variables de error condiciona la dindmica del sistema completo. Con
la ayuda de la Figura 4.22 es posible realizar un analisis de las velocidades lineal y
angular asi como la orientacion que no se aprecia en la Figura 4.19.

Como muestra la Figura 4.22 la velocidad v, decrece suavemente en el tiempo mientras
que v, oscila entre dos valores de signo opuesto. Esto hace que la variable y se aproxime
suavemente al origen mientras x oscila como ya pudimos ver en la Figura 4.22.
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v, (m/s)

v (m/s)

r rad/s
o
T
|
-
|

t(s)
Figura 4.22. Velocidades del aerodeslizador.

La velocidad angular r resulta ser bastante ruidosa, esto se debe a que la frecuencia de
muestreo es finita del mismo modo que ocurria con e,. Puesto que entre dos instantes de
muestreo consecutivos el par de fuerzas 7 permanece constante y no nulo, la velocidad
angular r presenta necesariamente una oscilacion en torno al origen.

El analisis concluye observando las sefiales de control que actian sobre el vehiculo con
ayuda de la Figura 4.23. En primer lugar si se observa la fuerza resultante F es facil ver
que dicha fuerza oscila entre un valor positivo y otro negativo.

Puesto que el aerodeslizador se mantiene cerca del origen la fuerza promedio debe de
ser nula. De este modo puesto que la fuerza en sentido directo es superior en médulo a
la fuerza en sentido inverso, el tiempo que F permanece en el valor negativo es mayor
que el tiempo en el valor positivo de acuerdo a la relacion (4.172).

Cuando la fuerza F esta en su valor maximo (positivo), 7 oscila entre dos valores
grandes, por el contrario, cuando la fuerza toma el valor minimo (negativo) la oscilacion
que realiza el momento es claramente menor. En cualquier caso el momento 7 siempre
es oscilante mientras que la fuerza F' permanece constante en intervalos de tiempo
decrecientes.
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Figura 4.23. Acciones de control.

4.7.3. Experimentos reales

En este apartado se muestra el resultado de aplicar la ley de control disefiada
anteriormente a un aerodeslizador real de laboratorio. Los detalles de la implementacion
del sistema se discuten Capitulo 3.

Para tener un entendimiento profundo del funcionamiento del sistema es conveniente
visualizar los videos que se encuentran en el CD adjunto. En dichos videos se muestra
el funcionamiento de la ley de control desde diversas condiciones iniciales, esto permite
hacerse una idea clara de como actua la ley de control.

A continuacidon se muestra un caso de estudio del posicionamiento dinamico que se
corresponde con el video “PS/.avi”. En este caso se parte del estado [-1,1.1,-772,0,0,
0]”. La Figura 4.24 muestra la trayectoria del sistema.

Dicha figura evidencia que la trayectoria converge a un entorno del origen, cabe
destacar que mientras en la Figura 4.19 las trayectorias son “suaves”, en el sistema real
de laboratorio las trayectorias son mas “picudas”.
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Este comportamiento se debe esencialmente a que el aerodeslizador se mueve sobre un
medio so6lido. En estas condiciones cuando el aerodeslizador se encuentra proximo a
detenerse el modelo de rozamiento no es totalmente correcto puesto que aparecen
efectos de la adherencia de la superficie solida y el colchén de aire. Estos efectos no
modelados actian como perturbaciones en el sistema.

y (m)

Figura 4.24. Trayectoria del aerodeslizador real.

La ley de control de posicionamiento dindmico resulta ser bastante robusta frente a este
tipo de perturbaciones ya que la posicion del vehiculo converge correctamente hacia el
origen como muestra claramente la Figura 4.24.

La variable mas afectada por las perturbaciones y el ruido resulta ser la orientacion
como muestra la Figura 4.25. Hay que destacar ademas que el sistema real posee cierto
retardo lo que hace que dicha variable sea mas oscilante que en la simulacioén. Si se
observa con cierto detenimiento, a los 27 segundos puede apreciarse una perturbacion
en el sistema que hace oscilar fuertemente a la orientacion, mientras que este hecho
apenas se aprecia en las variables de posicion. Esta perturbacion es efecto del
rozamiento con el suelo, en particular el aerodeslizador se queda “pegado” mientras
intenta avanzar y eso le hace girar sobre si mismo. Resulta interesante observar dicho
efecto en el video adjunto.
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0.5

x -0.5

Figura 4.25. Trayectoria temporal del aerodeslizador real

En la Figura 4.26 pueden observarse las velocidades en el aerodeslizador real. Como
muestra la figura, el comportamiento es cualitativamente similar al que muestra la
Figura 4.22 aunque en este caso el efecto del ruido claramente visible. Esencialmente v,
es oscilante mientras que v, converge suavemente.

r rad/s

Figura 4.26. Velocidades del aerodeslizador real.
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En esta grafica resulta mas evidente el efecto de la perturbacion ya que puede apreciarse
un salto brusco en v, en el segundo 27 asi como un salto brusco en v, cuando el
aerodeslizador se “despega” del suelo.

Con el fin de evitar oscilaciones de muy alta frecuencia se establece un umbral en el
momento aplicado, de este modo, en vez de mantener el momento constante si el error
e es bajo se permite que el momento 7 se haga cero.

Esta medida tiene un escaso impacto en el rendimiento del sistema pero ayuda a reducir
el numero de oscilaciones en la ley de control, lo cual reduce el consumo energético del
aerodeslizador.

Si se permite que el momento se haga cero, entonces de acuerdo con la Tabla 4.1 es
posible elegir valores de la fuerza y el momento mas grandes (ya que es posible hacer
funcionar los dos motores con la fuerza maxima al mismo tiempo). El resultado se
aprecia en la sefial de control que muestra en la Figura 4.27. En dicha figura existen
picos esporadicos en el valor de F.

La Figura 4.27 muestra una reduccion substancial en el nimero de cambios en la ley de
control.

(F,*+F )/m

F=

I(F,F )

=

Figura 4.27. Sefiales de control en el aerodeslizador real.
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4.8. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una ley de control de posicionamiento dindmico de un
aerodeslizador. Dicha ley de control se descompone en dos subproblemas.

En primer lugar se ha controlado la dindmica transversal (perpendicular a la direccion
del impulso aplicable cuando el vehiculo se encuentra cerca del origen).

A continuacion se ha desarrollado un control de la dindmica longitudinal (que controla
la variable de posicion paralela al impulso cerca del origen). Dicho control tenia como
misién mantener acotadas la posicion x del aerodeslizador.

Finalmente se ha mostrado como es posible de forma simple coordinar la accion de las
dos leyes de control mediante la introduccion de una histéresis dindmica 4. Se ha
demostrado tedricamente que una eleccion correcta de dicha funcién permitia la
convergencia de todo el estado del sistema hacia el origen.

El analisis teérico de la ley de control ha requerido de potentes herramientas
matematicas como la teoria de estabilidad de sistemas no lineales, asi como la
introduccion de conceptos tedricos nuevos como el de sistema equivalente.

El Teorema 4.3 ha establecido una nueva herramienta tedrica que permite analizar el
comportamiento de sistemas conmutados en el tiempo en torno a un punto de equilibrio.

Dicho teorema establece condiciones que permiten unir, mediante una adecuada
secuencia de control, leyes de control que inicialmente tienen objetivos contrapuestos.

Finalmente la ley de control ha sido validada con éxito tanto en simulaciéon como en
experimentos reales de laboratorio, lo que muestra su robustez frente a perturbaciones,
ruido y dindmica no modelada.



Capitulo 5 Seguimiento de

trayectoria con entradas continuas

El objetivo de este capitulo es construir una ley de control continua por realimentacién
de estados que resuelva el problema de seguimiento de trayectoria (tracking). Esto es,
disefiar una ley de control por realimentacion que haga que la trayectoria del
aerodeslizador converja hacia una trayectoria espacial parametrizada en el tiempo.

El capitulo comienza analizando el problema y el tipo de trayectorias que pueden ser
seguidas por una ley de control por realimentacion. A continuacién se disena la ley de
control y se ve el efecto que sobre ella tienen las perturbaciones y el ruido, analizando
en detalle la estabilidad del conjunto. El capitulo concluye con una verificacion del
control disefiado por medio de simulaciones.

5.1. Introduccion al problema

El problema de seguimiento de trayectoria de robots moviles subactuados no
holondémicos es un campo de gran interés en la disciplina del control automatico debido
a las dificultades que presentan este tipo de sistemas. Para una revision de los
principales problemas y técnicas ver (Kolmanovsky & Clamroch, 1995).

La dificultad involucrada en el control de dichos vehiculos depende en gran parte de la
configuraciéon de los mismos. Asi por ejemplo en los vehiculos que no poseen
deslizamiento (restricciones no holonémicas de primer orden) existe toda una gama de
soluciones de control cinematicas, ver por ejemplo (Balluchi, Bicchi, Piccoli & Souéres,
2000), asi como dindmicas como es el caso de (Oya, Su & Katoh, 2003).

Sin embargo, cuando existe deslizamiento (condiciones no holondémicas de segundo
orden), las leyes de control deben de considerar necesariamente las condiciones
dindmicas del sistema, (Behal, Dawson, Dixon & Fang, 2002).

Llegados a este punto conviene recordar la distincion entre seguimiento de camino (path
following) y seguimiento de trayectoria (tracking).

Segun el criterio de Encarnagdo y Pascoal, (2001) es posible distinguir los siguientes
problemas de seguimiento:
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I Seguimiento de trayectoria (tracking): En este problema el vehiculo debe seguir
una trayectoria espacial que se encuentra parametrizada en el tiempo (x(¢),)(%)).

I Seguimiento de camino (Path following): En este problema el vehiculo debe
converger hacia un camino preestablecido (x(s),y(s)). Donde s puede ser cualquier
parametrizacion de la trayectoria (normalmente la longitud de arco). Y una vez
haya llegado hacia el camino deberd seguirlo con una velocidad de crucero
especificada.

Algunos autores no hacen esta distincion al considerar el seguimiento de camino como
un seguimiento de velocidad, véase por ejemplo (Ashrafiuon & Muske, 2008).

Conviene aclarar que este capitulo se ocupa unicamente del seguimiento de trayectoria
aunque, en general, un control de seguimiento de trayectoria pueda ser facilmente
modificado para convertirlo en un control de seguimiento de camino, ya que se reduce
en una unidad la dimensionalidad del problema (no se controla s, solo su derivada)
(Aguiar et al., 2007) muestra un ejemplo de disefio que explota esta posibilidad.

Uno de los mayores problemas con los que se encuentra el control de vehiculos
subactuados es la existencia de restricciones no holonéomicas en el movimiento. Estas
restricciones reducen el conjunto de trayectorias factibles en el espacio de
configuraciones (Aguiar et al., 2003).

En general las leyes de control de seguimiento de trayectoria, se encuentran fuertemente
influidas por las condiciones de controlabilidad del vehiculo en la trayectoria (véase
Capitulo 2) y con el teorema de Brockett (1976).

De este modo las leyes de control por realimentacion del estado imponen condiciones
sobre el tipo de trayectorias que pueden seguirse. Asi por ejemplo en Lefeber et al.
(2003) se exigen condiciones de persistencia de la excitacion en la velocidad angular
(lo que como se vio en el Capitulo 2 garantiza la controlabilidad local en torno a la
trayectoria). Lo mismo ocurre en (Dong & Guo, 2005). El problema de estas leyes de
control es que son incapaces de seguir trayectorias rectilineas (r=0).

Lo mismo ocurre en (Toussaint, Tamer Basar & Bullo, 2000), donde se disefia un
control que estabiliza un vehiculo de superficie en trayectorias que produzcan una
dindmica cero estable para la orientacion (lo que en particular se cumple en trayectorias
de curvatura constante).

También existen en la literatura soluciones de control variantes en el tiempo, por
ejemplo (Ariaei & Jonckheere, 2006) disefia un control de seguimiento de trayectorias
circulares mediante controladores LDV (Linear Dynamically Varying) para un
aerodeslizador subactuado.

En otras ocasiones se alcanza seguimiento de trayectoria en un sentido practico (el error
de seguimiento no es nulo pero puede hacerse tan pequefio como se quiera aumentando
la sefial de control) en esta linea se encuentra el trabajo de (Aguiar et al., 2003) y
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(Aguiar et al., 2007). La ventaja de esta técnica es que puede aplicarse a trayectorias
muy generales ya que basta Unicamente con que las trayectorias espaciales sean
suficientemente suaves.

Conviene destacar que el aerodeslizador es diferencialmente plano para un amplio
conjunto de trayectorias, esto es, que conocido un subconjunto de las salidas (variables
planas) y sus derivadas hasta cierto orden, es posible invertir el sistema obteniendo asi
el conjunto de los estados asi como las entradas de control necesarias para seguir la
trayectoria. Véase (Fliess, Lévine, Martin & Rouchon, 1995) para una descripcion
exhaustiva de este concepto.

Algunas leyes de control hacen uso de esta propiedad en su disefio, como es el caso de
(Sira-Ramirez & Ibafiez, 2000). Estas leyes de control producen no obstante leyes de
control variantes en el tiempo.

En (Dumbar et al., 2003) se explota otra técnica de control que consiste en desacoplar el
sistema en dos sistemas no lineales en cascada. Dicha idea se apoya sobre la base del
trabajo previo de (Olfati-Saber, 2002). En dicho trabajo se afirma que es posible disefiar
la ley de control de modo tal que se satisfagan ciertas restricciones de saturacion.
Desafortunadamente no existen referencias posteriores que confirmen esta afirmacion.

En este capitulo se desarrolla una estrategia de desacoplamiento que, como en (Dumbar
et al., 2003), utiliza un desacoplamiento entre la posicion y la orientacion del vehiculo.
Ademas de demuestra la estabilidad asintotica global para cualquier trayectoria bien
definida. Finalmente se hard un andlisis detallado de la robustez del sistema mediante el
estudio de las perturbaciones y también del ruido en la medida.

5.1.1. Tipos de trayectoria

A continuacion se analiza la planitud diferencial del aerodeslizador con respecto a las
variables de posicion x e y. Para ello se considera el aerodeslizador cuyo modelo se
presenta en el Capitulo 2:

X=v,

y=v,
v.=Fcos(y)—dyv
§ oA, (5.1
v, =Fsin(y)-d,v,

y=r
r=t—dr

El aerodeslizador representado por (5.1) es un sistema no nolonémico de segundo
orden, de hecho haciendo uso de las ecuaciones para la velocidad se tiene que:

v.=Fcos(y)—d,yv
‘X ) (l//) u x (5'2)
v, =Fsin(y)-d,v,
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Y tras algunas manipulaciones algebraicas simples se llega a

(v, +d,v)sin(y) =, +d,v, )cos(y)

(5.3)
FP=(v,+dy,) +(\>y +d,v, )2
Que expresado en funcion de las coordenadas de posicion:
X+d x)sin(y)—(y+d, y)cos(y)=0
(X+d, x)sin(y) —(y +d,y)cos(y) (5.4)

Supéngase que se desea seguir una trayectoria parametrizada en el tiempo [x.(¢), y{(9)]",
entonces la restriccion (5.4) permite calcular el valor de w (¢) y F-

)__j}r +duj/’,
¥ +d X, (5.5
F=%(E +d,%) + (5, +d,5,)’

tan(y,

Figura 5.1. Posibles soluciones al seguimiento de una trayectoria. La misma trayectoria puede seguirse
hacia delante o hacia atras.

Las ecuaciones (5.5) presentan infinitas soluciones posibles para el valor de y;, y dos
soluciones para el valor de F,. De todas las soluciones posibles, las tnicas que verifican
simultaneamente (5.4) son las siguientes:

v, =arctan2(y, +d, y,,X +d x.)+nzx

5.6
F =(-1)' G +d,%) +(, +d,3,) G0

Donde 7 es cualquier nimero entero. La ecuacion (5.6) muestra que todas las soluciones
pueden agruparse en dos familias equivalentes, aquellas con n par representan al
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aerodeslizador “hacia delante” (La fuerza F, es positiva) mientras que las soluciones
con n impar representan al aerodeslizador moviéndose “hacia atras” (la fuerza F, es
negativa) como se muestra en la Figura 5.1.

Para simplificar las expresiones subsiguientes se definen las fuerzas de referencia en el
sistema inercial Fy, y F), del siguiente modo:

Err = -‘X;V + duxr (5 7)
F'yr = j}l’ + dllyl‘
Derivando entonces ;. se obtiene:
F F F —F F
r _y, _ iarctan =
dt dt F, F, +F,
. . (5-8)
. FXI‘ FVI‘ - F‘CVFyF FX" F:Yr - F;ir F;ir
r.= - - -
' F‘C"2+FZ\)"2 ' F‘cr2+Fivr2

Donde las derivadas de F,. y F,. pueden calcularse inmediatamente a partir de su
definicion:
F.:cr :x£3) +du‘5ér

F.'yl‘ = yi(‘3) +duj}r

F,=x"+d x®

u -r

(5.9)

_ ,® (3)
Fyr =), +duyr

De este modo si F, no se anula, la expresion (5.8) esta bien definida de modo que
finalmente se obtiene:

T =r+dr (5.10)

Conviene en este punto hacer una pequefia aclaracion sobre la notacion. A lo largo del
capitulo se habla de trayectoria para referirse a la trayectoria en el espacio de
configuraciones [x(¢).)(7), (¢)]", asimismo se habla de trayectoria espacial para referirse
solamente a las variables de posicion [x(£),(1)]".

El analisis anterior demuestra que en general es posible calcular el estado del sistema asi
como las entradas solamente con el conocimiento de la trayectoria espacial y sus
derivadas hasta cuarto orden. La planitud diferencial significa que el estado del sistema
(y en particular la orientacidn) es observable en la trayectoria a partir de las variables de
posicion.

Lema 5.1. Sea [x(7),(f)]" una trayectoria espacial cuatro veces derivable que verifica
(i) +d, 2(0)) +(3(@)+d,3()) #0 (5.11)

Fijado el signo de F, en cualquier instante de tiempo ¢, entonces el sistema (5.1) es
diferencialmente plano con respecto a las variables de posicion x, ¢ y en dicha
trayectoria.
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Demostracion: Puesto que la posicion es cuatro veces derivable, la expresion (5.9)
esta bien definida. Por otra parte, la condicion (5.11) garantiza que el denominador (5.8)
no se anula y por tanto las expresiones(5.6) y (5.10) también estan bien definidas.

De este modo todo 7, y 7. estdn univocamente determinados por la trayectoria espacial
[x(2)(£)] " . Por otra parte puesto que el F, no se anula, su signo permanece constante de
tal manera que la ecuacion (5.6) tiene solucion tUnica, de tal modo que w y F estan
univocamente determinados.

Si la trayectoria espacial es suficientemente suave y verifica (5.11), entonces el
aerodeslizador (2.8) es diferencialmente plano (observable) y al mismo tiempo es
controlable en torno a dicha trayectoria.

Para comprobarlo basta con darse cuenta de que la condicion (5.11) es la primera
condicion de controlabilidad en el entorno de una trayectoria del Teorema 2.2.

5.1.1.A. Trayectorias factibles

Puesto que las entradas de control del aerodeslizador estan limitadas, no todas las
posibles soluciones de (2.8) seran fisicamente realizables. Recordando la relacion entre
la fuerza de los motores y las sefiales de control se tiene que:

F=(F,+F,)/m
(5.12)
r=I(F,~F)/J

Invirtiendo estas relaciones:

(5.13)

La saturacion en la fuerza de los motores hace que las fuerzas de babor y estribor F, y
F estén limitadas superior e inferiormente de tal manera que Fj o C[-Umin,Umax]- Esto
justifica la siguiente definicion:

Definicion 5.1: Una trayectoria [x(),(?),u(f)] en el espacio de configuraciones es
factible si es solucion de (5.1) para F(¢) y 7«(f) y ademas para todo tiempo ¢ se cumple
que:
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ﬂ%mS§(mFa)+Jf”jSumx

“Unin < %(mF(t) - Jz-l(t)j < U ax

(5.14)

Definicion 5.2: Una trayectoria [x(¢),y(?), /()] es estrictamente factible si es factible y
ademas existe un ¢tal que:

—u . +&< %(mF(t)+JTT(t)) <u, —¢&

| S (5.15)
—u_. +& SEKmF(t)—Q) <u, —€&

Segtn las definiciones anteriores una trayectoria es factible cuando es posible recorrerla
usando las fuerzas disponibles. Una trayectoria factible puede estar al limite de lo que el
aerodeslizador puede hacer, por ello se define la trayectoria estrictamente factible.

En una trayectoria estrictamente factible el aerodeslizador no solamente puede recorrer

la trayectoria sino que ademas siempre existe un margen de actuacion ¢ en cada uno de
los actuadores.

El conjunto de fuerzas y momentos normalizados (F,7) permitidos por la relacion (5.14)
se muestran en la Figura 5.2. Una trayectoria no factible es aquella que abandona la
region de fuerzas disponibles. Una trayectoria factible es aquella que permanece en
dicha region aunque puede saturar los actuadores. Una trayectoria estrictamente factible
es aquella que permanece en el interior de la regidn sin tocar su frontera (sin saturar los
actuadores)

r_B+F,

m [t > U ]

R N i
= Uy FE / ) :::"'t\F =

e ™ Unin te

umin

[~tin> ~Uomin ]

Figura 5.2. Diagrama de fuerzas admisibles. Se muestran ejemplos de tres tipos de trayectorias: no
factible (rojo, factible (azul) y estrictamente factible (verde).
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5.1.1.B. Trayectorias bien definidas

Dada una trayectoria espacial [x(¢),(f)] © suave que verifica (5.11) siempre es posible
calcular y(¢) y de este modo obtener la trayectoria en el espacio de configuraciones
[x(0).(1), (1)] " de forma tnica. Ademas, también es posible calcular F'y 7 y verificar la
factibilidad de la trayectoria usando (5.14) o (5.15).

El problema fundamental ocurre cuando la trayectoria espacial [x(¢),y(f)] no es
suficientemente suave o viola (5.11), en este caso podria existir una trayectoria
[x(0)(£), (1)] T factible que sea compatible con la trayectoria espacial, sin embargo
(5.8) no puede usarse para verificarlo, y de hecho el problema se complica.

Para ilustrar la variedad de casos posibles conviene usar unos sencillos ejemplos:

Ejemplo 5.1: Supongase en primer lugar la siguiente trayectoria espacial:

at t<1
)= -d,(t-1)
) a£2t+e y J t>1 (5.16)

y()=0

Si <1 La trayectoria (5.16) es solucion de (5.1) con F=d,a y y=0 o bien para F=-d,a y
w=m/2. Esto es, el aerodeslizador avanza por el eje X manteniendo los motores con
fuerza constante. Durante este periodo es claro que =0.

Cuando 7>1 entonces la trayectoria (5.16) sigue siendo solucion de (5.1) pero ahora con
F=2d,ay y=0 o bien para F'=-2d,a y w=7/2. En cualquier caso 7 sigue siendo nulo. La
trayectoria espacial es solamente de clase C* ya que:

{0 t<1
¥(t) = (5.17)

aduefd“(’*l) t>1

Pese a que la derivada segunda es discontinua en =1, si se cumple que a<2u,/m
entonces la trayectoria es estrictamente factible. Conocido el signo de F en el instante
inicial (que indica si el aerodeslizador avanza o retrocede) la trayectoria queda
totalmente definida por su parte espacial. Entonces una trayectoria factible no tiene por
que ser cuatro veces derivable como se exige en Lema 5.1.

Ejemplo 5.2: Sea esta otra trayectoria espacial:

x(t) = _anf()) (1 —e )
) (“0) ( ) (5.18)
() =——(1-e*
d

u
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La trayectoria es suave C* pero F=0, lo que directamente viola la condicion (5.11). En
este caso (5.6) no aporta ninguna informacion acerca de la orientacion del sistema:

Osin(y)—0cos()=0

(5.19)
F*=0

Puesto que yA¢) queda libre, 7(¢) puede escogerse arbitrariamente de modo que verifique
(5.14) por lo que existen infinitas trayectorias factibles que recorren la misma
trayectoria espacial.

Ejemplo 5.3: Sea la siguiente trayectoria:

x(t) =sin(at)

(5.20)
y()=0
Se trata de una trayectoria oscilante en el eje X, si se utiliza (5.4) se obtiene:
a(d, cos(at)—sin(at))sin(y) =0
(5.21)

. (du cos(at)— sin(al‘))2

En los puntos donde F se anule (hay dos por periodo) un intento directo de aplicar (5.6)
fracasa. El motivo es que atan2(0,0) no estd bien definida, de este modo cuando F se
anula la ecuacion (5.6) tiene una discontinuidad.

Esta discontinuidad sin embargo es totalmente evitable ya que el salto es exactamente =
radianes de tal forma que recurriendo directamente a (5.4) las Unicas soluciones
continuas son:

v, =nr

F.=(-1)"a(d, cos(at)-sin(ar))

I3

(5.22)

Donde n es cualquier nimero entero. En este caso el problema se produce cuando el
aerodeslizador pasa de acelerar a frenar sin cambiar de orientacion. Ademas es claro que
para a pequeio la trayectoria es estrictamente factible.

Cuando F se anula se produce un cambio entre dos ramas de la solucion (5.6). La
trayectoria sigue siendo diferencialmente plana, sin embargo es necesario un analisis
adicional y consideraciones de continuidad para poder obtener el estado completo.

Ejemplo 5.4: Sea finalmente la siguiente trayectoria:

0 <1
x()=y -1
ae'™! t>1

y()=0

(5.23)

Es facil ver que (5.23) es una trayectoria espacial suave, de hecho es C”* ya que todas
las derivadas de la segunda rama de la funcidn x(7) se anulan en =1.
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Para <1 el aerodeslizador estd quieto en el origen. En este periodo de tiempo la
orientacién es totalmente arbitraria. Una posible trayectoria factible podria ser por
ejemplo mantener la orientacion constante y=c.

A partir de =1 el aerodeslizador avanza en la direccion positiva del eje X y cuando
t— entonces x—a. Calculando entonces la fuerza y la orientacion se tiene:

W =nrx

-1

1 5.24
F=(-1) a-* (a’u+ ! 2) 24

(t—1) (17 -1

Es facil ver que la fuerza es acotada de tal modo que tomando a suficientemente
pequetio la trayectoria sera factible. De esta forma, una posible trayectoria en el espacio
de configuracion que recorre la trayectoria espacial (5.24) podria ser la siguiente.

0 t<1
x(t)= -1
ae'™! t>1
y(t)=0 (5.25)
v(t)=c=nr

Lo que hace que este ejemplo sea realmente interesante es que no es posible encontrar
una trayectoria factible utilizando informacion local. Para poder calcular la trayectoria
factible en cualquier tiempo #<I es necesario utilizar informacion sobre la trayectoria en
1.

Conocer la trayectoria y todas sus derivadas en cualquier tiempo menor que =1 no sirve
para calcular la orientacidon inicial ¢. Ha sido necesario conocer el valor de la
trayectoria y sus dos primeras derivadas en el tiempo =1 para poder calcularlo.

Esto representa un problema a la hora de disefiar una ley de control por realimentacion
que solo disponga de informacion local sobre la trayectoria espacial que se desea seguir.

El problema esta en que una ley de control de estas caracteristicas solo utiliza las
medidas del estado y las derivadas de la trayectoria de referencia en un instante dado.
Sin embargo como se ha visto anteriormente para poder calcular una trayectoria factible
(esto es, una fuerza que aplicar al aerodeslizador) en general se necesita informacion
sobre el futuro a largo plazo.

Los ejemplos anteriores muestran que cualquier violacion de las condiciones del Lema
5.1 produce problemas de muy distinta naturaleza a la hora de calcular . En algunos
casos como los ejemplos 1 y 3 el problema puede solucionarse aplicando condiciones de
continuidad (se necesita un analisis local), en otros casos la asignacion de la orientacion
es arbitraria como ocurre en el ejemplo 4.2.

Finalmente existen casos que requieren un analisis global de toda la trayectoria espacial
en su conjunto para poder obtener una trayectoria factible como en el ejemplo 4.
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Para evitar esta variedad de posibilidades el andlisis se limita a un tipo especial de
trayectorias que no presenten dichos problemas. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 5.3: Una trayectoria espacial [x(¢),)(¢)] que sea solucion de (5.1) esta bien
definida si es estrictamente factible y ademas cumple las condiciones del Lema 5.1.

5.1.2. Definicion del problema

Una vez estudiado el tipo de trayectorias que resultan aceptables se plantea el problema
de control como sigue.

Sea el sistema dinamico (4.3) que se reescribe a continuacion

X=v,

y=v,

v =Fcos(w)—d v _+
N .(W) e P (5.26)
v, =Fsin(y)-d,v,+p,

y=r
r=t—dr+p,

Representando al aerodeslizador subactuado (5.1) en presencia de un vector de

perturbaciones acotadas p=[p., pyy, 21" que agrupa las perturbaciones del sistema y la
dindmica no modelada.

Y sean X=[x, y, vy, vy, ¥, r]T el vector de estados del sistema e y la salida del mismo,
incluyendo un error desconocido pero acotado en la medida n.

y=X+n (5.27)

Supongase que la perturbacién y su derivada estan acotadas, asi como el error en la
medida:

Pl < P

dap| _ .
< 5.28
dl’ H pmax ( )

Suptzo

Sup,

suptZO n” < nmax
Dada una trayectoria espacial bien definida X.=[x.(t),y(t)]", ésta define una trayectoria

de referencia Xr=[xr,yr,vxr,vyr,1//r,rr]T. El objetivo de este capitulo es hallar una ley de
realimentacion que utilice informacion local de la trayectoria espacial de la forma:

e 3 4

F:F(x,xe,xe,xe,xg),xg))
(5.29)

_ C % @ @

r=7(X X, X, X, X, x)
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De tal manera que para fyay , Ppyae Y Pmax Suficientemente pequefios la solucion de (5.26)
sometida a la ley de control (5.29) haga que:

| El error de seguimiento espacial e~=[x-x,,y-Vr, Vs-Vyr, vy_vy,]T sea global finalmente
acotado. Esto es, que la trayectoria del aerodeslizador converja a un entorno de la
trayectoria espacial deseada desde cualquier condicion inicial.

I Que partiendo de una condicidn inicial acotada las entradas de control F'y 7 sean
estrictamente factibles.

III  Siel error y las perturbaciones fuesen nulas el error de seguimiento tienda a cero.

5.2. Seguimiento de trayectoria

En este apartado se disefia una ley de control que cumple con las especificaciones del
apartado anterior. En primer lugar se da una explicacion del procedimiento de disefio sin
tener en cuenta perturbaciones ni ruido. A continuacion se hace un andlisis de la
factibilidad y estabilidad del sistema completo. Finalmente se analizara el efecto del
ruido y las perturbaciones sobre la ley de control.

5.2.1. Diseno del control

En este apartado primero se da dando una vision general del sistema para después
describir por separado el control de posicion y el control de orientacion.

5.2.1.A. Planteamiento general

Se comienza por analizar cualitativamente el problema de control del aerodeslizador. Si
se observa atentamente las dos ultimas ecuaciones de (5.1) se deduce que la orientacion
es directamente controlable por medio del momento 7, de este modo es posible llevar la
variable y a cualquier valor deseado .. El angulo y, es el valor que tendria la
orientacion en caso de que la misma se encontrara perfectamente controlada, no debe
confundirse con ;. que es la orientacidon necesaria para seguir exactamente la
trayectoria. En este caso el resto de variables serian:

X=v

y=v

oY (5.30)
v.=Fcos(y,)—d,yv,

v, =Fsin(y,)-d,v,

La actuacion sobre las velocidades v, y v, se llevaria a cabo por medio de las entradas F'
y .. Esto sugiere definir F, =Fcos(y.) y F,=Fsin(y.) como dos fuerzas de control
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virtuales e independientes, para asi controlar las velocidades y con ellas la posicion del
vehiculo.

Un esquema de dicho disefio de control se muestra en la Figura 5.3. El lazo externo
calcula los valores de Fy y F),. Esos valores se transformarian en valores de /'y la
referencia para la orientacion .. Finalmente el lazo interno intenta controlar la
orientacion para seguir asi las referencias del lazo externo.

X v,r
> Control de T F,
Control de w,w,w,| orientacién [ >
O posicion 7 Conversion
X X, X, X7, X, F
_ F F b
Referencia
Aerodeslizador

Figura 5.3. Esquema de control en cascada para el seguimiento de trayectoria.

5.2.1.B. Control de la posicién

A continuacion se plantea el lazo externo de control, para ello se definen las variables
de error espacial.

Sea X~[x.(t),y(t)]" una trayectoria espacial bien definida y sea vy, la derivada de x, y Vyr
la derivada de y,, entonces se definen las siguientes variables de error:

e, =xX—x,
e,=y=-Jy
g , (5.31)
eVX = VX _xr = VX _V)CV
€y =V ~7, =V, TV,
La dinamica de estas variables de error viene dada por:
éX = vx _vxr = eVX
e =v, —v _=e
ST . - (5.32)
e, =Fcos(w)-dyv —x =Fcos(y)—de, —dx —X
e, =Fsin(y)-dy -y =Fsiny)-de,—d,y -},
Si se substituye (5.7) en (5.32)se tiene:
é)( = eVX
e =e
oY (5.33)

éVX = F COS(W) - duevx - F;Cl"
e, =Fsin(y)-de, —F,
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Se definen entonces las variables . y F' como sigue:

F.=Fsin(y,) } w, =arctan 2(F,, F))

= (5.34)
F, =Fcos(y,) F=\F’+F]

La ecuacion (5.33) puede entonces reescribirse en términos de . y de unas variables de
eITor Zy y Zy

z, = F(cos(y)—cos(y,))

z, = F(sin(t//) — sin(z//c)) (533)
Para ello manipulando (5.33) se tiene:
éx = evx
éz% (5.36)
é, = F, cos(y,) +(F cos(y) - Feos(y,))~d,e, ~ F,
¢, = F,sin(y,) +(Fsin(y) - Fsin(y,))~d,e, ~ F,
Y sustituyendo (5.35) en (5.36) finalmente se obtiene:
er = vx
SN (5.37)

evx = _duevx +F’C _Err +Z)C
e,=—de,+F —-F_+z,

u - vh

Con el fin de estabilizar el sistema dinamico (5.37) se propone la siguiente ley de
control:

F =F_-sat(ke, +kpe, F) (5.38)

F,=F, —sat(ke, + ke, F)

vy
Donde sat;(Saf,) puede ser cualquier funcion de saturacion suave que limite el valor de
x al intervalo [-Fy,Fy] mientras k; y k, son dos constantes de control positivas.

Posteriormente se vera como es posible elegir la saturacion de tal modo que las senales
de control generadas sean siempre factibles.

Dicha ley de realimentaciéon convierte la dindmica (5.37) en un sistema no lineal estable
sometido a las perturbaciones z, y zy:
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ex = eVX

T (5.39)
e, =—sat, (klex +kye, ,F, ) —-de, +z, ’

e'vy = —sat, (kley + kzevy ,F ) - duevy +z,

La estabilidad de dicho sistema quedara de manifiesto en el analisis posterior.

Las perturbaciones z, y z, que tienen una sencilla interpretacion geométrica tal como
muestra la Figura 5.4.

Figura 5.4. Interpretacién geométrica de las variables z. El vector z representa la diferencia entre la
fuerza que se aplicaria si la orientacion fuese correcta y la fuerza que realmente se aplica.

Fy F, son las coordenadas de la fuerza que se quiere aplicar en el sistema de referencia
inercial para seguir una trayectoria dada. Por otro lado, la fuerza que realmente se aplica
en el aerodeslizador real es F=[4sen(y),Fcos(y)]". El vector z=[S,ss;]” representa
entonces la diferencia entre la fuerza que se aplica y la fuerza que se deberia aplicar
para controlar el vehiculo. Dicho vector puede acotarse de la siguiente forma:

2 2 . . 2
[2CF.p.p ) = F* (cos(y) —cos(p, )" + F* (sin(y) —sin(y,))’ =
=2F? =2F"*(cos(y)cos(y,) +sin(y)sin(y,)) = (5.40)
=2F" (1 —cos(y —1//0))
La interpretacion geométrica del resultado es muy simple, la ecuacion (5.40) indica que

el error cometido es menor cuanto menor sea la diferencia entre la orientacion real y la
orientacion de control.

5.2.1.C. Control de la orientacion



174 Capitulo 5 Seguimiento de trayectoria con entradas continuas

El objetivo del lazo interno es eliminar las variables z, para ello se disefia una ley de
control que haga que y converja hacia ¥, para ello de nuevo se introducen variables de
eITor €,y €

ey/ =l//_l//(

6, =r-v.=¢,
5.41

e =r—y, =t—dr+p -y, (>-41)

:T_drer _drl/./(_’_l/;C

De este modo definiendo:
T =dy, +y, (5.42)

Se obtiene la siguiente dindmica para el error en la orientacion:

e (5.43)
e =r—de —r, '

Llegado a este punto conviene hacer una pequeia observacion, la expresion para 7.
(5.42) guarda una gran similitud con la expresion (5.10) que permite calcular 7. En
general las derivadas de . deben calcularse a partir de la expresion (5.34) y dependeran
por tanto de la dindmica espacial a través de F y F). Sin embargo, en el caso de que el
error de seguimiento espacial fuese nulo, entonces en virtud de (5.38) F\.=F\,y F\=F).de
tal manera que W=y, y por tanto 7.=f,.

Finalmente con el fin de estabilizar la dindmica (5.43) se propone la siguiente ley de
control para 7 similar a (5.38):

T =1,—sat,(kse, +ke.,7,) (5.44)

De tal modo que la dindmica del sistema completo se transforma finalmente en:

eX = evx

e, =e,

evx = _Satl (klex + k2evx H E) ) - duevx + Zx

) (5.45)
e, =—sat (kley + kzevy Fy ) - duew +z,

e, =e,

e, =—sat,(ke, +k,e,,7,)—d,e,

5.2.2. Analisis de factibilidad

Un punto crucial en la aplicacion de la ley de control es verificar que las sefiales de
control disefiadas en el apartado anterior son factibles y por tanto pueden ser aplicadas
al sistema.
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Para ello en primer lugar es necesario dar una expresion explicita de la ley de control.
Esto conlleva el célculo de las derivadas de .. Ademas sera necesario hacer ciertas
consideraciones acerca de las funciones de saturacion sat; y sat,.

Una vez expandida la ley de control en funcion de las variables de error y las referencias
se verd como F'y 7 permanecen en un entorno local de F, y 7.

Llegados a este punto serd facil demostrar que bajo una correcta eleccion de las
constantes del controlador, las sefiales /'y 7 generadas siempre son factibles.

A continuacion se muestra de forma explicita el procedimiento de céalculo de la ley de
control (5.38) y (5.44). En primer lugar se calculan las fuerzas virtuales Fy y F).

F;c = Ev _Sat] (k]ex +kZe

VX 2

F,=F, —sat (ke,+k,e

£)

) (5.46)

vy
Estas fuerzas se utilizan para calcular F'y y, con las siguientes expresiones.

w. =arctan 2(F,, F))

‘ (5.47)
F=F’+F}

Un punto interesante a tener en cuenta es que la expresion para /. en (5.47) es
discontinua ya que cualquier definicion del arcotangente solo estd bien definida en un
intervalo de tamafio maximo 27. En el caso de la funcién atan2 esta discontinuidad se
encuentra en el semieje negativo del eje X como muestra la Figura 5.5.

Y
A
.\
X "
‘ N /_ o =atan2(y,,x;)
Ci a=-m+¢ a="? X

@ = atan2($, x,)

“B

Figura 5.5. Discontinuidad del arcotangente. En los puntos 4 y B la funcién atan2 esta definida y es
continua. Entre el punto C'y C” existe una discontinuidad evitable (puede evitarse sumando o restando
2 al pasar por el eje X) sin embargo en el punto D no existe ninguna forma coherente de definir el
arcotangente.
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Es importante destacar que la discontinuidad es evitable en todos los puntos excepto en
el origen (F=0) ya que si F#0 es siempre posible regularizar el d&ngulo mediante la
suma de 2nz manteniendo la continuidad de la funcién y de sus derivadas. De este
modo la sefial de control regularizada viene dada por la expresion:

y () =y ()+2nm

5.48
nl(y.) -y, (@))<x (549

Una implementacion practica simple de (5.48) puede llevarse a cabo mediante el
siguiente algoritmo:

o=y )~y (t—¢&)

) (5.49)
v (1) =y, (t — &) +arctan 2(sin(J), cos(0))
A continuacion se calculan las derivadas de orden superior de Fy, F, y F:
F;c = F;cr - Satl’ (klex + kZevx’ E) )((kl - k2du )evx + k2 (F COS(V/) - F;cr ))
F,=F, —sat/(ke, +ke,.F,)((k—kd,)e, +k, (Fsin(y)-F,))
F= £ F + i F, =cos(y,)F. +sin(y,)F
N N Y o o
F = F, —satlke, +ke,.F)((k ~kd,)e, +k (Fcosy)~F,)) —
—(k,—k,d,)sat|(ke, + ke, ,F,)(-d,e, +Fcos(y)—F,)- (5.50)

—kysat, (ke, +kye,,. Fy)(F cos(w)—rF sin(y) - F,, )

Fy = Fyr —satl"(kley +ke, ,F )((k1 ~kyd, e, +k, (FSin(l//)—Fyr))z _

woto
—(k, —kyd, ) sat| (kley +kye,,,F, ) (—duew +Fsin(y)—F, )
—kysat](ke, +kye,,. Fy, )(F sin(y)+rF cos(y) - F,, )

Es importante destacar que la derivada de F asi como las derivadas segundas de F, y F),
estan bien definidas aunque F sea nula. De hecho si las funciones de saturacion son C*
entonces las funciones F,, F, y F también lo son. Sin embargo no ocurre lo mismo con
las derivadas de y:

. EcFy—FxFy
7
© F’+F;
L (5.51)
. _EE-EF,_ FE-EF,
V.= g -
c F:C2+F;2 c F\:2+FV}2

Aunque dichas derivadas no estan definidas cuando F=0, es posible definir funciones g;
y g2 que si lo estan (de hecho son C” si las saturaciones son funciones suaves):
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gleZl/}d:FxF;_F;rFy
gz :F4Wd :FZ(F;F;_F’cFy)_zelr/./d(F'xF;c_FyFy)

(5.52)
=F (FxFy _F:cFy)_z(Eny _Fva)(Efo _EVF;)

Finalmente los valores de dichas variables se utilizan para calcular 7, los errores de
orientacion y la sefial de control 7.

r=dy. 4,

T=1,-sat, (k3ew +k,e. = (5.53)

%)
=7, —sat, (k3 (l//_l//c)+k4 (V_Wc)az'o)
Para poder continuar con el andlisis es necesario establecer algunas propiedades de las

funciones de saturacion. En primer lugar resulta interesante que la funcidon de saturacion
sat; sea pequefia asi como sus derivadas:

—F, <sat, (x,FO) <F,
0<sat}(x,F,)<¢F,
Y (5.54)
‘sat1 (x,FO)‘ <qF,
‘satf” (x,FO)‘ <ok,

Donde Fy es una variable de nuestra eleccion y ¢; y ¢ dos constantes positivas. Una
posible eleccion de la funcién de saturacion que cumple con todas las propiedades
anteriores para c;=1, ;=2 y ¢3=6 es la siguiente:

sat,(x, F,) = F, tanh(x)
sat, (x,F,)=F, (1 - tanh(x)2 ) =0<sat/ (x)<F

(5.55)

sat, (x,F,) = 2F, tanh (x)(l ~tanh (x)’ ) = |sat" (x, F,)| < 2F,

(—2(1 —tanh (x)2 )2 —4tanh (x)2 (1 — tanh(x)2 ))

‘satlm (x,FO)‘ =F,

<6F,

En cuanto a la funcién de saturacion sat, lo unica condicién que se impone es que el
valor de dicha funcidn sea acotado por 7 y que su primera derivada sea acotada por cy:

-7, <sat,(x,7,) <7,
0 '2 0 0 (5.56)
0<sat, (x,7,)<c,

De este modo una eleccién posible de dicha saturacion con c,~=1 es:
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sat,(x,7,) =7, tanh (ij
T,
0 2 (5.57)
sat, (x,7,) =1—tanh [i] = 0<sat, (x)<1
Ty

Llegados a este punto es posible hacer consideraciones sobre la factibilidad de la ley de
control. El siguiente teorema lo analiza con rigor.

Teorema 5.1. Dada una trayectoria espacial bien definida X(¢) y fijado el valor de las
constantes k;, k», k3 y ks y asi como una constante positiva M. Si las
velocidades iniciales son acotadas por M (|[v.(0)[,/vy(0)|,|r(0)|<M), entonces
siempre es posible elegir las constantes Fy y 7 de tal forma que la ley de
control (5.46)-(5.53) aplicada al sistema (5.1) produzca sefiales de control F
y 7 factibles.

Demostracion: En primer lugar puesto que la trayectoria es factible existe un valor
Fax tal que F,<F, para todo tiempo ¢.

Por otra parte, puesto que las derivadas parciales de F respecto a F y F, son acotadas el
valor de F' se encuentra en un intervalo alrededor del valor de referencia F’, ya que:

F=\F}+F}=[F+F, F (F, —Fﬂ)+6—F (F,-F,)=
OF . OF v
Y= YIF,=¢&,
: (5.58)
-F F (FX—FW)+8—F (F,-F,)=F-f,
OF, |, _ ’ oF v
Y1F.=4 y Fy:.fz
Calculando entonces las derivadas parciales se tiene que:
oF F
= =cos(y,)
OF  \|F’+F’
(5.59)
oF F, .
T )
v (]
De este modo usando la cota de sat; se tiene que:
/1] < |cos(y, +si <2F, (5.60)
Esto significa que a lo largo de la trayectoria se cumple que:
|F,()|-2F, <|F(0)| <|F,(t)|+2F, (5.61)

Definiendo entonces las siguientes funciones:
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: (5.62)

Si se toma la derivada temporal de las mismas a lo largo de la trayectoria (derivada de
Lie) se tiene:
W =—e, (d,e, —Fcos(y)-F,)

u-vx

<—feul(d, e -|FI-IF )
<—fe,|(d, Je.| ~2F. ~2F,) (569
W, <=le,|(d, ey |-2F —2F)

Esto implica que tomando Fy<Fuuy, 1 |en[>4F uq/d, entonces w; disminuye (y por tanto
también lo hace |e,|). De este modo si |e,(0)|<4F,./d, entonces e,, nunca podra
abandonar la region |e,.|<4F,../d, ya que la derivada w, no es creciente en el borde de la
misma.

Por otra parte si |e,(0)| >4F,.../d,, entonces |e,| disminuye en la frontera |e,,| =|e,x(0)| y
por tanto no puede hacerse mayor que |e,.(0)| en ningln tiempo ¢. La misma conclusién
puede obtenerse para e,, de tal manera que ambos errores sean acotados por una cierta
constante:

e, (1)

e,.(0)

e, (0)

b b

evy(t)‘ﬁmax( ,41; m“"jzmax(M, 41; m*‘XJ:M’ (5.64)

u u

Observando la expresion (5.50) es inmediato comprobar que las derivadas de Fy y F),

son entonces acotadas, ya que las derivadas de F, y F), también lo son. Esto implica en
particular que la derivada de F' también es acotada ya que:

+ ‘sin(t//c)F’y‘ <|F

X

|F|<[costv)F,

+ \Fy\ (5.65)

A partir de (5.50) y las cotas obtenidas, F\, F,, y sus derivadas pueden expresarse de la
siguiente forma:

F.=F,+f,

B=fnt ]y (5.66)
F=F,+f, '
F =F,+ [

Donde las funciones f; con i=1..4 son acotadas debido a la cota de sat;’, y e,y, ey

f|<F
f5| SFo((kl _kzdu)M""kz (2Fmax +F())):CSFO

£
If,

b

(5.67)

b
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Para una cierta constante positiva c¢s. Del mismo modo es posible proceder con el resto
de derivadas, solo que en este caso los términos que contengan » no pueden acotarse
todavia:

F =F
B e (5.68)
E=F, +f
Donde:
|f‘6||j‘7| < E)052 +E) (|k1 _k2d11|(duM’+2Fmax +E)))
+k2FO(Fr +2(cs +[r|) F, +|r|(F, +2F,) + F, +f5) (5.69)

<F, (06 +c, |r|)

Para ciertas constantes positivas ¢s y ¢7. La funciéon g; es continua y derivable con
respecto a Fy, F), y sus primeras derivadas, de este modo usando el teorema del valor
medio existen unos & tales que:

agl agl agl agl
= + + +—= +—= 5.70
& =8lo o Lt op S ar S g e (>.70)

Vo NFGE B )66 6 )

Ahora bien, todas las derivadas parciales de g; son acotadas (puesto que lo son F, F) y
sus derivadas), sea la constante cs la cota de dichas derivadas, se tiene entonces que:

g =Fy, + f 5.71)
Al e (Al A AT A S 6 (2+2¢) Fy
Y por tanto:
o=, s Lo =
=y, +, [FF;F}FL= (5.72)
=y, +/,

Puesto que la trayectoria esta bien definida entonces existe un F,;, positivo |[F(¢)|>Fin y
por tanto escogiendo Fy<F,;, el denominador no se anula, Entonces acotando
inferiormente |F| por F,;,-2F):

—flzy'r(fl+21‘7r)+c8(2+2c5)1’?0< ¢ F,

F2 _(F —2E))2

min

FAE (5.73)

Por otra parte las derivadas parciales de g, también pueden acotarse, solo que ahora las
derivadas que multiplican a f7 y fs son acotadas por una constante mientras que las que
multiplican a f, f>, f4 y fs son acotadas por c;st+c;|r|. De este modo existen constates
c11y ¢ tales que:
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g, = Fr4‘/)d + /o

5.74
|f10|£(012+cl3|’/|)E) ( :

Y finalmente:

. .. F L W (F-F)+ .
i=, s ( = ) Sy, + £,
o (5.75)
|f |<(Cl4+CIS|r|)E)
11| — (F _2%)4

min

Después de este laborioso calculo es posible acotar la sefial de control 7

r= erc +!/70 _SatZ (k3e|// + k4er’z-0) =
=dy, +y, +(drf10 + 11)—satz(k3ey, +k,e ,7,)
=T, +(drf10 + 11)—Sat2(k3ey/ +kye ,7,)

:Tr +fi2

(5.76)

Donde:

F,+7, (5.77)

Para terminar el analisis es necesario comprobar que 7 es acotado, para ello se define la
siguiente funcion:

W= (5.78)

De nuevo tomando la derivada temporal:

Wy =—r(dr-t)<-d, |r|[|r|—dij (5.79)

r

Usando ahora la cota (5.77) y teniendo en cuenta que 7, es acotado por 7,

(-5

(5.80)
d r| 1— cl7 | |_ Cl6 + 7 max +To
’ d (F,, —2F) (F,, —2FO)4 d,

min min

W, < —d

r

Si se escoge entonces Fj de tal manera que c17F0<(1-t9)d,(Fm,~,1-2F0)4 para 0<&<1
entonces:
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Yo, S—dr|r|[o9|r|—(l—6’)ci+rma"—wj (5.81)
o d

I

Y de este modo, el mismo razonamiento que en (5.64) conlleva que r es acotado:

106 Tt | gy (5.82)
0 ¢, do

|r(1)], < max Ur(O)

Por consiguiente existe una constante positiva c;g tal que:

F,
|ﬁl|S(F:n:li—20F;))4+To (583)
F
1
4—-———\“
"
F,z)." \ 2eFy o
= (Fmin - 2FE) )4 '

Figura 5.6. Factibilidad de las sefiales de control. Una correcta eleccion de las saturaciones garantiza que
la sefial de control generada siempre sera factible en trayectorias bien definidas. Ya que un instante dado
la distancia entre F'y F, asi como 7y 7z, estan acotados.

Establecidas las cotas de la sefial de control es claro graficamente (ver Figura 5.6) que si
Fyy 7 son suficientemente pequeias entonces las sefiales de control seran factibles ya
que se mueven en un entorno local de una sefial estrictamente factible. Para comprobar

esto analiticamente se procede como sigue:

La expresion para las fuerzas u;, i=1,2 es:
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u <u, —et| 2mi—2% | yo (5.84)
I(Fmin_zE))

u,>—u_ +&—|2m+ S - |F, -7,
Z(Fmin_zE))

La expresion que multiplica a Fy en (5.84) es continua en F;=0, de este modo existe un
otal que si Fy<o entonces el producto de dicha expresion por Fy se hace menor que &2.
De este modo tomando 7<&2 y Fy<min(O,Fin,Fma), la cota (5.84) es valida,
obteniendo finalmente:

u,<u,, —E+—+—=u_.
E &
u, =-u,_. +8—E—E:—umin (5.85)
_umm S ui S umax

Como se queria demostrar =

El significado del teorema es simple, si la trayectoria esta bien definida y la condicion
inicial es acotada (al menos en velocidad), eligiendo las Fjy y 7 adecuadamente, las
sefales F'y 7seran siempre factibles. Esto se muestra en la Figura 5.6.

Corolario: Si Fj y 7y se eligen considerando condiciones iniciales nulas y se aumentan
las cotas M; y M, en una cantidad finita ¢, y ademas se aplican fuerzas y momentos
restringidos a la region factible, entonces las sefales F'y 7 solo podran exceder las
saturaciones durante un tiempo finito 7(||ey||). Siendo 7 una funcion de clase K respecto
de ||e(0)||. Transcurrido dicho tiempo se aplican las condiciones del teorema anterior.

Demostracion: Sean las funciones w;,w, y w; las definidas previamente. Puesto que se
aplican las sefales de control restringidas a la region factible entonces |F(f)|<Fuax ¥
|7 |<7max - Tomando las derivadas temporales de estas funciones se tiene que:

Wl <= evx (du evx _2Fmax)
W, <—le, |(d, |ey| 2 ) (5.86)
Wy <—d, r|[|r|—%}

De este modo |e.| y |e,| decrecen si son mayores que 2F,./d,. De hecho el
decrecimiento es exponencial. Luego existe un 7, que dependera de forma creciente y
continua de la condicidn inicial, tal que para ¢ > 7T, entonces |e,|< M+¢. Siendo M el
resultado de aplicar (5.64) con K=0.
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Del mismo modo existe un 7> tal que para t > T, |r|[<M+0o, donde M es el resultado de
aplicar (5.82) con |r(0)|=0. Por tanto para >T=max(T,,T,) el razonamiento del teorema
anterior es aplicable =

Lo que afirma el corolario es que en cualquier caso, para un valor dado de 7y y 7 si las
velocidades iniciales fueran muy grandes se podria saturar la sefal de control
unicamente en los instantes iniciales.

Puesto que las velocidades son global y finalmente acotadas para cualquier condicién
inicial, esta saturaciéon de las sefiales de control desapareceria en un tiempo finito,
transcurrido el cual las sefales de control nunca volverian a saturarse.

5.2.3. Estabilidad del sistema

Como se ha visto en el apartado anterior una eleccién correcta de Fy y 7) permite
garantizar que las sefiales de control son factibles. A continuacion se muestra que el
sistema resultante en lazo cerrado es global y asintdticamente estable.

Para el andlisis de la estabilidad serd de gran ayuda analizar en primer lugar el siguiente
sistema auxiliar:

X, =X
b (5.87)
x, =—cx, —sat (kx, +kx, )+ p

Teorema 5.2. Sea el sistema dindmico (5.87) donde, c, k; y k2 son constantes positivas
p es una perturbacion acotada |p|<aM siendo o<1 la constante positiva
definida por

Y sea saf(x) cualquier funcion de saturacién monotona creciente que cumpla:

. 2k, c
o =min| ——————,1 (5.88)

sat(0)=0
lim sat(x)=+M

X—>to0

(5.89)

Entonces el sistema (5.87) es ISS respecto de p, esto es, existe una funcion £ de clase
KL y una funcion yde clase K tales que:

|p(0)| < aM <M = x| < B(]|x(t)

Jt—ty)+ 7/[sup { p(r)|}j (5.90)

ty<t<t

Demostracion: Es necesario considerar tres casos, dependiendo de que k; sea mayor,
menor o igual a ck,:
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Caso a: k;>ck;: Definiendo la siguiente funcién de Lyapunov:

kyxy +kyxy 2
V= sar(s)dﬁ(kl—ckz)%2 (5.91)

0

El segundo término es claramente no negativo puesto que k;/>ck,. Por otra parte la
integral de una funcion de saturacion es definida positiva ya que si s es positivo saf(s)
también lo es (puesto que saf es una funcidon mondtona creciente y sat(0)=0) y del
mismo modo si s es negativo, sat(s) es también negativo por lo que se tiene (5.92).

j‘|sat(s)|ds >0 six>0

N 0

J-sat(s)ds =40 si x=0 (5.92)
0 0
I |sat(s)|ds >0 si x<0

-y

Por tanto V; es definida positiva ya que es no negativa y ademas si ;=0 esto implica
que x,=0 y que k;x,+kox,= 0 y dado que k; no es nula entonces x;=0. Por tanto V; solo se
anula en el origen. Ademas la funcion V; es radialmente no acotada ya que:

lim |sat(x)| =M = _jiosat(s)ds =00 (5.93)
0

x—>*oo

De este modo cuando ||x||*=x,+x,’ tiende a infinito entonces, o bien x,’ no es acotado y
por tanto ¥; diverge o bien x,° es acotado y entonces x; tiende a infinito, y por tanto
kix +kox, también tiende a infinito de modo que V; diverge. En cualquier caso:

lim V(X) = oo (5.94)

x>
Tomando entonces la derivada de V/; a lo largo de la trayectoria se tiene:
V. =sat (kyx, +kyx, )((kl —ck, ) x, —k,sat (kx, + k,x, )+ kzp) +

+(k] —ckz)x2 (—cx2 —sat(klxl +k2x2)+ p) = (5.95)
=—k,sat (k,x, +kzx2)(sat(k1x1 +k2x2)—p)—(k1 —ck,)x, (cx, — p)

A la vista de la expresion anterior es claro que si p es nulo entonces la derivada de V; es
definida negativa y por tanto el sistema seria global y asintéticamente estable.

Definiendo entonces z=sat(kx;+kzx2) se tiene que:

V= —k,z(z—p)—(k, —ck,)x, (cx, — p) (5.96)
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La expresion (5.96) es una expresion cuadratica en x; y z, puesto que los términos de
segundo orden son negativos es claro que la derivada de V; serd negativa si z y x, son
suficientemente grandes. Para un p dado la region en la que V; puede crecer esta
limitada por una elipse en coordenadas x; y z correspondiente a la siguiente ecuacion:

kyz(z—p)+(k —ck,)x,(cx,— p)=0 (5.97)

El méaximo valor que puede tomar z en dicha region se puede calcular anulando la
derivada de z con respecto a x, en la ecuacidon (5.97). Derivando implicitamente se
obtiene lo siguiente:

(—2z+p)kzj—z+(kl—ckz)(—2cx2+p) =0
x2 Z=Zmax
(k, —ck, )(—2cx, + p) . =0 (5.98)
_r
Yole, T 2¢

De tal manera que el valor maximo de z resulta ser:

2
kzz(z—p)—i-(kl—ckz)%:o

I+ /L
ck, 5
=——p=a p (5.99)

Zmax 2
|z| <a’ |p| <a'aM =M

Del mismo modo es facil comprobar que el maximo valor que toma x; en (5.97) es:

1+ k
k, —ck,

2c

|x2|S |p|:b|p| (5.100)

Donde b es una constante positiva. Puesto que z es menor que M entornes la siguiente
region esta bien definida y en el exterior de la misma la derivada de V; es negativa:

Q= {(xl,xz) : sat(|klx] +k2x2|) <a’ |p

2

x| <b|pl} (5.101)

Como V; es radialmente no acotada entonces existe una curva de nivel de V;=V,,, que
encierra la region (2. Esta curva de nivel de V; es una region de atraccion ya que en el
exterior V; decrece y una vez en el interior las trayectorias no pueden salir ya que la
derivada de V; es negativa en la frontera. La Figura 5.7 muestra un diagrama de estas
regiones.
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Por la continuidad de la funcion de saturacion la region €2 puede hacerse tan pequetia
como se quiera si p—0, de tal modo que V,,,,—>0 cuando |p|—0, y por tanto existe una
funcion y; de clase K, y una funcion f; de clase KL tal que:

|| < p,, <aM = |x(@)|< B, (| x(0)

1=1,)+7(P,) (5.102)
Caso b: k;<ck,: En este caso se define la siguiente funcion de Lyapunov:

v, - (Ckzz_kl ) . +%(cxl _x) (5.103)

V.<0

<

4 :mgx{Vl}

Figura 5.7. La region V=V, delimita una region de atraccion del sistema. Esto es claro ya que dicha
curva de nivel encierra completamente la region donde la derivada de V; es positiva.

El segundo término de (5.103) es claramente no negativo puesto que ck, >k; por tanto
define una funcién de Lyapunov cuadratica y definida positiva. Tomando la derivada
respecto al tiempo de dicha funcion:

V,=—c(ck,—k)x; —c(kx, +k2x2)(sat(k,x1 +k2x2)—p) (5.104)

Si p fuese cero entonces la derivada de V, seria definida negativa y por tanto el sistema
seria global asintoticamente estable. Definiendo ahora z,= k;x;+kax2:

v, <—c(ck, —k ) x; —cz,sat(z,)+cz,p (5.105)

Es claro que si |zo]>sat” (|p|) entonces V> decrece sea cual sea el valor de x, (la funcion
inversa de saturacion esta bien definida ya que |p|<M):
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sat(|22|) >|p| = V2 < —c(ck2 —k])xz2 —czzsat(zz)—c|zz||p| <
< —c(ck2 —kl)x§ —c|zZHsat(z2 )‘—c|zz||p| < (5.106)
<=c|z|[p|-c|=[|p|=0

Por otra parte si z, es menor o igual que sat”’ (Ip|) entonces se tiene:

|Zz| > sat”! (|p|) =V, < —c(ck, —k,)x; —cz,sat(z,)—cz,p
< —c(ck, —k ) x; —c|z,||p| < (5.107)
< —c((ck2 —kl)xz2 —sat™ (|p|)|p|)

Que es claramente negativo siempre y cuando se cumpla que:

-1
|x2|2 S sat (|p|)|p|
(ck2 —kl)

).

(5.108)

sat” (|p|)|p]

QZ = (Xl,xz) : |k1x1 +k2x2| = Sat_l (|p (Ck —k )
2 1

x| < (5.109)

Por tanto V' es decreciente fuera de la region acotada (2, y esta region puede hacerse tan
pequeia como se quiera cuando p—0. Segun el mismo razonamiento del caso anterior,
existe una funcion y; de clase K y una funcion £ de clase KL tal que:

9| < p,, <M =|x@)||< B, (|t =1,)+ 7, (p,) (5.110)

Caso c: k;=ck, En este caso las funciones de Lyapunov planteadas anteriormente
fracasan. Al hacer que k;=ck, entonces la derivada de la funcion de Lyapunov V; deja
de ser definida negativa. En el caso de la funcion V', lo que ocurre es que dicha funcion
deja de ser definida positiva.

Podria parecer entonces que en este caso se pierde la estabilidad o aumenta la
sensibilidad a la perturbacion (como parece sugerir (5.108) y (5.100)). Nada mas lejos
de la realidad, esto es solamente un efecto secundario de eleccion concreta de las
funciones de Lyapunov.

Para analizar que ocurre en este caso se define la variable z3=c;x,+k,, entonces:

zy = cx, —x, —sat(kx, + kyx,)+ p = (5.111)
= —sat(ck,x, + k,x,)+ p =—sat(k,z,)+ p .

Tomando V3=z5°/2 como funcién de Lyapunov para (5.111) se tiene que:

2
v, =%3:> V, =z, (sat(k,z,) - p) < -|z| (jsat(k,z,)| -| p|) (5.112)
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Si |p|<M entonces esta funcion sera decreciente siempre y cuando zs>sat”’ (Ip))/k:> de tal
forma que existe una funcién f; de clase K tal que:

-1
Sat (pﬂl) (5‘113)

2

1| < p,, <M = |z,0)| < By (|2,(0)] .t =1, ) +

Una vez probado que z; es global finalmente acotado puede analizarse el
comportamiento de x;:
X, =—cx, +z, (5.114)

Es obvio a partir de (5.114) que x; es ISS respecto a z3, de hecho tomando como funcién
de Lyapunov x,%/2 se tiene que:

2
Vo= 7, = (3= p) <] 1) 6.115)

Que es decreciente si |x;[>|p|. De este modo existe una funcion f; tal que:

%, ()] < B, (|x,(0)

,t—t,)+ sup {|z(7)} (5.116)

ty<t<t

Puesto que x es ISS con respecto a z con {x)=x y ademads z es global finalmente acotada
por y3(p) se tiene que x es ISS respecto a p (ver (Khalil, 2002)):

||X(t)||2 =X/ +x;, =x; +(z—cx, )2 <

1 2 1 1 2
S(ﬁ4+—sat (pm)] +[cﬁ4+csat (p,) | sat (p'")J < (5.117)
kZ kZ kZ

£ﬂ5+(1+(1+c)2)[w]2

k2

Por tanto:

|P|< p, <M =[x < B, (|x,)

Como se queria demostrar =

,t—t0)+./1+(1+c)2%(p"’) (5.118)

2

El resultado anterior se entender desde un punto de vista intuitivo. Esencialmente afirma
que un sistema de la forma (5.87) es estable siempre y cuando la perturbacion sea
suficientemente pequefia en relacion con el maximo de la funcion de saturacion elegida.
La aplicacion de este resultado al sistema (5.45) es inmediata.

Teorema 5.3. Dada una trayectoria espacial bien definida [x.(r),y(f)]" y su trayectoria
factible asociada Xr=[xr,yr,vxr,vyr,l//,,rr]T, existen unas constantes Fy, 7, kj,
ko, k3, v k4 tales que la trayectoria X(¢) solucion del sistema (5.1) bajo la
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accion de control (5.46)-(5.53) restringida al intervalo factible Fj.C[-
Umin,Umax| converge global y asintoticamente a la trayectoria deseada X,.

Demostracion: De acuerdo con el Teorema 5.1 y su corolario, para cualquier
condicién inicial acotada y fijado el valor de k;, k», k3 y k4 es posible elegir las
constantes Fy y 7 de tal forma que las sefiales de control 'y 7 sean factibles
transcurrido un tiempo 7 (que es una funcion de clase K respecto de la condicion
inicial).

En el intervalo [0,7] la ley de control (5.46)-(5.53) produce entradas que pueden no ser
factibles. De este modo las fuerzas que se aplicaran al aerodeslizador seran una
saturacion de las mismas tal que no obedece a la dindmica del error (5.45). No obstante
las soluciones de (5.1) son acotadas ya que, en virtud de (5.86), las velocidades son
acotadas por M=max(|ex(0)|, e,(0)|,4F na/d,). De este modo para 0<¢<T:

le@)] < e[+ mT (5.119)

Una vez transcurrido el tiempo 7' las sefiales de control serdn factibles. Aplicandolas al
sistema (5.1) se obtiene la dinamica del error (5.45). Observando las dos ultimas
ecuaciones de dicho sistema:

e =e
v (5.120)
e, =—sat,(ke, +k,e,,7,)—d,e,

El sistema anterior cumple con las condiciones del Teorema 5.2 de tal modo que e, y e,
tienden a cero cuando r—. De este modo existe un 7> >7 (que es una funcion de clase
K respecto de la condicion inicial) tal que:

aF,

V2(F,, +2F)

(5.121)

3

0> T, ([e()]) = e, (0)

e, (0)| <e<

Donde « es la constante positiva dada por (5.88). Por lo que la dindmica de e, sera:

e =v
o (5.122)
e, =—sat, (kle)C +k,e, ,F, ) —-de, +z,

Esta dinamica cumple las condiciones del Teorema 5.1 siempre que |zy/<aF) esto es,
siempre que £>7> ya que de acuerdo con (5.40):

ZX

2

2| <2 =2F (1-cos(y —y,)) <V2(F,, +2F,)|e, | <
<V2(F,,. +2F,)e<aF,

max

(5.123)

Por otra parte, en el intervalo [7, 73] la solucion de (5.1) se mantiene acotada (ya que la
velocidad se encuentra restringida en virtud de (4.12)) y para 7<t<T,
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e < e+ MT, <[le(o)]|+ MT (Je()])+ MT, (Je(D)) <

<o+ (7o)« 7 e+ 7 (o)) = (ool
Siendo yuna funcién de clase K. De este modo para T 5(5.90) implica que:
e (1)],|e. ()] < ﬂ(;/(||e(0)| ) ,t—T) +7, ((Fpu +2F, ) €) (5.125)
Con lo que existira otro T5>T' tal que:
t> T, ([e)]) = le,(0)].]e,. ()] < 27, ((Foux +2F, ) €) (5.126)

Repitiendo entonces el mismo razonamiento con e, y e,, se tiene finalmente que existe
un 73 tal que:

<

t>T,=|x-x,

e, (O] +]e, (D) +[e, )] +|e, )] +|e, O] +|e. ()] <
<8y, ((F, +2FO)8)+28

max

(5.127)

Y puesto que ¢ puede hacerse arbitrariamente pequeiio tomando 73 suficientemente
grande se concluye que:

lim||x—x, =0 (5.128)

[—

Y por tanto la trayectoria converge hacia la referencia =

5.2.4. Efecto del ruido y las perturbaciones

La ley de control del apartado anterior se ha disefiado asumiendo un conocimiento
perfecto del estado del sistema y la ausencia de perturbaciones. Sin embargo en el
sistema real existen perturbaciones que afectan al estado asi como ruido en la medida
del mismo.

El analisis del efecto de estos dos factores se llevara a cabo incrementalmente, en
primer lugar se introducira las perturbaciones en la entrada, en segundo lugar se
analizara el efecto del ruido en la medida. Finalmente se extenderan los resultados de
estabilidad y factibilidad alcanzados anteriormente.

5.2.4.A. Efecto de las perturbaciones

Bajo el efecto de las perturbaciones de entrada, el sistema (5.1) se convierte en el
sistema (5.26), de este modo recalculando la dindmica de las variables de error espacial
resulta:
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e =v
e =v
_; (5.129)
=Fcos(w)—de, —F. +p,
e'vy = F'sin(y) —duevy — Fy’_ +p,,
Repitiendo entonces los célculos (5.34)-(5.39) se obtiene lo siguiente:
e =v
e, =v,
e, =—sat, (ke +kpe, F)—de, +z +p, (5.130)
e, =—sat, (ke +he,, F, ) de,+z,+p,
Donde:
=(Fcos(y)—F,cos(y,)
( ) (5.131)

z, = (F sin(y) - F, sm(y/C))

Con lo que el efecto de la perturbacion sobre la dindmica del error de posicion es muy
simple, ya que aparece como unas perturbaciones adicionales p,. y p,, que se suman a
las ya existentes z, y z,.

Antes de analizar el efecto del error de orientacidon conviene verificar que la dindmica
(5.130) sigue produciendo velocidades acotadas, para ello usando las funciones w; y w>
del Teorema 5.2:

W, =—e duevx—Fcos(l//)—E(,."'va)
<-le,|(d, IFI ~ P
elidle - —2Fo—pmax) (5.132)
<— ew\(d €|~ 2F e =2F) = Py

Es entonces claro que eligiendo F<F,,, estas funciones son decrecientes siempre que la
velocidad sea mayor que (4FutPmax)/dy, de tal manera que para unas condiciones
iniciales acotadas existe una constante M’ tal que:

VX VX > evy

4F
,evy(z)\émax[e %}M (5.133)

u

El efecto sobre la dindmica del error de orientacion es sin embargo mas complejo, ya
que la presencia de la perturbacion afecta a las derivadas de .. Si se calcula por
ejemplo la derivada de F,, F}, y F a lo largo de la trayectoria se obtiene:
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F.=F, —sat/(ke +ke,,F )((k1 —kyd, )e, +k,(Fcos(y)-F, +pvx))

—sat|(ke, +ke, . F))k,p, =F, p=0+h1

vx?

F,=F,

+h,
p=0 (5.134)

,+oos(y ) +sin(y )y = |+
sz)pmax
|h3| < chkZE)pmax

El mismo andlisis puede llevarse a cabo con las derivadas de orden superior, de este
modo:

F =F, —sat(ke, +ke,.F)((k —kd,)e, +k,(Fcos(y)-F, + pvx))2 _
—(k, —k,d,)sat|(ke, + ke, F,)(-d,e,+Fcos(w)—F, +p,)-

vx 2

—k,sat) (ke +kye, F, )(cos(l//)(l’*'“‘p=0 +h3)_

VX2

r =O+hl+pvx):

vx 2

i pzo—(kl—kzdu)sat (ke +k,e F)p

(5.135)
_Satl”(klex +kZevx>E))( 2pvx + 2k2pvx ((k k du )evx + kZ (FCOS(I//) _F;cr )))
—kysat (ke +kye,., F,)(cos(w)h +h+p, )=
= Fx -0 +h,
F"jV = F.;"p:() + hs
Donde las funciones 44y A5 se pueden acotar de la siguiente manera:
|h4|Sc2 (k2pvx+2k2 pvx ( 1 +2k2E)))+
+ClE)( 1 2%u pvx +(|h3|+|hl|+pvx )) (5 136)

2 .
< E) (Cl‘)pmax + C20pmax + Clemax )

2 .
|h5| < E) (Cl9pmax + €20 Prmax + Clemax)

De este modo las derivadas segundas de F y F), se ven afectadas no solamente por el
valor de la perturbacion en el tiempo ¢ sino también por el valor de su derivada. Bajo
estas condiciones es posible calcular el valor de las derivadas de y,. como se hizo en el
Teorema 5.2:

agl h +ag1 h

) .
(E”E‘,,F‘.,F),)Z(fpgz»f;»&)

g =8+ (5.137)

Ahora bien, todas las derivadas parciales de g; son acotadas (puesto que lo son F, F)y
sus derivadas), sea c,; la cota de estas derivadas, se tiene entonces que:



194 Capitulo 5 Seguimiento de trayectoria con entradas continuas

g =Fv, +h
1 e (5.138)
|h6| < 022 (|hl|+|h2|) < c23E)pmaX
Para una cierta constante c,; Y por tanto:
V=W, +F—2 (5.139)

Por otra parte las derivadas de g» con respecto a Fy, F), y sus derivadas también pueden
acotarse por cy4+cs|7| lo que permite obtener

& = F;4l/}d‘p:0 +hy
B (5.140)

|h7| <k, (Cz4 +Cys |r|)(cl9pmax + cZOPilax + chpmax)

Por lo que finalmente:

V.=V,

ot (5.141)

7
F4
Llegados a este punto es posible estudiar la dindmica del error de orientacion. Para ello
en primer lugar se plantea la dindmica del mismo en presencia de la perturbacion p,:

e, =e,
v (5.142)
e =r—1,—de +p,

Para calcular la ley de control (5.44) se necesita el conocimiento exacto de i, y sus dos
primeras derivadas, no obstante esta informacién no estd disponible puesto que la
perturbacion no es medible. De este modo la sefial de control que realmente se aplica
Treal €8 1a correspondiente a p=0:

pEO ) ? TO )

real

= rd|pzo —sat, (k3ew +k, (r—w’c

T, tsat, (k3ew +k4er,r0) =

~d,(y.
+sat, (k3ey, +k, (r—l/)c

he h . , h
=d, F_62+F_74d’l//d +sat, (5)17—74

7l

re

o=V )+ (5.143)

020 ), 7, ) —sat, (k3ey, +k,e, 70) =

p=0 _l/./d)+(l/7(:

Agrupando las funciones /4 y substituyendo por sus cotas:

=7, —sat, (k3ew +k,e .z, ) + hy

Lic s (5.144)
|h8| S %E)?ﬁ (max(pmax’pmax))

T

real
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De modo que la dindmica del error es:

e, =e,

. (5.145)
é =—sat, (kBeV/ +k4er,T0)+hX + P,

Para terminar el andlisis es necesario comprobar que r continua siendo acotado en
presencia de la perturbacion. Usando nuevamente la funcion w; definida en el Teorema
5.1 y teniendo en cuenta que el término que multiplica a Fy|r| es acotado, entonces:

o, <—d, r|(|r|_fr+|fw|0+l|hs|+lprljS
r (5.146)
__dr l"| 1- Cl7+]/l 4E) |r|_ Cl6+71 4E)+Tmax+z-0
dr (Fmin _ZE)) dr (Fmin _ZE)) dr

Si se escoge entonces F) suficientemente pequefio, esto es, si se cumple que
(c17+7)Fo<(1-O)d(F in-2F,)’, entonces el término que acompaiia a || es negativo y el
mismo razonamiento que en (5.81) lleva a que 7 es acotado, y para una condicion inicial
con velocidad acotada existe una funcion yde clase K tal que:

(MaX (P> Pray )
(Fow —2F,)

min

| <2 (5.147)

El efecto de las perturbaciones es mayor cuanto menor sea la fuerza F;, en la
trayectoria. Este comportamiento puede entenderse de forma intuitiva con la ayuda del
siguiente ejemplo.

F>p

Figura 5.8. Balance de fuerzas en presencia de una perturbacion. Cuanto mayor es el valor de F, menor es
el efecto de la perturbacion sobre w.



196 Capitulo 5 Seguimiento de trayectoria con entradas continuas

Considérese el aerodeslizador siguiendo una trayectoria rectilinea con velocidad
uniforme. Si la velocidad es grande entonces F, también lo es (F,=d,.V,, donde V, es el
modulo de la velocidad de referencia). Supongase que sobre ¢l se aplica una
perturbacion p perpendicular a la direccion del movimiento (el peor caso posible).

Para que la ley de control pueda seguir la trayectoria rectilinea, la orientacion del
vehiculo deberéd estar girada respecto a la velocidad de avance un angulo oy, y la
fuerza deberd incrementarse una cantidad oF de modo que se mantenga el balance de
fuerzas. La Figura 5.8 ilustra dicho balance.

De este modo resulta claro que la sensibilidad de la orientaciéon respecto a la
perturbacidon es mucho mayor cuanto menor sea el médulo de F,. De hecho si F, fuese
cero (el aerodeslizador permaneciese quieto en un punto) la unica forma de mantenerse
en el punto en presencia de la perturbacion p es enfrentarse directamente a la misma. De
tal modo que Ow seria &/2 independientemente de lo pequefia que pueda ser la
perturbacion.

5.2.4.B. Efecto del ruido

El calculo de la ley de control no se lleva a cabo utilizando el estado del sistema X=[x, y,
Vi, Vy, W r]T sino solo una estimaciéon del mismo y=X+n. Donde N=[n,, n,, n, n,,
n,, n,]" es el vector de ruido en la medida. Para no complicar excesivamente la notacién
los estados medidos se marcaran con un gorro mientras que los reales (con perturbacion
incluida) se mantendrdn sin gorro. De este modo el error de la medida se propaga al
calculo de la fuerza F' como sigue:

E. =F, —sat,(ké, +ké,.F,)=

=F_—sat, (k1 (ex +I’lx)+k2 (evx +nvx),FO) =
= F;c _Satll(ézl)klnx _Satll(§2)k2nvx =

(5.148)
=F +h
ﬁ;:F;r+h9
(kl +k2)FZ)nmax
Entonces:
F= \/F +hy) F +h)
s 8Fh oF OF 4, _
oF. Fy
(6:4) (5.149)

F, F,
+ i, + 2 h, =
JEEHE,  FI+F;
i (51952)

= F +cos(&))hy +sin(&, ),
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Puesto que todas las derivadas parciales son acotadas por una constante multiplicada
por F entonces:

13“:F+h10

(5.150)
|| < 2¢, (k +k,) Fyn

max

Para una cierta constante positiva c¢;. Esto permite rescribir la dindmica del error de
posicion.

e =v,
e, =v,

évx = ﬁcos(w)_duevx _Fi(r +pVX =

5.151
= Foos(y)—d,e, ~F, +p,, +h,cos(y) G151
¢, =Fsin(y)-de, —F, +p, =
=Fsin(y)-d,e, —F, +p, +h,sin(y)
Con lo que se obtiene finalmente la siguiente dindmica para el error de posicion:
é}C = vx
éy = Vy
152
évx = _Satl (klex + kZevx’ E) ) - duevx + Zx + pvx + h‘ll (5 5 )

¢, =—sat, (kley +k2eW,FO)—d e,+tz,+p, +h,

u-vy

Donde:
z, = F(cos(y)—cos(y,))
z, = F (sin(y) —sin(y,)) (5.153)
|| s || < 2¢, (K, + &y ) Fyn

2 max
De forma que el ruido en la medida simplemente afiade otra perturbacion acotada a la
dinamica de posicion.

Puesto que F' es acotado sea cual sea el valor del ruido (ya que este se encuentra dentro
de la funcidn se saturacion), la velocidad del sistema serd acotada de tal manera que las
derivadas parciales de (5.134) y (5.135) con respecto a sus variables serdn también
acotadas, a excepcion de aquellas que contengan r.

Siguiendo el mismo razonamiento que en el punto anterior es inmediato concluir que
para cualquier condicion inicial acotada por una constante ¢, tal que:

s . h,
Vi=V. +F
(5.154)
§,= i+
d c
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Donde:

2

LNRIA S(1+028|r|)}/(nmax) (5.155)

Si se calcula entonces el valor de 7 resultante se llega a la expresion.

h, h
r= Treal +dr #—FF;i_
st 1 () (o 22 o ()= )
(5.156)
:Treal +h’l4
I, | < (€20 + 13 []) 75 ()
! (Fmin _ZE))4

La cota en el valor de 7 depende por tanto de |r|. Este a su vez depende de 7, no
obstante (5.157) tiene la misma forma que (5.145) y por tanto es inmediato comprobar
que |r| es acotado siempre que Fy y nyqc S€an suficientemente pequenos.

W3 S_dr r|(|r|_7r +|ﬁ3|+|}2|+|hl4|+ pr JS
r (5.157)
<—d ,,| 1— ‘717F0+7/1+724 |r|— C16Fo+71+724 +Tmax+z'o
dV (Fmin_E)) d, (Fmin_E)) dr
Y por tanto que existe una funcién yde clase K tal que:
yb (nmax)
S —— 7 5.158
|h14| (me_ze))4 ( )

El resultado de este estudio puede entonces resumirse de la siguiente forma:

Teorema 5.4. Dada cualquier constante positiva M y fijado el valor de las constantes 4,
ks, k3 y k4 siempre es posible elegir las constantes £y 7 de tal forma que si
Mmaxs Pmax' Y Poa SON suficientemente pequefios y la velocidad inicial del

vehiculo es acotada por M (|vi(0)|,/v,(0)],|7(0)|<M). Entonces:

I La ley de control (5.46)-(5.53) aplicada al sistema (5.1) bajo la accién de las
perturbaciones y el ruido que cumplan (5.28) produce senales de control F'y 7
factibles.

II  Existe una constante @ y unas funciones yde clase K tales que la dindmica del
error viene dada por:
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e.=v,
ey :Vy

¢, =—sat, (ke +ke

vx 2

Fy)—d.e, +z +p, +n

e,, =—sat, (kley +kzevy,Fo)—d e,+z,+p,+n

u-vy

e',// =e,
e =—d.e —sat, (kley +k2evy,r0)+L§)+ i
Donde:
Do Pl < (Fr + 28, )2~ 2005(e, )| < (Fy +25,)V20e,
|n1 > n2| <an, =2¢ (k1 +k, )Fo”max

|f(t)| < y(max(pmax’pmax’nmax))

Demostracion: 1) De acuerdo con el andlisis anterior se cumple que:

T-7, = (z'—z'rea,)+(z'rea, —r|pzo)+(r|p20 —rr) =

=h,+h+ [,
|z'—z- <7 + 7(max(pmax’pmax))+ €07 (nmax)
r 0 (Fmin _Fo )4 (Enin _E))4

Por tanto si Fy, 29, Bmax, Pmax Y Poa SON suficientemente pequefios entones:

<

|r—z-r £
2J

Y puesto que en cualquier caso tomando F suficientemente pequeo:

|F—F|<2F <=
2m

Se obtiene finalmente que:

1 mEiJT’
2 [

199

(5.159)

(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)

(5.164)
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De tal forma que las sefiales de control son factibles -t <u;< tpay.

IT) El sistema (5.159) es simplemente la union de (5.152) con (5.153) donde se ha
tenido en cuenta que:

T=7,,+h, =1, —sat, (k3e.// + k4er770)+ hy+hy, (5.165)
Y por tanto:

e, =—de —sat, (kley +kzevy,ro)+ hy+h,+p, (5.166)

I

Que tiene la forma (5.159) con:

f=F*(h+h,)
I 7 (ma) 70 (08X (P ) _ 7 (M0X( s Py i) (5:167)
F4 ) (Fmiﬂ _2E) )4 (Fmin _2F0 )4 B (Fmin _2E) )4

Como se queria demostrar =

Como en el caso anterior este resultado tiene una extension directa cuando la condicion
inicial no es acotada.

Corolario: Si Fy y ) se eligen considerando condiciones iniciales nulas y aumentando
las cotas M en una cantidad finita o, entonces las sefiales F'y 7 solo podran exceder las
saturaciones durante un tiempo finito 7(||eg||) que es una funcidn de clase K respecto de
|le(0)||. Transcurrido dicho tiempo se aplican las condiciones del teorema anterior.

Demostracion: La demostracion es exactamente la misma que el corolario del
Teorema 5.1 =

5.2.4.C. Estabilidad del sistema con perturbaciones y ruido

Los resultados del Teorema 5.3 pueden extenderse facilmente en presencia de
perturbaciones y ruido como sigue:

Teorema 5.5. Dada una trayectoria espacial bien definida [x.(7).,y{¢)]" y su trayectoria
factible asociada X, =[x,V Vir,Vyr, ¥ r,r,]T. Siempre es posible elegir unas
constantes Fy, 7, k;, k2, k3, y k4 tales que si las perturbaciones y el ruido
cumplen (5.169) para un ¢ positivo suficientemente pequeilo, entonces la
solucion X(7) del sistema (5.1) bajo la ley de control (5.46)-(5.53) y entradas
acotadas (5.13) con Fp oC[-Umin,Umax], €S tal que:

< B(|lect)

le@)||=x-x, st =1y)+ 7 (MaX (P P o)) (5.168)

MAX ( Dy s P> Mo ) < € (5.169)
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Para una funcion £ de clase K y una funcion yde clase KL.

Demostracion: De acuerdo con el Teorema 5.4 y su corolario, para cualquier
condicién inicial acotada y fijado el valor de k;, k», k3, v k4, es posible elegir las
constantes Fy y 7 de tal forma que las sefiales de control /'y 7 sean factibles
transcurrido un tiempo 7' (que es una funcidon de clase K respecto de la condicion
inicial).

En el intervalo [0,7] la ley de control (5.46)-(5.53) produce entradas que pueden no ser
factibles. De este modo las fuerzas que se aplicaran al aerodeslizador seran una version
saturada de las mismas tal que no obedece a la dindmica del error (5.45). No obstante la
dindmica del error es acotada ya que, en virtud de (5.86) las velocidades son acotadas
por M=max(|e,x(0)|, |e.,(0)],[7(0)],2Fnax/dus 2 Tmax/d,). De este modo para 0<<T:

le@| <[e)||+ T (5.170)

De acuerdo con el Teorema 5.4 una vez transcurrido el tiempo 7 si el ruido, la
perturbacion y su derivada temporal son suficientemente pequefias (menores que un &)
es posible elegir las constantes Fy y 7y de tal forma que las sefiales de control F'y 7 sean
factibles. De este modo la dindmica del sistema serd la especificada por (5.159).
Observando las dos tltimas ecuaciones de dicho sistema se tiene:

e, =e,

7 (@) (5.171)

F* * Py

e =—d.e —sat, (kley +kye,,1, ) +

Puesto que f(¢) puede acotarse por funciones de clase K del ruido y las perturbaciones,
existira un & tal que:

7’1(52)+7/2(52)
Fmin _2E)

+¢&, <ar, (5.172)

Donde ¢; es la siguiente constante:

2. /k,d
2 :min(#,lJ (5.173)

kyd, +1\Jk,

De este modo si &<&:

10,

» <7l(‘92)+72(‘92)
F* "I

(Fun—2F,)

min

+&, <ar, (5.174)

Con lo cual el sistema (5.171) cumple con las condiciones del Teorema 5.2 y por tanto:
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=T)+ 7(M+8J (5.175)

(Fmin - 2E) )4

A

Puesto que la funciéon £,—0 cuando t—o existe un 7> (que es una funcion de clase K
respecto ||e(T)||, que a su vez es una funcion de clase K respecto de ||e(0)||) tal que £, se
hace menor que & Durante el intervalo de tiempo [7,,7,] las velocidades del sistema
permanecen acotadas por lo que para 7;<t<7; el error cumple que:

le@)] < lecoy|+ M7 (Jeo]) + M, (e} e )] + M7 (e 0] =

(5.176)
=7, (e
Por otra parte si £~T, entonces:
e =V,
(5.177)

¢, =—sat, (ke +ke, F)-de, +z +p, +n,

vx

Existe entonces un ¢; tal que:

min

V2(F,, +2F, )[53 +ya[71(83)”2(83)”3}}(1”)53 <a,F, (5.178)

max (F _2};;))4

Donde o; es la siguiente constante:

azzmin[\/k_dkd\/_ J (5.179)

Por lo tanto si e<min(&,,&3) entonces:

z,+p, ] <V2( Fmax+2F e ‘+ l+a)e<

(74

<\/_(Fmax+2F {ng}/a[l (e B+(l+a)g=yc(5)
(5.180)

F. —2F

mm

<2(F,, +2F) (53+7a[7/ &) +72 83 g3n+(1+a)g3<
<oyl

Esta dindmica cumple las condiciones del Teorema 5.1 de modo que:
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e

X

e

X

,t_T2)+7d (VC ‘9))S

( (
E ) t=Ty)+74(7.(2)) < S181)
(

2

),t)+7/d (]/C (8)) <
1)+74(7.(2))

Donde f. es una funcion de clase KL. La expresion (5.181) resulta entonces valida para
todo tiempo ¢. Lo mismo puede hacerse para e,y e,, por lo que finalmente se tiene que:

e <

e, (1) +]e, ()] + |e, ()] +]e, (O] +|e. ()] <

,t) +2y, (—7(/115:“)1_;/;5;) + 8] +

1) +47,(7.(¢)) (5.182)
, t) + }/(5) <

o)+ 7 (M8X (P> P> ))

e, ()| +

<28, (

e(0)

+48.(|le(0)
< A(le(0)
< A(le(0)

Como se queria demostrar =

5.3. Resultados de simulacion

Los resultados de simulacion se han llevado a cabo utilizando los pardmetros nominales
del aerodeslizador que se muestran en la Tabla 2.1.

En primer lugar se comprueba la convergencia hacia una trayectoria circular desde
diferentes condiciones iniciales. Asimismo se estudia la influencia del ruido y las
perturbaciones sobre la trayectoria.

En segundo lugar se comprueba la convergencia hacia trayectorias mas complejas y se
analiza que ocurre cuando la trayectoria de referencia no es factible en un conjunto
discreto de puntos.

5.3.1. Seguimiento de una trayectoria circular

Para comprobar los resultados del apartado anterior se plantea una trayectoria circular
de radio R centrada en el origen y recorrida con una velocidad 7 en sentido horario
como sigue:

x()=R sin(%t}
(5.183)
y.(t)=Rcos (%t)
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En las simulaciones, se utilizan las constantes de control £;=0.5 m! ,ko=1s/m, ks=1rad”,
k~1s/rad, y las saturaciones F0=0.1m/s2, y TOZO.Sl’ad/SZ. Dichos valores han sido
escogidos para tener una dinamica del error de posicidn adecuada asi como para
producir senales acotadas para la trayectoria circular.

La trayectoria definida anteriormente puede seguirse mediante la aplicacion de una
fuerza y un momento constantes.

r

Y
F = —J +dV?
R (5.184)
dv
T =
R

De este modo tomando V=0.5m/s y R=2m entonces Fr=0.2179m/s2 y rr20.4339rad/s2,
de tal forma que la trayectoria es estrictamente factible.

5.3.1.A. Convergencia en ausencia de ruido y perturbaciones.

En primer lugar se comenzara simulando la trayectoria del aerodeslizador desde
condiciones iniciales nulas.

La trayectoria parte del origen con velocidad inicial nula y orientada en la direccion del
eje X (y=0) y converge hacia la trayectoria circular de referencia que se muestra en la
Figura 5.9. Como se puede apreciar en la misma el aerodeslizador se aproxima
asintoticamente hacia la trayectoria.
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Figura 5.9. Convergencia a una trayectoria circular R=2m V=0.5m/s. La referencia se marca en rojo
mientras que la trayectoria se marca en azul.

La Figura 5.10 muestra la evolucion temporal de la posicion mientras que la Figura 5.11
muestra la evolucion de las velocidades. Tanto la posicion como la velocidad convergen
hacia la trayectoria confirmando asi el resultado del Teorema 5.2. En un tiempo de
aproximadamente 30 segundos el error de seguimiento de la trayectoria en ausencia de
perturbaciones y ruido se hace inapreciable a simple vista.

o
—
o
N
o
w
o
N
o
a
o
D
o

t (s)

Figura 5.10. Evolucion temporal de las variables de posicion. La trayectoria se muestra en azul continuo
mientras que la referencia se muestra en rojo discontinuo.

La evolucién de la orientacion del vehiculo se muestra en la Figura 5.12. La trayectoria
circular de referencia se recorre manteniendo una velocidad angular constante
r,=0.25rad/s. Inicialmente, durante el transitorio, la referencia de orientacion de control
w., y la referencia en la velocidad angular r. tienen una dindmica compleja. Sin
embargo transcurridos los 30 primeros segundos del mismo, puesto que la posicion
converge hacia la trayectoria de referencia y por consiguiente entonces r.—7.
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Figura 5.11. Evolucion temporal de las velocidades. La velocidad del vehiculo se muestra en azul

continuo mientras que la referencia se muestra en rojo discontinuo.

60

40

30

t (s)

Figura 5.12. Orientacion y velocidad angular de la trayectoria. En azul continuo se muestra el valor de y

y r mientras que en rojo discontinuo se muestra el valor de . y r..
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Finalmente las acciones de control F'y 7 asi como F;y F} se muestran en la Figura 5.13
y Figura 5.14 respectivamente. Puesto que las saturaciones han sido convenientemente
elegidas las fuerzas F'y 7 son siempre factibles. De este modo F; y F) no se saturan y
las fuerzas son aplicables.

Para mostrar que la convergencia es global se simula la trayectoria del sistema partiendo
desde varias posiciones iniciales. Se simula el comportamiento bajo las condiciones
iniciales X,=[-10-100 0 0 01", x;=[0 0550 0]" yx=[000 00 10]".

La forma mas simple de comprobar la convergencia consiste en representar la distancia
a la trayectoria de referencia como funcion del tiempo, tal como se hace en la Figura
5.15.

A partir de esta figura pueden sacarse interesantes conclusiones. Por una parte cuando la
trayectoria comienza desde una posicion alejada pero con un error de velocidad bajo
(condicidn inicial X,) el error converge rapidamente.

F (m/s?)

|
|
08 1
5 4 3 2 - 0

1 (rad/s?)

Figura 5.13. Diagrama de fuerzas correspondiente al seguimiento de la trayectoria circular. A lo largo de
la trayectoria las fuerzas y momentos son siempre factibles.
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Figura 5.14. Fuerzas de control en el aerodeslizador. La fuerza aplicada se muestra en azul mientras los

Distancia (m)

Figura 5.15. Evolucion de la distancia a la trayectoria desde tres condiciones iniciales distintas. La
condicion inicial X, se muestra en azul, X, en verde y X, en rojo. En los tres casos la trayectoria converge
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limites maximos y minimos de muestran en rojo discontinuo.

hacia la referencia.
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Si se parte una posicion proxima pero la velocidad angular es grande (condicion inicial
Xc) la posicion inicial se aleja ligeramente pero se recupera aproximadamente en el
mismo tiempo que en el caso anterior.

Sin embargo si se parte del origen con una velocidad elevada (condicion inicial X;) el
sistema tarda mucho tiempo en recuperarse. Esto se debe a que la gran velocidad inicial
genera una saturacion en los actuadores lo que impide actuar con mayor velocidad.

Las trayectorias espaciales correspondientes se muestran en la Figura 5.16. Como puede
apreciarse independientemente de la condicion inicial todas las trayectorias convergen
finalmente a la referencia. En la figura se aprecia claramente como el peor transitorio se
corresponde con la condicion inicial X, (trayectoria verde).

Las sefiales de control necesarias para seguir las trayectorias anteriores se muestran en
la Figura 5.17. La mayor tendencia a la saturacion se produce en la trayectoria que parte
de X;.

x (m)

Figura 5.16. Trayectorias espaciales desde diferentes condiciones iniciales. X, en azul, X, verde y X, rojo.
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Figura 5.17. Sefiales de control para las distintas trayectorias. X, en azul, X, verde y X. rojo. Las
saturaciones se marcan con linea negra discontinua.

5.3.1.B. Efecto de las perturbaciones y el ruido

A continuacion se muestra el efecto del ruido sobre la trayectoria circular de prueba
desde condiciones iniciales nulas. Para ello se simula el sistema anterior afadiendo un
ruido en la medida de amplitud n comprendida entre 0.1 y 0.5 (con sus unidades
correspondientes en cada una de los componentes del vector de estados). El efecto sobre
la trayectoria se muestra en la Figura 5.18.

El efecto del ruido en la medida es bajo durante el transitorio (ya que también lo es la
relacion sefial/ruido). No obstante en el estado estacionario las variables de error son
mas pequeiias, de tal forma que el efecto del ruido sobre la trayectoria es maximo.

Como puede apreciarse en la Figura 5.19 para cualquier valor del ruido en el rango
especificado, la trayectoria converge a un entorno de la trayectoria circular. En
cualquier caso, con valores de n menores que 0.5 el ruido no provoca una saturacion de
los actuadores. Tal como se muestra en la Figura 5.20.
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Figura 5.18. Efecto del ruido sobre la trayectoria. Cuanto mayor es el ruido peor es la respuesta en estado
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0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 en azul, verde, rojo, violeta y negro respectivamente.

Figura 5.19. Efecto del ruido sobre la trayectoria espacial. La figura muestra la trayectoria para n
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Figura 5.20. Sefiales de control en presencia de ruido en la medida. La figura muestra las sefiales de

control con n=0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 en azul, verde, rojo, violeta y negro respectivamente.
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Figura 5.21. Efecto de una perturbacion constante.
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Finalmente si sobre el aerodeslizador se aplica una perturbacion de magnitud constante
pyZO.Olm/sz que simularia el efecto de la corriente sobre el aerodeslizador, la trayectoria
del sistema es la mostrada en la Figura 5.21.

La trayectoria final hacia la que converge el aerodeslizador se encuentra desplazada con
respecto a la trayectoria de referencia. La perturbacion aplicada resulta ser el 10% de la
saturacion en la accion de control.

5.3.1.C. Incertidumbre en los parametros del modelo

En los ejemplos anteriores se asume un conocimiento perfecto de los parametros del
sistema a la hora de la implementacion del control. En caso de que los pardmetros no se
conozcan con total precision, los valores calculados de F; y Fj, no seran correctos. Sean
los parametros m’, J°, I’, d,’ y d,’ la estimacion de los parametros de los que se dispone
para el calculo de la ley de control siendo m, J, [, d,, y d, los valores exactos de dichos
parametros, entonces:

F;!’F;lel m!Fiﬂ
2 !

B L (i T (S oy et A (5.185)
m\ 2 I 2 I m m

r':i 1 m'F+£ -1-l m’F—JT =Lirzr+ J1=JI T
J\2 ' 2 ' J ! JI'

Del mismo modo la dindmica del sistema no serd la misma para la cual fue disefiada la
ley de control de tal modo que:

X=v,
y=v,
v.=F'cos(y)—d,v, =

= Fcos(y)—dv, +(F' —F)cos(y)—(d,, —d")v,
v, =F'sin(y)-d,v, =

= Fsin(y)—d,v, +(F'-F)sin(y)—(d, -d,)v, =
w=r
F=t'-dr=r—-dr+(c'-71)-(d, —d)r=

(5.186)

Puesto que la velocidad del sistema y las fuerzas de control son acotadas, entonces la
variacion de los pardmetros del modelo es equivalente a la introduccion en el sistema
para el que fue disefiada la ley de control de una perturbacion acotada pero dependiente
del tiempo). Por esta razon que es aplicable el resultado del Teorema 5.5.
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X=v,

‘.}x = F COS((//) - dz:vx + pl

! . , (5.187)
v, =Fsin(y)—d,v, + p,

v=r

F=1—d'r+p,

Para analizar este caso se simula el sistema con los pardmetros nominales contenidos en
la Tabla 2.1 y la trayectoria circular de prueba. Sin embargo los parametros que se usan
en el calculo de la sefal de control son los correspondientes a incrementar la masa y el
momento de inercia un 10% y al mismo tiempo reducir los coeficientes de rozamiento
rotacional y traslacional otro 10%.

La Figura 5.22 ilustra el efecto de la incertidumbre en los pardmetros. Para un 10% de
error en los parametros del controlador, el error de seguimiento continua siendo global y
finalmente acotado. El efecto de la incertidumbre en la trayectoria circular se limita a
cambiar el radio de la circunferencia recorrida sin modificar la velocidad angular.

Figura 5.22. Efecto de la incertidumbre en los parametros.
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5.3.2. Seguimiento de trayectorias genéricas

En este apartado se analiza el seguimiento de trayectorias mas generales con un ejemplo
de trayectoria factible y otro de trayectoria no factible.

5.3.2.A. Trayectoria factible genérica

Como ejemplo de trayectoria factible no circular se plantea la siguiente trayectoria de
Lissajous:
x,(t)=2sin (%t]
(5.188)
2
v.(t)=3cos (g t}

Utilizando los mismos parametros de control que en el caso anterior y partiendo de
condiciones iniciales nulas se obtiene la trayectoria ilustrada en la Figura 5.23.

Figura 5.23. Trayectoria general. Se muestra la trayectoria del aerodeslizador en azul mientras que la
referencia se encuentra en rojo.

Es evidente que la trayectoria converge a la referencia. Ademas, tal como se muestra en
la Figura 5.24, las sefales de control permanecen dentro de los limites de la saturacion.
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1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

'
| | ;
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t(s)

Figura 5.24. Senales de control en una trayectoria general.

5.3.2.B. Seguimiento de trayectoria puntualmente no factible

El Teorema 5.5 afirma que si la trayectoria es factible en todos sus puntos, entonces es
posible seguir la trayectoria cuando el ruido y las perturbaciones sean pequefios.

Sin embargo esto no quiere decir que no sea posible seguir una trayectoria que no sea
factible en un conjunto de sus puntos. Como ejemplo de trayectoria de este tipo se
plantea la siguiente sinusoide:

x, (t) =3sin(0.55¢)

(5.189)
y, ()=t

Esta trayectoria requiere fuerzas y momentos no factibles cada vez que se invierte el

radio de curvatura (cuando x, cambia de signo). Sin embargo la trayectoria puede

seguirse como se muestra en la Figura 5.25.

El precio a pagar es que el error de seguimiento no tiende a cero, lo cual es imposible
puesto que la trayectoria no es factible, sin embargo si que se mantiene finalmente
acotado por un valor pequefio &=0.15 m. De este modo para los valores del ejemplo el
error de seguimiento es pequefio pero no nulo.

Para comprobar que las acciones de control se saturan en cada cambio de signo de la
curvatura se muestran las sefiales de control en la Figura 5.26.
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Figura 5.25. Seguimiento de una trayectoria no factible.
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Figura 5.26. Sefiales de control en una trayectoria sinusoidal.
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No obstante la robustez del controlador en este ejemplo es minima, de hecho una
pequena variacion de los pardmetros de la trayectoria (en particular un descenso de la
velocidad v, o un aumento de la frecuencia de la sinusoide) desestabiliza facilmente el
sistema.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se ha analizado el problema de seguimiento de trayectoria por parte de
un aerodeslizador subactuado. Tal como se muestra en el apartado 5.1.1. Debido a la
restriccion no holondmica en el movimiento del aerodeslizador no todas las trayectorias
espaciales pueden ser seguidas.

Dentro del conjunto de trayectorias que el aerodeslizador puede seguir se ha
seleccionado un subconjunto de ellas tales que exista un cierto margen de maniobra en
la accion de control a aplicar (no saturen los actuadores) y ademds permitan calcular las
acciones de control utilizando unicamente informaciéon local acerca de la trayectoria
espacial. Estas son las trayectorias bien definidas.

Finalmente se ha disefiado una ley de control por realimentacion que permite hacer el
seguimiento de cualquier trayectoria bien definida, haciendo especial hincapié en el
hecho de que las sefiales de control deben de permanecer acotadas y ademas el sistema
debe de soportar la presencia de perturbaciones y ruido en la medida del estado.

Como se ha demostrado tedricamente y se ha evidenciado mediante simulaciones, si la
trayectoria esta bien definida es posible ajustar las constantes de la ley de control para
garantizar que se cumplen los limites impuestos por la saturacion de los actuadores en
presencia de perturbaciones y ruido. Ademas cuanto menores sean el ruido y las
perturbaciones mejor sera el seguimiento de la trayectoria.

Asimismo se ha comprobado mediante simulacion que las condiciones del Teorema 5.5
si bien son restrictivas, resultan necesarias si se quiere mantener cierto grado de
robustez en la ley de control disefnada.



Capitulo 6 Seguimiento de

trayectoria con entradas discretas

El objetivo de este capitulo es construir una ley de control por realimentacion de estados
que resuelva el problema de seguimiento de trayectoria (fracking) empleando para ello
un conjunto discreto de acciones de control. Esto es, disefiar una ley de control por
realimentacion que a partir del estado y las referencias genere las fuerzas F, y F} que
hagan al aerodeslizador converger hacia una trayectoria espacial parametrizada en el
tiempo.

La diferencia fundamental con respecto al Capitulo 5 radica en que la ley de control no
debe generar senales continuas de control F, y Fj dentro de un intervalo [-umin, Umax]
sino senales discretas que solo pueden tomar tres valores: Fj o€ {-tmin,0,Umar} (todo-
nada-inversion).

El capitulo comienza analizando el problema y definiendo una familia de trayectorias
que pueden ser seguidas por un control todo-nada. A continuacion se disefia una ley de
control y se ve el efecto que sobre ella tienen las perturbaciones y el ruido, se
estudiando a continuacion su estabilidad.

El capitulo concluye con una verificacion de los resultados de estabilidad utilizando
simulaciones y una validacion experimental del control llevada a cabo en el sistema real
de laboratorio.

6.1. Introduccion al problema

Como se expuso en el Capitulo 5 el control de seguimiento de trayectoria de vehiculos
subactuados es un tema de gran interés en los ultimos tiempos. Es por ello que existen
muchas soluciones de control continuo para vehiculos marinos subactuados, Véase por
ejemplo los trabajos de (Aguiar et al., 2003; Balluchi et al., 2000; Lefeber et al., 2003) y
(Aguiar et al., 2007) que se comentan en el capitulo anterior.

Sin embargo existen muy pocos trabajos en los que se considere el control de un
vehiculo marino utilizando sefiales de control discretas. En algunos trabajos como por
ejemplo (Seguchi & Ohtsuka, 2002) y (Seguchi & Ohtsuka, 2003) se solventa este
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problema utilizando un controlador predictivo de horizonte deslizante y aproximando la
sefial de control a aquella sefial de control disponible mas proxima.

Esta estrategia puede tener resultados positivos cuando la ley de control sea de tipo
bang-bang, pero no funciona correctamente en leyes de control que produzcan
resultados intermedios dificiles de aproximar mediante sehales todo-nada.

Cuando el vehiculo es completamente actuado es comun emplear controles en modo
deslizante como por ejemplo en (Chatchanayuenyong & Parnichkun, 2006), la
limitacion de estas estrategias aparece cuando no es posible actuar sobre todos los
estados del vehiculo al mismo tiempo.

Para solventar este problema autores como (Ashrafiuon & Muske, 2008) y (Sira-
Ramirez, 2002) plantean leyes de control en modo deslizante de segundo orden, estas
leyes tienen una tendencia natural a producir sefiales de control extremas lo que las hace
interesantes para aplicarlas a sistemas con entradas de control todo-nada.

En el campo del control de robots moviles no holonémicos con radio de giro limitado
(Dubin’s vehicle) es posible disefiar controles que lleven el vehiculo hacia una
trayectoria espacial utilizando acciones de control extremas (girar a ambos lados
acelerar y frenar) como se hace por ejemplo en (Chwa, 2004) y (Balluchi et al., 2000).

Desde un punto de vista intuitivo resulta l6gico pensar que esto mismo puede hacerse en
un aerodeslizador donde la limitacién estd en que las ligaduras de giro vengan
impuestas por condiciones no holonémicas de segundo orden.

Por otra parte, resulta claro que para poder controlar un vehiculo utilizando unicamente
un conjunto discreto de acciones de control serd necesario que se cumplan al menos dos
condiciones:

I Que las acciones de control disponibles sean mayores o iguales a las acciones
necesarias para seguir la trayectoria.

I’ Que puedan aplicarse acciones de control en todas las direcciones necesarias
(acelerar, frenar, girar hacia ambos lados y cualquier combinacion de las
anteriores).

De este modo para poder controlar el vehiculo es necesario analizar el tipo de
trayectorias que pueden seguirse utilizando solamente un conjunto discreto de acciones
de control.

6.1.1. Limitaciones del control

Para tener en cuenta las limitaciones del control con entradas discretas en primer lugar
conviene recordar el modelo del sistema que expuso en el Capitulo 2 segln el cual la
dindmica del aerodeslizador subactuado puede expresarse como sigue.
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X=v,

v. =Fcos(w)—d v

‘)C ' (W) u x (6.1)
v, =Fsin(y)—-d,v,

V=r

r=t—dr+p,

En el caso actual F} y F. solo funcionan en modo todo-nada-inversion, esto es Fp . {-
Umin,0,Umax} . De este modo la fuerza y el momento normalizados se relacionan con las
fuerzas disponibles mediante las siguientes expresiones:

F=(F,+F)/m

t=I(F,-F)/J (6.2)
F'b,e C{_umin’ H max}

El conjunto de posibles entradas disponibles (F},7), i=1,2..9 contiene todas las
combinaciones de las tres posibles entradas de control para el motor de babor con las

correspondientes del motor de estribor. Las nueve sefales de control disponibles se
muestran de forma grafica en la Figura 4.2 y su signo se analiza en la Tabla 4.1

Una caracteristica destacable de las acciones de control disponibles es que si F#0
siempre existe una combinacién adecuada de F}, y F, que producen F'y 7 con cualquier

combinacion de signos posibles. Un posible esquema de eleccion es la que se analiz6 en
Tabla 4.2.

Dada una tabla de seleccion de fuerzas y momentos en los cuales F#0 y z#0 (como por
ejemplo la Tabla 4.2) siempre existen dos constantes positivas Fyy y 7y tales que para
cualquier seleccion de las fuerzas |F;|>F) y | 7> 7. Del mismo modo existen dos fuerzas
F.,y ©ytales que |[Fj|I<F, v | 6|<tn.

Puesto que el esquema de seleccion restringe los valores de fuerza y momento que
pueden aplicarse en el sistema con entradas discretas, se hace necesaria una definicion
mas restrictiva de la factibilidad de una trayectoria que la dada en el Capitulo 5.

Definicién 6.1: Sea [x.¢),y(f)]" una trayectoria espacial cuatro veces derivable que
verifica (6.1) para F=F.(t) y =1/(f). Se dice que dicha trayectoria es dominable si en
cualquier tiempo ¢ se cumple que |F{(¢)>¢ y ademas existen cuatro combinaciones
posibles de la fuerza y el momento disponibles (£, %), (£},7), (Fk ), y (F1,7) tales que:

|E|<F, |r.(0)|<7,
F(0)|<F, |r.(t)<-t, (6.3)
F,(t)|<—Fk, T,,(f)|<7k
|F.(0)|<=F, |r,(0)]<-,
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La definicion anterior implica que una trayectoria es dominable si la fuerza no se anula
y ademads siempre es posible escoger (segun algun criterio de seleccion como puede ser
la Tabla 4.2) una fuerza que domine sobre F,. y un par que domine sobre 7, sea cual sea
la combinacion de signos de F; y 7.

o EAF,
m
3 ]
012 6 s
s e,
R 5 A, o
[7umin,umax]¢:\‘ ! ) '.B : "::0
_To: 5 [0’0] ! %
| ‘ | _I(F-F)
4 8 Y
V) R I el (S
i [y > Uiin ]

Figura 6.1. Region de fuerzas y momentos dominables. Los puntos azules muestran los valores de las
fuerza y momentos aplicables.

Esta condicion se cumple si F no se anula en toda la trayectoria y ademas la fuerza y el
momento se encuentran “rodeados” por fuerzas y momentos aplicables de acuerdo con
la Figura 6.1. Notese que la simetria en la region se debe a que cualquier trayectoria
puede ser seguida hacia delante o hacia atras. Notese ademas que la region dominable es
un subconjunto de la region factible si las sefiales de control fueran continuas (region
roja de la Figura 6.1).

Por ejemplo, el punto B es dominable ya que los puntos 2, 4, 6 y 8, verifican las
desigualdades (5.14), sin embargo el punto 4 no es dominable ya que si se quiere hacer
que |F,|<-F; entonces necesariamente ;=7 pero entonces 77=0 y por tanto no es mayor
que | 7.

6.2. Objetivos de control.

Dado el sistema dinamico
X=v,

y=v,

v =Fcos(w)—d v +
'X . (l//) u x pvx (6_4)
v, =Fsin(y)-d,v,+p,

y=r
r=rt—dr+p,
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Que representa un aerodeslizador subactuado en presencia un vector de perturbaciones
p=[pvx,pvy,p,]T , donde ademas las variables se encuentran afectadas por un error en la
medida n:

X=X+n (6.5)
Siendo p y su derivada temporal acotados por p,..c y N acotado por 7, esto es:

Sup,»

p” < Prnax

®l, (6.6)

dt

n|| S

Sup»

Sup,.,

Definiendo el error de seguimiento espacial €,=[x-x,,y-V», Vi-Vyr, vy_vyr]T. El objetivo del
capitulo es encontrar una ley de control por realimentacion que partiendo de un error
inicial acotado ||e,||<M y usando entradas de control discretas que cumplan la restriccion
(4.2) haga que:

I El error de seguimiento espacial €, sea finalmente acotado. Esto es, que la
trayectoria del aerodeslizador converja a un entorno de la trayectoria espacial
deseada.

I Siel error y las perturbaciones fuesen nulas el error de seguimiento pueda hacerse
arbitrariamente pequeio.

Il La cota M pueda hacerse arbitrariamente grande si el pua, Hmax SON
suficientemente pequefios mediante una eleccién adecuada de los parametros del
controlador.

6.3. Diseno del control

En esta seccion se procede a disefiar una ley de control que resuelva el problema
planteado en el punto anterior. Para ello se comienza con un planteamiento general y a
continuacion se analiza cada uno de los subproblemas de control.

6.3.1. Planteamiento general

El control del aerodeslizador se descompondrd en dos etapas en cascada como ya
sucedia en el Capitulo 5. El lazo externo calculara el signo de la fuerza F a aplicar y la
referencia para la orientacion i, y la velocidad angular 7, a partir de la trayectoria del
aerodeslizador y las referencias.
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Por otra parte, el lazo interno admitira como entradas y y » asi como las referencias
generadas por el bloque anterior y. y r. produciendo como salida el signo de momento
7 que debe aplicarse para seguir la trayectoria tal como muestra la Figura 6.2.

Finalmente, conocidos los signos de la fuerza F' y del momento 7 se obtendran las
fuerzas efectivas Fy; y F), que deben de ser aplicadas al aerodeslizador mediante un
esquema de eleccion (en este caso el de la Tabla 4.2).

v.r

Control de |gjgn(r) F,
X, y.,.r, | orientacion > >
Control de e
o o3 3 4 « e
X,, %, %, X, x| posicién sign(F) ) F,
Referencia > Selector .
Aerodeslizador

Figura 6.2. Esquema de control en cascada para el seguimiento de trayectoria.

6.3.2. Control de posicion

El objetivo de la ley de control de posicion es llevar la trayectoria del aerodeslizador
cuya dindmica es descrita por el sistema (6.4) hacia una trayectoria espacial [x.(¢),y,()]".
Para ello se comienza definiendo las siguientes variables de error:

e, =x—Xx,
€, =r-J

evx = Vx - er

6.7)

evx = Vy - Vyr

La ley de control debe estabilizar las variables de error (6.7) en el origen. Calculando la
dinamica de dichas variables de error de acuerdo a (6.4) se tiene:

€ =é€,
ey = evy

. (6.8)
eVX = F Cos(l//) - duevx - F’CV + pVX

e, =Fsin(y)-de, —F, +p,

Con el fin de estabilizar las variables de error se introduce la constante positiva de
control k; y se definen las nuevas variables s, y s, como sigue.

s =e +/]«zevx 69)
s, =e, +ke,

La motivacion de esta definicion es simple, si las variables s, y s, fuesen nulas entones
de acuerdo con su definicion la derivada de e, seria —e,/k; y la derivada de e, seria —e,/k;
lo que implicaria automaticamente que e, y e, tienden exponencialmente a cero.
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De acuerdo con la definicion (6.9) la dindmica de las variables s, y s, viene dada por:

§.=e, +ke, =kFcos(w)+(1-d ke, —kF, +kp,

: : . (6.10)
$,=e, +ke, =kFsin(y)+(1-d ke, —kF, +kp,
El problema de las variables s, y s, es que la fuerza de control F' aparece al mismo

tiempo en ambas expresiones, por lo que no resulta claro como elegir el valor de dicha
fuerza para conseguir llevar ambas variables a cero.

. T
Para salvar esta dificultad se expresan las componentes del vector s=[s,, s,]" en el
sistema de referencia anclado al aerodeslizador (ejes cuerpo). La expresion de dichas
variables viene entonces dada por:

z, =s,cos(y)+s, sin(y) 6.11)
z, =—s,sin(y)+s, cos(y) '

Esto significa que las variables z; y z, se obtienen mediante una rotaciéon de angulo
aplicada a las componentes s, y s,. De este modo el vector z=[z,, z5]" es el vector s
expresado en una base distinta tal como se muestra en la Figura 6.3

Figura 6.3. Vectores Sy z. Las variables z; y z, son las componentes del vector S expresado en ejes
cuerpo, mientras que las variables s, y s, son las componentes del mismo vector en el sistema inercial.

Para poder controlar z; y z; (que equivale a controlar s, y s,) s necesario en primer
lugar calcular la dinamica de dichas variables. Para ello se comienza calculando la
derivada temporal de z; .

Zy =5, cos(y)+3, sin(y)—s, sin(y)r+s, cos(y)r =
=S, cos(y)+s,sin(y)+z,r =
=z,r +kFcos(y)’ +(1—d k )e, cos(y)—k (F, — p,.)cos(y)+
+hF sin(p)’ +(1-d, k) )e, sin(y) -k (F, - p,, )sin(y) =
=k F +zyr+(1-d,k)(e, cos(y) +e, sin(y)) -

—k ((F,, = P, )sin@) +(F, = p,, ) cos(y))

(6.12)
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Y usando el mismo procedimiento calculan las derivadas de z,.

z, ==s.sin(y)+$, cos(y)—s, cos(y)r—s, sin(y)r =
=—§,sin(y) +s, cos(y) —zr =

=z~ F cos(y)sin(y) ~(1-d,k, )e,, sin@) + k (F, - p,, )sin(y) +

+k,F sin(y) cos(y ) + (1 —-d k, )evy cos(y) —k, (Fy,, - D, )cos(t//) = (6.13)
=—zr+(1-dk )(—evx sin(y) +e,, COS(l//)) +

+k ((F, = p..)sin@) ~(F,, - p,, )cos(y))

Estas expresiones pueden simplificarse si se utiliza la definicion de ;. (ver Capitulo 5):

, F, F,

sin(y,) = ——22— =

F, = F.sin(y,) Fer F
’ - (6.14)

F, = F,cos(y,) FF

cos(y,) = e =

FAr F

De tal forma que sin(y) y cos(y) pueden expresarse como sigue:

sin(y) =sin(y, + (v —y,)) =sin(y, ) cos (y —y, ) + cos(y, )sin(y —y, ) =
_F,cos(y -y, )+ F,sin(y -y, )
F

r

(6.15)
cos(y) = cos (v, +(w —w,)) = cos(y, ) cos (v —y, ) —sin(y,)sin (y —y, ) =
_F,cos(y~y,)-F,sin(y-y,)
- E

I3

Utilizando un poco de trigonometria se obtienen las siguientes relaciones:

F?+F?
F, sin(y) = F, cos(y)=———"sin(y ~y, ) = F,sin(y -y, )

”

(6.16)
- Fr +F,
F, sin(y)+F, cos(y)=———

7 cos(v =y, )= F cos(y -y, )

r

Expresando el vector de perturbaciones p=[px,py]T en el sistema de ejes cuerpo se
definen las variables p; y p2:

Py =D, Cos(¥)+ p,, sin(y)
b ’ (6.17)
Py =—p,sin(y)+ p, cos(y)

Substituyendo entonces (6.16) y (6.17) en (6.12) y (6.13) se obtiene:
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z, =k F—kF, cos(y —vy,)+zr+(1-d k )(ewr cos(y)+e,, sin(y/)) +k p, 6.19)
z, =k F sin(y -y, )—zr+(1-d,k )(—evx sin(y) +e,, cos(y/)) +kp, '

Donde:

o 27 =1 Pl P (6.19)

La expresion (6.18) es mas adecuada para el disefio del control que la expresion (6.10)
ya que en este caso la fuerza de control F aparece en la dinamica de la variable z; pero
no en la de z,. Esto sugiere que para estabilizar z; debera escogerse un valor de F' de tal
forma que su signo sea opuesto al de z;. Por tanto se plantea la siguiente ley de control:

—sign(z,) si |Zl|28

sign(F) = { (6.20)

sign(F~) i |Zl|<€

En realidad la ecuacion (6.20) no indica cual es el valor de F' que debe aplicarse sino
solamente su signo. El valor de F debera seleccionarse de entre los valores de la Tabla
4.2 una vez que se conozca el signo de .

Por otra parte, para controlar la variable z, se dispone Unicamente del d&ngulo . Puesto
que el valor de ¥, se encuentra fijado por la trayectoria, entonces y deberia escogerse
de tal manera que F,sin(yw—y;) tuviese el signo opuesto a z,. Este objetivo puede
cumplirse si iy sigue la referencia . definida como:

v, =y, —k, tanh(z, )sign(F, ) (621)
Para una constante k, positiva menor que 772, ya que si =y, entonces:

F.sin(y —y, ) = F, sin(—k, tanh(z, )sign(F,)) = —|F,|sin(k, tanh(z,)) ~ (6.22)

Y puesto que k, es menor que 772 entonces sin(k; tanh(z;)) tiene el mismo signo que z».

En general y serd distinto de . por lo que para tener en cuenta el efecto de dicha
variable sobre el error se define la variable w como sigue:

Fw=F,sin(y -y, )+|F.|sin(, tanh(z,)) (6.23)

De este modo:
Fw=F_sin(y -y, )+|F|sin(k, tanh(z,)) =

=F.sin(y, +(y —w,)—w,)+|F [sin(k, tanh(z,)) = (6.24)
=F sin (-k2 tanh(z, )sign(F) + (v —y. )) +|F |sin (k2 tanh(z, ))

F

Y por tanto de acuerdo con el teorema del valor medio existe un ¢ tal que:
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F.w=F,sin(-k, tanh(z,)sign(F,))+ F, cos(&) (v —w. ) +
+|F.|sin (k, tanh(z,)) =

=—|F, |sin(k, tanh(z,))+ F, cos (&) (v —w, ) +|F, |sin(k, tanh(z,)) (6:2%)
= F, cos (&)W -v.)
Lo que implica que la variable w puede acotarse facilmente como:
W <|w -v, (6.26)
Con lo que finalmente la dindmica de z; y z, se puede expresar como:
z =k F—kF cos(y—y,)+zr+(1-dk )(evx cos(y)+e,, sin(w)) +k p, 627

@:—hﬂﬂﬁn@ﬂmmwqu¢+ﬁ—dﬁ0@wmqw}%%MmW»+ha+hm

La ecuacion (6.27) indica que w se comporta como una perturbacion que actia sobre la
dinamica de z.

6.3.3. Control de orientacion

La ecuacion (6.21) establece una orientacion de referencia que el aerodeslizador debe
seguir para estabilizar las variables z; y z; y con ellas el error de posicion. El objetivo de
este apartado es disefiar una ley de control que empleando 7 como accion de control
haga que y converja hacia la referencia ..

Para lograr este objetivo se definen las variables de error como sigue:

e, =y -y,

) (6.28)
e}" :r_l//C

La definicion de las variables de error es muy similar a la realizada en (6.7), no obstante
cabe destacar la diferencia entre ambas expresiones ya que en este caso se usa como
referencia ¥, y no ;.

De esta forma, de acuerdo con (6.28) la dinamica del error de orientacion viene descrita
por:

&, =Y~y =r—y, =¢
6, =i~y =t—d,r+p,—, (6.29)
=t—de —dy —y.+p =1-71,—de +p,
Donde:

r=dy, . (6.30)
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Del mismo modo que se hizo en (6.9) se define la variable de error s,

s, =e, the, (6.31)

La motivacion de dicha definicion es similar a la del apartado anterior. Si s, se anula
entonces e, y e, tienden exponencialmente a cero ya que:

. : 1
s, =0—>¢, =—ke =-ke, >e¢, :_k_e"’ (6.32)
3
Calculando la dindmica s, se obtiene:
s, =e,+ke =e +k,(r—7.,—de +p,
4 74 3%r r 3( c rer pr) (633)

=k, (t—7.+p,)+(1-kd, e,

Si 7se escoge de forma que su signo sea el opuesto a s, entonces s, converge siempre
y cuando 7 pueda dominar sobre el resto de los términos de (6.33).

Para comprobar cuando esto sucede es necesario disponer de una cota del valor de .
Por ello es preciso calcular las derivadas de la referencia y:

v, =v, -ksign(F, )(1-tanh’ (z,))z,

6.34
W, =, -2k,sign(F, ) tanh(z, )(1- tanh*(z,))( 2, )2 -k,sign(F)(1-tanh*(z,))Z, (039

Y por lo tanto:
. . . 2 . . \2 .
r,=dy, +y, =1, —k251gn(F:,)(l-tanh (zz))(a’rz2 +2tanh(z,)(z,) +zz) (6.35)

De este modo si z y sus derivadas son acotadas y 7, no es demasiado grande, entonces
escogiendo adecuadamente k, parece razonable que 7 domine sobre 7. y por tanto ey,
converja.

Para lograr estabilizar s, se propone entonces la siguiente ley de control:

—sign(s,) Si ‘s
sign(r) = (6.36)
sign(t™)  si ‘va
Esta seleccion del signo de 7 garantiza que para |s,[>¢ el signo de 7 se opone al signo de

s,y ademas ¢ evita que 7 oscile infinitamente rapido.

Las ecuaciones de control (6.20) y (6.36) establecen el signo de 'y z. Una vez fijados
estos signos siempre es posible seleccionar los valores exactos de la fuerzas F y F, que
producen los signos necesarios de entre los valores de la Tabla 4.1. Una posible eleccion
de dichas fuerzas es la que se muestra en la Tabla 4.2.
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6.3.4. Efecto del ruido y las perturbaciones

Las leyes de control planteadas en el apartado anterior se basan en un conocimiento
exacto de las variables de estado. Si la medida contiene un cierto nivel de ruido en cada
una de las variables, se estd introduciendo un error en el calculo de las variables s que
finalmente se propaga a las variables z.

El objetivo de este apartado consiste en ver como se propaga el error en la medida hacia
el calculo del control. A lo largo de la seccion se denotan con tilde las variables medidas
(esto es, bajo el ruido en la medida (6.5)) y sin tilde las variables reales.

En primer lugar se considera el efecto del ruido en el calculo de las variables s, y sy:

=e +ke, =e +ke +n +kn =s +n +kn, 637)

S,
§,=s,+n,+kn,
Si ahora se propaga el efecto a z; se tiene que:
Z, =58, cos(y)+35, sin(y) =
=5, c08(17)+ 5, sin() +(n, +kyn,, ) cos(p) +(n, +kpn,, )sin() =
=5, cos(y)+s, sin(y) +s, (cos(y) —cos(y)) +s, (sin(y) —sin(y) )+  (6.38)
+(n, +kn, )cos(y) + (ny +kn,, )sin(y?)

=z, +n
Donde:
n=s, (COS(l// +n,)— cos(t//)> +5, (sin(t// +n,)— sin(l//)) +
! (6.39)
+(n, +kn,, ) cos) +(n, + kpn,, )sin(p)

Usando el teorema del valor medio existe un & tal que:

n ==s, sin(&)n, +s, cos($)n, +
(6.40)

+(n, +kn,, ) cos() +(n, +kpn,, )sin(p)
Lo que permite obtener la expresion

| < |5, Sin(&) + 5, OS(&)| 7,y +
+ (14 k) 1, (|cOs()] +[sin@ep)|) = (6.41)

= ||8] 7t + N2 (14K, )1, = (||z|| +32(1+k, ))nmaX

Notese que -ssin(&)+s,cos(&) es la componente del vector S=[sx,sy]T rotada un angulo &
y por ello puede acotarse por ||s|| o lo que es lo mismo, por ||z||.
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Un calculo completamente andlogo puede llevarse a cabo con z, obteniendo finalmente:

2 =T, (6.42)

mol< (2 + 52 (14 &)

|”1

2

Por otra parte el error en la medida también afecta al calculo de . ya que:

V. =y, —k,sign(F)tanh(z,) =
=y, —k,sign(F,) tanh(z,) + k,sign(F, ) (tanh(z,) — tanh(Z,)) =

(6.43)
= l//c + nc
n, = k,sign(F.)(tanh(z,)—tanh(Z,))
El valor de n. puede acotarse facilmente con ayuda del teorema del valor medio:
n, = k,sign(F)(tanh(z,)—tanh(z,)) =
= k,sign(F,)(tanh(z,) —tanh(z, +n,)) =
(6.44)

= —kzsign(Fr)(l —tanh’ (f)) n,
In.| < ke, [1 ~ tanh* (&) [n, | = &, [,
Para calcular la derivada de y, y por lo tanto e, se necesita evaluar la derivada de z>, no

obstante la expresion (6.18) depende del error en la medida p que es desconocido. Esto
significa que el z, que realmente se esta calculando es:

z, =kF sin(y —w, ) - 27 +(1-d k )(—évx sin(y) +¢,, COS(!//)) =
=kF. sin(t//+nw —t//r)—(zl +nl)(r+nr)—

6.45
~(1=d K, )sin(y +n,) (e, +n, )+ o

+(1—d k) cos(y + nw)(evy +n,, )
Aplicando de nuevo el teorema del valor medio existen unos valores &y & tales que:
z, =kF sin(t//+ny/ —wr)—él (r+n)+
+(1—dukl)(—(evx +n,, )sin(y +n,) +(evy +nvy)cos(l// + ny,)) =
=kF sin(y -y, )-zr+(1-d k )(—evx sin(y) +e,, cos(t//)) +
+(kF, cos(&)+(1-d k) (~e,, cos(&) e, cos(&)))n, +(r+n,)n,

—(1-d ke, sin(&)n,, +(1-d ke, cos(&)n,,
=z, —kp,+f

(6.46)
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Y puesto que todos los términos que contienen componentes de N pueden acotarse como
ya se hizo en (6.41) entonces:

fl<(k |F|+2v21-d k| e + & +|r|+n__|n (6.47)
1" r u'1 vx vy max max

Una vez estimado el error en la derivada de z; es posible propagarlo a la derivada de .
como sigue:

A

v, =y, —k;sign(F, )(1-tanh* (£,))Z, =
=y, —k,sign(F,)(1-tanh® (,))z, +
+ksign(F)((1-tanh’(2,)) 2, - (1-tanh* (2,)) 2, ) = (6.48)
=y, +/,
f, = kzsign(Fr)((l- tanh?(z, +n,))%, — (1-tanh?(z, ))2'2)

Y usando una vez mas el teorema del valor medio para acotar f>:

Sy =kysign(F,) ((l'tanhz(zz +n,)) (le —k.p, + f) - (l'tanhz(zz))z.z ) =
= k,sign(F,)(1-tanh’(z, +n,)) (k,p, + ) +
+k,sign(F, )z, (- tanh® (z, +n,)) + tanh* (z,) ) =

(6.49)
= kzsign(E_)(l-tanhz(zz + nz))(klpz +f) -
—k,sign(F, )z,2 tanh(£)) (1- tanh* (&) )
AR (klpmax +|f|+|22||”2|)

De tal forma que:

&, =y —y.=y+n,~y +(v.-y.) 6.50)
=e,+n,—n, '
Y ademas:

ér:f—yjc:r+n,,—(g[/r+f2):er+nr—f2 (6.51)

Por lo que finalmente se concluye que el efecto del ruido de la medida y la perturbacion
no medible sobre s, es el siguiente:

§,=¢é,+ke =e, +n,—n +k(e +n —n,)=
=5, + [ (6.52)
£ =n,—n, +kn, —k,f,

Donde f; puede acotarse mediante la siguiente expresion:
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1£1] s\nw\+|nc|+k3|n,|+k3|]g|s
< N by ||+ Ky + Ky (klpmax +|f|+|z'2||n2|) <

<n_ +(1+k3 |z‘2|)|nz|+k3nmax +kyk, (klpmax +|f|) <

= Mo & kz (1 + k3 |22|)(||Z|| + \/5(1 + kl ))nmax + k3nmax + (653)
sl 2VZ D= )
< n3 +k3k2klpmax
Donde:
ny = (14 k ks (14K 2] (2] + 82 (1K) )+ | |+
(6.54)

+2\/§|l - a'uk1|1 /efx + efy + |r| +n,,. ) n..

Después de este laborioso célculo se esta en condiciones de estudiar el efecto del ruido
y las perturbaciones sobre la ley de control. Debido a dicho ruido y perturbaciones los
valores de la ley de control que realmente se calculan son:

—sign(z,) si |z,|=>¢€
sign(F) = gn(z)) | 1|
sign(F~) si |2]|<g
. . (6.55)
—sign(s, ) si ‘sw‘ > &
sign(r) =
sign(t™)  si |§ |<é&

v

Asumiendo que los términos en (6.54) permanezcan acotados, la ley de control (6.55)
produce los mismos valores que las leyes de control (6.20) y (6.36) siempre y cuando z;
y s, sean suficientemente grandes y fuq Y Pmar Suficientemente pequenos:

8] =|z, +n|2 e
sign(z,) = sign(z, + n,) = sign(z,)

y :‘sw+f3‘28

sign(s,) = sign(s,, + ;) = sign(s,,)

|z|ze+n, —>{

) (6.56)
S

‘Sw‘ >e+n,+kkkp, .. — {

6.4. Estabilidad

El analisis de estabilidad se realiza en tres partes, en primer lugar se muestra que es
posible estabilizar la posicion del vehiculo siempre y cuando el error de orientacion sea
pequefio. A continuacion se ve como es posible estabilizar el error de orientacion
cuando el error de posicién es acotado. Finalmente se unen ambos resultados
demostrando la estabilidad del conjunto.
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En primer lugar cabe hacer una observaciéon importante: dado que las entradas de
control asi como las perturbaciones son acotadas, entonces e, y e,, son de acuerdo con
(6.8) global finalmente acotados. Lo mismo ocurre con la velocidad angular » como se
comprueba a continuacion.

Lema 6.1. Para cualquier sefial de control Fi(f), F.(f) que cumplan la restriccion (4.2)
las soluciones del sistema (6.4) mantienen e, e,, y r global finalmente acotadas.

Demostracion: En primer lugar, es claro a partir de (4.2) que la fuerza F y el
momento 7 estan acotados por F,, y t,, respectivamente, en particular:

|F| — |F;7 + F; < |max(umin > umax) + max(umin > umax) — 2 max(umin > Z'lmax ) = F
Ea z .
|T| — |I(F27 _}Te) < Z(umax _(_umin))| =] U ax +umin =7
7 S
Si se definen entonces las siguientes funciones:
2 2 2
L=t L= =D (6:58)

Y se toman las derivadas de las mismas a lo largo de la trayectoria (derivadas de Lie) y
teniendo en cuenta (4.10) y que ||p||<pmax, S€ tiene:

L=-e,(de,—Fcos(y)-F,—p,)

u-vx

<- evx (du evx _|F|_ Ecr +pmax)
<—le, |(d, e~ 2F = Prx ) (6.59)
L2 <-le, (du ew‘ -2F —pmax)

Li=—r(dr-t-p,)< —|r|(dr = 7 e +pmax)
Las funciones L; pueden ser vistas como funciones de Lyapunov para la dindmica de
cada una de las velocidades. Fijandose primero en L;:

La ecuacion (4.12) muestra que la derivada temporal de L; es estrictamente negativa
siempre que d,v,>(1+&)(Fuaxtpmax), siendo € cualquier constante positiva. Por otra parte
la funcion L; toma el valor mdximo en la frontera de dicha region
L ]m:((1+8)(Fmax+pmax)/du)2/2- Puesto que la funcidn L; es estrictamente decreciente para
L>L;,, se deduce que transcurrido un tiempo finito 7, entonces L;(7T)=L;,. Luego para
>T entonces d,V,<(1+&)(FnaxtPmax)-

Repitiendo este razonamiento con las funciones L, y L; se llega a la conclusion de que
los errores en velocidad e, e,, son global finalmente acotados por (1+&)(FinatPmar) /du
y la velocidad angular » es global finalmente acotada por (1+&)( zuaxtpPmar) /dy. De este
modo, transcurrido un tiempo 7 suficientemente grande el estado del sistema (6.4)
pertenece al conjunto £2;.
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evx s evy

2F + 2 +
QF{(x,y,vx,vy,w,r): < 2 max * Py |r|sM} (6.60)

u r

Como en capitulos anteriores el conocimiento de la cota final del error de velocidad y
de la velocidad angular permite simplificar el estudio de la estabilidad.

Proposicion 6.1: La estabilidad asintdtica del sistema (6.4) puede estudiarse
restringiéndose al conjunto Xe (2,

Demostracion: Puesto que el sistema es uniformemente Lipschitz en el estado X, el
estado del sistema no puede escapar a infinito en el tiempo finito. De este modo durante
el tiempo 7 del Lema 4.1 el estado del sistema permanecera acotado.

Puesto que para ~T el estado cumple que X(f)c(2;, la estabilidad del sistema solo
depende del comportamiento de X(¢) restringido a dicho conjunto =

6.4.1. Estabilidad de la posicion

Para analizar la estabilidad de la posicion del aerodeslizador se comienza analizando el
comportamiento del vector z. El siguiente teorema muestra que Z es finalmente acotado
S1 W, Pimax Y Hmax N0 son demasiado grandes.

Teorema 6.1. Sea el aerodeslizador (6.4) en presencia de ruido en la medida n y
perturbaciones acotadas p de acuerdo a (6.6). Sea ademas el vector z=[z,,
zz]T definido por (6.11) y X.(¢) una trayectoria dominable. Si 71,4y Y Pmax SON
suficientemente pequefios entonces existen unas constantes k; y k2 y wy, y
unas funcioén S de clase KL y y de clase K tales que la ley de control (6.55)
cumple:

W< w, —z(0) < ﬂ(”z(to)

,t—t0)+7/(wm +n,,. +pmax) (6.61)

Demostracion: De acuerdo con la proposicion anterior y sin perdida de generalidad el
estudio de estabilidad puede restringirse al dominio £2;.

En primer lugar, puesto que la trayectoria es dominable, sea cual sea el signo de 7 se

puede elegir un F; de tal forma que |Fj-|F,| sea positivo. Entonces si py. €s
suficientemente pequefio, existira un o positivo tal que:

|F|=1E = P 26 (6.62)

Por otra parte, dado un positivo &; arbitrariamente pequefio siempre es posible elegir un
k; tal que:
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(1-d,k)

u'l

Tk (2Fmalx + Do ) < 08, (6.63)
u'l

Esto resulta claro ya que siempre es posible tomar k;=1/d,. Entonces para cualquier k;
positivo, puesto que F, es acotado inferiormente (al ser la trayectoria dominable) si pjax
es suficientemente pequefio siempre es posible encontrar un wy, tal que:

\/E(pmax +5gl +

F

w,, ) <min(85,|F,|sin(k,)) (6.64)

A continuacion se define la siguiente funcion de Lyapunov de control para estudiar la
dindmica de las variables de error z; y z»:

2 2
_atzn

2

4 (6.65)

Si se toma la derivada temporal de V" a lo largo de la trayectoria solucion de (6.4)
(derivada de Lie) se obtiene lo siguiente:

V=22+272=
=kz, (F—F,cos(v—w,)+ p)—kz(
+(1 —-d k )(z]evx cos(y) + zie,, sin(y) — z,e, sin(y) + z,e,, COS(!//)) =
= kyz, (F = F, cos(w —w, )+ p, ) —k,z, (|F, |sin (k, tanh(z,)) - Fw— p, )+ (6.66)

F,|sin(k, tanh(z,)) - F,w— p, )+

+(1—d k, )(evx (2, cos(y)—z,sin(y)) +e,, (2 sin(y) + z, cos(t//))) =
=k,z, (F—E cos(t//—g//r)+pl)—klz2 ( F |sin(k, tanh(zz))—Ew—p2)+
+(1 —-d k, )(Slewr +S26Vy)

Para poder estudiar el signo de la derivada de V, puesto que la ley de control (6.56) se
encuentra definida a intervalos, hay que tener en cuenta dos casos:

Caso A) Supongase inicialmente que |z;[>n;+&.
De acuerdo con la ley de control (6.55) y la condicion (6.56) se sabe que F tiene signo

opuesto a z; y ademas su valor sera mayor que |F;| de tal forma que el primer término de
(6.66) puede acotarse como sigue:

kIZI(F_F; COS(‘//_V/r)+p1):klzl(_|F;|Sign(zl)+F;COS(W_I//,‘)—FPI)S

S_k1|zl|(F;_E’COS(W_I//V)|_|p1|)S (6.67)
S_k1|Zl|(|];;|_ F;, _|pmax )
S—k15|zl|

Por otra parte el tercer término puede acotarse teniendo en cuenta la condicién (6.63):
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(1= e ) (10,0 + 26, )| <[(1= e )| (1l ] s e ) <
<k (1;:"];"1) (1515} (2B + o) <
<k L"’"kl) 252452 ( (6.68)
<2k, (1 i )(2F o )2 <
<kde 7| “

De este modo:

V<—k (5|zl|+5gl |||+

' (kz tanh(|zz|))_|zz|(|E~||W|+pmax )) (6.69)

Si a continuacion se define la funcidén g como sigue:

g(x) = mm[ 5 \/_sm(k tanh( J%D] (6.70)

Entonces puesto que F; es distinto de cero, g solo se anula en el origen. Ademas, puesto
que ||z|[*=z,+z°, entonces:

O bien z;”>||z||*/ 2, lo que implica que:

~5lz,|- i (k2 tanh(|zz|))£ 5T |Fzz|sm(k tanh(|zz|))
Sl o
o<l e
O bien z;”>||z||/ 2 y por tanto:
—§|zl|—|Fr22|sin(k2 tanh(|zz|))< §| | |F| ” ” sm(k2 tanh(%ﬂs
(6.72)

<t b, o B <o

De tal modo que en cualquier caso se verifica la siguiente condicion:
V<~ 2l (g (12f) - (8, +17: [ + po)) (6.73)

Luego V es decreciente en aquella region en la cual g(||z||)>(derHFAWntPmax)-

Definase entonces z,,,,; como sigue:
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Zya =2 tanh” [k {ﬁ(me%wmm (6.74)

I

De acuerdo a (6.64), z,u.; esta bien definido, ya que:

V2 (P +

)<|E|sin(k2)—>\/E(pmaxTJr&’wwm]qm(kz) (6.75)

Lo cual significa que existe un & tal que:

sin”' [ﬁ(p‘m"TJfg‘Jr w, D=k2 (1-¢,) (6.76)

Por lo que:
=2 tanh™(1-¢,) <o (6.77)

max 1

Ademas, si ||Z|[>zmaxs €ntonces:

el zmin| 2 %(k ta“h( =)

(6.78)
&(l) > min( 5. j
Por otra parte (6.64) también implica que:
—=2 (0, +|F, ) (6.79)

De este modo si ||z]| >zyqx entonces g(||Z||)> (e HFWntPmax) ¥ por lo tanto la derivada
de V es negativa.

Caso B) Supongase por el contrario que |z;|<n;+&:

En este caso el valor de ||z|| puede acotarse de la siguiente forma. Si |z;[>|z;| entonces
utilizando la cota (6.41) para n; se tiene que:

|zl|S(||Z||+\/§ 1+k )”max+5
2 < V2|2 V2 2] 1y 42 (N2 (14, ) 1 + ) (6.80)
( max) ||<\/_( 1+k1)”max+3)
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Si n,,4c s suficientemente pequeno el término que multiplica a ||z|| sera positivo por lo
que puede escribirse:

V2(V2(1+ k) n, + )
(1 - \/Enmax )

AN LB =& (6:81)

Notese que &; puede hacerse arbitrariamente pequenio si 71,4, también lo es y ¢ se elige

adecuadamente.

Por el contrario si |z,|<|z,| entonces simplemente:
2 < |5 = 2] <2 2] 6.82)
Luego sea cual sea la relacion entre z; y z, siempre se cumple que:
2] < 2|z +e, (6.83)
Usando (6.83) el primer término de la derivada de ¥ puede acotarse como sigue:

kiz, (F = F,cos(w -y, )+ p,) < k(|| + ) (2F, +|pi]) <
<k ((J2+ V2 (1)) + ) 2P+ P )= (6:89)
<kgc, ||Z||n +kceé,

max

Donde ¢;=2F st pmax €8 Una constante positiva y & puede hacerse tan pequefio como se
quiera si el ruido n es pequefio:

cl = (2Enax + pmax )

6.85
84=k1(x/§(1+k1)nmax+g) (6:83)
Entonces la derivada de la funcion V puede acotarse del siguiente modo:
V <k 2]ty + ki, =k |2] | [ sin (k, tanh (|2, )) +
|2, | (|| [W]+ P ) + 0%, | 2] <
<, (=25 (| sin (s tanh (2, ])) = ]l - Py ) )+
(6.86)

+k, ((C’l” + 3¢, )(\/E|z2 |+, ) + clgz)
<k ([2.[(|FIsin (&, tanh(|z,) = V2 (e, +8)+ (15| [wl+ o)) )+

by (7 + 08, 85+ 15,

max

max
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Agrupando términos se tiene que:

Vs-hﬂ%u

F

sin (k, tanh(z,])) - & —(

F,

W+ D))~ 6) (6.87)

Donde &5 y & son términos que pueden hacerse arbitrariamente pequefios si 7,y 1o es,
ya que:

& = \/E cn_ +0&
5 ( 1" "max l) (688)
& = (N +08,) &5 +C,E,
Definiendo entonces z,,,,> COMO:
|
z, ., =tanh™' | —sin™' Pm—"‘gerWm (6.89)
k, F

Zmax2 también estd bien definido siempre y cuando n sea suficientemente pequefio ya que
haciendo que &5<ds;:

Wm+85)£(pmax+ F;

S\/5(pmax +

F.

Wm+5<91)3

w, +0g, ) <|F|sin(k,)

(2
(6.90)

F

Y como en el caso anterior esto garantiza que z,.><. Puesto que z, esta bien definido
entonces cuando ||Z|[> zuqx2 s€ cumple que:

)=~

Para una cierta constante c, positiva de tal manera que:

(|E|sin(k2 tanh(|z

F

W+ pmax)) <c, (6.91)

max 2

14 Skl(—|z

¢, +&) (6.92)

max 2

Que es definido negativo si & es suficientemente pequefio, esto es, si el ruido en la
medida n,,,, también lo es.

En conclusion, si se define z,,=max(Zmaxi, Zmax2) y ademas n es pequeiio entonces V'
decrece en la region ||Z|[>zpax.

Puesto que V=||z||*/2 entonces ¥ decrece fuera de la region V<||zua.l|*/2 lo que significa
que la curva de nivel es una region de atraccion del sistema, tal como se muestra en la
Figura 6.4. De este modo ||z|| es global finalmente acotado por z,,.
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2(1)

V<0

A 4

;

HZH 7 Zmax (W’ nmaxﬁpmax)

Figura 6.4. Region de decrecimiento de V. Cuando ||Z|| >z,,,, entonces V decrece y por lo tanto ||z|| también
decrece. Esto significa que la region ||z|| <z,..x €s una region de atraccion del sistema.

Puesto que zuux; Y Zmax2 son funciones de clase K respecto de puax, Mmax Y W, €ntonces
Zimax=MaxX(Zmax1,Zmax2) también lo serd. Esto implica que existe una funcion y de clase K
tal que:

W <w, =]z < B(|l2(t)
< B(||z()

=ty )+ Zy <

max

6.93
,t—%)+y( (6.93)

Wm|+nmax +pmax)

Lo que completa la demostracion =

Una vez que se sabe que z es acotado resulta sencillo comprobar que es lo que ocurre
con el error de posicion y el error en velocidad.

Para ello, partiendo de (6.9) se tiene que:

(6.94)

De tal manera que de acuerdo con (6.8) se puede sustituir €,, por la derivada de e,y e,,
por la derivada de e, y por tanto:
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1
k,
(6.95)
1
k

Teorema 6.2. El estado e,=[e..e,]” del sistema (6.95) es ISS respecto a S=[sx,sy]T , mas
aun, existe una funcion £ de clase KL tal que.

le. )] < B, (e, )] £ —1, ) + sup {s(r)} (6.96)

Demostracion: Sea la siguiente funcion de Lyapunov del sistema (6.95):

V=2 (6.97)

Sea s, el maximo valor de ||s|| en el intervalo [#,f] y el vector de estado de (6.95).
Entonces tomando la derivada temporal de dicha funcion:

VZ :exé,x +eyéy :;ex (Sx _ex)+e _(Sy _eY) =
1 1
1 1
— e mes e, = {lelf -e05) 09
1 e
<l -ledsn) =Ll -s.)

1

Es claro que cuando ||e;|[>s,, entonces V> disminuye y por lo tanto también lo hace |[e,||
(va que Vo=|lej|’/2). De este modo la regién ||e;||<s, es la region de atraccion del
sistema (6.95) luego ||e/|| es ISS respecto a s por lo que se cumple (6.96) =

Para concluir este apartado conviene comprobar que ocurre al error de posicion €, cuado
w es pequeio.

e, =[e e, | (6.99)

Puesto que z es global finalmente acotado por una funcién que depende de w, el ruido y
las perturbaciones, €; es ISS respecto a S y ademas ||S||=||z|| con lo que el siguiente
resultado es inmediato:

Teorema 6.3. Bajo las condiciones del Teorema 6.1 existen unas funciones f; y y; de
clase KL y de clase K respectivamente y una constante w,, tales que:

i <w, > e, )< B (e, @)1= )+ 75 (W + My + Puss)  (6.100)

Demostracion: De acuerdo con el Teorema 6.1 se sabe que existen unas funciones f;
y 7 de clase K'y KL respectivamente y una constante w,, tales que si |w|<w,:
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2] < B, (|20 =20 )+ 7, (W, + P + P ) (6.101)

La ecuacion anterior implica que para todo ¢ existe un 7 que es una funcion de clase K
en ||z(0)|| tal que:

T, (|lz@)]) <t >z < e+ 7, (W, + P + P ) (6.102)

Definiendo entonces € 2=[evx,evy]T y utilizando (6.94) se tiene que:

S—é€
e el =lsl+ el =[]+ e (6.103)

e, =

Por otra parte segun la definicion del vector z se tiene que:
[z =lsl=lke, +ell< koo |+ el <& [e, | +e, [ = (1+ &), | (6104

Ademas el Teorema 6.2 implica que existe una funcion £, de clase KL tal que:

e < 5, (e @)
=/, (”e1 (%)

1) s {lsce)) -
fosr=! (6.105)

=1y )+ sup {20

Puesto que f; es decreciente en ¢, entonces el supremo de ||z|| se alcanza en =t) y por
tanto:

le )] < B, (e, )2 =2 )+ B ([2(0)],0) + 7, (w,, + 7 + P ) (6.106)

Ademas para > T, se tiene que:

e, )< 5. (Jle(T,)

’t_];‘)+g+7/1(wm+nmax+pmax) (6107)

De este modo para ¢t < T, el error e, puede acotarse tal como se muestra a continuacion.

Je, @] = Vle: O + [ <[, 0)+]e: 0] = 2l )]+ Jzto)] <
<28, (et .t =1,) + 28, (|2(0)].0) +
+55 (||Z(O) 1, ) +37, (W, + M + P ) <
<283, (|, (©]-0)+38,((1+4)[e, (0] 0)+
+37, (W, + iy + Pina ) <

<74 (e, O]+ 37 (W, + s + Do)

(6.108)

Donde 4 es una funcion de clase K. Mientras que para 7, <t se tiene que:
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le, ] < 2[le, @] +[12¢0)]
<24, (||e1(1;) ,t—z;)+3.c;+3y1 (W, + Mo + Do ) < (6.109)

<23, (|, (7.)

at_n)+3g+37/1 (W +nmax +pmax)

m

Con lo que e, es acotado en el intervalo de tiempo #,<¢t<7T; por una funcion de clase K en
lle,(0)|] y ademas cuando +—o entonces €, es finalmente acotado por 3y; + 3¢, siendo &
arbitrariamente pequefio. De modo que existe una funcion f; (la envolvente de ambas
funciones) de clase KL tal que:

at_to)+371(wm+nmax+pmax)=

le, ] < 8(Je, )

(6.110)
= B([e, ()

5t_t0)+37/1(wm +nmax +pmax)

Como se queria demostrar =

6.4.2. Estabilidad de la orientacion.

En este apartado se considera la estabilidad del error de orientacion. Para ello se analiza
en primer lugar el comportamiento de la variable s, asumiendo que el vector z es
acotado. A continuacion se muestra el efecto sobre el estado completo e, y e,.

Teorema 6.4. Sea s, la solucion del sistema dindmico (6.33) y X.(f) una trayectoria
dominable. Entonces, para cualquier valor de 4, y &, si las perturbaciones y

el ruido son suficientemente pequefios existen cinco constantes positivas z,,
ks, a, by c tales que bajo la accidon de control (6.55) se cumple:

2] <z, > s, (0] < max(|s, (0) =at ,y (b+ 2, + Py )y + Prus +€ ) (6:111)

Demostracion: En primer lugar y sin perdida de generalidad la estabilidad de s, puede
estudiarse asumiendo que el estado inicial del sistema se encuentra en la region £2;.

Esto implica que e, es acotado ya que:

m

o=l —r <+l < 22l

r

7

”

(6.112)

Por otra parte, de acuerdo con (6.18), puesto que ||Z|| es acotado por z, y |r| es acotado
por r, en £2;, entonces la derivada de z también es acotada:

2] =22 + 22 <[z 42| < o+ (2] +z]) e+ (204 22) 6.113)

<c¢+2r,z, +2kp,.. Sc+c,z, +Cip,..

max—m
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Para algunas constates positivas c¢;, ¢2 y ¢;.

Del mismo modo la derivada segunda de z, también es acotada ya que las derivadas de
ey, €y, y 7 son acotadas en £2;, y por lo tanto:

Z :ler sin(y —y, )+ kF cos(y —y )r—y,)—zF —Zr+
+(1-d k, )(—évx sin(y) +é,, cos(t//)) -
—r(1-d,k)(e, cos(y) +e, sin(y)) + & p,

(6.114)
|%,| <, + |z ||| +|z||[F]+ & | .| < ¢4 +]2 |||+
+(Cl + C2Zm + C3pmax ) rmax + kl |p2| <
<c,tcsz, tcgp,
Insertando este resultado en la definicion de 7. (6.35) se tiene que:
2 =|e,|~k, [sign(F )(1-tanb’ (2,))|(d, |2, + 2Jtanh(z,)| (2, +]2,]) < 6115

Tr +k275(zm +pm)

Para una funcioén ys5 de clase K., e independiente de k.

Del mismo modo todos los términos la ecuacién (6.54) que acompanan a 7, son
acotados y por lo tanto existe una funcion s de clase K tal que:

A< 76 (€542, + Py ) P + Kskisk Do (6.116)

Dado que la trayectoria es dominable entonces |7|<|7| y por lo tanto | 7| -| 7;{<J para un
cierto J positivo. De este modo sea z, la siguiente constante positiva:

1 [ o
=—= — 6.117
Zm 7/5 (4[(2] ( )

z, estd bien definido para cualquier k£, ya que ys5(x)—o0 cuando x—o0 y por tanto la
inversa de 5 existe para todo x. Mas atn, cuando k; —0 entonces z,,—>o (este hecho es

importante en el estudio de la estabilidad global).

De este modo si ||z||<zw ¥V 15(2Pmax)t Pmax <4 se cumple que:

|Ti|_ (2 _|pmax Z|T,-|_|T,,|_k2]/(2m +pmax)_pmax
>[z,| =7, [~k (22,) = ko7 (2P,) = P (6.118)
s5.0_0_9
4 4 2

Elijase entonces k3 de tal forma que:
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1-k,d
@qr |+d, |r )gé (6.119)
der m r r 4
Esto siempre es posible puesto que puede tomarse k;=1/d,.
Definase entonces la siguiente funcién de Lyapunov:
5,
V,=— (6.120)
2
De acuerdo con la dindmica (6.33) la derivada temporal de V'3 viene dada por:
Vy=s,5,=s,(k(z—7.+p,)+(1-kd,)e,) (6.121)

Supoéngase en primer lugar que s, > f3 +& entonces de acuerdo con (6.56) el signo de
es opuesto al signo de s, y ademas |7{<| 7| de tal forma que:

V3SSW$Wzsy/(k3(—rl.—Tc+p,_)+(1—k3dr)er)g
S_‘Sv‘(k3(|ri|_ )_|1_ksdr )S
<—|s, [(k (||| |- ka1 (2, + P = P ) 1= Ksd e, ]) <

o

s—\sw\(gl% ~[1-kd, er|jS (6.122)

5 [-kd|(lr,
g_\sw\;%[g_l : |(@+ Ds

7,

p r er

eV

r

r

Por lo que la derivada de V'3 es negativa. Por otra parte si s, < f3 +& entonces el signo de
V53 podria ser positivo.

Esto significa que V3 y por lo tanto s, disminuye siempre que s, > f; +&. Luego s, es

global finalmente acotada por f; +& Para verificar la cota (6.111) obsérvese lo que
ocurre cuando s, >= f; +&

4 S——‘sw‘:—%m (6.123)

Resolviendo el siguiente problema de valor inicial:

- S f

Vl(to) — VOV

(6.124)

Se obtiene:
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V'(t) :%(W —%(r t )j (6.125)

Por el principio de comparacion (Khalil, 2002) resulta que mientras s, >f;+¢ se tiene
que:

IQ(t)S;U (O)‘—%tj —ls, (0] <|s (0)‘—%t (6.126)

Una vez que se ha penetrado en la region s,< f3+&no es posible salir y de este modo se
tiene que:

‘sw(t)‘ﬁmax(‘ (0)\ 3t f3+5j (6.127)

Para completar la demostracion es necesario usar la cota (6.54) de f3, obteniendo:

‘Sw(t)‘SmaxO (O)‘——t Yo (€54 2+ Do ) s + sk D + gj (6.128)

Que tiene la forma de (6.111) con a= k3, b=c; y c=kkok; =

Un detalle importante a tener en cuenta en la demostracion del teorema anterior es que
el valor de z, puede hacerse tan grande como se quiera reduciendo k,. Si ademas se
reduce también el ruido 7. y la perturbacion p,... la cota final de s, puede hacerse tan

pequefia como se quiera.

Puesto que bajo las condiciones del teorema anterior s, es acotado conviene considerar
que ocurre con e,. Si se despeja e, de la ecuacion (6.29) y se sustituye en la definicion
de s, (6.31) se tiene que:

s, =e,the =e, +ke, (6.129)

De este modo la dindmica de e, es la siguiente:

6 =¥V (6.130)

Es claro entonces a primera vista que e, es estable y puesto que s, es acotado se obtiene
el siguiente resultado general:

Teorema 6.5. Sea e, la solucion de (6.130) y sea z, la constante positiva del Teorema

6.4, entonces para cualquier condicidon inicial en £2; si el ruido y las
perturbaciones son suficientemente pequenas se cumple que:

_t
lz@) <z, > e, (0| <Ce ™ + 1, (b+2, + Py ) My + Py + € (6.131)
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Para alguna constante C positiva y una funcion y > de clase K.
Demostracion: La ecuacion (6.130) es lineal y su solucion viene dada por:
¢ _(t=7)

¢, (=¢,(0) +kl fe * s, @ar (6.132)

34

De este modo si ||z|[<z, y utilizando la cota de s, que viene impuesta por (6.128) se
tiene que:

(t-=7)

je_Tsw (r)dr| <
0

le, (0] <e, (O] * +kl3

(o _(=9)
o
0

s, 0) - (6.133)
t—-7
1 a

S‘eW(O)‘e_E+k— -([ e_T(‘SW(tO)‘—aT)dT-I-

<

<le, ©)[<e, (0)\e_’; +kl3 s, (D

%)

¢ _(t—r)
+L(72 (D+2,, + Do ) e + P + g) I e 5 odr
§ o)

a

Considerando por separado los términos que aparecen en la expresion anterior:

5 ) s )
a (t-7) _t a z
Lf e (r@farirse® L | o 0firs
ky 3 ks %
(6.134)
s ) L
<ls, )| e © ~1|e*
Y ademas:
1 _(t;T)d 1! _(t;’)d | _ki . 6.135
_ 3 < 3 — _ 3 .
k3 SW-([O) e T k3 -([e T [ e J< ( )

Por otra parte puesto que la condicion inicial pertenece a (2; entonces e, es acotado.
Ademas el error de orientacion en el instante inicial siempre puede tomarse en el rango
[-7, 7] (ya que y estd indeterminado modulo 27) lo cual significa que s,(0) también es
acotado y de este modo:
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“"w (0)‘ t

‘e.// (t)‘ S‘ew (O)‘ekt3 + ‘SW (0)‘ e® _1lehy 7, (b +z, + Do )nmax + P TE

5 (0 !

<|le, (O] +[s, @]e ™ {e ™ +7,(b+2, + Py ) s + Pr +€

Sceig +72 (b+Zm +pmax)nmax +cpmax +é&
(6.136)

Donde C es la siguiente constante:

e’ (6.137)

6.4.3. Estabilidad del conjunto

El Teorema 6.1 afirma que si el ruido, las perturbaciones y w son pequeiios entonces z
es global y finalmente acotado. Por otra parte el Teorema 6.7 afirma que si ||Z||<z,
entonces e, (y por lo tanto w) converge exponencialmente a una pequefia region que
depende de las perturbaciones y el ruido. La idea bésica para demostrar la convergencia
del conjunto sera por tanto la siguiente.

Supongase que z parte de la condicidon inicial acotada ||z(0)||<M y ademds 2M<z,
entonces, puesto que |[w(0)| podria ser mayor que w,, en general |Z|| comenzara
creciendo (de hecho z,, puede no estar bien definido).

Ahora bien, si la velocidad con la que ||z|| diverge es acotada pasara al menos un cierto
tiempo finito 7; hasta que [|z(f)|| se haga mayor que 2M. Durante este tiempo como
|z(t)|]| <z la variable e, (y por tanto w) converge hacia una region &;.

Supdéngase ademas que ¢ es tal que z,.(&)<M. Entonces en el tiempo 77 el vector z
estara fuera de la region de atraccion ||z||<z, (ver Teorema 6.1) y por tanto |[Z]]
disminuira. Esto significa que ||z|| no podra cruzar la frontera ||z||=2M.

De este modo la cota de w continuard disminuyendo hacia una cota final que solo
depende de las perturbaciones y el ruido y Z no podré salir nuca de la region ||z||[<2M.
Como se muestra en la Figura 6.5.
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[] |lz(T)|<2M <z,

Zmax (81) :
”Z(O)” <M=~ E\Zmax w)=z_. (&) Zppax (W)

v
~

T

/,‘t

>

T

Figura 6.5. Estabilidad del conjunto. Si se cumple que |[z(0)||<M, w(T))<&p, ||Z(THI<CM y Zpan(&)<M
entonces la trayectoria nunca abandonara la region ||z||<2M.

Si estas condiciones se cumplen entonces z sera finalmente acotado por una funcion
creciente de las perturbaciones y el ruido.

Notese que si Zuq(&)>2M entonces Z podria abandonar la region ||z||<z, de tal modo
que w podria divergir, inestabilizando asi el sistema.

Esta idea se formaliza en el siguiente resultado:

Teorema 6.6. Si el ruido y las perturbaciones son suficientemente pequefios para
satisfacer las condiciones del Teorema 6.1 y del Teorema 6.5 y ademas
existe una constante positiva M tal que

M

4y, (4M M
J2 tanh™! %sin‘% 2J2Ce | |< M (6.138)

Donde o, C y a son las constantes positivas del Teorema 6.5, »» es la funcion de clase K
definida en (6.117).

Entonces si [|z(0)|[<M existe una funcion y7 de clase K, una funcion S de clase KL y
unas constantes k;, k, y k3 tales que el sistema (6.4) bajo la ley de control (6.55) con las
constantes k;, k, y k3 cumple que:

e, @] < 8, (le, O£ =t )+ 7, (P P ) + &1 (6.139)
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Donde ¢; puede hacerse tan pequefio como se quiera reduciendo ¢ en la ley de control
(6.55).

Demostracion: Puesto que ||z(0)||<M, existe un tiempo 7 tal que para ¢<T; entonces
||z(£)||<2M. Para acotar inferiormente dicho tiempo considérese de nuevo la derivada de
la funcion ¥V del Teorema 6.1. De acuerdo con la ecuacion (6.66):

V<k |zz|(F; |w|+p2)+(l—dukl)(slevx +S26W) <¢ ||Z||+c2 (6.140)

Para algunas constantes ¢; y c».

Si M es suficientemente grande de tal forma que ||z|> c./c; entonces aplicando el
principio de comparacion:

P <2eV >V < %(«/ZV(O) +261) 2] <20 + 24 (6.141)

Esto significa que para M suficientemente grande el tiempo que necesitara el sistema
para pasar desde ||z||=M hasta ||z|[=2M sera al menos M/(2c;). Dicho de otra manera,
para M grande entonces 7> M/(2c;).

Elijase entonces k; del siguiente modo:

)

b=
P 4y, (4M)

(6.142)

Es claro que este valor de k, verifica (6.117) y por lo tanto el Teorema 6.5 se aplica al
intervalo [0,77]. De este modo substituyendo (6.131) en (6.131):

_4

e, (T < Ce ™ + 7, (B M + Py )y + P + € (6.143)
Ahora bien, si puay, nmax Y € son suficientemente pequefios entonces se verifica la
siguiente desigualdad:

I

Vo (b+M + P Ve + P+ < Ce ks (6.144)

Entonces la expresion (6.143) se convierte en:

_h

le, (1)) < 2Ce * (6.145)

Si ademas el ruido y las perturbaciones son suficientemente pequefios como para que:

L
max| Lot s Do 106 | o) (6.146)
F, F|

”
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Lo cual es siempre posible ya que 7; es finito, entonces sustituyendo en (6.74) se
obtiene la expresion (6.147).

T
Z hax1 (T{) = \/E t3.1'11'171 {i sinf1 [\/E(pmax—-i_é‘g +2Ce ks J]J
k F

2

”

I 4
<2 tanh | Lsin" [JE (Ce 5 42Ce " m = (6.147)

2

=+/2 tanh™' Lsin*1 [3\/§Ce b B
M)
Y haciendo lo mismo con (6.89):

T
Zpo (1) =tanh™ Lsin"1 P T8 4 nce b || <
k F

2

I

i _n
<tanh™' Lsin’1 [Ce b 42Ce ® D = (6.148)

2

T
=tanh™ Lsin*1 3Ce ©
4y, (4M )

Zmax (]11) = max(zmaxl(ﬂ)’zmax2(7{)) = Zmaxl(Ti) =

4y (4M M 6.149
—J2 tanh™ [% sin”! (3\/5C€ 2eks D <M ( )

Por tanto:

Se procede por reduccion al absurdo.

Supdéngase que zZ cruzase la frontera ||z||=2M en el tiempo ¢,. Entonces ||z(2,)||=2M y
ademas |z|| es creciente en 7, (la derivada de V' es positiva).

Ahora bien, V solo crece si ||z]|<zumax 10 que significa que zu.(|e(22)|)<M, pero, puesto
que ||z||<z,, para todo T,<t<t, entonces

n
t<t, >z <z, > e, (1,) < 2Ce" (6.150)
Luego ||z(£2)||< Zmax(le (t2)])<SM que contradice el hecho de ||z(z,)||=2M.

Una vez demostrado que ||z||<z,. para todo tiempo ¢ entonces por aplicacion del
Teorema 6.5 existe un 75 tal que:
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T;

‘EW(TI)‘S Ce_z +72 (b+M+pmax)nmax +Cpmax +es

(6.151)
<2(7y (D+M + P ) + P + )
Y de este modo de acuerdo al Teorema 6.3:
Hep(t)H <p, (Hep(o) ,t)+73 (‘93 +(72 (b+M+pmax)+1)nmaX +(C+1)pmax +8) (6.152)

<5, (e, 0

’t)+7/7 (nmax’pmax)+g7

Como se queria demostrar®

Llegados a este punto para concluir el estudio de la estabilidad sera necesario demostrar
primero un lema técnico:

Lema 6.2. Sea /x) una funcidon de clase K de orden polindmico y a, b y ¢ tres
constantes positivas arbitrarias. Entonces la ecuacion:

g(x)=+/2 tanh™ [bg(4x)sinl [ce“"sB <x (6.153)
Siempre tiene solucidn para x suficientemente grande.

Demostracion: Puesto que g es de orden polindmico entonces existe un xp, un nimero

-1
entero 7 y una constante ¢, tal que para x>x, entonces g(x)<c,x". Y puesto que fanh(x)
es una funcién monotona creciente se tiene que:

x>x, > gx)< V2 tanh™ (bcnx” sin”' (ce_‘”‘ )) (6.154)
Calculando el limite cuando x tiende a infinito se tiene que:

lim+/2 tanh ™! (bcnx” sin”' (ce*‘” )) =

X—>0

=1lim~/2 tanh ™' (bx" (ce_”x + 0(6_2”))) = (6.155)

X—>0

— J2 tanh™" (lim b (ce™ + 0(6_2”))) — J2 tanh ™' (0) = 0

X—>0

De este modo cuando x tiende a infinito g(x) tiende a cero, es claro entonces que para x
grande la desigualdad (6.153) se cumple =

Una vez demostrado este lema técnico es posible reunir los resultados parciales de los
teoremas anteriores en el siguiente resultado unificador:
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Teorema 6.7. Sea el sistema dindmico (6.4) bajo el efecto de perturbaciones y ruido en
la medida acotados, X,(f) una trayectoria de referencia dominable y €,=[x-
XrsY=Vrs Vi-Virs vy_vy,]T el error de seguimiento espacial.

Dada una cota M de la condicion inicial (X(0)<M), Si Hpuax Y Pmax SON suficientemente
pequenos es posible escoger las constantes k;, k», k3 y € de tal forma que la solucion de
(6.4) sometida a la ley de control (6.55) verifique

e, @] < 5 (Je, ©

)4 73 (M Doy )+ 5 (6.156)

Para unas funciones fsy s de clase KL y K respectivamente siendo & una constante
arbitrariamente pequena.

Demostracion: De acuerdo con el Lema 6.2 siempre existe un valor de M que verifica
la ecuacion (6.138). Llamemos M) a dicho valor.

Supongase primeramente que la cota M del teorema es tal que X(0)e£2;, entonces el
error de seguimiento inicial es acotado ya que:

e, )] <[x©@]+

X (0)] <

X, (0)]|+ M (6.157)

Por otro lado si X(0)e 2 entonces por el Lema 4.1 existe un tiempo 7, tal que para
>T se cumple que X(f)e£2;. Puesto que el sistema es uniformemente Lipschitz en el
estado X, entonces en el intervalo de tiempo [0, 7] el estado se mantendra acotado y
por lo tanto existird un M, tal que ||e,||<M;.

De este modo tomando M’=max(M+||X,(0)||,M;, My) es posible elegir k;, k2, k3 y & de
modo que se verifique el Teorema 6.6 para £~T,. Tomando entonces como 7 el
tiempo de partida en la conclusion de dicho teorema se tiene que:

e, )] < My =1 (6.158)
u ﬂ7(M1,t—TQ)+)/7(nmax,pmax)+87 t>T,
Definiendo fs de la como:
M, t<T,
5 (Je, 0)]-£)= (M (Je, @)t~ Ta(fe,0f) > (6.159)

Es claro que fs es una funcion de clase KL ya que es creciente con ||&,||, se anula cuando
e,=0 y ademads tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito de tal modo que:

e, @] <. (e, ©

) 73 (P Py )+ €1 (6.160)

Como se queria demostrar =
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6.4.4. Consideraciones sobre la ley de control

Debido a la complejidad y extension de las demostraciones es facil que algunos detalles
importantes pasen desapercibidos. Por este motivo en esta seccion se intenta dar una
vision intuitiva de los resultados obtenidos asi como de las condiciones que se exigen a
las constantes del controlador, las perturbaciones y el ruido.

En primer lugar, es interesante analizar la suposicion de partida. Los teoremas exigen
que la trayectoria sea dominable, este hecho se ha utilizado para demostrar tres cosas.

En primer lugar la condicion fue necesaria para encontrar un F; del signo adecuado y
que fuese mayor que F, (ecuacion (6.62)), esta condicidon es simple de entender ya que
de no cumplirse no seria posible, en general, evitar que los términos que contienen z;
hagan crecer V' (segun la ecuacion (6.66)).

En segundo lugar, también fue necesario admitir que la trayectoria es dominable para
denostar que el término 7; somina sobre el termino 7. (su modulo es mayor) en la
expresion (6.118).

En tercer lugar conviene observar con detenimiento el papel de la ecuacion (6.64). La
desigualdad planteada solo puede cumplirse si:

\/Epmax <

F.

sin () (6.161)

Este es el motivo por el que se exige que F, no se anule en las trayectorias dominables.
De hecho este resultado es similar a lo que ocurria en el control continuo del Capitulo
5, la tolerancia del sistema a las perturbaciones es mayor cuanto mayor sea F,.

Este hecho es facil de entender observando (6.18) ya que si F, se anulase se estaria
perdiendo la accion de control sobre z, y por lo tanto el sistema resultaria incontrolable.
Esta conclusion se encuentra intimamente relacionada con el teorema de Brocket y la
controlabilidad a lo largo de una trayectoria analizada en detalle en el Capitulo 2.

La condicién de que la trayectoria sea dominable es, sin embargo muy restrictiva (la
region es mucho mas pequeia que la region factible). No obstante, si bien se ha
demostrado que la dominancia permite controlar la trayectoria cuando el ruido y las
perturbaciones acotados, también es cierto que existen trayectorias que no son
dominables y en las que sin embargo la ley de control funciona. Este punto se muestra
con un ejemplo en el apartado 6.5.1.B.

La segunda conclusion que puede extraerse de (6.161) es que cuanto menor sea k;
menor serd la tolerancia del sistema ante las perturbaciones, lo que resulta
completamente 16gico ya que k; es la ganancia que se utiliza para estabilizar z, (véase
(6.27)).

Una conclusion similar puede obtenerse acerca del ruido en la medida. Analizando las
ecuaciones (6.89) y la (6.88), cuanto mayor sea k,, menor serd el efecto del ruido
(recuérdese que el ruido estd presente en (6.89) a través de &s5). Esto sugiere que es
bueno utilizar valores grandes de la constante k..
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Ahora bien, si se observa la ecuacion (6.117) el efecto es el contrario, cuanto menor es
la constante k, mayor es z,. Esto sugiere tomar valores pequefios de &, con el fin de
aumentar al maximo el tamafio de la region de atraccion.

De este modo, de acuerdo a las cotas impuestas por los teoremas anteriores, existe un
compromiso entre la tolerancia al ruido y las perturbaciones y la region de atraccion del
sistema.

Otro punto que puede resultar oscuro es el papel de las ecuaciones (6.63) y (6.119). En
principio la opcién mas simple seria cancelar ambos términos tomando simplemente
k=1/d, y ks=1/d,, de este modo se simplificaria el andlisis. Esto no se ha hecho
esencialmente por dos motivos:

I Las constantes d, y d, son parametros del modelo (y por tanto afectados por la
incertidumbre), de modo que no serd posible una cancelacion exacta. Por este
motivo al mantener dichos términos se estd analizando la incertidumbre en el
modelo.

II En muchas ocasiones puede resultar conveniente tomar valores k;#1/d, y ks#1/d,
con el fin de obtener una mejor respuesta en el transitorio. De este modo, si el
sistema resultante es estable (lo cual ocurre al menos dentro de un rango de
valores), la eleccion concreta de las ganancias k; y k; no afecta demasiado al
estado estacionario.

Esto es asi ya que en estado estacionario e, e,, y e, seran pequefios y por tanto los
términos a los que multiplica (1-d,k;) y (1-d/k3) no seran muy grandes (véase
ecuaciones (6.27) y (6.121).

Por ultimo cabe destacar que los teoremas garantizan la estabilidad practica semiglobal
para una eleccion concreta de constantes k;, k, y k3. Esto quiere decir que partiendo de
condiciones iniciales acotadas por una cierta constante M, entonces el error de
seguimiento es finalmente acotado.

No obstante, esto no significa que si se comienza en condiciones iniciales tales que
|[X(0)|>M la trayectoria sea inestable. De hecho los experimentos numéricos muestran
que para las trayectorias de prueba utilizadas, si la eleccion de las constantes es correcta
el sistema resultante converge pare cualquier condicion inicial. Esto sugiere que el
sistema puede en realidad ser global y finalmente acotado. Aunque a falta de una prueba
analitica este hecho constituye solamente una conjetura.

6.5. Resultados

En este apartado se presentan resultados de simulacién de la ley de control y la
validacion experimental que confirma el buen funcionamiento de la misma en el
aerodeslizador de laboratorio.

En primer lugar se analiza mediante simulaciones el comportamiento de la ley de
control para diferentes trayectorias y condiciones iniciales, de forma similar al estudio
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que se llevd a cabo en el Capitulo 5 con el control continuo. De este modo se verifican
algunas de las propiedades comentadas en los apartados anteriores.

Estas simulaciones permiten analizar circunstancias que son fisicamente imposibles de
probar en el sistema de laboratorio asi como analizar el efecto de las perturbaciones y el
ruido.

Finalmente se muestra el comportamiento de la ley de control con un experimento real
de laboratorio. Se comprueba que los resultados experimentales son coherentes con los
resultados de simulacion y se analizan las limitaciones del sistema experimental.

6.5.1. Simulacion

En primer lugar se analiza el comportamiento de la ley de control en trayectorias
circulares. A continuacion se muestra el funcionamiento con trayectorias mas generales,
finalmente se estudia el efecto de las perturbaciones y el ruido en la medida. Todas las
simulaciones son llevadas a cabo con los siguientes parametros del controlador: k;=6s,
k=1sy k;=ls.

6.5.1.A. Seguimiento de una trayectoria circular

La trayectoria de prueba para este caso sera una circunferencia de radio R centrada en el
origen y recorrida con una velocidad V-

x()=R sin(zt)
R
(6.162)
y.(t)=Rcos (%tj

Con el objetivo de poder comparar resultados de la ley de control discreta con los
obtenidos mediante la ley de control continua (ver Capitulo 5) se utilizan los mismos
valores V=0.5 m/s y R=2 m. De este modo F,=0.2179m/s’ y 7=0.4339 rad/s’ lo que
implica que la trayectoria es dominable, como se puede apreciar en Figura 6.6.

A la vista de la figura anterior es claro que en ausencia de ruido y perturbaciones el
aerodeslizador converge a la trayectoria y la sigue sin error. Observando la Figura 6.8 y
la Figura 6.9 es claro que tras un transitorio de aproximadamente 30 s la trayectoria
converge hacia la referencia, siguiéndola posteriormente con total precision.

El comportamiento de la orientacion del vehiculo se muestra en la Figura 6.10. En
primer lugar la velocidad angular » converge hacia la referencia ., esto ocurre durante
los quince primeros segundos. Del mismo modo la orientacion del vehiculo i converge
hacia la orientacion de referencia .
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T (rad/sz)

Figura 6.6. La trayectoria circular planteada es dominable. La linea roja delimita la region factible , la

azul discontinua es la region dominable, y el + verde es el par (z.F).).

Simulando la trayectoria del aerodeslizador desde condiciones iniciales nulas y sin

perturbaciones ni ruido se obtiene la trayectoria mostrada en la Figura 6.7.

Figura 6.7. Trayectoria circular sin ruido. La trayectoria se muestra en azul y la referencia en rojo.

Ademas es posible apreciar como el tiempo de asentamiento del error de orientacion es

inferior al tiempo de asentamiento de la posicion. Este comportamiento resulta normal
ya que Z no se estabiliza hasta que e, sea pequeiio como se indicaba en el Teorema 6.1.
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Una vez que Z comienza a converger entonces la referencia de control 7, tiende hacia la
velocidad angular de giro del circulo 7, y la referencia y. converge hacia y,. A partir de
=30 s todas las referencias son indistinguibles lo que se corresponde a un seguimiento
perfecto de la referencia.

Figura 6.8. Evolucion temporal de la posicion. Trayectoria en azul y referencia en rojo.

0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4

v, (m/s)

X

Figura 6.9. Evolucion temporal de la velocidad. Trayectoria en azul y referencia en rojo.
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Figura 6.10. Evolucion de la orientacion. Referencias en rojo y trayectoria en azul.

t(s)

Figura 6.11. Detalle de la convergencia de las variables auxiliares z y s,,.
Para confirmar las hipotesis realizadazas en el desarrollo tedrico se muestra la evolucion

de las variables z y s,. La Figura 6.12 permite apreciar como la variable z; converge
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muy rapidamente hacia cero mientras que z, converge de forma mas suave. Con el
proposito de observar la dindmica de z; la escala de tiempo ha sido ampliada. También
se confirma que s, converge hacia cero en tiempo finito.

Finalmente en la Figura 6.12 se muestra la sefial de control aplicada a cada uno de los

motores. Puesto que el control es de tipo todo-nada transcurrido el transitorio la sefal de
control es fuertemente oscilante.

0.6
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Figura 6.12. Sefiales de control aplicadas al aerodeslizador. En rojo se marca la saturacion de los motores.

Las simulaciones anteriores han sido llevadas a cabo desde condiciones iniciales nulas.
Cabria entonces preguntarse qué ocurre si las condiciones iniciales fuesen adversas.

Los teoremas de estabilidad afirmaban que para un valor adecuado de las constantes del
controlador existe una region de atraccion del sistema, de tal modo que si las
condiciones iniciales pertenecen a esta region, la trayectoria inicial converge hacia la
referencia.

Por otra parte, en el apartado 6.4.4 se conjetura que el sistema puede ser global y
asintOticamente estable para ciertas configuraciones de parametros. La base para esta
conjetura es que en las simulaciones numéricas el aerodeslizador converge hacia el
circulo (y otras trayectorias de prueba dominables) desde cualquier condicidn inicial.

Como ejemplo ilustrativo de esta afirmacion se muestran las trayectorias del
aerodeslizador que parten desde tres cond1c10nes iniciales muy alej adas de la referencia:
X~[-50 50 -2 0 0 0], x,=[0 0 0 20 -20 20]" y x,=[50 50 2 10 10 10]".

Dichas condiciones iniciales se corresponden a una posicion inicial muy alejada, una
velocidad inicial muy grande y una combinacion de ambas cosas.
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Figura 6.13. Evolucion de la distancia a la trayectoria desde tres condiciones iniciales adversas. X, en
azul, X, verde y X, rojo. En los tres casos la trayectoria converge hacia la referencia.

Figura 6.14. Trayectoria con condiciones iniciales adversas. X, en azul, X, verde y X, rojo. En los tres
casos la trayectoria converge hacia la referencia circular (negro).

En la Figura 6.13 asi como en la Figura 6.14 se muestran la distancia de seguimiento y
la trayectoria seguida desde las tres condiciones iniciales adversas de prueba. En todos
los casos la trayectoria converge finalmente hacia la referencia.
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Como ya ocurria en el control continuo del Capitulo 5 una velocidad inicial elevada
tiene un efecto mas negativo sobre el transitorio que una distancia inicial muy grande.
Como se puede observar comparando el error de seguimiento desde las posiciones

iniciales X, y Xp.

6.5.1.B. Seguimiento de una trayectoria genérica

Como ejemplo de trayectoria general se tomara la misma trayectoria de Lissajous
factible del Capitulo 5:

x,.(t)=2sin (%tj
(6.163)
v,.(t)=3cos (%tj

Esta trayectoria resulta muy interesante ya que se trata de una trayectoria factible pero
no dominable. Para verlo considérese el diagrama de fuerzas de la Figura 6.15.

F (m/s?)

1 (rad/s?)

Figura 6.15. Trayectoria factible no dominable. La region dominable es el interior del rectangulo azul
mientras que la region factible es el rombo rojo. Las fuerzas y momentos necesarios para seguir la
trayectoria se muestran en verde.

Es claro que la fuerza y el momento se encuentran fuera de la region azul por lo que la
trayectoria no es dominable. No obstante, mientras la fuerza es positiva siempre es
posible elegir un 7 que domine sobre 7, y /' domine sobre F,. (En particular los dos
puntos superiores pueden ser utilizados para tal fin).
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Utilizando solamente los teoremas anteriores no es posible demostrar que la trayectoria
converge, ya que ni 7; domina sobre 7, ni F; domina sobre F) en cada instante de tiempo.
No obstante, puesto que la fuerza promedio es siempre positiva parece logico pensar
que si bien 7; y F; no dominan en todo tiempo ¢ si que lo hard en promedio.

Ahora bien, puesto que el aerodeslizador es un sistema paso-bajo, cabria esperar que el
sistema funcione correctamente mientras la trayectoria sea “casi dominable”.

Para comprobar esta hipotesis intuitiva se simula el sistema con los mismos parametros
de control que en el caso anterior. Partiendo de condiciones iniciales nulas se obtiene la
trayectoria ilustrada en la Figura 6.16.

Figura 6.16. Convergencia hacia una trayectoria general. Trayectoria en azul y referencia en rojo.

La figura anterior muestra que aunque la trayectoria no sea dominable en todos sus
puntos, si es posible converger hacia ella y seguirla con bastante precision. Para
observar con mayor detalle el efecto sobre la trayectoria de la perdida de control sobre
la misma conviene examinar la evolucion de la orientacion del aerodeslizador mostrada
en la Figura 6.17.
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t (s)

Figura 6.17. Evolucion de la orientacion en una trayectoria no dominable. Las mayores discrepancias se

6.5 Resultados

producen en los picos de velocidad en r donde t es maximo.
A la vista de la Figura 6.17 es claro que el seguimiento de la referencia de orientacion es

correcto. De este modo, el error de seguimiento espacial mostrado en la Figura 6.18, es

muy pequefio (en estado estacionario el error es menor que 0.01 m).

(w) eroueysig

200

80

Figura 6.18. Error de seguimiento de la trayectoria. El error de seguimiento en estado estacionario es

minimo.
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6.5.1.C. Efecto del ruido en la medida y las perturbaciones

A continuacion se muestra el efecto del ruido sobre la trayectoria circular de prueba
desde condiciones iniciales nulas. Para ello se afiade un ruido blanco de media nula en
la medida de amplitud n» comprendida entre 0.1 y 0.5 (con sus unidades
correspondientes en cada una de los componentes del vector de estados). El efecto sobre
la trayectoria se muestra en la Figura 6.19.

Distancia (m)

Figura 6.19. Error de seguimiento para diferentes niveles de ruido.

A partir de la figura anterior se aprecia que el error de seguimiento de la trayectoria en
estado estacionario es una funcion creciente del nivel de ruido. Ademas resulta
interesante observar que el error de seguimiento obtenido para n=0.2 es de
aproximadamente 40cm. Este dato es importante ya que el error en la medida en el
sistema real de laboratorio tiene el mismo orden de magnitud.

La forma de las trayectorias seguidas por el aerodeslizador para los mismos niveles de
ruido se muestra en la Figura 6.20. Es posible observar que pese a la deformacion de la
trayectoria inducida por el ruido, esta sigue siendo cualitativamente correcta.
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Figura 6.20. Trayectorias del aerodeslizador para diferentes niveles de ruido.

6.5.1.D. Efecto de las perturbaciones

En cuanto a las perturbaciones cabe considerar varios efectos, por una parte se
encuentra la perturbacion externa p, por otra hay que tener en cuenta que en una
implementacidon de control real el control aplicado no sera continuo en el tiempo sino
muestreado.

De este modo y para obtener una simulacion realista se considera el sistema muestreado
con un periodo 7=1/17s (que se corresponde con la frecuencia de adquisicion de
imagenes de 17 fps en el sistema real de laboratorio) Sobre el cual act@ia una
perturbacion constante pvyZO.OSm/sz .

La trayectoria resultante se muestra en la Figura 6.21. Y el error de seguimiento en la
Figura 6.22.
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m
Figura 6.21. Trayectoria en presencia de una perturbacion constante.

L B R

2
1.5
1

(w) eroueysig

La Figura 6.21 muestra como la perturbacion tiene como efecto un desplazamiento de la
trayectoria hacia la derecha lo que es coherente con el hecho de que se estd aplicando
una fuerza de deriva constante en la direccion positiva del eje y. A la luz de la Figura
6.22 es claro que el efecto de la perturbacion constante en la trayectoria circular es la
adicion de una perturbacién periddica en la trayectoria.

Figura 6.22. Error de seguimiento en presencia de una perturbacion acotada constante.
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6.5.2. Validacion experimental

En este apartado se valida el control disefiado en los apartados anteriores en el sistema
real de laboratorio que se describe en detalle en el Capitulo 3.

Para tener una idea mas precisa del resultado del experimento conviene ver los videos
de seguimiento que se encuentran en el CD adjunto. En particular el video Trackingl
muestra parte de la trayectoria que se analiza en detalle en este apartado.

El experimento que se muestra en este apartado consiste en el seguimiento de una
trayectoria circular de la forma (6.162) de radio R=0.65m y velocidad V=0.5m/s. Los
parametros del controlador son los mismos que se emplean en las simulaciones
anteriores.

Figura 6.23. Seguimiento de una trayectoria circular de prueba.

La seleccion del radio de giro estd motivada por las limitaciones fisicas del sistema
experimental (en particular para evitar que el aerodeslizador abandone el area de vision
de la camara). Por otra parte la velocidad se elige con objeto de mantener la trayectoria
en la region dominable.

Debido al pequefio radio de giro y la baja velocidad, la trayectoria de prueba es
especialmente dificil de seguir. Conviene en este punto recordar que cuanto menor sea F'
menos controlable es el aerodeslizador a lo largo de la trayectoria, siendo el caso
extremo el posicionamiento en un punto.

En la Figura 6.23 se muestra la trayectoria espacial del aerodeslizador. La trayectoria se
encuentra ligeramente desplazada en el sentido x e y crecientes. Esto sugiere el efecto de
una perturbacion constante en dicha direccion (ver Figura 6.21). La Figura 6.23 muestra
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que la trayectoria seguida es cualitativamente correcta ya que el aerodeslizador realiza
revoluciones en torno al origen de coordenadas. No obstante el efecto del ruido, las
perturbaciones y los retardos de control son evidentes.
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Figura 6.25. Velocidades del aerodeslizador
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En la Figura 6.24 se muestra la evolucion de la posicion respecto al tiempo. Es
interesante comprobar como la trayectoria se mantiene proxima a la referencia y ademas
el periodo de las revoluciones es correcto.

En la Figura 6.25 puede verse como la medida de velocidad sigue con bastante precision
la velocidad de referencia. Es interesante observar que dado que la ley de control es de
tipo todo-nada-inversion el ruido en la medida de la velocidad no es en absoluto
despreciable.

En cuanto a la orientacion del aerodeslizador se muerta en la Figura 6.26. Es interesante
observar que la referencia de orientacion i, se ve afectada por el ruido y las
perturbaciones presentes en la posicion mientras que la evolucion de la orientacion y es
mucho mds suave. Ademas se aprecia un retardo de aproximadamente un segundo entre

vy Ve

v (rad

- l 'Hm ‘nl ‘ ll _I!unm!x 11\
f YR
1:5 2:0 2:5 30

Figura 6.26. Evolucion de la orientacion del vehiculo. En azul se muestra la orientacion i y la velocidad
angular . Por otra parte en rojo se muestra la referencia y, asi como la velocidad angular 7,.

Si se observa la velocidad angular se aprecia que al igual que la velocidad lineal su
medida es muy ruidosa. De hecho en la Figura 6.26 se muestra 7, y no r. puesto que el
valor de esta ultima referencia se encuentra muy afectado por el ruido en la medida y no
aporta mucha informacion.

Segun las simulaciones del apartado 6.5.1.C teniendo en cuenta el nivel de ruido en la
medida de velocidad y la velocidad angular (que descontando los outliers se encuentra
en torno a n=0.2), cabria esperar un error de seguimiento debido solamente al ruido de
unos 40cm. Esta sospecha es confirmada por la Figura 6.27 de tal modo que el resultado
experimental es coherente con las simulaciones anteriores.
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Error de seguimiento en un experimento real.

Figura 6.27.

Para concluir, en la Figura 6.28 se muestran las sefiales de control discretas que se

aplican al aerodeslizador real de laboratorio.

Figura 6.28. Seiales de control aplicadas al aerodeslizador real.
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6.6. Conclusiones

En este capitulo se ha disefiado una ley de control que es capaz de resolver el problema
de seguimiento de trayectoria de un aerodeslizador subactuado con entradas discretas.

Para ello se ha limitado el tipo de trayectorias a un subconjunto de las trayectorias
factibles denominado trayectorias dominables. Esta restriccion, es importante desde el
punto de vista tedrico para demostrar la estabilidad. No obstante, en la practica una
violacion de dicha condicidon no resulta demasiado grave siempre y cuando la
trayectoria sea dominable la mayor parte del tiempo como se comprob6 en el apartado
6.5.1.B.

Se han obtenido demostraciones tedricas de la estabilidad de la ley de control. En
particular se ha demostrado que la ley de control produce un error de seguimiento
finalmente acotado y que este error puede hacerse tan pequefio como se quiera en
ausencia de perturbaciones y ruido.

Ademas, de acuerdo con el resultado de las simulaciones, se conjetura que una eleccion
correcta de los parametros del controlador puede lograr que el error sea global y
fielmente acotado. Lo que implica que el aerodeslizador puede converger hacia la
trayectoria desde cualquier condicion inicial posible.

Puesto que la ley de control disefiada hace uso unicamente de valores discretos de la
fuerza en cada uno de los motores, es directamente aplicable al modelo de laboratorio.
De este modo se ha realizado una validacion de la ley de control disefiada por medio de
experimentos reales obteniendo resultados satisfactorios y totalmente coherentes con los
resultados de simulacion.






Capitulo 7/ Conclusiones

En este capitulo se muestran las principales conclusiones de este trabajo asi como las
posibles lineas futuras de investigacion a las que da lugar.

7.1. Conclusiones

En esta tesis se ha llevado a cabo un estudio en profundidad del tipo de problemas de
control que pueden ser resueltos en un aerodeslizador subactuado. Se han obtenido
resultados acerca de la controlabilidad local y global del estado por métodos directos y
se han analizado las condiciones bajo las cuales el aerodeslizador puede ser controlado
en torno a una trayectoria completando asi estudios previos de (Fantoni et al., 2000).
Esto supone un andlisis exhaustivo de lo que puede y no puede hacerse con un
aerodeslizador subactuado.

Con el proposito de validar las leyes de control disefiadas a lo largo de este trabajo se ha
desarrollado un laboratorio de control de un aerodeslizador. Ademés de la
implementacién fisica del laboratorio se ha creado un conjunto de librerias en
LabVIEW que permiten resolver los problemas de vision artificial, calibracion del
sistema, comunicacioén con el vehiculo e implementacion de las leyes de control. Con
este sistema ha sido posible obtener y validar los pardmetros del modelo del vehiculo
que se utiliza para el disefio de las leyes de control y las simulaciones.

Ademas en se ha resuelto el problema de posicionamiento en un punto empleando dos
sefiales de control que pueden tomar valores en un conjunto discreto de valores, todo-
nada-inversion. Se ha demostrado matematicamente la estabilidad de cada una de las
partes que componen la ley de control empleando para ello técnicas de analisis no
lineal.

Adicionalmente se ha desarrollado una estrategia innovadora para el analisis de la
estabilidad de sistemas conmutados para los cuales no existe una funciéon de Lyapunov
comun que se basa en el concepto de Sistema Equivalente. Empleando esta nueva
herramienta ha sido posible demostrar analiticamente la estabilidad del conjunto.

También se ha desarrollado una ley de control continua que permite seguir cualquier
trayectoria espacial bien definida que se encuentre parametrizada en el tiempo. Esta ley
de control hace uso de sefiales de control acotadas, dando por tanto solucion al
problema de las saturaciones de las sefiales de control que pueden aplicarse en un
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vehiculo real. La Estabilidad global de dicha ley de control ha quedado demostrada
tanto analiticamente como en simulacion.

Finalmente se han disefiado una ley de control que permite resolver el problema de
seguimiento de trayectoria de un aerodeslizador haciendo uso tnicamente de las sefiales
de control discretas de tipo todo-nada-inversion. Para garantizar la estabilidad en este
caso es necesario restringir las trayectorias a un subconjunto de las trayectorias bien
definidas que se denomina trayectorias dominables.

Dicho subconjunto es tal que siempre es posible obtener fuerzas y momentos de
cualquier signo que dominen sobre el modulo de la fuerza necesaria para seguir la
trayectoria necesaria en cada instante. Bajo estas condiciones se ha demostrado
analiticamente la estabilidad semiglobal. Ademés es posible hacer que la region de
atraccion de las trayectorias arbitrariamente grande mediante una eleccion adecuada de
las constantes de control. La ley de control desarrollada ha sido verificada en el sistema
experimental de laboratorio.

Para cada uno de los controles disefiados se ha hecho un anélisis de la influencia del
ruido en la medida, las perturbaciones y la incertidumbre en los pardmetros. Ha sido
posible demostrar analiticamente que en todos los casos existe un margen de robustez
tal que si el ruido, las perturbaciones y la incertidumbre permanecen acotadas por dicho
margen, entonces la estabilidad se mantiene (el error se mantiene en un pequeio entorno
del origen).

De este modo puede considerarse que se han alcanzado todos los objetivos planteados
en el Capitulo 1.

7.2. Trabajo futuro

Esta Tesis abre nuevas lineas de investigacion que definen propuestas de trabajo futuro
tanto a nivel tedrico como préctico.

En primer lugar, desde el punto de vista practico resulta interesante ampliar el sistema
experimental de tal forma que admita multiples vehiculos que puedan generar sefiales de
control continuas. Esto permitiria extender el sistema experimental para su uso como
plataforma de colaboracion de multiples vehiculos.

Por otro lado, desde el punto de vista tedrico, puesto que los pardmetros del modelo
pueden variar considerablemente a lo largo del tiempo, con el fin de mejorar el
rendimiento de las leyes de control resulta interesante la aplicacion de técnicas de
control adaptativo que ajustasen los parametros del controlador a los pardmetros fisicos
reales de la planta.

En el capitulo 6 se ha demostrado que la ley de control desarrollada para el seguimiento
de trayectoria con sefales de control discreta, es semiglobalmente estable. No obstante,
los resultados de simulacion sugieren que el sistema puede ser global y asintdticamente
estable.
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Ademas las restricciones impuestas sobre la trayectoria son excesivamente rigidas. Esto
surgiere que podrian obtenerse resultados mas precisos acerca de las trayectorias que
pueden seguirse utilizando técnicas de andlisis basadas en el sistema promedio
utilizando (Averaging).

Finalmente como linea de trabajo futuro esta el estudio del problema de seguimiento de
camino (path following). En general una ley de control de seguimiento de trayectoria
puede adaptarse de forma simple para ser usada como ley de seguimiento de camino
(estableciendo una asignacion de la velocidad en el calculo de la referencia de posicion).

No obstante para obtener una ley de control que explote al maximo la estructura del
problema de seguimiento de camino, es necesario un andlisis exhaustivo del problema
concreto. De este modo seria posible disefiar leyes de control eficientes para la solucion
del problema de seguimiento de camino.
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